
ÓÄÊ 519.612:632.4

Ò.Ñ. ßêóøêèíà1

Î ÐÀÑÏÐÅÄÅËÍÍÎÉ ÐÅÏËÈÊÀÒÎÐÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÅ,

ÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÓÞÙÅÉ ÁÈÌÀÒÐÈ×ÍÎÉ ÈÃÐÅ

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðåïëèêàòîðíûõ ñèñòåì òèïà ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ

â áèìàòðè÷íîì ñëó÷àå. Îäèí èç ïîäõîäîâ, ïðåäëîæåííûé â ëèòåðàòóðå äëÿ ôîðìàëè-

çàöèè è àíàëèçà ðàñïðåäåëåííûõ ðåïëèêàòîðíûõ ñèñòåì ñ îäíîé ìàòðèöåé, îáîáùàåòñÿ

äëÿ ñëó÷àÿ àñèììåòðè÷íûõ êîíôëèêòîâ. Ïðèâîäèòñÿ òåîðåòèêî-èãðîâàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

çàäà÷è, óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó äèíàìè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ñèñòåì è èõ èãðîâûìè

õàðàêòåðèñòèêàìè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ

ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû, äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ñîõðàíåíèè óñòîé÷èâîñòè. Ïîëó÷åííûå

ðåçóëüòàòû èëëþñòðèðóåòñÿ íà êëàññè÷åñêèõ äâóìåðíûõ ïðèìåðàõ â ðàñïðåäåëåííîì ñëó-

÷àå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýâîëþöèîííàÿ òåîðèÿ èãð, ñèñòåìû ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ, ðåïëèêàòîð-

íûå óðàâíåíèÿ.

1. Ââåäåíèå.

Ìîäåëè ýâîëþöèîííîé òåîðèè èãð íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ,

ñðåäè êîòîðûõ âûäåëÿþò äâå îñíîâíûå êàòåãîðèè [13]: áèîëîãè÷åñêèå è ýêîíîìè÷åñêèå.

Îäíèì èç ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ è óíèâåðñàëüíûõ èíñòðóìåíòîâ îïèñàíèÿ ýâîëþöè-

îííûõ ïðîöåññîâ ÿâëÿþòñÿ ðåïëèêàòîðíûå óðàâíåíèÿ, èñïîëüçóþùèåñÿ, â áèîëîãè÷å-

ñêîì êîíòåêñòå, â ïîïóëÿöèîííîé ãåíåòèêå [10], â òåîðèè ïðåäáèîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè

[7], [8]. Ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî èññëåäîâàíèé ýâîëþöèè êîîïåðàöèè òàêæå îñíîâàíû

íà ðåïëèêàòîðíîé äèíàìèêå [9], [11]. Ïðè ýòîì îäèí èç ñòàíäàðòíûõ ñïîñîáîâ çàïèñè

ðåïëèêàòîðíûõ óðàâíåíèé [2] èìååò âèä

v̇i(t) = vi(fi(v)− f l(v)), i = 1, . . . , n, (1)

ãäå v = (v1(t), . . . , vn(t)) � âåêòîð, îïèñûâàþùèé ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (íàïðèìåð, ðàñïðå-

äåëåíèå âåðîÿòíîñòåé âûáîðà ñòðàòåãèé â èãðå â íîðìàëüíîé ôîðìå). Âçàèìîäåéñòâèå

ýëåìåíòîâ ñèñòåìû ôîðìèðóåò ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè (ôèòíåñà) fi(v) îòäåëüíûõ

ýëåìåíòîâ, à âûðàæåíèå f l(v) ÿâëÿåòñÿ óñðåäíåííîé õàðàêòåðèñòèêîé ýòîãî âçàèìîäåé-

ñòâèÿ. Ìíîãèå ìîäåëè èñïîëüçóþò ìàòðè÷íóþ ôîðìó çàïèñè äëÿ îïèñàíèÿ âçàèìîäåé-

ñòâèÿ: åñëè A � ìàòðèöà âûïëàò, fi =
∑n

j=1 aijvj.
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Îñíîâíîå äîïóùåíèå, êîòîðîå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ñîñðåäîòî÷åííûå ðåïëèêàòîð-

íûå ñèñòåìû âèäà (1), � îñòóòñòâèå ïðîñòðàíñòâåííîé çàâèñèìîñòè â ñèñòåìå. Íî ïðåä-

ïîëîæåíèå, ÷òî âñå ýëåìåíòû âçàèìîäåéñòâóþò ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ äðóã ñ äðóãîì,

çà÷àñòóþ íå õàðàêòåðíî äëÿ ðåàëüíûõ áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå

ïîäõîäû, ïîçâîëÿþùèå ó÷åñòü ïðîñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðó â ðåïëèêàòîðíûõ óðàâíå-

íèÿõ: èñïîëüçîâàíèå ïðîñòðàíñòâåííûå ðåøåòîê [1],[12], ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ [3] è ñèñòåì

ðåàöèÿ-äèôôóçèÿ [5],[6]. Áîëüøèíñòâî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ èññëåäîâàíèþ ðàñïðåäåëåí-

íûõ ðåïëèêàòîðíûõ ñèñòåì, ðàññìàòðèâàþò ìîäèôèêàöèè ñèñòåìû (1) ñ îäíîé ìàòðè-

öåé. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ áèìàòðè÷íûé ñëó÷àé ðåïëèêàòîðíûõ ñèñòåì,

äëÿ àíàëèçà êîòîðûõ âûáðàí ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â [4]. Òàêèì îáðàçîì, èññëåäóåòñÿ

óñòîé÷èâîñòü ðàñïðåäåëåííûõ ðåïëèêàòîðíûõ ñèñòåì ïðè óñëîâèè ãëîáàëüíîãî ðåãó-

ëèðîâàíèÿ äëÿ çàäà÷ ñ äâóìÿ ìàòðèöàìè, âûâîäèòñÿ ñâÿçü ìåäó òåîðåòèêî-èãðîâûìè

ïîíÿòèÿìè è ïîíÿòèåì óñòîé÷èâîñòè ïðè ó÷åòå ïðîñòðàíñòâà, è äåìîíñòðèðóåòñÿ ñóùå-

ñòâîâàíèå ïðîñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíûõ ðåøåíèé.

2. Ðåïëèêàòîðíûå ñèñòåìû îáùåãî âèäà: áèìàòðè÷íûå èãðû. Â îäíîé èç

âîçìîæíûõ áèîëîãè÷åñêèõ ïîñòàíîâîê çàäà÷è ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà âçàèìîäåéñòâèÿ

äâóõ ïîïóëÿöèé I è II, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç n òèïîâ. Åñëè âåëè÷èíû xi, yj

îáîçíà÷àþò àáñîëþòíóþ ÷èñëåííîñòü îòäåëüíûõ òèïîâ, òî âîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòå-

ìû îïèñûâàþòñÿ íàáîðàìè x = (x1, . . . xn),y = (y1, . . . yn) ∈ Rn
+. Ïðè ýòîì x(t),y(t) �

äèôôåðåíöèðóåìû ïî âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé t > 0 , èìåþùåé ñìûñë âðåìåíè. Ïî-

ëàãàåòñÿ, ÷òî ïîïàðíîå âçàèìîäåéñòâèå òèïîâ ñ íîìåðàìè i è j , îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçíûì

ïîïóëÿöèÿì, ïðîèñõîäèò ñëó÷àéíûì îáðàçîì è õàðàêòåðèçóåòñÿ ìàòðèöàìè âçàèìîäåé-

ñòâèÿ A è B ñ ïîñòîÿííûìè ýëåìåíòàìè {aij}, {bji}(i, j = 1, . . . , n) . Èíòåíñèâíîñòü ðî-

ñòà àáñîëþòíîé ÷èñëåííîñòè îòäåëüíîãî òèïà ïðîïîðöèîíàëüíà ýâîëþöèîííîìó óñïåõó

ýòîãî òèïà, ïîýòîìó çàêîí âîñïðîèçâîäñòâà ïîïóëÿöèé çàïèøåòñÿ â âèäå

ẋi = xi(Ay)i; ẏj = yj(Bx)j; (2)

ãäå (Ay)i =
∑n

k=1 aikyk, (Bx)j =
∑n

k=1 bjkxk. Ñ÷èòàÿ ñóììàðíóþ ÷èñëåííîñòü êàæäîé èç

ïîïóëÿöèé äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé, ââåäåì ÷àñòîòû (îòíîñèòåëüíûå

÷èñëåííîñòè) òèïîâ:

ui =
xi∑n
k=1 xk

, vj =
yj∑n
k=1 yk

; i, j = 1, . . . , n; (3)

òîãäà âåêòîð-ôóíêöèè u(t),v(t) , ïðèíàäëåæàò ñèìïëåêñàì âèäà

Sn =

{
s(t) :

n∑
i=1

si(t) = 1, si(t) ≥ 0, i = 1, . . . , n

}
.
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Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (2) è äèôôåðåíöèðóÿ (3), ïîëó÷èì áèìàòðè÷íóþ ðåïëèêàòîðíóþ

ñèñòåìó:

u̇i = ui ((Av)i − (u, Av)) ; (4)

v̇j = vj ((Bu)j − (v, Bu)) ; i, j = 1, . . . , n.

Çäåñü ïîä âûðàæåíèÿìè (Av)i =
∑n

k=1 aikvk; ((Bu)i =
∑n

k=1 bikuk ïîíèìàåòñÿ ïðèñïî-

ñîáëåííîñòü òèïà, íàçûâàåìàÿ ôèòíåñîì. Òîãäà ñðåäíÿÿ ïðèñïîñîáëåííîñòü (ôèòíåñ)

ïîïóëÿöèé I è II ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå: (u, Av) =
∑n

j=1 ui(Av)i; (v, Bu) =
∑n

i=1 vi(Bu)i.

Ñèñòåìà (4) ñîãëàñóåòñÿ ñ îäíèì èç áàçîâûõ ïðèíöèïîâ äàðâèíèçìà: ðåïðîäóêòèâíûé

óñïåõ èíäèâèäà èëè ãðóïïû çàâèñèò îò ïðåèìóùåñòâà ñîáñòâåííîé ïðèñïîñîáëåííîñòè

ïåðåä ñðåäíåé ïðèñïîñîáëåííîñòüþ ïî ïîïóëÿöèè. Ïðèâåäåì îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè

ðåïëèêàòîðíûõ ñèñòåì òèïà (4), êîòîðûå ïîòðåáóþòñÿ â äàëüíåéøåì ïðè èññëåäîâàíèè

ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì.

• Òî÷êè ïîêîÿ ñèñòåìû (4) îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé:

(Av)1 = (Av)2 = . . . = (Av)n = β1;

(Bu)1 = (Bu)2 = . . . = (Bu)n = β2.

• Ìàòðèöà ßêîáè â òî÷êå ïîêîÿ â îáùåì âèäå [10]:

J =

[
Θ C

D Θ

]
.

Çäåñü ïîä Θ ïîíèìàþòñÿ íóëåâûå ïîäìàòðèöû ðàçìåðà (n−1)× (n−1) (ïîñëå èñ-

êëþ÷åíèÿ îäíîé èç ïåðåìåííûõ íà Sn ) áëî÷íîé ìàòðèöû, ïîä C,D � ïîäìàòðèöû

íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, â äàëüíåéøåì

áóäåì ñ÷èòàòü ðàçìåð ýòèõ ïîäìàòðèö ðàâíûì n.

• Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñèñòåìû èìååò âèä

p(λ) = (−λ)n−mdet(λ2I −DC) = det(λ2I −DC).

• Åñëè λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, òî è −λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Èñïîëüçóåì ýòîò

ôàêò â äàëüíåéøåì ïðè àíàëèçå óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (èç êîòîðîãî

ñëåäóåò, íàïðèìåð, ÷òî â äâóìåðíîì ñëó÷àå ñèñòåìà íå ìîæåò èìåòü òî÷êó ïîêîÿ

òèïà ôîêóñ èëè óçåë).
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2.1 Ðåïëèêàòîðíûå ñèñòåìû â òåîðèè èãð. Òåîðåòèêî-èãðîâàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

ñèñòåìû (2) îñíîâàíà íà èãðå â íîðìàëüíîé ôîðìå ñ äâóìÿ èãðîêàìè, èìåþùèìè ðàç-

íûå êîíå÷íûå íàáîðû ñòðàòåãèé è ðàçíûå ìàòðèöû âûïëàò A,B (èãðû òàêîãî òèïà

íàçûâàþò áèìàòðè÷íûìè). Â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è n èìååò ñìûñë ÷èñëà ÷èñòûõ

ñòðàòåãèé I è II èãðîêà, à u,v ∈ Sn � ñìåøàííûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ. Äîìèíèðîâàíèå

îäíîãî òèïà â ïîïóëÿöèè ñîîòâåòñòâóåò ÷èñòûì ñòðàòåãèÿì, âîçìîæíîå ñîñóùåñòâîâà-

íèå íåñêîëüêèõ òèïîâ îäíîâðåìåííî � ñìåøàííûì. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå A = B èãðà

ñòàíîâèòñÿ ñèììåòðè÷íîé.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó â âèäå (4), ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðàâíîâåñèå ïî Íýøó â

áèìàòðè÷íîé èãðå ñ ìàòðèöàìè âûïëàò A,B ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïîêîÿ ñèñòåìû (4) (îáðàò-

íîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî)[2]. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïàðà (û, v̂) ∈ Sn×Sn � ðàâíîâåñèå

ïî Íýøó, åñëè ∀u ∈ Sn (u, Av̂) ≤ (û, Av̂); ∀v ∈ Sn (v, Bû) ≤ (v̂, Bû). Çàìåòèì,÷òî

ìíîæåñòâî ñòðîãèõ ðàâíîâåñèé ïî Íýøó ñîñòîèò èç ÷èñòûõ ñòðàòåãèé, òî åñòü èç óãëîâ

ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèìïëåêñîâ Sn .

3. Ðàñïðåäåëåííàÿ ðåïëèêàòîðíàÿ ñèñòåìà.

Ðàññìîòðèì ðåïëèêàòîðíóþ ñèñòåìó ñ äèôôóçèåé:

∂ui
∂t

= ui
(
(Av)i − fA(t)

)
+ dAi

∂2ui
∂x2

; i = 1, . . . , n (5)

∂vj
∂t

= vj
(
(Bu)j − fB(t)

)
+ dBj

∂2vj
∂x2

; j = 1, . . . , n.

Ãäå dAi , d
B
j � ïîëîæèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè. Äëÿ äàííîé ñèñòåìû ui = ui(x, t),

vi = vi(x, t), ãäå x � ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ, t > 0 , fA(t), fB(t) � ôèòíåñû êàæ-

äîãî èãðîêà. Èñõîäÿ èç áèîëîãè÷åñêîé è òåîðåòèêî-èãðîâîé ïðåäïîñûëîê ìîäåëè, èìååò

ñìûñë ðàññìàòðèâàòü îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåí-

íîé: D ∈ Rk ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ, x ∈ D (k = 1, 2 èëè 3) Ïîëîæèì, ÷òî

ui(x, t), vi(x, t) äèôôåðåíöèðóåìû ïî t ïðè ëþáûõ x ∈ D è ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó

Ñîáîëåâà W 1
2 (D) ïðè D ∈ R1 èëè W 2

2 ïðè D ∈ R2 (D ∈ R3 ) êàê ôóíêöèè îò x ïðè

ôèêñèðîâàííîì âðåìåíè. Ñîñòàâèì óñëîâèå, àíàëîãè÷íîå óñëîâèþ ïîñòîÿíñòâà ÷àñòîò

äëÿ ñîñðåäîòî÷åííîé ñèñòåìû (4):

∀t :
n∑

i=1

∫
D

ui(x, t)dx = 1;
n∑

i=1

∫
D

vi(x, t)dx = 1. (6)

Ôèòíåñû îáîèõ ïîïóëÿöèé òîãäà èìåþò âèä fA =
∫
D
(u,Av)dx; fB =

∫
D
(v,Bu)dx; x ∈

D. Íà ãðàíèöå Γ ìíîæåñòâà D çàäàäèì ãðàíè÷íîå óñëîâèå � îäíîðîäíîå óñëîâèå Íåéìà-

íà: ∂ui

∂n

∣∣
x∈Γ = 0; ∂vi

∂n

∣∣
x∈Γ = 0; ãäå n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå ìíîæåñòâà. Â ìîìåíò

âðåìåíè t = 0 çàäàíû óñëîâèÿ Êîøè: u(x, 0) = ϕA(x); v(x, 0) = ϕB(x). Ââåäåì îáîçíà-

÷åíèå Dt = D × [0;∞) , è Sn(Dt) � äëÿ ìíîæåñòâà íåîòðèöàòåëüíûõ âåêòîð-ôóíêöèé
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y(x, t) ñ íîðìîé ýëåìåíòîâ:

∥yi∥S = max
t≥0

{
∥yi(x, t)∥Wk

2
+ ∥∂yi(x, t)

∂t
∥Wk

2

}
Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è áóäåì èñêàòü â êëàññå Sn(Dt) , óäî-

âëåòâîðÿþùèõ âûðàæåíèÿì:∫ ∞

0

∫
D

∂ui
∂t
η(x, t)dxdt =

∫ ∞

0

∫
D

ui[(Av)i − fA(t)]η(x, t)dxdt− dAi

∫ ∞

0

∫
D

(∇ui,∇η)dxdt;∫ ∞

0

∫
D

∂vi
∂t
η(x, t)dxdt =

∫ ∞

0

∫
D

vi[(Bu)i − fB(t)]η(x, t)dxdt− dBi

∫ ∞

0

∫
D

(∇vi,∇η)dxdt;

âûïîëíåííûì ïðè ëþáûõ äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî t ôóíêöèÿõ η(x, t) ñ êîìïàêòíûì

íîñèòåëåì íà [0,+∞) , ïðèíàäëåæàùèõ ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ïðîñòðàíñòâó Ñîáîëåâà ïî

x.

Â êà÷åñòâå ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (5) ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ

wA(x), wB(x) óðàâíåíèé:

dAi △wA(x) + wA
i

(
(AwB)i − fA

)
= 0; i = 1, n;

dBj △wB(x) + wB
j

(
(BwA)j − fB

)
= 0; j = 1, n;

(7)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
∂wA

i

∂n
= 0;

∂wB
i

∂n
= 0; è óñëîâèÿìè áàëàíñà

∑n
i=1

∫
D
wτ

i dx =

1; τ = A,B. Ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé wτ
i (x), τ = A,B , ïðèíàäëåæàùèõ

ñîîòâåòñòâóþùåìó ïðîñòðàíñòâó Ñîáîëåâà ïðè i = 1, n, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïîñëåäíå-

ìó óñëîâèþ, áóäåì îáîçíà÷àòü Sn(D). Ñðåäíèå ôèòíåñû â ýòîì ñëó÷àå ïîñòîÿííû, ò.ê.

ïðèíèìàþò âèä fA =
∫
D
(wA, AwB)dx; fB =

∫
D
(wB, BwA)dx. Òî÷êè ïîêîÿ èñõîäíîé

ñèñòåìû áåç äèôôóçèè óäîâëåòâîðÿþò ñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèÿì ñèñòåìû (7), òàêèå

ðåøåíèÿ áóäåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûìè ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (7). Ïðè-

÷åì îáðàòíîå òîæå âåðíî: ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (7) òàêæå

áóäóò òî÷êàìè ïîêîÿ èñõîäíîé ñèñòåìû (4).

Äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (5)ââåäåì îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (7) w∗(x) =

(wA∗,wB∗) ∈ In×In óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ

îêðåñòíîñòü

U δ =

{
(wA(x),wB(x)) ∈ In × In,

n∑
i=1

∥wτ∗
i (x)− wτ

i (x)∥Wk
2
< δ2, τ = A,B,

}
ïàðû (wA∗(x),wB∗(x)), ÷òî ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ñèñòåìû (5), ïðèíàäëåæà-

ùèõ îêðåñòíîñòè U δ, áóäåò âûïîëíåíî
n∑

i=1

∥ui(x, t)− wA∗
i (x)∥S 6 ε2;

n∑
i=1

∥vi(x, t)− wB∗
i (x)∥S 6 ε2;
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ïðè ëþáîì t > 0. Çäåñü ïîä ui(x, t), vi(x, t) ïîíèìàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ � ñîîòâåò-

ñòâóþùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (5) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè wA
i (x), w

B
i (x), i = 1, n.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

△ψ(x) + λψ(x) = 0, x ∈ D, ∂nψ|x∈Γ = 0. (8)

Ïðè ψ0(x) = 1; {ψi(x)}∞i=1 � ïîëíàÿ ñèñòåìà â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà W
1
2 , òàêàÿ, ÷òî

⟨ψi(x), ψj(x)⟩ =
∫
D

ψi(x)ψj(x)dx = δij; (9)

ãäå ïîä δij ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ: 0 = λ0 < λ1 6 λ2 6 . . . 6 λi 6 . . . 6 limi→∞ = +∞.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïàðà (u∗, v∗) ∈ intSn × Sn ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíî-

âó ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (2), òîãäà äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé

dAi , d
B
i , (i = 1, . . . , n) ýòî ïîëîæåíèå äàåò ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîå ñòàöèîíàðíîå

ðåøåíèå ñèñòåìû (5), óñòîé÷èâîå â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ (1).

Èòàê, ïóñòü (u∗, v∗) � ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû áåç äèôôóçèè (4).

Ðåøåíèå ñèñòåìû (5) áóäåì èñêàòü â âèäå:

ui(x, t) = u∗i + wA
i (x, t); vi(x, t) = v∗i + wB

i (x, t); (10)

ãäå

wA
i (x, t) = Ci

0(t) +
∞∑
k=1

Ci
k(t)ψk(x); wB

i (x, t) = Ei
0(t) +

∞∑
k=1

Ei
k(t)ψk(x);

à â êà÷åñòâå Ci
k(t), E

i
k(t) áåðóòñÿ ãëàäêèå ôóíêöèè, ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ ïðè t → ∞,

ïðè ýòîì ψi, ∀i óäîâëåòâîðÿþò (8) è (9). Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ Êîøè, ïîëó÷èì:

ui(x, 0) = u∗i + wA0
i (x) = ϕ1

i (x); vi(x, 0) = v∗i + wB0
i (x) = ϕ2

i (x); (11)

ãäå wA0
i (x) = wA

i (x, 0); wB0
i (x) = wB

i (x, 0); i = 1, . . . , n. Ïðè ýòîì ó÷òåì óñëîâèå

ïîñòîÿíñòâà ÷àñòîò:

n∑
i=1

u∗i = 1;
n∑

i=1

v∗i = 1,⇒
n∑

i=1

Ci
0(t) = 0;

n∑
i=1

Ei
0(t) = 0. (12)

1. Ñäåëàåì ïåðâûé øàã: ïîëîæèì k = 0 è ïîäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå (10) â ñèñòåìó

(5).

d

dt

[
u∗i + Ci

0(t)
]
=
[
u∗i + Ci

0(t)
]
[(A(v∗ + E0(t)))i − (u∗ + C0(t), A(v

∗ + E0(t)))] .
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Â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ (u∗i , v
∗
i ) âûïîëíåíî (Av∗)i − (u∗, Av∗) = 0, . Áîëåå òîãî:

(Av∗, C0) =
n∑

i=1

C i
0(Av

∗)i = (Av∗, v∗)
n∑

i=1

Ci
0 = 0.

Îñòàâëÿÿ òîëüêî ëèíåéíûå ÷ëåíû, ïîëó÷èì

d

dt
Ci

0(t) = u∗i
(
(AĒ0)i − (ATu∗, Ē0)

)
; (13)

àíàëîãè÷íî äëÿ êîýôôèöèåíòà E0 :

d

dt
Ei

0(t) = v∗i
(
(BC̄0)i − (BTv∗, C̄0)

)
; (14)

ãäå Ē0 = (E1
0 , . . . E

n
0 ), C̄0 = (C1

0 , . . . C
n
0 ). Â ñèñòåìå, ñîñòàâëåííîé èç óðàâíåíèé (13)

è (14), n�é ýëåìåíò ìîæíî èñêëþ÷èòü ñ ïîìîùüþ (12). ßêîáèàí èñõîäíîé ñèñòåìû

áåç äèôôóçèè (4), âçÿòûé â òî÷êå (u∗, v∗), ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé ýòîé ñèñòåìû:

J =

[
0 C

D 0

]
;

ãäå C = {cij} : cij = aiju
∗
i − u∗i (Au

∗)i; D = {dij} : dij = bijv
∗
i − v∗i (Bv

∗)i. Òà-

êèì îáðàçîì, òðèâèàëüíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (13, 14) òàêæå áóäåò

óñòîé÷èâî.

2. Óìíîæàÿ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (5) íà ôóíêöèè ψk(x), è îñòàâëÿÿ òîëüêî ëèíåéíûå

÷ëåíû ïðè ïîäñòàíîâêå (10), ïîëó÷èì:

d

dt
C i

k(t) = u∗i (AĒk)i + ψkd
A
i ∆

n∑
p=1

Ci
pψp.

Ó÷òåì âûðàæåíèå (8):

d

dt
C i

k(t) = u∗i (AĒk)i − λkd
A
i C

i
k(t); (15)

ãäå λk � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå çàäà÷è (8). Âûïèøåì è óðàâíåíèå äëÿ Ei
k .

d

dt
Ei

k(t) = v∗i (BC̄k)i − λkd
B
i E

i
k(t); (16)

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà ßêîáè ñèñòåìû, ñîñòàâëåííîé èç óðàâíåíèé (15),(16),

èìååò âèä

J =

[
Λ1 A∗

B∗ Λ2

]
; (17)

ãäå Λ1 = {−dAi λkδij}; Λ2 = {−dBi λkδij}; δij =

{
0, i ̸= j

1, i = j
A∗ = {u∗i aij};B∗ =

{v∗i bij}.
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3. Äëÿ ñèñòåì (15,16) ïîëó÷àåì âèä õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

|Λ2 − u∗v∗AB| = 0; (18)

ïðè ýëåìåíòàõ Λ2 , ðàâíûõ λ2k(d
A
i − µ)(dAi − µ) íà äèàãîíàëè è íóëþ âíå åå, µ �

ñîáñòâåííûå ÷èñëà (15,16). È âûðàæåíèå äëÿ ñëåäà ÿêîáèàíà (17) ýòîé ñèñòåìû:

TrJ = −λkΣi(d
A
i + dBi ) < 0. (19)

4. Èñïîëüçóÿ ìåòîä âîçìóùåíèé [17] è îáîçíà÷àÿ çà ε êîýôôèöèåíò âîçìóùåíèÿ,

ðàçëîæèì ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè âîçìóùåííîé çàäà÷è â ðÿä

λ = λ0 + ελ1 + . . . ;ψ = ψ0 + εψ1 + . . . .

Çàìåòèì, ÷òî ïîäñòàíîâêà wτ
i = εωk

i ; τ = 1, 2; íå èçìåíèò âèäà óðàâíåíèé (13)−
(16). Òîãäà, ïîëó÷èì óñëîâèå íà ïåðâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå (J � ìàòðèöà ßêîáè

(17)):

λ1 = (Jψ0, w0) .

� 4. Ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûõ ðåøåíèé. Ðàññìîòðèì ñè-

ñòåìó (??), ïðåäñòàâèâ åå â âèäå

dwA
i

dx
= pi(x);

dpi
dx

= − 1
dAi
wA

i

(
(AwB)i − fA

)
;

dwB
i

dx
= qi(x);

dqi
dx

= − 1
dBi
wB

i

(
(BwA)i − fB

)
;

(20)

ãäå fA =
∫
D
(wA, AwB); fB =

∫
D
(wB, BwA). Ïðè÷åì pi(0) = qi(0) = 0 ⇒ wk

i = 0; k =

1, 2; i = 1, n.

Òî÷êà ïîêîÿ òàêîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèé:

p∗i = 0, q∗i = 0; (AwB)i = (wA, AwB); (BwA)i = (wB, BwA); i = 1, n.

Áîëåå òîãî, ýòà òî÷êà áóäåò ÿâëÿòüñÿ òî÷êîé ïîêîÿ è äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû áåç äèô-

ôóçèè. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó ßêîáè â òî÷êå (0, wA∗, 0, wB∗).

J =


Θ I Θ Θ

Θ Θ −CdA Θ

Θ Θ Θ I

−DdB Θ Θ Θ

 .
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Ìàòðèöà ñîñòàâëåíà èç áëî÷íûõ ýëåìåíòîâ ðàçìåðà n× n , Θ � íóëåâîé áëîê, I � åäè-

íè÷íûé, CdA , DdB ñîâïàäàþò ñ ââåäåííûìè ðàíåå áëîêàìè C,D ñ òî÷íîñòüþ äî äåëåíèÿ

íà ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè. Îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü õàðàêòåðèñòè-

÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé ñèñòåìû.

det(J − λI) = (−λ)4n− | Dd2 | · | Cd1 | .

Òàêèì îáðàçîì, â çàâèñèìîñòè îò çíàêà ïðîèçâåäåíèÿ îïðåäåëèòåëåé èñõîäíîé çàäà÷è,

ìîæåì ïîëó÷èòü ëèáî ÷èñòî ìíèìûå (åñëè çíàê ïîëîæèòåëåí), ëèáî äåéñòâèòåëüíûå

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Ââåäåì íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ìíîæåñòâà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îáîçíà÷èì çà

Σ ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì p, q îáðàùàþòñÿ â íîëü:

Σ = {p ∈ Rn, q ∈ Rn; pi = 0; qi = 0; i = 1, n}.

Ãèïåðïëîñêîñòü, íà êîòîðîé wA, wB ñîâïàäàåò ñ u∗, v∗ :

Π = {(wA, wB) : wA
i = u∗i , w

B
i = v∗i ; i = 1, n}.

U− = {(wA, wB) : (AwB)i − fA < 0}; V− = {(wA, wB) : (BwB)i − fB < 0};

U+ = {(wA, wB) : (AwB)i − fA > 0}; V+ = {(wA, wB) : (BwA)i − fB > 0}.

Ïóñòü çíà÷åíèå x óâåëè÷èâàåòñÿ îò íóëÿ, òàê êàê x = 0 : p(0) = q(0) , òî íà÷àëî ôà-

çîâîé òðàåêòîðèè ëåæèò íà ãèïåðïëîñêîñòè Σ. Ïóñòü w(0) = (wA(0), wB(0)) ∈ U−
∩
V−.

Îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî pi(x), qi(x) âîçðàñòàåò ïî x â îêðåñòíîñòè íóëÿ ∀i . Òàêèì îáðà-

çîì, pi(x) > 0, qi(x) > 0, ∀i , ÷òî îçíà÷àåò ðîñò wA
i , w

B
i . Åñëè (AwB(0))i < (AwB(x))i;

(BwA(0))i < (BwA(x))i; òî (AwB)i−fA; (BwA)i−fB âîçðàñòàþò ïðè óâåëè÷åíèè x . Ïðî-

äîëæàÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî òàêîé õàðàêòåð ðîñòà áóäåò

âåðíûì ïðè âñåõ x. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêàÿ ïàðà (wA, wB), ÷òî áóäåò äîñòèãíó-

òà ãèïåðïëîñêîñòü Π , ïîñëå ÷åãî, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé, (wA, wB) ∈ U+

∩
V+ è

pi(x), qi(x) íà÷íóò óáûâàòü. Íî òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå x∗i , ÷òî ïîâòîðíî áóäåò äîñòèãíóòà

ãèïåðïëîñêîñòü Σ. Â çàâèñèìîñòè îò ∆xi = x∗i − xmin, xmin = min{x∗1, x
,
2 . . . x

∗
n} , ìîæíî

íàéòè òàêèå êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè, ÷òî x∗i = 1,∀i = 1, n. Íî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì

ìîæíî óìåíüøèòü çíà÷åíèå âäâîå: ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ñîâåðøèò öèêë è ïîïàäåò íà ãè-

ïåðïëîñêîñòü Π. Ïðîäîëæàÿ óìåíüøàòü âûáðàííóþ âåëè÷èíó, ïîëó÷èì, ÷òî (7) èìååò

ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíîå ðåøåíèå.

5. Äèíàìèêà ðàñïðåäåëåííûõ ðåïëèêàòîðíûõ óðàâíåíèé

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïàðà (ŵA(x), ŵB(x)) ∈ Sn(Ω)× Sn(Ω) ÿâëÿ-

åòñÿ ðàñïðåäåëåííûì ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó, åñëè∫
Ω

(
u(x, t), AŵB(x)

)
dx ≤

∫
Ω

(
ŵA(x), AŵB(x)

)
dx;
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∫
Ω

(
v(x, t), BŵA(x)

)
dx ≤

∫
Ω

(
ŵB(x), BŵA(x)

)
dx;

∀(u(x, t), v(x, t)) ∈ Sn(Ω)× Sn(Ω) : u ̸= ŵ1; v ̸= ŵ2.

Òîãäà åñëè (ŵA, ŵB) � ðàâíîâåñèå ïî Íýøó â ñìûñëå ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû, òî

îíî ÿâëÿåòñÿ è ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó â îáû÷íîì ñìûñëå:∫
Ω

(u(x, t), AŵB(x))dx = (ū(t), AŵB); ūi(t) =

∫
Ω

ui(x, t)dx.

∫
Ω

(v(x, t), BŵA(x))dx = (v̄(t), BŵA); v̄i(t) =

∫
Ω

vi(x, t)dx.

Òàê êàê

∀t :
n∑

i=1

∫
Ω

ui(x, t)dx = 1;
n∑

i=1

∫
Ω

vi(x, t)dx = 1;

⇒ ū(t) ∈ Sn; v̄(t) ∈ Sn.

Îòêóäà

(ū, AŵB) ≤ (ŵA, AŵB);

(v̄, BŵA) ≤ (ŵB, BŵA);

⇒

(ŵA, ŵB) � ðàâíîâåñèå ïî Íýøó â îáû÷íîì ñìûñëå.

Òåîðåìà 2. Åñëè (ŵA(x), ŵB(x)) ∈ int(Sn×Sn) ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó

ðåøåíèåì ñèñòåìû (5) òîãäà (ŵA(x), ŵB(x)) � ðàñïðåäåëåííîå ðàâíîâåñèå ïî Íýøó.

Ïàðà (ŵA(x), ŵB(x)) ïî îïðåäåëåíèþ óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó:

∀ε > 0 ∃
U δ
1 = {w(x) ∈ Sn(Ω) :

∑n
i=1 ∥ŵA

i − wi(x)∥2W 1
2 (Ω)

≤ δ};
U δ
2 = {w(x) ∈ Sn(Ω) :

∑n
i=1 ∥ŵB

i − wi(x)∥2W 1
2 (Ω)

≤ δ}

� îêðåñòíîñòè ŵA(x), ŵB(x), òàêèå ÷òî ∀t ≥ 0

n∑
i=1

∥ui(x, t)− ŵ1
i (x)∥2 ≤ ε2;

n∑
i=1

∥vi(x, t)− ŵ2
i (x)∥2 ≤ ε2.

Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü (ŵ1(x), ŵ2(x)) íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó â ñìûñ-

ëå ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû. Ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâíîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ∃i è
∃ξ1, ξ2 = const > 0 : ∫

Ω

(Av(x, t))idx−
∫
Ω

(u(x, t), Av(x, t)) dx > ξ1;
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∫
Ω

(Bu(x, t))idx−
∫
Ω

(v(x, t), Bu(x, t)) dx > ξ2.

Òîãäà äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ èç îêðåñòíîñòè (ŵ1(x), ŵ2(x)) âûïîëíåíî (èñõîäÿ èç ñèñòå-

ìû áåç äèôôóçèè)

d
dt
ln(ui(t)) =

∫
Ω
((Av(x, t))i − (u(x, t), Av(x, t))) dx+ dAi

∫
Ω

∆ui(x,t)
ui(x,t)

dx;
d
dt
ln(vi(t)) =

∫
Ω
((Bu(x, t))i − (v(x, t), Bu(x, t))) dx+ dBi

∫
Ω

∆vi(x,t)
vi(x,t)

dx;

ãäå ln(ui(t)) =
∫
Ω
ln(ui(x, t))dx; ln(vi(t)) =

∫
Ω
ln(vi(x, t))dx. Èñïîëüçóåì ãðàíè÷íîå

óñëîâèå Íåéìàíà: ∫
Ω

∆ui(x, t)

ui(x, t)
dx =

n∑
i=1

∫
Ω

1

u2i (x, t)

(
∂ui(x, t)

∂xk

)2

dx ≥ 0.

Äëÿ v àíàëîãè÷íî.

d

dt
(ln(ui(t))) > ξ1 > 0;

d

dt
(ln(vi(t))) > ξ2 > 0.

ln(ui(t)) > ξ1t+ ki > 0; ln(vi(t)) > ξ2t+ ki > 0; i = 1, n.

Òàê êàê ui(x, t) > 0; vi(x, t) > 0; ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Éåíñåíà

ln(ui(t)) ≤ ln(ui(t));

ln(vi(t)) ≤ ln(vi(t)); i = 1, n.

Îòñþäà

ūi(t) > C0 exp ξ1t; v̄i(t) > C0 exp ξ2t; t ≥ 0.

Ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó.

5. Äâóìåðíûé ñëó÷àé Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (4) ñ ìàòðèöàìè A =

(
0 a12

a21 0

)
; B =(

0 b12

b21 0

)
. Ïóñòü u1, u2 � âåðîÿòíîñòè âûáîðà ïåðâîé è âòîðîé ñòðàòåãèè ñîîòâåò-

ñòâåííî ïåðâûì èãðîêîì, v1, v2 � âåðîÿòíîñòè âòîðîãî èãðîêà. Òàê êàê

u1 + u2 = 1; v1 + v2 = 1;

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïàðû (u, v) è (1 − u, 1 − v), ÷òî ïðèâîäèò ê ñèñòåìå,

èçó÷åííîé â êíèãàõ [13] è [10].{
u̇ = u(1− u)(a12 − (a12 + a21)v);

v̇ = v(1− v)(b12 − (b12 + b21)u).
(21)
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Èñõîäÿ èç ñìûñëà ïåðåìåííûõ, ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ íà êâàäðàòå Q = {(u, v) : 0 6
u, v 6 1}. Ñèñòåìà âñåãäà èìååò òðèâèàëüíûå òî÷êè ïîêîÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè. Ïðè

a12a21 > 0 è b12b21 > 0 ñèñòåìà (21) èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïîêîÿ âíóòðè Q :

F ∗ =

(
b12

b12 + b21
;

a12
a12 + a21

)
.

ßêîáèàí â òî÷êå F : J∗ =

[
0 −(a12 + a21)

b12b21
(b12+b21)2

−(b12 + b21)
a12a21

(a12+a21)2
0

]
. Îòñþäà

λ2 =
a12a21b12b21

(a12 + a21)(b12 + b21)
.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèñòåìå (21 âîçìîæíû òîëüêî äâà òèïà òî÷åê ïîêîÿ: ïðè a12b12 > 0

òî÷êà F � ñåäëî, ïðè a12b12 < 0 � öåíòð.

Ðîäèòåëüñêèé âêëàä Ðàññìîòðèì çàäà÷ó, èçâåñòíóþ êàê �ðîäèòåëüñêèé âêëàä�

èëè �áîðüáà ïîëîâ�. Â èçíà÷àëüíîé ïîñòàíîâêå (1977, Maynard Smith) â çàäà÷å ðàñ-

ñìàòðèâàëñÿ âêëàä îñîáåé äâóõ ïîëîâ â âûâåäåíèå îáùåãî ïîòîìñòâà, ïðè íàáîðå èç

äâóõ ñòðàòåãèé:�îõðàíÿòü� èëè �ïîêèíóòü�[14]; è ïàðàìåòðàõ: âåðîÿòíîñòü âûæèâàíèÿ

ïîòîìñòâà ïðè ðàçíûõ ïàðàõ ñòðàòåãèé, âåðîÿòíîñòü çàâåñòè ïîòîìñòâî ñ åùå îäíîé

æåíñêîé îñîáüþ äëÿ ìóæñêèõ îñîáåé, êîëè÷åñòâî ïîòîìêîâ ó ñàìêè. Â äðóãîé èíòåð-

ïðåòàöèè (Dawkins,1976) òàêæå îöåíèâàåòñÿ âêëàä ðîäèòåëüñêèõ îñîáåé â âûðàùèâàíèå

îáùåãî ïîòîìñòâà, íî â ðàñ÷åò ïðèíèìàþòñÿ äðóãèå ïàðàìåòðû è ñïîñîáû ïîâåäåíèÿ

[10],[14]. Âûáèðàåòñÿ ïî äâà òèïà ñòðàòåãèè: æåíñêàÿ îñîáü ìîæåò ïðèäåðæèâàòüñÿ òàê

íàçûâàåìûõ "ìåäëåííîé"è "áûñòðîé"ñòðàòåãèé (v1, v2), ìóæñêàÿ � "íåïîñòîÿííîé"è

"âåðíîé"(u1, u2). Ââåäåì êîíñòàíòû, õàðàêòåðèçóþùèå âûïëàòû:

• G � óñïåøíîå âûðàùèâàíèå ïîòîìñòâà, óâåëè÷èâàåò ôèòíåñ îáîèõ ïîëîâ.

• -C � åñëè æåíñêàÿ îñîáü ðàñòèò ïîòîìñòâî â îäèíî÷åñòâå, è âñå ðàñõîäû ëîæàòñÿ

íà íåå; -Ñ/2 � åñëè îñîáè áóäóò ó÷àñòâîâàòü â ðàâíîé ìåðå â âûâåäåíèè ïîòîìñòâà.

• -E � çàòðàòû íà äëèòåëüíûé ïåðèîä óõàæèâàíèÿ.

Îòñþäà çàïèñûâàþòñÿ ìàòðèöû âûïëàò èãðû:A (ìóæñêàÿ îñîáü) è B (æåíñêàÿ îñîáü).

A =

[
0 G

G− C/2− E G− C/2

]
;

B =

[
0 G− C/2− E

G− C G− C/2

]
.
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Ðèñ. 1: Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû áåç äèôôóçèè.

Ïðè÷åì 0 < E < G < C < 2(G− E). Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû

F =

(
E

C −G+ E
;

G− C

G− C − E
;

C

2(G− E)
;
G− C/2− E

G− E

)
.

Ýòà óïðîùåííàÿ ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì åñòåñòâåííîãî îñöèë-

ëÿòîðà: åñëè ñàìêè èãðàþò �ìåäëåííóþ� ñòðàòåãèþ, òî ñàìöàì ïðèõîäèòñÿ áûòü áîëåå

�âåðíûì�, íî òîãäà ñàìêè ìîãóò ñåáå ïîçâîëèòü áûòü áîëåå �áûñòðûìè�, íî òîãäà è ñàì-

öû ïîìåíÿþò ñòðàòåãèþ, ÷òî çàñòàâèò ñàìîê âåðíóòüñÿ ê èçíà÷àëüíîìó ïîâåäåíèþ. Ýòî

öèêëè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïîäòâåðæäàåòñÿ äèíàìèêîé ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäåëè, ò.ê. òî÷êà

ïîêîÿ â ýòîé ñèñòåìå � öåíòð.

×èñëåííî äàííàÿ çàäà÷à èíòåãðèðîâàëàñü ïî ÿâíîé ñõåìå Ýéëåðà ïåðâîãî ïîðÿäêà,

ïðîèçâîäíûå àïïðîêñèìèðîâàëèñü öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè. Äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëè-

ðîâàíèÿ áûëè âûáðàíû êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ çàòðàò : G = 1.0 , C = 1.1 è E = 0.1 è

ïîñòðîåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû. Íà ðèñóíêå (1) ïðèâåäåí ôàçîâûé ïîðòðåò äàí-

íîé ñèñòåìû. Ïðè âêëþ÷åíèè ìåõàíèçìà äèôôóçèè ïðîèñõîäèò ïîñòåïåííîå óñòðàíåíèå

ïðîñòðàíñòâåííîé íåîäíîðîäíîñòè, íà ðèñóíêå (2) ïîêàçàí ïðîöåññ èçìåíåíèÿ u1(t, x)

ïðè êîýôôèöèåíòàõ äèôôóçèè dAi = dBi = 0.02 è ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíîì íà-

÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè.

�Âëàäåëåö-çàõâàò÷èê�,�ÿñòðåáû-ãîëóáè�, êîîðäèíàöèîííàÿ èãðà Ðàññìîòðèì

åùå îäèí êëàññè÷åñêèé ïðèìåð. Äâå îñîáè (äâà âèäà) êîíêóðèðóþò çà òåððèòîðèþ èëè

íåêîòîðûé ðåñóðñ. Êàæäûé èãðîê ìîæåò âûáðàòü îäíó èç ñòðàòåãèé: �ÿñòðåá� èëè �ãî-

ëóáü�. Íàçâàíèÿ ñòðàòåãèé óñëîâíûå, îáîçíà÷àþùèå ëèøü äâà òèïà ïîâåäåíèÿ: âñòóïèòü
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Ðèñ. 2: Ðåøåíèå â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè.

â àãðåññèâíûé êîíôëèêò èëè îòñòóïèòü. Â àñèììåòðè÷íîé ôîðìå èãðû áóäåì ñ÷èòàòü

óùåðá èãðîêîâ ðàçëè÷íûì â ñëó÷àå, åñëè îíè âûáèðàþò ðàçíûå ñòðàòåãèè. Ïóñòü ïåð-

âûé èãðîê � �âëàäåëåö�, âòîðîé � �çàõâàò÷èê�. Åñëè îáà âûáèðàþò àãðåññèâíîå ïîâåäå-

íèå, óùåðá áóäåì ñ÷èòàòü îäèíàêîâûì è ðàâíûì a , åñëè îáà îòñòóïèëè � 0 . Â ñëó÷àå

àòàêè �çàõâàò÷èêà� óøåðá ñîîòâåòñòâåííî e ≤ c; àãðåññèâíîãî ïîâåäåíèÿ �âëàäåëüöà� �

b ≤ d. Ïðè÷åì a ≤ c ≤ e; a ≤ d ≤ b.

A =

[
a b

c 0

]
; B =

[
a d

e 0

]
.

Äàííûé êëàññ çàäà÷, íî ñ ðàçëè÷íûìè èíòåðïðåòàöèÿìè, êðàéíå ðàñïðîñòðàíåí. Â òåî-

ðèè èãð àíàëîãè÷íûìè åìó ÿâëÿþòñÿ �äèëåììà çàêëþ÷åííîãî� è êîîðäèíàöèîííàÿ èãðà.

Â ëþáîì âàðèàíòå âíóòðåííÿÿ òî÷êà ïîêîÿ, åñëè îíà åñòü, � ñåäëî.

Äàííàÿ çàäà÷à òàêæå áûëà èññëåäîâàíà ÷èñëåííî äëÿ ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé ïàðàìåò-

ðîâ : a = 1 , b = 3 , c = 4 , d = 5 , e = 3 . Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû èçîáðàæåí íà ðèñóíêå

(3). Ïðè çíà÷åíèè âñåõ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè ðàâíîì 0.02 ïðîñòðàíñòâåííî íåîä-

íîðîäíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñî âðåìåíåì ïåðåõîäÿò â ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûå

(ðèñóíîê 4). Ïðè÷åì óñòîé÷èâîñòü äîñòèãíóòîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ýòî ïðîÿâëåíèå

ñòàáèëèçèðóþùåãî ýôôåêòà äèôôóçèè (â îáû÷íîì ñëó÷àå ýòî íåóñòîé÷èâîå ðàâíîâå-

ñèå).
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Ðèñ. 3: Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû áåç äèôôóçèè.

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ êîýôôèöèåíòàõ äèôôóçèè, ïîëó÷åí ñòàáèëèçèðóþùèé ýô-

ôåêò.
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Ðèñ. 4: Ñòàáèëèçèðóþùèé ýôôåêò.
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