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Введение

При принятии решений и выборе одной из нескольких альтернатив 
часто приходится упорядочивать варианты по многим критериям [Алес-
керов, Хабина, Шварц 2006; Миркин 1974]. Несложно представить ситу-
ации, в которых приходится осуществлять одновременно как разбиение, 
так и ранжирование, т.е. выделять упорядоченные однородные группы 
вариантов. Это соответствует выявлению в данных некоторой «вертикаль-
ной» иерархической структуры – ранжирования, и «гори зонтальной» – 
слоев более или менее одинаковых объектов. Примером может служить 
разбиение фирм на классы  по уровню риска банкротства или стран по 
уровню кредитного риска [De Smet, Montano, Guzman 2004]. Вертикаль-
ная составляющая представляет собой упорядочение групп: с высоким, 
средним и низким уровнем риска банкротства. А горизонтальная со-
ставляющая – это фирмы, входящие в одну и ту же группу. С одной сто-
роны, подобное представление позволяет более компактно представить 
данные, с другой – может служить источником информации для выбора 
вариантов.

Мы будем называть проблему упорядоченного разбиения многокри-
териальных данных многокритериальной стратификацией. Слово «стра-
тификация» происходит от латинского stratum – слой и греческого facio – 
делаю. Это понятие широко употребляется, например, в социологии.  Со-
циальная стратификация  – это деление общества на специальные слои 
(страты) путем объединения различных социальных позиций с пример-
но одинаковым социальным статусом, отражающим сложившееся в нем 
представление о социальном неравенстве  [Wikipedia]. В данной работе 
стратификация понимается в более широком смысле как упорядоченное 
разбиение множества объектов таким образом, чтобы упорядочение клас-
сов соответствовало рассматриваемым критериям. 

Рассмотрим пример. В табл. 1 приведены цены на жилье и питание 
в десяти городах для иностранца [Burgess et al. 2006], эти же данные 
представлены графически на рис. 1 (сверху). Цены нормированы на мак-
симальные значения по столбцу. Разделение на группы может быть не-
однозначным; можно разделить варианты по стоимости жилья или по 
расходам на питание. Проблема в том, чтобы учитывать оба критерия 
сразу.
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Таблица 1.  Цены (в нормированных единицах) на жилье и питание 
в десяти различных городах

Город Проживание Питание

Москва (Moscow)
Лондон (London)
Токио (Tokyo)

Копенгаген (Copenhagen)
Нью-Йорк (New-York)
Пекин (Peking)

Сидней (Sydney)
Ванкувер (Vancouver)
Йоханнесбург (Johannesburg)
Буэнос-Айрес (Buenos-Aires)

0,9749
0,9479
1,0000

0,5602
0,9749
0,6924

0,4967
0,3318
0,2322
0,3412

0,7440
0,7812
0,6764

1,0000
0,6446
0,4881

0,5318
0,4775
0,4483
0,4178

Одним из классических алгоритмов кластеризации является к-средних 
[MacQueen 1967]. Этот метод хорошо изучен и имеет широкое примене-
ние на практике в задачах анализа данных и принятия решений. На рис. 1 
(слева внизу) представлен результат разделения данных о городах на три 
кластера. Мы видим, что метод к-средних объединяет близкие точки в 
классы. Класс, помеченный «*», составляют {Joh, Van, Buen, Syd, Pek}, 
имеющие низкие цены на питание и жилье. Класс «+» составляет {Cop}, 
обладающий самыми высокими ценами на питание и умеренными на 
жилье, в класс «o» входят {Lon, Msk, Tok, NY} – это города с высокими 
ценами на жилье и умеренными ценами на питание. Такое разбиение не 
дает информации, какая из групп лучше, а какая хуже, и не позволяет 
упорядочить классы. 

На рис. 1 (справа внизу) изображено разбиение методом стратифика-
ции «линстрат», предлагаемым в настоящей работе. Этот метод форми-
рует агрегированный критерий как взвешенную сумму исходных крите-
риев таким образом, чтобы веса индивидуальных критериев подбирались 
автоматически без какого-либо «учителя». Интуитивно суть метода со-
стоит в следующем. Предположим, что может быть найден общий кри-
терий, учитывающий цены на питание и жилье с некоторыми весовыми 
коэффициентами. Этот критерий можно интерпретировать как расходы 
на проживание. Веса подбираются из условия, чтобы варианты из одной 
страты имели как можно более близкие значения по общему критерию. 
На рис. 1 (справа внизу)  видно, что разбиение на страты отлично от раз-
биения по методу к-средних. Первая группа «+» {Joh, Van, Buen} – горо-
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да с самыми низкими ценами, вторая группа «*» включает в себя {Syd, 
Pek}, города с умеренными ценами, а третья «o» – города, в которых цены 
высокие либо на жилье, либо на питание {Cope, Lon, Msk, NY, Tok}. Те-
перь можно упорядочить классы с точки зрения общих расходов на про-
живание и питание.

Рис. 1. Цены на жилье и питание в десяти городах (вверху). 

Разбиение на три группы методом к-средних (слева внизу) 

и методом linstrat (справа внизу)

Методы многокритериальной стратификации можно условно разде-
лить с точки зрения того, каким образом в данных выделяется вертикаль-
ная иерархическая структура, т.е. упорядочивание:

1. По одному агрегированному критерию, являющемуся линейной 
сверткой критериев. В основе метода лежит постулат о том, что умень-
шение одного критерия может быть «погашено» увеличением другого 
критерия («замещение»). При этом коэффициенты замещения критериев 
являются постоянными (не зависят от объектов).

2. Через индивидуальные критерии путем использования соответствую-
щего отношения многомерного упорядочения. При этом критерии объ-
являются несравнимыми, так что нельзя заместить один другим.
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3. В эту группу мы включаем любые другие методы, где критерии мо-
гут замещаться друг другом, но коэффициенты зависят от сравниваемых 
объектов, т.е. общий критерий является нелинейной комбинацией част-
ных критериев.

Первый класс методов составляют всевозможные процедуры назна-
чения весовых коэффициентов как с участием экспертов, так и автома-
тически. Например, веса критериев могут быть получены путем вычис-
ления ранга объектов. Применительно к ранжированию конференций и 
авторов публикаций этот подход был разработан в статье [Sun et al. 
2009].

Ко второму типу можно отнести ряд методов теории коллективного 
выбора [Алескеров, Хабина, Шварц 2006], которые позволяют упорядо-
чивать варианты, используя  ранжирования по отдельным критериям.

К третьему типу относятся, например, методы, разработанные в стать-
ях [Ng 2007; Ramanathan 2006] применительно к задаче разделения ре-
сурсов фирмы на группы по степени важности (ABC-анализ), весовые 
коэффициенты здесь находятся из решения задачи линейной оптимиза-
ции. Хотя ранг объекта в данном случае вычисляется путем линейной 
свертки с весами, но для каждого объекта набор весов индивидуален, т.е. 
зависит от местоположения сравниваемых вариантов. В работе [Белов, 
Коричнева 2012] для решения задачи ABC-анализа были предложены 
методы разбиения на основе критерия сходства результирующей много-
мерной классификации с результатами классификаций по каждому из 
критериев. Также к третьему типу принадлежат методы ранжирования 
с использованием информации о предпочтениях лица, принимающего 
решения (ЛПР). В работе [De Smet, Montano, Guzman 2004] предложен 
расширенный вариант алгоритма к-средних, который использует метри-
ку, учитывающую предпочтения ЛПР. В [Nemery, De Smet 2005] ранжи-
рование вариантов и их объединение в кластеры производятся на основе 
матрицы парных сравнений вариантов.

В данной работе предлагаются новые методы многокритериальной 
стратификации как первого, так и второго типа. Метод первого типа ис-
пользует линейную свертку весов. Веса находятся таким оброзом, чтобы 
страты наилучшим образом аппроксимировали данные по взвешенному 
критерию. Страты моделируются параллельными гиперплоскостями, 
ортогональными вектору весовых коэффициентов. Метод второго типа 
включает два этапа. Первый этап – это формирование разбиения Парето, 
при котором выделяется упорядоченное множество слоев объектов, не-
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доминируемых по отношению Парето. На втором этапе полученные слои 
объединияются в нужное число страт путем склеивания близлежащих 
слоев на манер агломеративной кластеризации. 

Для того чтобы организовать осмысленное  сравнение предложенных 
методов с существующими методами, мы рассматриваем несколько ва-
риантов механизма генерации стратифицированных данных, в некотором 
смысле моделирующих природу многокритериальных задач. Проводят-
ся численные эксперименты по верификации предложенных методов и 
их сравнению с существующими методами. Основной вывод – несомнен-
ного чемпиона среди рассмотренных методов нет. Победитель в значи-
тельной степени определяется геометрической структурой многомерно-
го отношения «больше» на заданном множестве объектов. Это предо-
пределяет необходимость дальнейшей модификации предлагаемых ал-
горитмов.

1. Проблема

Проблема многокритериальной стратификации ставится следующим 
образом: по критериальной матрице X = ||xij||, где i = 1,…, n – варианты 
или объекты, j = 1,…, m – критерии, а xij – значение j-го критерия на i-м 
объекте, необходимо построить разбиение вариантов на заданное число 
K непересекающихся классов – страт, так, чтобы варианты, входящие в 
одну и ту же страту, были более или менее одинаковы, и в то же время в 
основном хуже, чем варианты из предыдущей страты. Иными словами, 
надо построить разбиение S = {S1,…, SK} множества объектов на К клас-
сов Sk (k = 1,…, K), соответствующих стратам,  и вектор рангов c=(c1,.., cK) 
так, чтобы ck > cj , как только k < j. 

2. Обзор методов 
многокритериального ранжирования

В принципе, результаты любого метода многокритериального ранжи-
рования, позволяющего находить численное значение рангов объектов, 
т.е. переходить от многих критериев к одному интегральному, можно ис-
пользовать для стратификации. При заданном интегральном критерии 
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разбиение на K страт легко найти применением одномерной процедуры 
к-средних к данному критерию. Это позволяет включить в наш анализ и 
методы упорядоченного ранжирования, и упорядоченного разбиения 
(стратификации).

Сначала мы рассматриваем метод первого типа, использующий ли-
нейную свертку весов – ранжирование по влиянию (authority ranking), 
затем – два метода второго типа, т.е. ранжирование по несравниваемым 
критериям: разбиение Парето (partition via maximal element) и правило 
Борда (Borda count). Далее описываются методы линейной оптимизации 
весов (linear weight optimization) и модифицированный метод к-средних 
(extended k-means), которые можно отнести к третьему типу в рассма-
триваемой классификации методов. 

2.1. Ранжирование по влиянию

Этот метод был предложен в [Sun et al. 2009] для построения ранжи-
рования авторов научных публикаций, участвующих в различных кон-
ференциях, как дальнейшее развитие методов, основанных на вычисле-
нии собственного вектора, соответствующего максимальному собствен-
ному числу определенной матрицы (см., например, [Берж 1962, Миркин 
1974, Saaty 1980, Page and Brin 1999]). Правило, по которому строится 
ранг, опирается на два положения:

1) объекты, имеющие высокий ранг, имеют высокую оценку по кри-
териям с большими весами;

2) вес критерия тем выше, чем больше его значения для объектов с 
высокими рангами.

Предположим, что объекты имеют ранг ri, а критерии имеют веса 
 
wi. 

Сформулированные положения могут быть представлены в виде систе-
мы линейных уравнений:

  
(1)

В первых n уравнениях системы (1) исходные переменные заменим 

нормированными . Полученную из данных коэффициентов 

матрицу обозначим A, а в оставшихся m уравнениях произведем замену 

;
.
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, которые будут составлять матрицу B. В матричном виде урав-

нения записываются как

  
(2)

Подставляя w из второго уравнения в первое, получаем, что искомый 
ранг r является собственным вектором матрицы AB, соответствующим 
ее максимальному собственному значению, равному единице [Sun et al.  
2009].

2.2 Разбиение по Парето

Рассмотрим векторное отношение R «больше» такое, что для двух ва-
риантов  имеет место  если и только если  для всех j, 
причем хотя бы одно неравенство строгое. На каждом шаге находим мно-
жество недоминируемых объектов , которые объ-
единяются в класс Cl. Полученный класс исключается из рассмотрения, 
и процедура повторяется для оставшихся объектов X\Cl, пока множество 
X не пусто [Aleskerov, Ersel, Yolalan 2004]. 

2.3. Правило Борда

Для каждого объекта xi вычисляются оценки по всем критериям 
. Затем итоговый ранг объекта xi подсчитыва-

ется как сумма оценок по всем критериям .

2.4. Оптимизация линейных весов

Подход на основе линейной оптимизации весов был предложен в ра-
боте [Ramanathan 2006] применительно к задаче многокритериального 
ABC-анализа. Для того чтобы вычислить ранги, поочередно решается 
задача линейного программирования (3) относительно весов wij для каж-
дого объекта xi:

;
.
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xijwij
j=1

M

∑ → max;

xpjwij ≤1,  p =1... n;
j=1

M

∑
wij ≥ 0.

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪  

(3)

Решая оптимизационную задачу (3), получаем весовые коэффициен-
ты wij для каждого критерия, по которым вычисляются искомые ранги 

.

2.5. Модифицированный метод к-средних

Метод, разработанный в статье [De Smet, Montano, Guzman 2004] яв-
ляется адаптацией известного алгоритма кластеризации к-средних для 
стратификации. Модифицированный метод к-средних использует функ-
цию расстояния между объектами, основанную на структуре предпочте-
ний: < P, I, J >, где отношения P – строгого предпочтения (асимметрич-
ное), I – безразличия (рефлексивное и симметричное) и J – несравнимо-
сти (иррефлексивное и симметричное). Структура предпочтений счита-
ется заданной на множестве X, если для любых двух элементов xi, xj из X 
имеет место только одно из отношений: xiPxj, xjPxi, xiIxj, xiJxj,. Чтобы 
определить структуру предпочтений < P, I, J >, часто используют инфор-
мацию от ЛПР о сравнении локальных предпочтений, включая методы 
AHP [Saaty  1980], см. также [Подиновская, Подиновский 2011], и Electre 
[DeSmet, Gilbart 2001]. Однако можно использовать и векторное отно-
шение «больше».

После того, как предпочтения заданы, для каждого объекта xi стро ит-
ся профиль 

   P (x
i
) =< P

1
(x

i
),  P

2
(x

i
),  P

3
(x

i
),  P

4
(x

i
) >,

где:  – множество вариантов, несравнимых с ;

 – множество вариантов, строго доминируемых ;

 – множество вариантов, безразличных ;
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 – множество вариантов, строго доминирующих .
Далее, используя профиль каждого объекта, определяем расстояние 

между xi и xj:

 
   
d(x

i
,  x

j
) =1−

P
k
(x

i
)∩P

k
(x

j
)

k =1

4

∑
n

.  
(4)

Если задано множество объектов 
   
C = x

i
1

,  x
i
2

,...,  x
i p

{ }, то центром для 
C называется 

    
c = argmin( d(x

ij
, p)

j =1

p

∑ ).  (5)
То есть центр – это тот элемент, до которого суммарное расстояние 

от всех других объектов в классе наименьшее. Для нахождения класте-
ров используется известный алгоритм к-средних, с той особенностью, 
что в качестве расстояния между объектами используется (4), а в ка честве 
центра кластера – объект, удовлетворяющий (5).

3. Предлагаемые методы стратификации

В настоящей работе предлагается два метода многокритериальной 
стратификации: линстрат и паретострат, которые в какой-то мере аппрок-
симируют слои несравнимых по Парето объектов. В методе паретострат 
это достигается «склеиванием» близлежащих «тонких» слоев отношения 
Парето. В методе линстрат страты ищутся в форме линейных образова-
ний, определяемых автоматически подбираемыми коэффициентами. Па-
раметры страт определяются из решения оптимизационной задачи. Кри-
терием оптимизации является «толщина» получаемого образования (чем 
меньше, тем лучше). В рамках предлагаемой классификации методов 
ранжирования и стратификации линстрат относится к первому типу, по-
скольку использует линейную свертку, а паретострат – ко второму, так 
как ранжирование производится на основе несравнимых независимо упо-
рядоченных критериев.

Для простоты изложения ограничимся случаем трех страт, хотя обоб-
щение методов на большее число страт не представляет сложности. Вы-
бор данного числа страт объясняется тем, что на практике часто удобно 
разделять объекты на три группы:  «плохие», «средние» и «хорошие» 
(АВС-классификация).
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3.1. Метод линстрат

Линстрат позволяет находить страты в виде слоев, расположенных на 
гиперплоскостях, задаваемых вектором весов w, таким что

 
   

w
j
=1 и w

j
≥ 0

j =1

M

∑ .
 
В идеальном случае проекции точек одного класса на 

направление w должны совпадать. Значения проекций – это ранги объ-
ектов и, таким образом, объекты из одного класса разделяют общее зна-
чение ранга, который назовем уровнем страты. Будем искать такое на-
правление w и разбиение на классы, чтобы ранги объектов группирова-
лись как можно ближе друг к другу внутри классов, как показано 
на рис. 2. 

Рис. 2. Проекция объектов из табл. 1 на направление, 

заданное вектором весовых коэффициентов w = (0,48, 0,52)

Это приводит к следующей модели. Даны N объектов, оцененных по 
M критериям, результаты записаны в виде критериальной  матрицы
X=||xij|| – оценка i-го объекта по j-му критерию. Для того чтобы ранжи-
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ровать варианты, используем взвешенный критерий. Считаем, что каж-
дый объект получен из одного из K классов, для которых характерно не-
которое общее значение ранга (уровня страты) , причем 

. Модель страты может быть записана в виде 
   w1

x
i1
+w

1
x

i 2
+

...+w
M

x
iM
= c

k
+ e

i
 – минимизируемая ошибка. Чтобы найти наилучшее 

разделение на классы, необходимо подобрать значения w, c и S, для ко-
торых сумма квадратов невязок будет минимальна:

  
(6)

По сути, наш алгоритм решения задачи (6), называемый далее лин-
страт, представляет собой случайный поиск оптимального решения по 
весам w (например, можно использовать инспирированные природой ме-
тоды случайного поиска на основе эволюции популяции решений [Fogel 
1995] или оптимизации роя частиц [Kennedy, Eberhart 2001]). На каждой 
итерации поиска для фиксированных значений w применяется одномер-
ная процедура к-средних для нахождения оптимального разбиения и уров-
ней страт. Ниже алгоритм линстрат описан более подробно.

Алгоритм линстрат:
Вход: объекты X = ( x1, x2, ..., xN).
Выход: страты S, уровни страт c и веса w.  
1. Сгенерировать популяцию векторов весовых коэффциентов w(l), та-

кую, что веса удовлетворяют ограничениям , l=1…L.
2. Для каждого члена популяции найти оптимальное разбиение S и 

уровни c применением одномерной процедуры к-средних к рангам объ-

ектов  , l=1…L.

3. Найти наилучший элемент популяции, проверить, лучше ли он, чем 
рекорд, запомненный с предыдущих итераций; если лучше, то заменить им 
рекорд, после чего заменить наихудший элемент популяции на рекорд.

4. Видоизменить популяцию весов:
w(l)= w(l)+ε(l), где l=1…L, ε(l) ~ N(0, α ), α – параметр алгоритма.
5. Привести веса в соответствие ограничениям неотрицательности и 

единичной суммы следующим образом. Веса, значения которых получи-

.

;
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лись отрицательными, заменить нулевыми и нормировать каждый полу-
ченный набор из популяции весов на его сумму. 

6. Перейти к пункту 1 и повторить заданное число итераций.
Описанный алгоритм линстрат требует задания трех параметров: чис-

ленность популяции L, число итераций и параметр α. В наших экспери-
ментах мы установили значения парметров 300, 100 и 0,01 соответствен-
но. Напомним, что число страт везде полагается равным трем.

3.2. Метод паретострат

Чтобы получить страты из слоев несравнимых по Парето объектов 
(полученных как описано в п. 2.2), можно воспользоваться идеей агло-
меративной кластеризации. Будем объединять группы объектов, находя-
щиеся близко друг к другу с точки зрения некоторой метрики d(Ci, Cj), 
задающей расстояние между группами точек Ci и Cj. Чтобы расстояние 
между стратами было наибольшим, а расстояние внутри страт наимень-
шим, необходимо найти две пары соседних классов, имеющих максималь-
ное расстояние d(Ci, Ci + 1) и d(Cj, Cj + 1) и , затем построить страты 

   
S

1
= C

1
,C

2
,...,C

i{ } ,
   
S

2
= C

i +1
,C

i +2
,...,C

j{ , 
   
S

3
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j +1
,C
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,...,C

S{ } .

Алгоритм паретострат:
Вход: объекты 

   
X = x

1
,x

2
,...,x

N{ }.
Выход: страты 

   
S = S

1
,S

2
,S

3{ }.
1. Найти разбиение Парето 

   C1
,C

2
,...,C

S

2. Найти расстояния между соседними классами 

   Rk
= d(C

k
,C

k +1
), p =1 ... s −1

3. Вычислить индексы 
   
i = argmax(R

k
),  j = argmax(R

p
),  p > i

4. Построить страты
   
S

1
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2
,...,C
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= C

i +1
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,...,C
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3
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,...,C
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В качестве функции расстояния между Ci и Cj можно взять одну из 

известных метрик:
– single-link 

   
d(C

i
,C

j
) = min(d(x ,y)),  где x ∈C

i
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i

– complete-link 
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– average-link
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Какое из вышеуказанных расстояний лучше взять – открытый воп-
рос. В разделе 5.3 описаны результаты эксперимента по сравнению ука-
занных метрик и выбору наилучшей с точки зрения стратификации. 

4. Экспериментальный анализ алгоритмов

Чтобы проверить корректность работы предложенных методов стра-
тификации и сравнить их с существующими методами, были проведены 
эксперименты на синтетических и реальных данных. 

Первый эксперимент был нацелен на проверку корректности линстрат. 
Нас интересовала точность предсказания параметров модели, по кото-
рым были сгенерированы данные, а именно проверялась точность вос-
становления значений уровней страт c = (c1, c2, c3) и весов w. 

Второй эксперимент по верификации методов проводился для выбо-
ра наилучшей функции расстояния между группами объектов в методе 
паретострат. 

Далее все описанные в работе методы сравнивались с точки зрения 
правильной стратификации объектов для различных моделей генерации 
стратифицированных данных в зависимости от добавленного шума. 

В заключительном эксперименте все рассматриваемые в работе ме-
тоды сравниваются на реальных данных.

4.1. Модели генерации данных

В работе рассмотриваются три различных модели генерации синте-
тических данных, которые различаются формой страт. 

4.1.1. Линейные страты
Первый тип страт полностью соответствует модели линейных страт. Точки 

принадлежат одной из трех гиперплоскостей, заданных вектором нормали w, 
которые описываются уравнениями , 
где . На рис. 3 показано, как выглядят сгенерированные данные 
в двумерном случае при различных значениях добавленного шума. 
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Рис. 3. Линейные страты при трех различных значениях дисперсии шума 

σ = {0,00, 0,02, 0,05}

4.1.2. Сферические страты
Вторая модель формирования страт генерирует точки, лежащие на 

поверхности сфер: , где 

   c = (c
1
,c

2
,c

3
),  x

i
∈

 
[0,1] . Рисунок 4 наглядно демонстрирует, как выглядят 

сферические страты в двумерном случае.

Рис. 4. Сферические страты при трех различных значениях дисперсии шума 

σ ={0,00, 0,02, 0,05}

4.1.3. Точечные страты
Третий тип данных – это страты, образующие облака точек вокруг 

центров с координатами {wc1, wc2, wc3}, лежащих на одной прямой, ко-
торая проходит через 0 (рис. 5).
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Рис. 5. Точечные страты при трех различных значениях дисперсии шума

σ ={0,03, 0,06, 0,12}

4.1.4. Реальные данные. Оценка эффективности работы 
отделений банка

Этот набор данных взят из работы [Aleskerov, Ersel, Yolalan  2004]. 
Он содержит информацию о деятельности 23 отделений банка, оценен-
ной по четырем критериям (табл. 13):

– сумма вкладов (Total deposits of the bank, D);
– сумма кредитов (Total credits of the bank, C);
– объем операций с ценными бумагами (Total securities trading of the 

bank, S);
– Объем торговых операций с валютой (Total FX trading volume of the 

bank, FX).

4.2. Множество сравниваемых методов

В табл. 2 представлен список методов многокритериальной страти-
фикации и ранжирования, на которых проводились экспериментальные 
исследования. Если тот или иной метод использовался для ранжирова-
ния, то в обозначениях к аббревиатуре добавляется «+R». Например, LS+R 
означает, что метод стратификации линстрат используется для получе-
ния рангов объектов, с помощью найденных весовых коэффициентов. 
Если с помощью метода было получено разбиение на страты, то к аббре-
виатуре добавляется «+S». Например, BC+S означает, что страты были 
получены из рангов, найденных по правилу Борда. 
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Таблица 2.  Методы многокритериальной стратификации и ранжирования, 
используемые в данной работе

Название метода Аббревиатура Описан в пункте 

Линстрат LS 3.1

Ранжирование по влиянию AR 2.1

Оптимизация линейных весов LW 2.4

Разбиение Парето (паретострат) PS 2.2, 3.2

Правило Борда BC 2.3

Расширенный к-средних EK 2.5

4.3. Критерии оценивания результатов

Для сравнения точности стратификации использовался критерий, по-
казывающий долю правильно классифицированных объектов (т.е. с пра-
вильно назначенным номером страты) Ncorrect среди всей выборки N:

   
accuracy  =

N
correct

N
.
 

(7)

При измерении различий между двумя строгими или нестрогими ран-
жированиями объектов – R, S использовалось нормированное расстояние 
Хэмминга. Оно вычисляется по формуле (8):

 
.
 

(8)

где N – число элементов, rij и sij –  элементы 1/0 матриц бинарных отно-
шений, соответствующих ранжированиям R и S. Обычно для измерения 
расстояния между стратификациями используется нормированное  рас-
стояние между упорядоченными разбиениями Кемени – Снелла [Kemeny, 
Snell, 1962]. Для стратификации S, заданной на объектах  стро-
ится матрица:

  

(9)

Здесь  обозначает номер страты, которой принадлежит объект . 
Расстояние между стратификациями вычисляется по формуле

;
;
.
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.
 

(10)

Однако меры (8) и (10) пропорциональны друг другу, dH=dKS/2 [Мир-
кин, 1974].

5. Некоторые результаты экспериментов

В этой части приведены некоторые результаты экспериментального 
исследования методов стратификации. На синтетических данных вери-
фицируется правильность работы метода линстрат. Рассматривается воп-
рос выбора наилучшей функции расстояния между слоями несравнимых 
объектов для метода паретострат. Проводится сравнение качества рабо-
ты предлагаемых методов с известными методами, как на искусствен-
ных, так и на реальных данных.

5.1. Верификация метода линстрат

При формулировке метода линстрат предполагается, что стратифи-
цированные данные соответствуют модели линейных страт (4.1.1). Что-
бы убедиться в том, что метод линстрат правильно восстанавливает па-
раметры модели линейных страт, мы случайным образом сгенерировали 
пять векторов весовых коэффициентов и, соответственно, пять значений 
уровней страт.

Таблица 4.  Верификация правильности работы алгоритма линстрат. 
Значения уровней страт с = (с1, c2, c3), заданных при генерации 
данных и значения, полученные методом линстрат

Истинные значения уровней Полученные уровни страт

0,7623    0,4109    0,0724 0,7634    0,4105    0,0723

0,7565    0,5872    0,4177 0,7648    0,5938    0,4220

0,9204    0,8533    0,5308 0,9221    0,8551    0,5311

0,5210    0,4296    0,3269 0,5165    0,4264    0,3242

0,5366    0,1470    0,1280 0,5393    0,1486    0,1289
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Таблица 5.  Верификация работы алгоритма линстрат. Значения весовых 
коэффициентов критериев, заданных при генерации данных, 
и значения, полученные методом линстрат 

Истинные веса Полученные веса

0,23   0,04    0,03    0,23    0,48 0,23    0,04    0,03    0,23    0,47

0,11    0,05    0,38    0,32    0,13 0,11    0,06    0,38    0,33    0,13

0,02    0,09    0,21    0,37    0,30 0,02    0,10    0,21    0,37    0,30

0,01    0,46    0,32    0,06    0,14 0,02    0,47    0,30    0,07    0,14

0,28    0,43    0,24    0,01    0,04 0,29    0,42    0,23    0,02    0,04

Из полученных результатов видно, что метод  достаточно хорошо вос-
станавливает значения весов критериев и уровней страт.

5.2. Выбор функции расстояния между классами 
для метода паретострат

Целью данного эксперимента является определение наилучшей функ-
ции расстояния между слоями несравнимых по Парето элементов. Срав-
ниваются три функции расстояния между слоями недоминируемых по 
Парето объектов: single link, complete link и average link. Качество раз-
деления на страты оценивается с точки зрения правильной классифика-
ции (7). B каждом эксперименте генерируются линейные страты в соот-
ветствии с моделью, описанной в пункте 4.1.1, со случайными весами и 
фиксированными уровнями страт c = (0,3, 0,5, 0,8). Общее количество 
сгенерированых объектов в каждом эксперименте равно 90, по 30 на каж-
дую страту. Эксперимент повторялся 50 раз. В табл. 6 приведены значе-
ния среднего и дисперсии точности стратификации, в зависимости от 
интенсивности добавленного шума σ. 

Из табл. 6 видно, что расстояния complete link и average link дают 
практически одинаковые результаты, лучшие по сравнению с результа-
том single link. Все дальнейшие результаты стратификации методом па-
ретострат, приведенные в работе, получены с использованием метрики 
average link.



22

Таблица 6.  Значения среднего и дисперсии точности  стратификации методом 
паретострат для трех различных функций расстояния между слоями 
несравнимых по Парето вариантов

Метрика σ = 0,05 σ = 0,1 σ = 0,2 σ = 0,3

mean std mean std mean std mean std

Single link 0,86 0,12 0,74 0,13 0,60 0,08 0,51 0,09

Complete link 0,93 0,04 0,82 0,07 0,70 0,06 0,62 0,06

Average link 0,93 0,05 0,82 0,07 0,71 0,06 0,61 0,07

5.3. Сравнение результатов работы методов стратификации 
на синтетических данных

Для всех типов данных генерировалась выборка из 90 объектов (по 
30 объектов на каждую страту). Значения уровней страт во всех случаях 
фиксированы и равны с = (0,8, 0,5, 0,3). Точность стратификации вычис-
лялась в зависимости от весовых коэффициентов (ориентации страт) и 
уровня добавленного шума (толщины страт). Каждый эксперимент пов-
торялся 50 раз.

В табл. 7, 8 и 9 приведены значения среднего и дисперсии точности 
стратификации для модели линейных страт (п. 4.1.1), в зависимости от 
уровня добавленного шума, для трех различных наборов весовых коэф-
фициентов. 

Таблица 7.  Среднее значение и дисперсия точности стратификации (50 повторений 
эксперимента), в случае линейных страт w = (0,2, 0,2, 0,2, 0,2, 0,2) 
для четырех значений уровня добавленного шума σ 

Метод  
стратификации

σ = 0,05 σ = 0,1 σ = 0,2 σ = 0,3

mean std mean std mean std mean std

LS+S 0,99 0,05 0,93 0,09 0,69 0,10 0,62 0,08

PS+S 0,97 0,03 0,91 0,04 0,75 0,06 0,64 0,05

BC+S 0,83 0,04 0,80 0,04 0,71 0,05 0,64 0,05

AR+S 1,00 0,00 0,97 0,03 0,75 0,06 0,63 0,05

LW+S 0,99 0,01 0,94 0,03 0,79 0,06 0,69 0,05

EK+S 0,64 0,09 0,61 0,09 0,52 0,12 0,45 0,09
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Таблица 8.  Среднее значение и дисперсия точности стратификации (50 повторений 
эксперимента) в случае линейных страт w = (0,5, 0,2, 0,1, 0,1, 0,1) 
для четырех значений уровня добавленного шума σ

Метод 
стратификации

σ = 0,05 σ = 0,1 σ = 0,2 σ = 0,3

mean std mean std mean std mean Std

LS+S 0,98 0,07 0,86 0,14 0,65 0,10 0,55 0,08

PS+S 0,95 0,45 0,85 0,06 0,73 0,06 0,63 0,06

BC+S 0,83 0,04 0,79 0,04 0,69 0,04 0,63 0,05

AR+S 0,77 0,04 0,76 0,05 0,70 0,04 0,65 0,05

LW+S 0,98 0,01 0,92 0,03 0,76 0,04 0,66 0,06

EK+S 0,63 0,11 0,60 0,10 0,52 0,07 0,46 0,09

Таблица 9.  Среднее значение и дисперсия точности стратификации (50 повторений 
эксперимента), в случае линейных страт w = (0,8, 0,05, 0,05, 0,05, 0,05) 
для четырех значений уровня добавленного шума σ

Метод 
стратификации

σ = 0,05 σ = 0,1 σ = 0,2 σ = 0,3

mean std mean std mean std mean std

LS+S 0,77 0,15 0,72 0,11 0,58 0,07 0,52 0,07

PS+S 0,90 0,06 0,79 0,06 0,68 0,06 0,59 0,05

BC+S 0,77 0,04 0,75 0,06 0,66 0,05 0,59 0,05

AR+S 0,61 0,04 0,59 0,05 0,59 0,05 0,58 0,04

LW+S 0,98 0,02 0,80 0,03 0,71 0,05 0,64 0,06

EK+S 0,57 0,13 0,56 0,10 0,48 0,09 0,42 0,07

 
Из табл. 7–9 можно сделать заключение, что в большинстве случаев 

лучшие результаты дает метод линейной оптимизации весов LW+S. Ме-
тод линстрат LS+S дает приемлемые результаты только при небольших 
значениях шума и при равномерно распределенных между критериями 
весах.

В табл. 10, 11 приведены значения среднего и дисперсии точности 
стратификации для сферических и точечных страт, модели генерации 
которых описаны в п. 4.1.2 и 4.1.3.
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Таблица 10.  Среднее значение и дисперсия точности стратификации 
(50 повторений эксперимента) для  сферических страт с параметрами 
w = (0,2, 0,2, 0,2, 0,2, 0,2), для четырех уровней добавленного шума σ

Метод 
стратификации

σ = 0,001 σ = 0,01 σ = 0,05 σ = 0,1

mean std mean std mean std mean std

LS+S 0,63 0,05 0,62 0,05 0,62 0,05 0,60 0,06

PS+S 0,65 0,07 0,68 0,06 0,65 0,06 0,63 0,06

BC+S 0,73 0,05 0,72 0,05 0,70 0,05 0,66 0,04

AR+S 0,55 0,05 0,55 0,05 0,55 0,04 0,54 0,05

LW+S 0,34 0,02 0,35 0,04 0,34 0,02 0,35 0,06

EK+S 0,46 0,08 0,45 0,08 0,45 0,07 0,42 0,08

Таблица 11.  Среднее значение и дисперсия точности стратификации 
(для 50 повторений эксперимента) для точечных страт с параметрами 
w = (0,2, 0,2, 0,2, 0,2, 0,2) для четырех уровней добавленного шума σ

Метод 
стратификации

σ = 0,05 σ = 0,1 σ = 0,2 σ = 0,3

mean std mean std mean std mean std

LS+S 1,00 0,00 0,98 0,01 0,85 0,04 0,70 0,04

PS+S 1,00 0,00 0,86 0,12 0,64 0,07 0,63 0,05

BC+S 1,00 0,00 0,99 0,01 0,87 0,03 0,74 0,04

AR+S 1,00 0,00 0,97 0,03 0,76 0,05 0,62 0,06

LW+S 1,00 0,00 0,96 0,02 0,79 0,04 0,68 0,05

EK+S 1,00 0,00 0,98 0,01 0,75 0,12 0,58 0,15

Из табл. 10–11 видно, что для сферических страт все методы работа-
ют хуже, чем для страт в форме облаков точек. В этих двух случаях луч-
ше всех работает метод на основе правила Борда BC+S.

Таким образом, среди сравниваемых методов абсолютного лидера, с 
точки зрения точности стратификации, нет. Тот или иной метод дает луч-
шие результаты в зависимости от типа данных или значения добавлен-
ного шума. В случае линейных страт в большинстве случаев лучшие ре-
зультаты показал алгоритм на основе линейной оптимизации LW+S. На 
стратах, имеющих сферическую форму, все методы работают несколько 
хуже, чем на линейных стратах. Здесь наибольшую эффективность по-
казал метод BC+S, в то время как линейные методы и EK+S оказались 
малоэффективными. Случай, когда страты имеют форму облаков точек, 
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оказался благоприятным для всех методов. В последнем случае наибо-
лее устойчивым к шуму оказался BC+S.

Из данных, представленных в табл. 7, 8 и 9, видно, что не все из рас-
сматриваемых методов являются устойчивыми к изменению ориентации 
страт. Точность стратификации алгоритмов LS+S и AR+S с изменением 
весовых коэффициентов ухудшилась, при этом LW+S показал стабильно 
высокие результаты. Методы на основе процедур многокритериального 
ранжирования PS+S и BC+S являются достаточно устойчивыми к изме-
нению ориентации линейных страт (т.е. весовых коэффициентов), а ме-
тод стратификации EK+S в линейном случае оказался наименее эффек-
тивным.

5.4. Сравнение результатов работы методов стратификации 
на реальных данных: оценка эффективности работы 
отделений банка

В табл. 13 показаны результаты стратификации отделений банка по 
эффективности работы различными методами. Чтобы оценить, насколь-
ко похожие результаты дают те или иные методы, использовалось рас-
стояние Хэмминга (8), оно же – половина расстояния Кемени – Снелла 
(9). 

Таблица 13.  Значения критериев оценки работы отделений банков и номеров страт, 
полученных различными методами стратификации

Branch

Критерии Методы стратификации

D C S FX LS+S PS+S BC+S AR+S LW+S EK+S

1 3,42 1,26 0,81 0,51 3 3 2 3 2 2

2 1,71 0,68 0,82 0,51 3 3 3 3 3 3

3 3,72 0,64 3,38 1,22 2 1 1 2 1 2

4 2,08 1,85 0,68 1,30 2 3 2 3 3 3

5 3,63 1,63 1,68 0,98 2 3 1 2 2 2

6 5,83 2,71 3,34 2,99 1 1 1 1 1 1

7 1,97 5,78 4,06 1,55 1 1 1 1 1 1

8 3,12 1,12 1,91 0,22 3 3 2 2 2 2

9 4,02 2,15 2,74 2,98 1 2 1 1 1 1

10 1,62 1,50 1,09 1,21 2 3 2 3 3 3
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Branch

Критерии Методы стратификации

D C S FX LS+S PS+S BC+S AR+S LW+S EK+S

11 1,93 1,00 0,19 1,61 2 3 3 3 3 2

12 2,72 0,66 2,87 0,88 2 2 2 2 2 2

13 2,78 0,81 1,65 0,71 3 3 2 3 2 2

14 2,36 2,20 1,23 1,68 2 2 1 2 2 1

15 2,13 3,93 3,07 1,47 1 1 1 2 1 1

16 1,07 1,06 1,58 0,57 3 3 3 3 3 2

17 1,31 1,16 0,26 0,21 3 3 3 3 3 3

18 2,24 0,95 1,21 1,08 2 3 2 3 3 2

19 2,66 5,49 0,92 2,64 1 1 1 1 1 1

20 2,93 1,08 2,60 0,67 2 3 2 2 2 2

21 1,66 1,73 0,62 0,24 3 3 3 3 3 3

22 4,06 0,71 0,81 0,70 3 2 2 3 2 2

23 3,11 1,54 0,98 3,85 1 1 1 2 1 1

Таблица 14.  Значения парных расстояний Кемени – Снелла для разбиений 
на страты различными методами

LS+S PS+S BC+S AR+S LW+S EK+S

LS+S – 0,38 0,36 0,34 0,44 0,38

PS+S – – 0,34 0,36 0,26 0,34

BC+S – – – 0,32 0,24 0,32

AR+S – – – – 0,26 0,34

LW+S – – – – – 0,26

EK+S – – – – – –

 
Значения расстояний Кемени – Снелла между стратификациями в 

табл. 14 показывают, что наиболее схожими оказались LW+S и BC+S. 
Поскольку предложенные методы LS и PS, помимо стратификации, 

позволяют получить ранжирование вариантов, было интересно сравнить 
их с методами многокритериального ранжирования, а также с ранжиро-
ваниями, полученными по значениям каждого из критериев оценки от-
делений банка. В табл. 15 указаны все ранжирования отделений банка, 
а в табл. 16 результаты работы методов сравниваются между собой с по-
мощью расстояния Хэмминга.
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Таблица 15.  Ранжирование отделений банков по отдельным критериям и методами 
многокритериального ранжирования и стратификации

Branch D C S FX BC+R PM+R LS+R AR+R LW+R

1 6 12 18 19 8 3 19 12 14

2 19 21 17 20 23 3 22 23 22
3 4 23 2 10 3 1 8 6 6
4 16 7 20 9 16 3 9 16 16
5 5 9 9 13 5 2 10 11 8
6 1 4 3 2 1 1 1 1 1
7 17 1 1 7 11 1 2 2 2
8 7 14 8 22 9 2 18 14 13
9 3 6 6 3 2 1 5 5 3

10 21 11 14 11 18 3 11 18 18
11 18 17 23 6 20 3 13 17 19
12 11 22 5 14 14 2 12 8 12
13 10 19 10 15 15 2 16 15 15
14 13 5 12 5 13 2 7 13 10
15 15 3 4 8 10 1 6 7 5
16 23 16 11 18 21 3 17 20 21
17 22 13 22 23 22 4 23 22 23
18 14 18 13 12 17 2 15 21 17
19 12 2 16 4 6 1 3 3 4
20 9 15 7 17 12 2 14 9 9
21 20 8 21 21 19 4 21 19 20
22 2 20 19 16 4 2 20 10 11
23 8 10 15 1 7 1 4 4 7
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Таблица 16.  Значения парных расстояний Хэмминга между упорядочениями 
объектов методами многокритериального ранжирования 
и стратификации, а также по отдельным критериям. 
Здесь ∑ – суммарное расстояние (сумма значения по столбцу 
выше строки ∑) между результатами многокритериального 
ранжирования и ранжирования по отдельному критерию 

Branch D C S FX BC+R PS+R LS+R AR+R LW+R
D – 0,49 0,36 0,40 0,13 0,29 0,40 0,26 0,24
C – – 0,45 0,34 0,40 0,41 0,28 0,35 0,33
S – – – 0,39 0,32 0,24 0,30 0,26 0,24

FX – – – – 0,33 0,25 0,11 0,26 0,25
∑ – – – – 1,18 1,19 1,09 1,13 1,06

BC+R – – – – – 0,22 0,28 0,15 0,13
PS+R – – – – – – 0,22 0,18 0,15
LS+R – – – – – – – 0,18 0,17
AR+R – – – – – – – – 0,08
LW+R – – – – – – – – –

Суммарное расстояние от упорядочивания по каждому из критериев 
до отдельного многокритериального ранжирования оказалось наимень-
шим для метода LW+R. То есть этот метод дает наиболее согласованное 
с каждым отдельным критерием ранжирование. Самые близкие между 
собой ранжирования дали методы LW+R и AR+R.

Заключение

В работе рассматривается задача многокритериальной стратифика-
ции, суть которой заключается в разделении объектов на упорядоченные 
по предпочтительности классы – страты, таким образом, чтобы вариан-
ты, входящие в одну и ту же страту, были более или менее одинаковы и 
в то же время в основном лучше, чем варианты из предыдущей страты. 

Основными результатами работы можно считать следующие:
1. Предложены два новых метода стратификации, в некоторой мере 

аппроксимирующие слои несравнимых по Парето объектов. Метод лин-
страт ищет страты в виде линейных образований, при этом позволяет 
автоматически находить веса критериев и ранги объектов. Метод паре-
тострат позволяет из разбиения Парето сформировать необходимое чис-



29

ло страт, что достигается «склеиванием» близлежащих «тонких» слоев 
отношения Парето.

2. Предложены три модели генерации стратифицированных данных, 
которые имитируют ситуацию, возникающую в многокритериальных за-
дачах на реальных данных.

3. Для этих моделей генерации страт проведено экспериментальное 
сравнение методов стратификации. Оказалось, что единого победителя 
нет – метод-победитель  зависит от формы генерируемых страт.

Преимуществом критерия линстрат является его ясность и прозрач-
ность. Мы ожидали, что метод линстрат окажется наилучшим для случая 
линейных страт. Однако в некоторых экспериментах метод линстрат ока-
зался не только не лучше, но даже и хуже, чем другие методы. По наше-
му мнению, это связано с недостатками используемого метода эволюци-
онной оптимизации, слишком сильно опирающегося на вероятностные 
механизмы. Мы надеемся, что использование более регулярных подхо-
дов к оптимизации улучшит метод и поставит его на должную высоту. 
Уже сейчас видно, что надежда имеет основания – использование моди-
фикаций метода Ньютона действительно может резко повысить эффек-
тивность метода линстрат. Более адекватные методы будут представлены 
в наших следующих разработках.
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