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На практике расчет донного давления, вы�
званного морскими волнами (как и обратная за�
дача восстановления поля морских волн по пока�
заниям донных датчиков), выполняется в рамках
линейной теории. В соответствии с ней, исполь�
зуя спектральный подход, легко найти одното�
чечную связь между колебаниями уровня моря и
вариациями донного давления [1–4]. В результате
давление на дне становится полностью опреде�
ленным при известных характеристиках морских
волн. Однако линейная теория интуитивно хоро�
шо работает лишь в случае небольшой амплитуды
волн, когда же волнение приобретает нерегуляр�
ный и нелинейный характер, как, например, в
случае штормового волнения, полагаться на ли�
нейную теорию некорректно. Так, в работе [1] по�
казано, что предсказания линейной теории при
решении обратной задачи отличаются от изме�
ренных в лабораторных условиях на 15–20%, и
это отличие связывается с нелинейностью и шу�
мами приборов. 

Сравнительно недавно начались расчеты дон�
ного давления при прохождении установившихся
(прогрессивных) периодических и уединенных
волн в рамках полно нелинейных уравнений Эй�
лера [5, 6]. Однако уравнения, полученные в этих
работах, являются громоздкими и не простыми
для их решения. Главная трудность в решении по�
добных нелинейных задач связана с принципи�
альной неодномерностью нелинейной краевой
задачи. Однако для описания волнового поля в

прибрежной зоне можно успешно применять
приближенные нелинейные уравнения Бусси�
неска. Такой является система уравнений Грина–
Нагди [7], которая не включает вертикальной ко�
ординаты [8–12]. В рамках этой системы давле�
ние на дно связано с колебаниями морской по�
верхности относительно простыми выражения�
ми. Здесь мы сопоставляем формулы линейной
теории с предсказаниями в рамках системы Гри�
на–Нагди для донного давления, вызванного
прохождением уединенной волны (солитона)
большой амплитуды. 

МОДЕЛЬ ГРИНА–НАГДИ

Воспроизведем кратко основные уравнения
модели Грина–Нагди для волн, распространяю�
щихся в одном направлении:

, (1)

, (2)

где H(x, t) – полная глубина водного потока H = h +
+ η(x, t), h – невозмущенная глубина бассейна,
η(x, t) – колебания уровня воды, u(x, t) – усред�
ненная по глубине скорость волнового течения,
g – ускорение силы тяжести, D – функционал,
определяющий влияние дисперсии,

. (3)

Важно подчеркнуть, что при выводе (1)–(3)
использовано только приближение слабой дис�
персии, в то же время нелинейность может быть
произвольной. Приведем также выражение для
донного давления в рамках модели Грина–Нагди
[13, 14]:
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где ρ – плотность воды. Последнее слагаемое в (4)
и характеризует негидростатическую поправку в
давлении, связанную с нелинейной дисперсией. 

ДОННОЕ ДАВЛЕНИЕ
В ПРОГРЕССИВНОЙ ВОЛНЕ

Как видно из (3), для определения давления
необходимо знать поле смещений водной поверх�
ности и скоростей. Между тем в бегущей (про�
грессивной) волне с постоянной скоростью V по�
ле скоростей легко находится из (1): 

, (5)

где мы наложили естественное условие отсут�
ствия течения вне волны. Кроме того, в выраже�
нии для донного давления (4) можно заменить
пространственную производную на временную и

обратно . В результате донное давле�

ние может быть выражено только через колеба�
ния уровня воды и ее временные производные:

, (6)
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так что связь между уровнем воды и давлением
становится одноточечной.

Удобно представить формулу (6) в “квазиста�
тическом” виде

, (7)
где эквивалентное “смещение” описывает волно�
вую поправку к невозмущенному гидростатиче�
скому давлению

, . (8)

Подчеркнем, что формула (8) справедлива для
любых прогрессивных волн: кноидальных и уеди�
ненных; она не содержит неизвестной скорости
распространения волны и легко может быть при�
менена к анализу реальных данных.

ДОННОЕ ДАВЛЕНИЕ, ВЫЗВАННОЕ 
ПРОХОЖДЕНИЕМ СОЛИТОНА

Замечательным свойством системы Грина–
Нагди является существование простой формы
точного решения в виде бегущей уединенной вол�
ны (солитона):

, (9)

, , . (10)

Формально это решение получается для про�
извольной амплитуды солитона А, но как извест�
но из более общих теорий, солитон существует
при условии A < 0.8h; более точные условия при�
ведены, например, в [13]. Мы будем использовать
здесь в качестве верхней границы амплитуды 0.8h.
Стоит отметить, что в приближении малых ам�
плитуд солитон Грина–Нагди переходит в соли�
тон Кортевега–де Вриза. При больших амплиту�
дах солитон Грина–Нагди несколько шире соли�
тона Кортевега–де Вриза и имеет меньшую
скорость течения (рис. 1).

Учитывая аргумент солитона в (9), удобно вве�
сти безразмерное время 

. (11)

Тогда временное распределение донного давле�
ния солитона (9) в рамках модели Грина–Нагди
легко аналитически рассчитывается из (8): 
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где  и . Данное распределение показано

на рис. 2 для солитона почти предельной высоты
(а = 0.8). Как видим, кривая давления одногорба и

h

ξ
ζ =

Aa
h

=
почти повторяет форму солитона поверхност�
ных волн, его эффективная амплитуда ниже ам�
плитуды солитона, а временная длительность
больше. 

Vt

Рис. 1. Форма солитона в моделях Грина–Нагди
(сплошная кривая) и Кортевега–де Вриза (штриховая).
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ДОННОЕ ДАВЛЕНИЕ В РАМКАХ 
ЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ

Сопоставим теперь результаты расчетов с
предсказаниями линейной дисперсионной тео�
рии волн на воде. В рамках линейной теории лег�
ко получить связь между колебаниями водной по�
верхности и донным давлением [1–4]

, (13)

где η(ω) – временной фурье�спектр колебаний
свободной поверхности, и волновое число k(ω)
рассчитывается из дисперсионного соотношения
для линейных волн на воде

. (14)
Рисунок 2 позволяет сопоставить расчеты по

линейной и нелинейной теории для волны боль�

шой амплитудой . Как видим, линей�

ная теория также предсказывает солитоноподоб�
ную форму вариаций давления, и их величина
практически не отличается от результатов нели�
нейной теории даже в сильно нелинейном случае. 

На рис. 3 представлены результаты аналогич�
ных расчетов для солитона с малой амплитудой

. Как и следовало ожидать, разница

между линейными и нелинейными расчетами
стала незначительной, так что разница между
кривыми не видна. 

Нелинейная теория Грина–Нагди достаточно
хорошо описывает волны большой амплитуды
(вплоть до предельных амплитуд) в прибрежной
зоне, и это неоднократно отмечалось в литерату�
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ре. В ее рамках удается рассчитать донное давле�
ние, вызванное прохождением уединенной вол�
ны (солитона). Как оказалось, расчеты донного
давления, выполняемые в рамках линейной тео�
рии с использованием точного дисперсионного
соотношения для волн на воде, приводят к близ�
ким результатам. Таким образом, можно сделать
вывод, что линейная теория, широко используе�
мая в океанологической практике, может приме�
няться для расчетов донного давления, вызванно�
го бегущими волнами большой амплитуды.
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