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В задачах 1.1 – 1.30 написать асимптотические формулы для данной
f(x) при x → 0, причем в ответе должно быть не менее двух членов
асимптотической формулы, не считая остатка.

1.1 f(x) = ln

(
tg x

arctg x

)
.

Решение. Имеем

tg x

arctg x
=

x +
x3

3
+

2x5

15
+ O(x7)

x− x3

3
+

x5

5
+ O(x7)

=
1 +

x2

3
+

2x4

15
+ O(x6)

1− x2

3
+

x4

5
+ O(x6)

=

=

1 +
x2

3
+

2x4

15
+ O(x6)

×

×
1 +

x2

3
− x4

5
+ O(x6)

 +

x2

3
− x4

5
+ O(x6)

2

+ O(x6)

 =

=

1 +
x2

3
+

2x4

15
+ O(x6)

×

×
1 +

x2

3
− x4

5
+ O(x6) +

x4

9
+ O(x6)

 =

=

1 +
x2

3
+

2x4

15
+ O(x6)

1 +
x2

3
− 4x4

45
+ O(x6)

 =

= 1 +
2x2

3
+

7x4

45
+ O(x6).

ln

1 +
2x2

3
+

7x4

45
+ O(x6)

 =

2x2

3
+

7x4

45
+ O(x6)

−
−1

2

2x2

3
+

7x4

45
+ O(x6)

2

+ O(x6) =
2x2

3
+

7x4

45
+ O(x6)− 2x4

9
.

Ответ: f(x) =
2x2

3
− x4

15
+ O(x6), x → 0.

1.2 f(x) = (1 + x)1/x, x → 0.

1.3 f(x) =
( x

ex − 1

)ctg x
, x → 0.

1.4 f(x) =

√√√√sin x

x
− ln

1 + x

1 + 2x
, x → 0;

1.5 f(x) = tg(sin x), x → 0;

1.6 f(x) =
(sin2 x

x2

)1/x
, x → 0.
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1.7 f(x) =
(ex − 1

x

)1/x
, x → 0.

1.8 f(x) =
(√1 + 2x− 1

x

)1/x
, x → 0.

1.9 f(x) =
(2(x− ln(1 + x))

x2

)1/x
, x → 0.

1.10 f(x) = (1 + ln cos x)1/x2, x → 0.

1.11 f(x) =
(2x − 1

x ln 2

)1/x
, x → 0.

1.12 f(x) =
√

cos x + sin x, x → 0;

1.13 f(x) =
(2x + 1

2

)1/ sinx
, x → 0.

1.14 f(x) = ln
x

sin x
, x → 0;

1.15 f(x) =
x− arctg x

x− sin x
, x → 0;

1.16 f(x) = (cos x)1/(x sinx), x → 0.

1.17 f(x) = (
x

arctg x
)
1/x2

, x → 0.

1.18 f(x) =
(ax + bx + cx

3

)1/x
, x → 0; a, b, c > 0.

1.19 f(x) = (
arctg x

arcsin x
)
1/x2

, x → 0.

1.20 f(x) = (
arcsin x

x
)
ctg x, x → 0.

1.21 f(x) = 3
√

arcsin x, x → +0;

1.22 f(x) =
√ x

tg x
, x → 0;

1.23 f(x) = ln(
√

cos x + x2), x → 0;

1.24 f(x) = sin(tg x), x → 0;

1.25 f(x) = (
tg x

arctg x
)
1/x, x → 0.

1.26 f(x) = (
x

arctg x
)
1/x, x → 0.

1.27 f(x) =
√

1 + ln cos x; x → 0

1.28 f(x) = (cos x)1/x, x → 0.

4



1.29 f(x) = ln (
tg x

x
), x → 0;

1.30 f(x) = (cos x)x−3 sinx, x → 0.

В задачах 2.1 – 2.30 написать асимптотические формулы для данной
f(x) при x → ∞, причем в ответе должно быть не менее двух членов
асимптотической формулы, не считая остатка.

2.1 f(x) =

(
x

x + 1

)ctg 1
x

, x →∞.

Решение.
x

x + 1
=

1

1 + 1
x

= 1− 1

x
+

1

x2 + O

(
1

x3

)
,

ln

(
x

x + 1

)
= −1

x
+

1

x2 + O

(
1

x3

)
− 1

2

(
−1

x
+

1

x2 + O

(
1

x3

))2
+ O

(
1

x3

)
=

= −1

x
+

1

2x2 + O

(
1

x3

)
,

ctg
1

x
=

1

tg 1
x

=
1

1
x + 1

3x3 + O
(

1
x5

) =
x

1 + 1
3x2 + O( 1

x4 )
=

= x

1 +

(
− 1

3x2 + O

(
1

x4

))
+

(
− 1

3x2 + O

(
1

x4

))2
+ O

(
1

x4

) =

= x

(
1− 1

3x2 + O

(
1

x4

))
= x− 1

3x
+ O

(
1

x3

)
,

ctg
1

x
ln

(
x

x + 1

)
=

(
x− 1

3x
+ O

(
1

x3

)) (
−1

x
+

1

2x2 + O

(
1

x3

))
=

= −1 +
1

2x
+ O

(
1

x2

)
,

ectg 1
x ln( x

x+1) = e−1e
1
2x+O( 1

x2 ) = e−1
(
1 +

1

2x
+ O

(
1

x2

))
.

Ответ: f(x) = e−1
(
1 +

1

2x
+ O

(
1

x2

))
, x →∞.

2.2 f(x) =
√

x2 + 1 + ln cos
1

x
, x →∞;

2.3 f(x) = 3

√√√√x3 + x

x3 + 1
− ex/(x2+1), x → +∞

2.4 f(x) =
(x + 1)x

(x + 2)x+1 , x → +∞.

2.5 f(x) = 4
√

x4 + x3 − x3 sin(1/x)

x + 1
, x →∞;
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2.6 f(x) =
√

x2 + 1− 3

√√√√ x4

x− 1
, x → +∞;

2.7
√

x3 + 2x2 + x + x cos
1

x + 1
, x → +∞;

2.8 f(x) = 3

√√√√ x4

x + 1
− x2 ln

(
cos

1

x

)
, x →∞

2.9 f(x) =
√

x3 + x2 − x3

x2 + 1
, x → +∞;

2.10 f(x) = sin
x

x2 + 1
−
√√√√ 1

x2 − 1
, x → +∞;

2.11 f(x) =
√

x4 + 2x2 − 2x− x2 cos
x

x2 + 1
, x → +∞.

2.12 f(x) = 3

√√√√x4 + x2

x + 1
+ x2 ln

x

x + 1
, x →∞

2.13 f(x) = 5
√

x4 + 2x2 + x− x tg
x

x2 + 1
, x →∞.

2.14 f(x) =
√

x

x + 1
−
√

cos
1

x
, x →∞

2.15 f(x) =
√

x2 + 2x− 3
√

x3 + 3x2, x →∞
2.16 f(x) = 5

√
x5 + (x + 1)5, x → +∞;

2.17 f(x) =

(
x

x + 1

)x2 sin 1
x

, x →∞.

2.18 f(x) = 3
√

x2 + x + 7− x sin
x

x2 + 1
, x → +∞

2.19 f(x) =
(

cos
1

x

)x2

, x →∞.

2.20 f(x) = sin
(
π
√

x

x + 1

)
, x →∞;

2.21 f(x) = 3

√
x arctg

x

x2 + 1
, x →∞;

2.22 f(x) = 5

√
cos

x

x2 + 1
, x →∞;

2.23 f(x) = 5
√

x2 + 2x2 + 3− x sin

(
1

x + 3

)
, x →∞;

2.24 f(x) =

(
x

x + 1

)ctg 1
x

, x →∞.
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2.25 f(x) =
(x +

√
x)x

(x−
√

x)x−1 , x →∞.

2.26 f(x) = 5
√

x2 + x + 3− x arcsin
1

x + 1
, x → +∞

2.27 f(x) =

(
x

x + 1

)x−2
, x → +∞.

2.28 f(x) =
(x2 + x + 1

x2 + 2

)x2+1
x , x →∞.

2.29 f(x) =
√

arctg
x

x + 1
, x →∞;

2.30 f(x) = 4
√

x3 + 2x2 + x− x ln
x

x + 2
, x → +∞

В задачах 3.1 – 3.30 требуется, используя формулу Тейлора, найти асимптотику
корней уравнения, причем в ответе должно быть не менее двух членов
асимптотики, не считая остатка.

3.1 sin x =
x + 2

x + 1
.

Решение. Корни уравнения – абсциссы точек пересечения графиков

y = sin x и y = 1+
1

x + 1
. Очевидно, что они расположены на отрицательной

части действительной оси левее точки x = −2 и составляют две серии:

x+
n = −3π

2
+ α+

n − 2πn и x−n = −3π

2
+ α−n − 2πn (n → +∞), где α+

n

и α−n соответственно положительная и отрицательная бесконечно малые
последовательности. Для того чтобы оценить бесконечно малые α±n , подставим
x±n в уравнение:

sin x±n = 1 +
1

x±n + 1
.

Воспользуемся периодичностью функции y = sin x и формулой синуса
суммы:

sin

(
−3π

2
+ α±n − 2πn

)
= cos(α±n ) = 1− (α±n )2

2
+ o((α±n )2).

Справа же имеем:

1 +
1

−3π

2
+ α±n − 2πn + 1

= 1− 1

2πn
+ o

(
1

n

)
.

Приравняем обе части:

1− (α±n )2

2
+ o((α±n )2) = 1− 1

2πn
+ o

(
1

n

)
,

получим (α±n )2 ∼ 1

πn
, то есть α±n =

±1√
πn

+ o

 1√
n

 .
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Ответ: x±n = −2πn− 3π

2
± 1√

πn
+ o

 1√
n

 , x → +∞.

3.2 tg x− 1

x
= 0, x > 0 3.3 cos x =

1

3x + 1
, x > 0

3.4 ctg x =
1

1− 2x
, x > 0 3.5 sin x− 1√

x
= 0, x > 0

3.6 sin x + cos x =
1

x
, x > 0 3.7 sin x− cos x =

1

x
, x > 0

3.8 tg x + x = 0 3.9 ctg x + x = 0, x > 0

3.10 sin x +
1

x
= 0, x > 0 3.11 cos x +

1

x
= 0, x > 0

3.12 tg x− 1

x2 = 0, x > 0 3.13 ctg x =
1

x2 , x > 0

3.14 sin x− 1

x2 = 0, x > 0 3.15 cos x =
1

x
, x > 0

3.16 sin x =
1

x + 1
, x > 0 3.17 cos x− 1

x− 1
= 0, x > 0

3.18 tg x =
1

x + 2
, x > 0 3.19 ctg x− 1

x− 3
= 0, x > 0

3.20 sin x = 1− 1

x
, x > 0 3.21 cos x = 1− 1

x
, x > 0

3.22 tg x =
1

2x + 1
, x > 0 3.23 ctg x− 1

x
= 0, x > 0

3.24 sin x =
1

4x + 1
, x > 0 3.25 cos x =

1

5x− 2
, x > 0

3.26 sin x + cos x =

√
1

2x
, x > 0 3.27 tg 2x + 3x = 0, x > 0

3.28 tg(2x + 1) =
1

x
, x > 0 3.29 sin x =

x

x + 1
, x > 0

В задачах 4.1 – 4.30 требуется написать асимптотическое представление
функции, заданной интегралом. Рекомендуется использовать интегрирование
по частям. Требуется записать два члена асимптотической формулы.

4.1 F (x) =
∫ +∞

x

cos
√

t

t2
dt, x → +∞.

Решение. После замены переменных t = τ 2 наш интеграл примет вид:

F (x) =
∫ ∞
√

x

2 cos τdτ

τ 3 .

Далее воспользуемся формулой интегрирования по частям:

F (x) = 2
∫ +∞
√

x

d(sin τ)

τ 3 =
2 sin τ

τ 3

∣∣∣∣∣
+∞

√
x
− 2

∫ +∞
√

x
sin τ d

(
1

τ 3

)
=
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= −2
sin
√

x

x
√

x
+ 6

∫ +∞
√

x

sin τ

τ 4 dτ.

Проинтегрируем по частям еще раз:

6
∫ +∞
√

x

sin τ

τ 4 dτ = −6
∫ +∞
√

x

1

τ 4d (cos τ) = −6
cos τ

τ 4

∣∣∣∣∣
+∞

√
x

+ 6
∫ +∞
√

x
cos τ d

(
1

τ 4

)
=

= 6
cos
√

x

x2 − 24
∫ +∞
√

x

cos τ

τ 5 dτ.

Так как
cos τ

τ 5 = o

(
sin τ

τ 4

)
при τ → +∞, то

∫ +∞
√

x

cos τ

τ 5 dt = o

(∫ +∞
√

x

sin τ

τ 4 dτ

)
(x → +∞).

Поэтому

6
cos
√

x

x2 = 6
∫ +∞
√

x

sin τ

τ 4 dτ + o

(∫ +∞
√

x

sin τ

τ 4 dτ

)
, (x → +∞),

то есть функции
cos
√

x

x2 и
∫ +∞
√

x

sin τ

τ 4 dτ эквивалентны при x → +∞. Но
тогда ∫ +∞

√
x

sin τ

τ 4 dτ =
cos
√

x

x2 + o

cos
√

x

x2

 , x → +∞.

Ответ: F (x) = −2
sin
√

x

x
√

x
+ 6

cos
√

x

x2 + o

(
1

x2

)
, x → +∞.

4.2 F (x) =
∫ +∞

x

e−t

t
dt, x → +∞;

4.3 F (x) =
∫ x

1

et

t
dt, x → +∞;

4.4 F (x) =
∫ x

2

dt

ln t
, x → +∞;

4.5 F (x) =
∫ +∞

x

sin
√

t

t
√

t
dt, x → +∞;

4.6 F (x) =
∫ +∞

x

(ln t)10

t
√

t
dt, x → +∞;

4.7 F (x) =
∫ +∞

x
t2e−

√
t dt, x → +∞;

4.8 F (x) =
∫ +∞

x

sin t√
t3

dt, x → +∞;

4.9 F (x) =
∫ +∞

x

cos 2t

t3
dt, x →∞;
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4.10 F (x) =
∫ +∞

x

cos 2t

t
√

t
dt, x → +∞;

4.11 F (x) =
∫ +∞

x

√
t2 + 1 e−t dt, x → +∞;

4.12 F (x) =
∫ +∞

x

√√√√ ln t

t + 1
dt, x → +∞;

4.13 F (x) =
∫ x

0
3
√

tet2dt, x → +∞;

4.14 F (x) =
∫ +∞

x
t3/2e−t2dt, x → +∞;

4.15 F (x) =
∫ x

2

√
t ln t dt, x → +∞;

4.16 F (x) =
∫ +∞

x

e−2t

√
t + 1

dt, x → +∞;

4.17 F (x) =
∫ x

1

e2t

(t + 1)2 dt, x →∞;

4.18 F (x) =
∫ x

1

e
√

t

t2
dt, x → +∞;

4.19 F (x) =
∫ +∞

x

e−t

√
t3 + 2

dt, x → +∞;

4.20 F (x) =
∫ x

5

dt√
ln t

dt, x → +∞;

4.21 F (x) =
∫ +∞

x

e−t

√
t2 + 1

dt, x → +∞;

4.22 F (x) =
∫ x

2
t

3

√√√√ ln t

t5
dt, x → +∞;

4.23 F (x) =
∫ +∞

x
t3e−2t dt, x → +∞;

4.24 F (x) =
∫ +∞

x

cos
√

t + 1

t
√

t + 1
dt, x → +∞;

4.25 F (x) =
∫ x

0

et

√
t + 1

dt, x → +∞;

4.26 F (x) =
∫ +∞

x

√
t + 2e−2t dt, x → +∞;

4.27 F (x) =
∫ +∞

x
t2e−3t dt, x → +∞;

4.28 F (x) =
∫ +∞

x

sin t2

t
√

t
dt, x → +∞;
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4.29 F (x) =
∫ x

1

e
√

t

√
t3

dt, x → +∞;

4.30 F (x) =
∫ +∞

x

cos t2

3
√

t4
dt, x → +∞;

В задачах 5.1 – 5.30 требуется написать асимптотическое представление
функции, заданной интегралом. Асимптотическое представление должно
быть доведено до члена, являющегося бесконечно малой функцией при
x → . При решении рекомендуется использовать формулу Тейлора. (Подробнее
см. в методических указаниях к курсовой работе).

5.1 F (x) =
∫ 1

x

earcsin t

t
dt, x → +0.

Решение. Имеем

arcsin t = t + O(t3) ∼ t, x → 0,

earcsin t = 1 +
t + O(t3)

1!
+

(t + O(t3))2

2!
+ O(t3) = 1 + t +

t2

2
+ O(t3),

earcsin t

t
=

1

t
+ 1 +

t

2
+ O(t2),

F (x) =
∫ 1

x

dt

t
+
∫ 1

x

earcsin t

t
− 1

t

 dt = ln t |1x +
∫ 1

0

earcsin t

t
− 1

t

 dt−

−
∫ x

0

earcsin t

t
− 1

t

 dt = − ln x + A−
∫ x

0

(
1 +

t

2
+ O(t2)

)
.

Ответ: F (x) = − ln x + A− x− x2

4
+ O(x3), x → +0.

5.2 F (x) =
∫ x

0

3
√

t2 + 1 dt, x → +∞.

5.3 F (x) =
∫ 1

x

cos t

t2
dt, x → +0.

5.4 F (x) =
∫ 1

x

(
1 +

1

t

)t

dt, x → +∞.

5.5 F (x) =
∫ 1

x

esin t

t2
dt, x → 0+.

5.6 F (x) =
∫ 1

x

arctg t

t3
dt, x → 0+.

5.7 F (x) =
∫ 1

x

ln(t +
√

1 + t2)

t2
dt, x → 0+.

5.8 F (x) =
∫ 1

x

etg t

t
dt, x → 0+.
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5.9 F (x) =
∫ 1

x

4
√

16 + t

t3/2 dt, x → 0.

5.10 F (x) =
∫ 1

x

dt

t3/2
√

t2 + 1
, x → +0.

5.11 F (x) =
∫ 1

x

dt√
2t3 + t6

, x → +0.

5.12 F (x) =
∫ 1

x

dt

et − 1
, x → +0.

5.13 F (x) =
∫ 1

x

dt

sin t
, x → +0.

5.14 F (x) =
∫ x

0

3
√

t3 + 3t2 dt, x →∞.

5.15 F (x) =
∫ x

0

3
√

t3 + 3t dt, x →∞.

5.16 F (x) =
∫ x

0

dt√
t +

√
t
, x → +∞.

5.17 F (x) =
∫ 1

x

sin t

t3
dt, x → +0.

5.18 F (x) =
∫ x

1

√
t + 1 e1/tdt, x → +∞.

5.19 F (x) =
∫ x

1

4
√

t4 + 3t3 cos
1

t
dt, x → +∞.

5.20 F (x) =
∫ x

1

4
√

t4 + 4t3 sin
1

t
dt, x → +∞.

5.21 F (x) =
∫ x

0

arctg t

t
dt, x → +∞.

5.22 F (x) =
∫ x

1
te1/t dt, x → +∞.

5.23 F (x) =
∫ x

0

√
t3 + t dt, x → +∞.

5.24 F (x) =
∫ x

0

t2/5

t3 + 1
dt, x → +∞.

5.25 F (x) =
∫ x

0
t sin

1

t
dt, x → +∞

5.26 F (x) =
∫ x

0

dt√
t + 3

√
t
, x → +∞.

5.27 F (x) =
∫ 1

x

sin t

t2
√

t
dt, x → +0.

5.28 F (x) =
∫ x

1

√
t2 + 1 e1/tdt, x → +∞.
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5.29 F (x) =
∫ x

1

4
√

t3 + 3t2 cos
1

t
dt, x → +∞.

5.30 F (x) =
∫ x

1

5
√

t5 + 4t3 sin
1

t
dt, x → +∞.

Ответы

1.2 f(x) = e

1− x

2
+

11x2

24
+ O(x3)

 , x → 0

1.3 f(x) =
1√
e

(
1− x

24
+ O(x2)

)
, x → 0

1.4 f(x) = 1 + x− 19x2

12
+

7x3

3
+ O(x4), x → 0

1.5 f(x) = x +
x3

6
+ O(x5), x → 0

2.2 f(x) = |x|+ 1

2|x|
− 1

2x2 + O

(
1

x3

)
, x →∞

2.3 f(x) = −1

x
− 1

6x2 +
2

3x2 + O

(
1

x4

)
, x → +∞

2.4 f(x) =
1

e

(
1

x
− 1

2x2 + O

(
1

x3

))
, x → +∞

2.5 f(x) =
5

4
− 89

96x
+ O

(
1

x2

)
, x → +∞

f(x) = −2x +
3

4
− 71

96x
+ O

(
1

x2

)
, x → −∞

3.2 xn = πn +
1

πn
+ o

(
1

n

)
, n →∞

3.3 xn =
π

2
+ πn +

(−1)n+1

3πn
+ o

(
1

n

)
, n →∞

3.4 xn = πn +
π

2
+

(−1)n

2πn
+ o

(
1

n

)
, n →∞

3.5 xn = πn +
(−1)n

√
πn

+ o

 1√
n

 , n →∞

4.2 F (x) =
e−x

x
+

e−x

x2 + o

e−x

x2

 , x → +∞

4.3 F (x) =
ex

x
+

ex

x2 + o

(
ex

x2

)
, x → +∞

4.4 F (x) =
x

ln x
+

x

ln2 x
+ o

(
x

ln2 x

)
, x → +∞
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4.5 F (x) =
2 cos

√
x

x
+

4 sin
√

x

x
√

x
+ o

 1

x
√

x

 , x → +∞

5.2 F (x) =
3

5
x5/3 +

1

2
x2/3 + A +

1

3x1/3 + O

(
1

x4/3

)
, x → +∞,

где A =
∫ +∞

0

(
3
√

t2 + 1− t2/3 − 1

3t1/3

)
dt.

5.3 F (x) =
1

x
+ A +

x

2
− x3

72
+ O

(
x5
)
, x → 0,

где A =
∫ 1

0

∫ (
cos t− 1

t2

)
dt.

5.4 F (x) = ex− e

2
ln x + A− 11e

24x
+ O

(
1

x2

)
, x → +∞,

где A =
∫ +∞

1

(1 +
1

t

)t

− e

(
1− 1

2t

) dt.

5.5 F (x) = −1 +
1

x
− ln x + A− x

2
+

x3

9
+ O

(
x4
)
, x → +0,

где A =
∫ 1

0

esin t

t2
− 1

t2
− 1

t

 dt.
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