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РЕШЕНИЕ СИСТЕМ ТРАНСЦЕнДЕНТНЫХ УРАвНЕНИЙ
С помощью ГЕНЕТИЧЕСКИХ АЛГОРИТМОВ
При выполнении инженерно-технических расчетов, решении прикладных задач, а также в теоретических исследованиях часто возникает необходимость в поиске корней системы трансцендентных уравнений в некоторой области допустимых значений. Особую сложность представляют собой системы «смешанного» типа, в которых наряду с полиномами произвольной степени, встречаются экспоненциальные, логарифмические или тригонометрические функции и их суперпозиции.
Поиск точного решения такого рода систем – в общем случае алгоритмически неразрешимая проблема. Однако, если нас устраивает приближенное решение, то для его нахождения, помимо традиционных используемых итерационных численных методов, можно было бы использовать эвристические алгоритмы и, в частности, генетические алгоритмы. 

В отличие от систем линейных алгебраических уравнений, для решения которых могут применяться как прямые (или точные), так и итерационные (или приближенные) методы, системы трансцендентных уравнений в настоящее время решают, как правило, с помощью итерационных методов. Они позволяют получать последовательность приближений:
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Если итерационный процесс сходится, то предельное значение   является решением данной системы уравнений. При этом, поскольку численные методы для решения подобных задач хорошо изучены, для них получены достаточные условия сходимости и оценки точности [3].

Другой подход к решению систем трансцендентных уравнений основан на эволюционных алгоритмах, которые хорошо зарекомендовали себя в различных предметных областях при решении оптимизационных задач. В данной работе предпринята попытка применить генетические алгоритмы для решения систем трансцендентных уравнений и сравнить полученные результаты с тем, что может быть получено с использованием существующих программных продуктов, основанных на численных методах.
Возможности существующих программных комплексов
для решения систем трансцендентных уравнений
В настоящее время при выполнении сложных научных и инженерно-технических расчетов, проведении прикладных исследований применяются различные коммерческие программные продукты. Лидерами рынка среди них являются программные комплексы «Wolfram Mathematica» и «Mathcad».

«Wolfram Mathematica» является одним из лидеров на рынке программных комплексов для различных математических вычислений. Программа предоставляет много возможностей для решения большого числа различных математических задач. В частности, с её помощью можно решать  «простые» системы трансцендентных уравнений в символьном виде, а также находить численное решение систем трансцендентных уравнений приближенными методами. Программа является платной (стоимость около 300$ США). Имеется возможность доступа к программе через интерфейс API, что позволяет использовать возможности программного комплекса при разработке собственных программных продуктов.

Пакет «Mathcad» – ещё один лидер на рынке программных комплексов для математических вычислений. Программа является платной (стоимость около 80 тыс. руб.). Как и в случае с пакетом «Wolfram Mathematica», к программе «Mathcad» можно обращаться через интерфейс API.
В обоих указанных программных продуктах для решения сложных систем уравнений используются комбинации различных методов, учитывающие специфику уравнений, что позволяет сделать вывод о том, что не существует единого общепризнанного метода для эффективного решения сложных систем трансцендентных уравнений. При этом выбор наиболее подходящего метода зачастую предоставляется самому пользователю, что требует от него определенной квалификации.
Постановка задачи
Требуется найти корни системы из m алгебраических уравнений c n неизвестными:
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(1)
Иногда бывает достаточно найти хотя бы одно решение – точное или приближенное (с требуемой точностью) – из указанной области.

Например, система
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(2)
имеет корни: x = 1, y = 2, z = 3. Решение указанной системы являлось одним из тестовых заданий, на котором проверялись возможности генетических алгоритмов.
 Таким образом авторами решались следующие задачи:
1. Разработка генетических алгоритмов для решения систем трансцендентных уравнений.

2. Создание программного комплекса для решения систем трансцендентных уравнений с помощью генетических алгоритмов.
3. Генерация тестовых заданий и тестирование разработанного программного комплекса.
Генетические алгоритмы (далее ГА) – представляет собой адаптивный поисковый метод, который основан на селекции лучших элементов в популяции подобно эволюционной системе Чарльза Дарвина [1]. Генетический алгоритм работает на основе начальной информации, в качестве которой выступает подмножество множества допустимых решений (начальная популяция). Каждый элемент начальной и последующих популяций (поколений), как правило, представляет собой одну или несколько хромосом (особей), состоящих из генов. Цель работы ГА – оптимизация целевой функции (фитнесс-функции) на заданном множестве, которое может быть как дискретным, так и непрерывным. 

Генетические алгоритмы принадлежат к области биоинспирированных методов эволюционного моделирования, суть которых заключается в том, что с помощью моделирования эволюции большого числа простых объектов, чьё поведение весьма примитивно, можно достаточно быстро и с большой точностью решить сложную оптимизационную задачу. К биоинспирированным методам, помимо ГА, в настоящее время также относят алгоритмы птичьих стай и муравьиных колоний, мультиагентные системы и др. [2].
Применимость генетических алгоритмов для решения систем трансцендентных уравнений
Традиционная область применения генетических алгоритмов – решение задач комбинаторной оптимизации. Генетические алгоритмы хорошо себя зарекомендовали в тех случаях, когда требуется найти максимум (или минимум) некоторой целевой функции, заданной на дискретном пространстве с большим, но конечным числом элементов и/или большой размерности, где полный перебор неосуществим из-за вполне естественных ограничений по времени и/или памяти.

Задача поиска корней системы трансцендентных уравнений, на первый взгляд, не относится к классу указанных комбинаторных оптимизационных задач из-за непрерывности пространства поиска и отсутствия целевой функции. Однако обе эти особенности исследуемой задачи можно обойти. Например, непрерывное пространство поиска можно искусственно сделать дискретным, разбив его на малые области и заменив каждую область точкой из этой области. Размеры области, конечно же, будут определять точность найденного решения.

Что касается единой целевой функции, то в случае поиска корней системы трансцендентных уравнений (1) в качестве такой функции можно выбрать функцию вида:
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(3)
Очевидно, что фитнесс-функция (3) может принимать только неотрицательные значения, а целью генетического алгоритма должна быть её минимизация, поскольку минимум этой функции равен нулю и достигается он лишь в точках из допустимого пространства решений, которые являются точным решением системы (1).
Целевая функция (3) во многом сходна с функцией расстояния в т-мерном евклидовом пространстве. Она косвенно указывает на «расстояние» между найденным на данном этапе решением и точным решением системы (1), т.е. тем решением, которое ещё только предстоит найти. Естественно считать, что чем больше значение фитнесс-функции конкретной особи, тем «хуже» она подходит в качестве ответа.

В процессе работы генетического алгоритма необходимо предусмотреть возможные ситуации выхода особей за пределы области допустимых значений, когда в результате выполнения одного из операторов ГА может возникнуть решение, не попадающее в область допустимых значений. Значение фитнесс-функции в таком случае следует считать «бесконечно большим».
Учитывая всё вышесказанное, можно сделать вывод, что генетические алгоритмы оказываются вполне пригодными для приближенного поиска корней системы трансцендентных уравнений.
Разработанный генетический алгоритм
и архитектура программной системы
При разработке генетического алгоритма для решения конкретной задачи необходимо с учетом её специфики выбрать:

· фитнесс-функцию;
· способ кодирования особей;
· размер популяции;
· способ формирования начальной популяции;
· принцип отбора особей для скрещивания;

· способы скрещивания;

· правило формирования новой популяции;
· частоту и типы мутаций;

· причину завершения работы ГА.

 Поскольку точное решение системы (1) – это вектор с вещественными координатами из некоторой области n‑мерного пространства, то в хромосоме необходимо кодировать каждую его координату. Это можно сделать, например, с помощью битовой строки. Таким образом, особь представляется в виде массива битовых строк или их конкатенации (т.е. одной битовой строкой), что полностью соответствует классическому описанию генетического алгоритма.

В разработанном генетическом алгоритме применялась мутация одного или двух случайно выбранных бит. Мутация в младших разрядах позволяет улучшить решение, которое уже достаточно близко к точному. Мутация в старших разрядах помогает избежать преждевременной сходимости, «вытащив» популяцию из окрестности локального минимума фитнесс-функции. 
В качестве оператора скрещивания использовались классические генетические операторы – точечное склеивание и битовая маска. Кроме того, применялся принцип усреднения, когда каждый один ген хромосомы получается как среднее арифметическое соответствующих генов родителей. Такой оператор кроссинговера очень хорошо подходит для поиска экстремума в выпуклых областях. Особи для скрещивания выбирались по принципу рулетки. При формировании нового поколения применялся принцип элитизма.
В разработанной программной системе обеспечена возможность её расширения. Такая необходимость возникает вследствие того, что в процессе сравнения результатов, полученных с помощью различных методов решения систем трансцендентных уравнений, может потребоваться добавление новых программных модулей. Эти модули могут содержать программную реализацию новых методов поиска корней систем трансцендентных уравнений. Для того, чтобы избежать необходимости заново проектировать систему и переписывать программный код вследствие добавления новых модулей, вводится требование о возможности расширения системы.
На рис. 1 представлена архитектура программы.
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Рис. 1. Архитектура программы

Ключевым объектом программного комплекса является пользовательская форма, содержащая список решаемых уравнений и агрегирующая всю информацию об уравнениях системы, а также параметрах генетического или иного применяемого алгоритма. Список необходим для проведения массового тестирования на большом массиве исходных данных. Помимо параметров по умолчанию, есть возможность задавать:

· начальное приближение;
· количество итераций/поколений;

· способ подсчёта фитнес-функции;

· операторы кроссинговера;

· операторы мутации;

· процент мутирующих особей;

· доля скрещиваемых особей;

· причина завершения работы ГА.
Анализатор уравнений (Parser) получает в качестве входных данных уравнения системы и список переменных с их текущими значениями, а возвращает – значение левой части уравнения при заданных значениях переменных.

Использование описанной архитектуры позволит расширять любой компонент программы независимо от остальных её частей, добавлять новые функции в программу и даже заменить модуль решения систем трансцендентных уравнений (например, модулем решения системы с помощью численных методов), не изменяя остальные части программы.
Для демонстрации работоспособности программного комплекса рассмотрим систему трансцендентных уравнений (2). Данная система была сгенерирована таким образом, чтобы её точное решение x = 1, y = 2, z = 3 было известно заранее. Система решалась с помощью разработанного программного комплекса, основанного на генетическом алгоритме. Работа ГА завершалась, если величина фитнесс-функции полученного результата не превышала 10–5. Лучшее из найденных к этому моменту решений выдавалось в качестве ответа. 

В таблице табл. 1 представлены результаты работы десяти запусков программы на тестируемой системе (2).

Таблица 1. Работа программы при решении системы (2)

	№ теста
	Время выполнения
(секунд)
	Число поколений

	1
	7.8
	67

	2
	37.2
	274

	3
	34.1
	277

	4
	19
	146

	5
	13.5
	92

	6
	27.9
	200

	7
	16.2
	129

	8
	66.7
	515

	9
	22.2
	155

	10
	34.4
	243


Каждый запуск программы приводил к получению верного решения системы. Таким образом, проведенное тестирование показывает, что генетические алгоритмы могут успешно применяться для решения сложных систем трансцендентных уравнений.

Как известно, эффективность генетического алгоритма сильно зависит от таких деталей, как выбор подходящего метода кодирования решений, генетических операторов, числовых параметров скрещивания и мутации, формирования нового поколения и завершения поиска. К сожалению, существующие теоретические исследования пока что не дают строгих критериев относительно того, в каких случаях ГА будет безусловно более эффективным методом решения задач поиска [1,2,4].
Заключение

Тестирование созданного программного продукта на основе разработанного авторами генетического алгоритма показывает, что генетический алгоритм вполне может служить хорошей альтернативой известным итерационным методам решения сложных систем трансцендентных уравнений, а сам программный комплекс – доступным инструментом для быстрого приближенного поиска корней указанных систем.
К основному преимуществу генетического алгоритма для решения подобных задач следует отнести его меньшую (по сравнению с классическими численными методами) требовательность к «качеству» исходных данных. В данном случае под «качеством» понимается те свойства уравнений и функций, входящих в решаемую систему, которые предъявляются к исходным данным со стороны численных методов, поскольку они гарантируют точность или хотя бы сходимость итерационного метода, например, дифференцируемость функций, связность и выпуклость областей поиска, гладкость границ и т.п. [3]. Генетический алгоритм подобных требований к исходным уравнениям не выдвигает.

Основным недостатком похода, использующего генетические алгоритмы, является отсутствие в общем случае оценок точности найденного решения и гарантий её достижения. Это объясняется тем, что близость значений фитнесс-функции в двух точках пространства поиска не гарантирует близости самих точек, а ведь пользователю важно если не точное решение, то хотя бы близкое к нему в метрике n-мерного пространства переменных х1,х2,…,хп, а не т-мерного «пространства» функций f1,f2,…,fm.  
Несмотря на указанный недостаток повышение эффективности разработанного метода решения систем трансцендентных уравнений возможно повышение устойчивости от преждевременной сходимости генетического алгоритма за счёт повышения вероятности мутации при стабилизации рекорда фитнесс-функции, ускорение работы программы путем использования техники параллельных вычислений, повышение точности за счёт интеграции с известными численными методами.
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РЕШЕНИЕ СИСТЕМ ТРАНСЦЕнДЕНТНЫХ УРАвНЕНИЙ 
С помощью ГЕНЕТИЧЕСКИХ АЛГОРИТМОВ

Решение систем трансцендентных уравнений с помощью генетических алгоритмов: Пермь 2012. Автор-составитель А.А. Сюткин.

В данной работе рассмотрена задача поиска корней систем трансцендентных уравнений. Подробно рассмотрен оригинальный подход к решению, основанный на генетических алгоритмах, который представляет собой альтернативу широко распространенным приближенным численным методам. Работа будет полезна при проведении инженерно-технических расчетов, решении вычислительных задач прикладного характера и в теоретических исследованиях, в которых приходится находить корни сложных систем трансцендентных уравнений. Работа доступна студентам и выпускникам, знакомым с основами численных методов, математического анализа, дискретной математики и комбинаторных алгоритмов.

On Solution of systems of transcendental
equations by genetic algorithms

Solving of the systems of transcendental equations by genetic algorithms: Perm 2012. Author Syutkin Andrey. In this research we analyzed the problem of solving transcendental equations' systems. More detailed is analyzed the approach of solution based on genetic algorithms because it is less examined than the one based on numerical methods. The research will be useful for different kinds of physical and mathematical calculations containing transcendental equations of high complexity. The research is available for students and graduates who are familiar with the basics of numerical methods, mathematical analysis, discrete mathematics and combinatorial algorithms.
©	Сюткин А.А., Морозенко В.В., 2012
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