
Á. Ì. ÇÏÒÏÄÅÎ�Å×∗áÌÇÅÂÒÁ { 1ÕÞÅÂÎÉË ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×-ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×�ÅÒ×ÏÇÏ ËÕÒÓÁüÔÏ �ÅÒ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏÇÏ Ä×ÕÈÇÏÄÉÞÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÁÌÇÅ-ÂÒÙ ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×, �ÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÏ ÉÚÕÞÁÀÝÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-ËÕ É ÆÉÚÉËÕ. ïÓÎÏ×Õ ËÕÒÓÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÌÅË�ÉÉ, ÞÉÔÁ×ÛÉÅÓÑ ×îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ íÏÓËÏ×ÓËÏÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ É ÎÁ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉËÉ ÷ÙÓÛÅÊ ÛËÏÌÙ ÜËÏÎÏÍÉËÉ, Á ÔÁËÖÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ ÓÏ-�ÒÏ×ÏÖÄÁ×ÛÉÈ ÉÈ ÓÅÍÉÎÁÒÓËÉÈ ÚÁÎÑÔÉÊ. âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ×ÓÔÒÅ-ÞÁÀÝÉÈÓÑ × ÔÅËÓÔÅ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÌÑ �ÏÎÉÍÁÎÉÑ ÉÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ (ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ÓÎÁÂÖÅÎÙ ÕËÁ-ÚÁÎÉÑÍÉ, �ÏÍÅÝ£ÎÎÙÍÉ × ËÏÎ�Å ËÎÉÇÉ).íÏÓË×Á,ÍÁÊ 2011
∗æÁËÕÌØÔÅÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÷ÙÓÛÅÊ ÛËÏÌÙ ÜËÏÎÏÍÉËÉ,çÒÕ��Á ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ é�üæ, îÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÊ íÏÓËÏ×ÓËÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔmailto: gorod�itep.ru , gorodentsev�hse.ruhttp://wwwth.itep.ru/~gorod



óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ
N, Z, Q, R, C, H ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ, �ÅÌÙÅ, ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÉËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, É Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ

⇒ É ⇐⇒ �×ÌÅÞ£Ô� É �ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ�;
∀ , ∃ É : �ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ�, �ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ� É �ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ�Hom(X;Y ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÌÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× X - YEnd(X) = Hom(X;X) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÌÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× X - XAut (X) ⊂ End(X) ÇÒÕ��Á ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ X - X
|M | , |G| , |�| ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å M , �ÏÒÑÄÏËÇÒÕ��Ù G É ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÌÅÔÏË × ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ àÎÇÁ �
|pq| , |v| , ||v|| ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ p É q É ÄÌÉÎÁ (ÎÏÒÍÁ) ×ÅË-ÔÏÒÁ va ... b (ÉÌÉ b | a) a ÎÁ�ÅÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ b (ÉÌÉ b ÎÁ�ÅÌÏ ÄÅÌÉÔ a)a ≡ b (mod n) a ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó b �Ï ÍÏÄÕÌÀ n (Ô. Å. (a− b) ...n)
Z=(n) , Fq ËÏÌØ�Ï É ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ n É ËÏ-ÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÎÏÄ, ÎÏË, ÞÕÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ, ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔ-ÎÏÅ, ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏSn ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á Aut ({1; 2; : : : ; n})(�1; �2; : : : ; �n) ∈ Sn �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ k 7→ �k

|i1; i2; : : : ; im〉 ∈ Sn �ÉËÌÉÞÅÓËÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ i1 7→ i2 7→ · · · 7→ im 7→ i1K[x℄ É K[[x℄℄ ËÏÌØ�Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× É ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× ÓËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍ ËÏÌØ�Å K
k[x1; x2; : : : ; xn℄6m �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ m ÏÔ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ x1; x2; : : : ; xn Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × k
k 〈�1; �2; : : : ; �n〉 ËÏÌØ�Ï ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ (ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕ-ÀÝÉÈ) �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �1; �2; : : : ; �n

F∗ , K∗ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÙÅ ÇÒÕ��Ù ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ
F É ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÌØ�Á KV ∗ , F ∗ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÌÉ Å×ËÌÉ-ÄÏ×Ï ÉÌÉ ÜÒÍÉÔÏ×Ï ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ



óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ 3Matm×n(K) , Matn(K) ÍÏÄÕÌØ ÍÁÔÒÉ� ÉÚ m ÓÔÒÏË É n ÓÔÏÌÂ�Ï× É ÁÌÇÅÂÒÁ Ë×Á-ÄÒÁÔÎÙÈ n× n ÍÁÔÒÉ� Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ËÏÌØ�Á KM t , �t ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á É ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ (ÓÏ-�ÒÑÖ£ÎÎÁÑ) ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ
〈�; v〉 = �(v) = evv(�) Ó×£ÒÔËÁ ×ÅËÔÏÒÁ v ∈ V Ó ËÏ×ÅËÔÏÒÏÍ � ∈ V ∗(v; w) Å×ËÌÉÄÏ×Ï ÉÌÉ ÜÒÍÉÔÏ×Ï ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏ-ÒÏ× v É wGL(V ) , PGL(V ) , O(V ) , U(V ) ÇÒÕ��Ù ÌÉÎÅÊÎÙÈ, �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ É ÕÎÉ-ÔÁÒÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á VSL(V ) , SO(V ) , SU(V ) ÇÒÕ��Ù ÌÉÎÅÊÎÙÈ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ É ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ 1GLn , PGLn , SLn , É Ô. Ä. ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÇÒÕ��Ù n× n ÍÁÔÒÉ�SnV ∗ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÎÁ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V

A(V ) , P(V ) ÁÆÆÉÎÉÚÁ�ÉÑ É �ÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á VV (f) ⊂ P(V ) ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ f(v) = 0Q , q , q̃ , q̂ Ë×ÁÄÒÉËÁ Q = V (q) ⊂ P(V ), ÚÁÄÁ×ÁÅÍÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍq(v) = 0, ÇÄÅ q ∈ S2V ∗ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó �ÏÌÑÒÉÚÁ-�ÉÅÊ q̃ : V × V - F É ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÅÊ q̂ : V - V ∗TV , SV , �V ÔÅÎÚÏÒÎÁÑ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ É ×ÎÅÛÎÑÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ×ÅËÔÏÒ-ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V



òÁÚÄÅÌ IíÎÏÖÅÓÔ×Á, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ,ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ
§1. íÎÏÖÅÓÔ×Á É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ1.1. íÎÏÖÅÓÔ×Á. ÷ ÜÔÏÍ ËÕÒÓÅ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÔÅÏÒÉÉÍÎÏÖÅÓÔ×, �ÏÌÁÇÁÑÓØ ÎÁ ÉÍÅÀÝÅÅÓÑ Õ ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÛËÏÌØÎÏÅ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÅ Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ËÁË ÏÂ �ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ÏÂßÅËÔÏ× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ�ÒÉÒÏÄÙ1�. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×,ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÞÁÓÔÏ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÏÞËÁÍÉ. ÷ÓÅ ÔÏÞËÉ × ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, �ÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÒÁÚÌÉÞÎÙ.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁÄÁÎÏ, ËÁË ÔÏÌØËÏ �ÒÏ ÌÀÂÏÊ ÏÂßÅËÔ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏÎ ÔÏÞËÏÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÌÉ ÎÅÔ. ðÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ XÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË x ∈ X. ä×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁ×ÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏÜÌÅÍÅÎÔÁ. ïÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÕÓÔÙÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ∅. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁX ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ |X| ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å.íÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Y , ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅ-ÍÅÎÔ x ∈X ÌÅÖÉÔ ÔÁËÖÅ É × Y . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÉÛÕÔ X ⊂ Y . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ�ÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á É ×ÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÁÍÏÇÏ ÓÅÂÑ. îÅ�ÕÓÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÏÔÌÉÞÎÙÅÏÔ ×ÓÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1. óËÏÌØËÏ ×ÓÅÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× (×ËÌÀÞÁÑ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ) ÉÍÅÅÔÓÑÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×?äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× X É Y ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ∪ Y , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ×, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ;ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ∩ Y , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ; ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X r Y , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅÉÚ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × Y , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÈÒÁÚÎÏÓÔØÀ.1ÓÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÔÅÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÆÉËÓÁ�ÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ×ÙÒÁÚÉÔÅÌØ-ÎÙÈ ÓÒÅÄÓÔ× | ÑÚÙËÁ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×, �ÏÈÏÖÅÇÏ ÎÁ ÑÚÙË �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, É ÏÇÒÁÎÉ-ÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÍÉ �ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÑÍÉ ÏÂßÅËÔÏ×�, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍÜÔÏÇÏ ÑÚÙËÁ; ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ Ë ÔÁËÏÍÕ ÑÚÙËÕ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÎÁ Î£ÍÔÅÏÒÅÍÙ ÉÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ËÕÒÓÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÁÎÁÌÉÚÁ; ÔÁË ÞÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÓÔÒÏÇÉÈÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÒÁÚÕÍÎÏ �ÒÅÄ�ÏÓÌÁÔØ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÞÁÓÔÉ ÔÁËÏ×ÙÈ ÔÅÏÒÅÍ4



1.2.ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ 5õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚ-ÎÏÓÔØ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ X ∩ Y = X r (X r Y ) . íÏÖÎÏ ÌÉ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÞÅÒÅÚ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ É ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ?åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× YÉ Z, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÚßÀÎËÔÎÙÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ Y É Z É �ÉÛÕÔX = Y ⊔ Z.íÎÏÖÅÓÔ×Ï X ×Y , ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ×ÓÅ×ÏÚ-ÍÏÖÎÙÅ �ÁÒÙ (x; y) Ó x ∈ X, y ∈ Y , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÅËÁÒÔÏ×ÙÍ (ÉÌÉ �ÒÑÍÙÍ)�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× X É Y .1.2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X - Y ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X × ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏY | ÜÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏÄ-ÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ �Ï x ÔÏÞËÕ y = f(x) ∈ Y , ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍÔÏÞËÉ x �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f .íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË x ∈ X, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÅÎ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ y ∈ Y ,ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ �ÒÏÏÂÒÁÚÏÍ ÔÏÞËÉ y (ÉÌÉ ÓÌÏÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÎÁÄ y) ÉÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f−1(y) def= {x ∈ X | f(x) = y} :ðÏÌÎÙÅ �ÒÏÏÂÒÁÚÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ É ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ËÁË �ÕÓÔÙ-ÍÉ, ÔÁË É ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÍÎÏÇÉÈ ÔÏÞÅË. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ y ∈ Y , ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅ�ÕÓÔÏÊ�ÒÏÏÂÒÁÚ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X f- Y É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑim (f) def= {y ∈ Y | f−1(y) 6= ∅} = {y ∈ Y | ∃ x ∈ X : f(x) = y} :ä×Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : X - Y É g : X - Y ÒÁ×ÎÙ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù: ∀ x∈X f(x) = g(x). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Hom(X;Y ) .ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X - X ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X × ÓÅÂÑ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÜÎÄÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÅÔÓÑ End(X) = Hom(X;X) . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Õ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÉÍÅÅÔÓÑÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ IdX : X - X , ËÏÔÏÒÙÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÁÖÄÙÊÜÌÅÍÅÎÔ × ÓÁÍÏÇÏ ÓÅÂÑ: ∀ x∈X IdX(x) = x .ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X - Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ (Á ÔÁËÖÅ ÓÀÒØÅËÔ�ÉÅÊÉÌÉ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ), ÅÓÌÉ im (f) = Y , Ô. Å. ËÏÇÄÁ �ÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y∈Y ÎÅ�ÕÓÔ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÔÒÅÌËÁÍÉ X -- Y .ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ (Á ÔÁËÖÅ ÉÎßÅË�ÉÅÊ, ÉÌÉ ÍÏÎÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÏÍ), ÅÓÌÉ f(x1) 6= f(x2) �ÒÉ x1 6= x2 , Ô. Å. ËÏÇÄÁ �ÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉy∈Y ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. éÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÙ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÔ ÓÔÒÅÌËÁÍÉ X ⊂ - Y .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ
{0; 1; 2} - {0; 1} É {0; 1} - {0; 1; 2} :óËÏÌØËÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ×ÌÏÖÅÎÉÊ É ÓËÏÌØËÏ ÎÁÌÏÖÅÎÉÊ?



6 §1.íÎÏÖÅÓÔ×Á É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X - Y , ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ É ×ÌÏÖÅÎÉÅÍÉ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ (Á ÔÁËÖÅ ÂÉÅË�ÉÅÊ ÉÌÉ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ). éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑËÁÖÄÏÇÏ y ∈ Y ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ x ∈ X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f(x) = y. íÙ ÂÕÄÅÍÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÂÉÅË�ÉÉ ÓÔÒÅÌËÁÍÉ X ∼- Y .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. ëÁËÉÅ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ:
Z

x7→x2 - Z ; N
x7→x2 - N ; Z

x7→7x- Z ; R
x7→7x- RÑ×ÌÑÀÔÓÑ Á) ÂÉÅË�ÉÑÍÉ, Â) ÉÎßÅË�ÉÑÍÉ, ×) ÓÀÒØÅË�ÉÑÍÉ?÷ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X ∼- X ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X × ÓÅÂÑÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÍÏÖÎÏ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ Á×-ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Aut (X).1.2.1. úÁ�ÉÓØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÌÏ×ÁÍÉ. ðÕÓÔØX = {x1; x2; : : : ; xn} ; Y = {y1; y2; : : : ; ym} :óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ X f- Y ×Ù�ÉÓÁÎÎÙÊ × ÒÑÄ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×ÏÎÁÂÏÒ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ: w(f) def= (f(x1); f(x2); : : : ; f(xn)) (1-1)É ÂÕÄÅÍ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ÅÇÏ ËÁË n-ÂÕË×ÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÅ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ m-ÂÕË×ÅÎÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ Y = {y1; y2; : : : ; ym} .îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ {1; 2} f- {1; 2; 3} É {1; 2; 3} g- {1; 2; 3}

f :
1

2

1

2

3

g :

1

2

3

1

2

3ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÑÔÓÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÏ×Á w(f) = (3; 2) É w(g) = (1; 2; 2), ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÉÚÂÕË× ÔÒ£ÈÂÕË×ÅÎÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ {1; 2; 3}.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÂÉÅË�ÉÀw : Hom(X;Y ) ∼- {ÓÌÏ×Á ÉÚ |X| ÂÕË× × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ Y } : (1-2)éÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÏ×ÁÍÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ�Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ ÂÕË×, Á ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ | ÓÌÏ×ÁÍÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÉÓ-�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ×ÓÅ ÂÅÚ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÂÕË×Ù ÁÌÆÁ×ÉÔÁ Y . ÷ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÓÌÏ×Á, × ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÎÙ ×ÓÅ ÂÕË×Ù ÁÌÆÁ×ÉÔÁ Y ,�ÒÉÞ£Í ËÁÖÄÁÑ | ÒÏ×ÎÏ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ.



1.3.òÁÚÂÉÅÎÉÑ 7ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.1åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y | ÉÚ m, ÔÏ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï Hom(X;Y ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ mn ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Wm(n) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ n-ÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÓÌÏ×,ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÉÚ m ÂÕË×. ÷Ù�ÉÛÅÍ ×ÓÅ ÜÔÉÓÌÏ×Á ÎÁ m ÓÔÒÁÎÉ�ÁÈ, �ÏÍÅÓÔÉ× ÎÁ i-ÔÕÀ ÓÔÒÁÎÉ�Õ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑÎÁ i-ÔÕÀ ÂÕË×Õ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÁÎÉ�Å ÏËÁÖÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ�Ï Wm(n − 1) ÓÌÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ Wm(n) = m ·Wm(n − 1) = m2 ·W (n − 2) = · · · =mn−1 ·W (1) = mn . �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.2õ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ n! Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ X = {x1; x2; : : : ; xn}. âÉÅË�ÉÉ X f- X ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔ-ÓÑ n-ÂÕË×ÅÎÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ × n-ÂÕË×ÅÎÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ x1; x2; : : : ; xn, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉËÁÖÄÕÀ ÂÕË×Õ xi ÒÏ×ÎÏ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÓÌÏ× ÞÅ-ÒÅÚ V (n) É ×Ù�ÉÛÅÍ ÉÈ �Ï ÁÌÆÁ×ÉÔÕ ÎÁ n ÓÔÒÁÎÉ�ÁÈ, �ÏÍÅÓÔÉ× ÎÁ i-ÔÕÀ ÓÔÒÁ-ÎÉ�Õ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ xi. �ÏÇÄÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÁÎÉ�Å ÂÕÄÅÔ ÒÏ×ÎÏV (n − 1) ÓÌÏ×, ÏÔËÕÄÁ V (n) = n · V (n − 1) = n · (n − 1) · V (n − 2) = · · · =n · (n− 1) · (n− 2) · · · · · 2 · 1 = n! . �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.5 (�ÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:Á) X ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ;Â) ∃ ×ÌÏÖÅÎÉÅ X ⊂ - X, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ;×) ∃ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅ X -- X, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.6. óÞ£ÔÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Aut (N)?1.3. òÁÚÂÉÅÎÉÑ. óÏ ×ÓÑËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ X f- Y Ó×ÑÚÁÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á X × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× | �ÏÌÎÙÈ �ÒÏÏÂÒÁ-ÚÏ× ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË y ∈ Y . ðÏÜÔÏÍÕ ÚÁÄÁÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X f- Y | ÜÔÏÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ X × ×ÉÄÅ ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÇÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅ�ÕÓÔÙÈ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÍÉ y ∈ im (f) :X = ⊔y∈im(f) f−1(y) : (1-3)�ÁËÏÊ ×ÚÇÌÑÄ ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÅÚÎÙÍ �ÒÉ �ÏÄÓÞ£ÔÅ ÞÉÓÌÁÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÔÏÍ ÉÌÉ ÉÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å.äÏ�ÕÓÔÉÍ, Ë �ÒÉÍÅÒÕ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÎÅ�ÕÓÔÙÅ ÓÌÏÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X f- Y ÓÏÓÔÏÑÔÉÚ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË m = |f−1(y)|. �ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÏÂÒÁÚÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÆÏÒÍÕÌÏÊ
|X| = m · |im f | : (1-4)õ ÜÔÏÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ.



8 §1.íÎÏÖÅÓÔ×Á É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ1.3.1. ðÒÉÍÅÒ: ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌ. 1.1. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÕ x ∈ X É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ1evx : Hom(X;Y ) f 7→f(x) - Y ; (1-5)ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ X f- Y ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÔÏÞËÅ x.ðÒÏÏÂÒÁÚ ev−1x ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ (n− 1)-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X r {x} × Y :ev−1x (y) = {X f- Y | f(x) = y} = Hom(X r {x} ; Y ) :ðÏÜÔÏÍÕ imevx = Y É �ÒÉÍÅÎÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ (1-4), ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ
|Hom(X;Y )| = |Hom(X r {x} ; Y ) | · |Y | :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÀ Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ X ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ X × Y Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ × |Y | ÒÁÚ. ïÔÓÀÄÁ Hom(X;Y ) = |Y ||X| (�ÏÜÔÏÊ �ÒÉÞÉÎÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Hom(X;Y ) ÞÁÓÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÞÅÒÅÚ Y X).1.3.2. ðÒÉÍÅÒ: ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌ. 1.2. ðÏÌÏÖÉÍ × �ÒÅÄÙÄÕ-ÝÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ Y = X É ÏÇÒÁÎÉÞÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ (1-5) ÎÁ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÉÅË�ÉÊ Aut (X) ⊂ Hom(X;X). ðÏÌÕÞÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅevx : Aut (X) f 7→f(x) - X :ìÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÅÇÏ ÓÌÏÑ ev−1x (x′) ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ x′ ∈ X �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÏÂÏÀ ÂÉÅË�ÉÀ X - X, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÎÁÞÁÌÁ ËÁË-ÔÏ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÔÏÞËÉ (n− 1)-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X r {x}, Á ÚÁÔÅÍ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ Ä×Å ÔÏÞËÉx É x′, ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ÓÌÏÉ ÎÅ�ÕÓÔÙ É ÓÏ-ÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÒÁ×ÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×(n− 1)-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X r {x}. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (1-4)
|Aut (X)| = |Aut (X r {x})| · |X| ;Ô. Å. �ÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ Ë (n− 1)-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ n-ÔÏÊ ÔÏÞËÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ × n ÒÁÚ. åÓÌÉ |X| = n, �ÏÌÕÞÁÅÍ

|Aut (X)| = n · (n− 1) · (n− 2) · · · · · 1 = n!1.3.3. ðÒÉÍÅÒ: ÍÕÌØÔÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ. ðÒÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÉ ÓËÏ-ÂÏË × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ (a1 + a2 + · · · + ak)n �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÕÍÍÁ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ×ÉÄÁam11 am22 · · · amkk , ÇÄÅ ËÁÖÄÙÊ �ÏËÁÚÁÔÅÌØ mi ÚÁËÌÀÞÅÎ × �ÒÅÄÅÌÁÈ 0 6 mi 6 n,Á ÏÂÝÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ m1 + m2 + · · · + mk = n . ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ �ÒÉ1ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ �ev� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅÍ ÓÌÏ×Á evaluation



1.3.òÁÚÂÉÅÎÉÑ 9ÔÁËÏÍ ÏÄÎÏÞÌÅÎÅ �ÏÓÌÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ �ÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉ-ÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ( nm1:::mk) . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,(a1 + a2 + · · · + ak)n = ∑m1+m2+ ··· +mk=n06mi6n ( nm1 : : : mk) · am11 am22 · · · amkk ; (1-6)þÔÏÂÙ Ñ×ÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÍÕÌØÔÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ( nm1:::mk) ÞÅÒÅÚ �Ï-ËÁÚÁÔÅÌÉ m1;m2; : : : ;mk, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÅ n ÓËÏÂÏË(a1 + a2 + · · · + ak)(a1 + a2 + · · · + ak) · · · (a1 + a2 + · · · + ak)ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ×ÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÓËÏÂÏË ËÁËÏÊ-ÎÉ-ÂÕÄØ ÏÄÎÏÊ ÂÕË×Ù É �ÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÂÕË× | ×Ù�ÉÓÙ×ÁÎÉÉ ÉÈ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×ÏÄÒÕÇ ÚÁ ÄÒÕÇÏÍ × ÏÄÎÏ n-ÂÕË×ÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï. ðÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÓÌÏ×Á, �ÏÌÕ-ÞÅÎÎÙÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÙÂÏÒÏ× ÂÕË× × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÓËÏÂÏË, ÓÕÍÍÉÒÕÀÔÓÑ.ðÏÄÏÂÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ×ÎÏÓÑÝÉÅ ×ËÌÁÄ × ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ am11 am22 · · · amkk | ÜÔÏ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÌÏ×Á, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÒÏ×ÎÏ ÉÚ m1 ÂÕË× a1, m2 ÂÕË× a2, . . . , mk ÂÕË×ak. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÓÌÏ× ÌÅÇËÏ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (1-4).á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÄÅÌÁÅÍ ÎÁ ×ÒÅÍÑ m1 ÂÕË× a1 �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÍÉ, ÓÎÁÂÄÉ× ËÁÖÄÕÀÉÚ ÎÉÈ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ×ÅÒÈÎÉÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÏÓÔÕ�ÉÍ Ó m2 ÂÕË×ÁÍÉa2,m3 ÂÕË×ÁÍÉ a3 É Ô. Ä. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÉÚ n = m1+m2+ · · ·+mk�Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÕË×:a(1)1 ; a(2)1 ; : : : ; a(m1)1︸ ︷︷ ︸m1 ÍÅÞÅÎÙÈ ÂÕË× a1 ; a(1)2 ; a(2)2 ; : : : ; a(m2)2︸ ︷︷ ︸m2 ÍÅÞÅÎÙÈ ÂÕË× a2 ; : : : : : : : : : ; a(1)k ; a(2)k ; : : : ; a(mk)k︸ ︷︷ ︸mk ÍÅÞÅÎÙÈ ÂÕË× ak :ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ X ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ n-ÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÓÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁ�É-ÓÁÔØ ÜÔÉÍÉ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ËÁÖÄÕÀ ÂÕË×Õ ÒÏ×ÎÏ �Ï ÏÄÎÏÍÕÒÁÚÕ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, |X| = n! . ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å Y ×ÏÚØÍ£Í ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÅ ÎÁÓÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÉÚ m1 ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÂÕË× a1, m2 ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÂÕË× a2, . . . , mkÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÂÕË× ak É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X f- Y , ËÏÔÏÒÏÅ × ËÁÖÄÏÍÓÌÏ×Å ÓÔÉÒÁÅÔ Õ ×ÓÅÈ ÂÕË× ×ÅÒÈÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÙ. üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ü�ÉÍÏÒÆÎÏ, É�ÏÌÎÙÊ �ÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏ×Á y ∈ Y ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ m1! · m2! · · · · · mk! ÓÌÏ×,ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ∈ X, �ÅÒÅÈÏÄÑÝÅÇÏ × y,×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ m1 ×ÅÒÈÎÉÈ ÉÎÄÅËÓÏ× Õ ÂÕË× a1, m2 ×ÅÒÈÎÉÈÉÎÄÅËÓÏ× Õ ÂÕË× a2, . . . , mk ×ÅÒÈÎÉÈ ÉÎÄÅËÓÏ× Õ ÂÕË× ak.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÏÒÍÕÌÁ (1-4) �ÒÉÍÅÎÉÍÁ É �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ
( nm1 : : : mk) = n!m1! ·m2! · · · · ·mk! ; (1-7)ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (1-6) × ×ÉÄÅ(a1 + a2 + · · · + ak)n = ∑m1+m2+ ··· +mk=n06mi6n n! · am11 am22 · · · amkkm1! ·m2! · · · · ·mk! : (1-8)



10 §1.íÎÏÖÅÓÔ×Á É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ k = 2 ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÒÁÓËÒÙÔÉÑÂÉÎÏÍÁ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ1:(a+ b)n = n∑k=0 n! · akbn−kk!(n− k)! : (1-9)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.7. óËÏÌØËÏ ×ÓÅÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (1-8) ?1.3.4. ðÒÉÍÅÒ: ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ. òÁÚÂÉÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X =
{1; 2; : : : ; n} × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×X = X1 ⊔X1 ⊔X2 ⊔ : : : ⊔Xk : (1-10)ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. õÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × �ÏÒÑÄËÅ ÎÅÓÔÒÏÇÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÉÈ ÒÁÚÍÅÒÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÌÉ-ÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × i-ÔÏÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÞÅÒÅÚ �i = |Xi|. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅ×ÏÚ-ÒÁÓÔÁÀÝÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ � = (�1; �2; : : : ; �n) ÆÏÒÍÏÊ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ(1-10). æÏÒÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÕÄÏÂÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ × ×ÉÄÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ |ËÁÒÔÉÎËÉ ×ÉÄÁ ; (1-11)ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÉÚ ×ÙÒÏ×ÎÅÎÎÙÈ �Ï ÌÅ×ÏÍÕ ËÒÁÀ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ �ÏÌÏÓ ÄÌÉÎÙ�1 > �2 > · · · > �k. �ÁË, ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ (1-11) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ ÆÏÒÍÙ� = (6; 5; 5; 3; 1) . ïÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË × ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÓÏÍ ÄÉÁ-ÇÒÁÍÍÙ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ |�| =∑�i.âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ � ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ X Ó |X| = |�| �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁX × ËÌÅÔËÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ �Ï ÏÄÎÏÍÕÜÌÅÍÅÎÔÕ × ËÁÖÄÕÀ ËÌÅÔËÕ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ n! ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÁ�ÏÌ-ÎÅÎÉÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ � ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ X.ïÂßÅÄÉÎÑÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÓÔÏÑÝÉÅ × i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ × ÏÄÎÏ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï Xi, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X × ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅk ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× X1; X2; : : : ; Xk . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ(1-10) ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ � × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÆÏÒÍÙ �. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÌÏÉ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.ä×Á ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÑ �ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ ÏÎÉ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÎÕÔÒÉ ÓÔÒÏËÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÓÔÒÏË ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ËÁË ÅÄÉÎÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ.åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ mi ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ i × ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ � (ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ1ÜÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÆÏÒÍÕÌÙ îØÀÔÏÎÁ, ËÏÔÏÒÕÀ × �ÏÌÎÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ × n◦ 5.5,ËÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ



1.4.ëÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ 11ÍÎÏÇÉÅ mi = 0, �ÏÓËÏÌØËÕ |�| = n = m1 + 2m2 + · · · + nmn), ÔÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË�ÅÒ×ÏÇÏ ÔÉ�Á ÂÕÄÅÔ n∏i=1�i! = n∏i=1(i!)mi ÛÔÕË, Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÉ�Á | n∏i=1mi! ÛÔÕË. �ÁËËÁË ×ÓÅ ÜÔÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ, ËÁÖÄÙÊ ÓÌÏÊÎÁÛÅÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n∏i=1(i!)mimi!éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (1-4) ×ÙÔÅËÁÅÔðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.3þÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X × ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ m11-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ, m2 2-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ, . . . , mn n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÒÁ×ÎÏn!n∏i=1mi! · (i!)mi : (1-12)1.4. ëÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. áÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X × ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ,ÞÔÏÂÙ ÏÂßÑ×ÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÏÄÎÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ�ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ�. æÏÒÍÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÜÔÏ ÔÁË.îÁÚÏ×£Í ÂÉÎÁÒÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï R ⊂ X ×X × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒX ×X = {(x1; x2) | x1; x2 ∈ X} :ðÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ �ÁÒÙ (x1; x2) ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ R ÏÂÙÞÎÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔ ËÁË x1∼R x2.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ X = Z ÞÁÓÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ ÂÉÎÁÒ-ÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï x1∼R x2 def⇐⇒ x1 = x2 (1-13)ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï x1∼R x2 def⇐⇒ x1 6 x2 (1-14)ÄÅÌÉÍÏÓÔØ x1∼R x2 def⇐⇒ x1|x2 (1-15)ÓÒÁ×ÎÉÍÏÓÔØ �Ï ÍÏÄÕÌÀ n x1∼R x2 def⇐⇒ x1 ≡ x2 (mod n) (1-16)(�ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ x1 ≡ x2 (mod n) ÞÉÔÁÅÔÓÑ ËÁË �x1 ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó x2 �Ï ÍÏÄÕÌÀ n�É �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ x1 É x2 ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑÎÁ n, Ô. Å. (x1 − x2) ...n).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1âÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ∼R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÍÉ ÔÒÅÍÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:



12 §1.íÎÏÖÅÓÔ×Á É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÓÔØ : ∀ x ∈ X x∼R xÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ : ∀ x1; x2; x3 ∈ X ÉÚ x1∼R x2 É x2∼R x3 ×ÙÔÅËÁÅÔ x1∼R x3ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ : ∀ x1; x2 ∈ X x1∼R x2 ⇐⇒ x2∼R x1.óÒÅÄÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Z ÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÑ (1-13) É (1-16) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÑÍÉ, Á (1-14) É (1-15) ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ(ÏÎÉ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ).åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÒÁÚÂÉÔÏ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×,ÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ x1∼ x2, ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ x1 É x2 ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ.îÁÏÂÏÒÏÔ, �ÕÓÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÚÁÄÁÎÏ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ X �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × X, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ x. ïÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÏÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉÜÌÅÍÅÎÔÁ x É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ[x℄R = {z ∈ X | x∼R z} = {z ∈ X | z∼R È}(×ÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ R). ä×ÁËÌÁÓÓÁ [x℄R É [y℄R ÌÉÂÏ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. ÷ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ z, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÊ É x É y, ÔÏ × ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÏÓÔÉ É ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ∼R ÜÌÅÍÅÎÔÙ x É y ÂÕÄÕÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÊ x, ÂÕÄÅÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎÔÁËÖÅ É y, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ × ÄÉÚßÀÎËÔ-ÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ R ⊂ X×X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑX=R É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ R. óÀÒØÅËÔÉ×ÎÏÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X x7→[x℄-- X=R ; (1-17)ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ x ∈ X ÅÇÏ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ [x℄ ∈X=R , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ. óÌÏÉ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÕÔØËÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÌÀÂÏÅ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅX f-- YÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉx1 ∼ x2 ⇐⇒ f(x1) = f(x2) :1.4.1. ðÒÉÍÅÒ: ËÌÁÓÓÙ ×ÙÞÅÔÏ×.æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ n ∈ Z .æÁËÔÏÒ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÓÒÁ×ÎÉÍÏÓÔÉ �Ï ÍÏÄÕÌÀ nÉÚ (1-16) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Z=(n) ÉÌÉ Z=nZ . íÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ [z℄n, ÇÄÅ z ∈ Z. ëÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ[z℄n def= {x ∈ Z | z − x ...n} (1-18)



1.4.ëÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ 13ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÏÍ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ n É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÍÅ-ÀÝÉÈ ÔÏÔ ÖÅ ÏÓÔÁÔÏË1 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ n, ÞÔÏ É ÞÉÓÌÏ z . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Z=(n)ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×[0℄n ; [1℄n ; : : : ; [n− 1℄n ;ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ, �ÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ, ÓÞÉÔÁÔØ ÏÓÔÁÔËÁÍÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ n . ïÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ
Z

z 7→[z℄n-- Z=(n)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÅÍ �Ï ÍÏÄÕÌÀ n. îÁ ÑÚÙËÅ ÏÓÔÁÔËÏ×, ÏÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔËÁÖÄÏÍÕ �ÅÌÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÅÇÏ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ n.ðÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÏÄÎÁËÏ, �ÒÉ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ Ó ×ÙÞÅÔÁÍÉ ÇÏÒÁÚÄÏÕÄÏÂÎÅÅ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ÉÈ ÎÅ ËÁË ÏÓÔÁÔËÉ, Á ËÁË ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z, �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ �Ï ÒÁÚÎÏÍÕÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ËÌÁÓÓ ÉÎÏÇÄÁ ÓÉÌØÎÏ Õ�ÒÏÝÁÅÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. îÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ 12100 ÎÁ 13 ÍÏÖÎÏ ÉÓËÁÔØ ËÁË
[12100]13 = [12℄10013 = [−1℄10013 = [(−1)100]13 = [1℄13 :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.8. äÏËÁÖÉÔÅ �ÒÁ×ÏÍÏÞÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. �ÏÞÎÅÅ, �ÒÏ×ÅÒØÔÅ,ÞÔÏ ËÌÁÓÓÙ [x+ y℄n É [xy℄n ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× x ∈ [x℄n É y ∈ [y℄n É,ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, �ÒÁ×ÉÌÁ [x℄n + [y℄n def= [x+ y℄n (1-19)[x℄n · [y℄n def= [xy℄n (1-20)ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ËÌÁÓÓÏ× ×ÙÞÅÔÏ× Z=(n) Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. éÍÅÎÎÏ ÔÁËÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ [12℄100 = [12℄ · [12℄ · · · · · [12℄︸ ︷︷ ︸100 = [12100] ÉÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ.1.4.2. ðÒÉÍÅÒ: �Ï×ÏÒÏÔÙ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ SO2 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÄÅ-ËÁÒÔÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ R2 ×ÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

R
� 7→T�-- SO2 ; (1-21)ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ � �Ï×ÏÒÏÔ T� : R2 - R2 ÎÁ ÕÇÏÌ ��ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ×ÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÅÊ �ÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ�∼R � ⇐⇒ �− � = 2�k Ó k ∈ Z :1ÇÄÅ �ÏÄ ÏÓÔÁÔËÏÍ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ x ÎÁ ÞÉÓÌÏ n �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ x É ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÉÍ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÍ x ÞÉÓÌÏÍ ×ÉÄÁ nk Ó k ∈ Z



14 §1.íÎÏÖÅÓÔ×Á É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ÷ÙÂÉÒÁÑ × ËÁÖÄÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ [�℄ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ �min ∈ [�℄ É ÏÔËÌÁÄÙ×ÁÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S1 Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÄÕÇÕ ÄÌÉÎÙ �min, ÎÁÞÉÎÁÀÝÕÀÓÑ × ÔÏÞËÅ (1; 0) É ÉÄÕÝÕÀ �ÒÏÔÉ× ÞÁ-ÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÂÉÅË�ÉÀ SO2 ≃ S1 ÍÅÖÄÕ �Ï×ÏÒÏÔÁÍÉ É ÔÏÞËÁÍÉÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (1-21) ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉ-ÍÁÔØ ËÁË ÎÁÍÁÔÙ×ÁÎÉÅ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ �ÒÑÍÏÊ R ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ S1 .åÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ n ∈ N É ×ÍÅÓÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (1-21) ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ
R

� 7→T2��=n-- S1 ; (1-22)ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÞÉÓÌÕ � ∈ R �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ 2�n �, ÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ�∼R � ⇐⇒ �− � = nk Ó k ∈ Z ;ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ⊂ R ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÅÍ ÓÒÁ×ÎÉÍÏÓÔÉ �Ï ÍÏÄÕÌÀ n ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÌÁÓÓÙ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ n ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË �Ï-×ÏÒÏÔÙ ÎÁ ÕÇÌÙ, ËÒÁÔÎÙÅ 2�=n , É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ��ÉÆÅÒÂÌÁÔ�, ÓÏÓÔÏÑ-ÝÉÊ ÉÚ n ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁÎÅÓ£ÎÎÙÈ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÄÅÌÅÎÉÊ. óÌÏÖÅÎÉÅ×ÙÞÅÔÏ× ÉÚ Õ�Ò. 1.8 �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ × ÏÂÙÞÎÏÅ �ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÞÁÓÏ×� ÎÁ �É-ÆÅÒÂÌÁÔÅ.1.4.3. îÅÑ×ÎÏÅ ÚÁÄÁÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R� ⊂ X×X �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ∩� R� ⊂ X×X ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× R� ⊂ X×XÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ � = {(x; x)} ⊂ X × X, �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ �ÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ(x; y) ⇆ (y; x) É ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÏÊ ÔÏÞÅË ×ÉÄÁ (x; y), (y; z) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁË-ÖÅ É ÔÏÞËÕ (x; z), ÔÏ ÜÔÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ É �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ∩� R� ×ÓÅÈ ÜÔÉÈÍÎÏÖÅÓÔ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁR ⊂ X ×XÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R, ÓÏÄÅÒÖÁ-ÝÅÅ R, Á ÉÍÅÎÎÏ, �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ R ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.ïÔÎÏÛÅÎÉÅ R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ R .ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �Ï ÎÁÕÇÁÄ ×ÙÂÒÁÎÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ R ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ ÔÒÕÄÎÏ ÓÕ-ÄÉÔØ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÁ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÁÑ ÉÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ R. äÁÖÅ ×ÙÑÓÎÉÔØ,ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ1, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ �ÒÏÓÔÏ.1.4.4. ðÒÉÍÅÒ: ÄÒÏÂÉ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q ÏÂÙÞÎÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÀÔ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÒÏÂÅÊ a=b Ó a; b ∈ Z É b 6= 0 . ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÄ ÄÒÏÂØÀ1Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÈÏÔØ ÏÄÎÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ (ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ×ÓÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ X×X) ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ R



ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ 15�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ (a; b) ∈ Z× Z �Ï ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍÕ ×ÓÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ(a; b) ∼ (a; b) ∀  6= 0 : (1-23)ïÔÎÏÛÅÎÉÑ (1-23) ×ÙÒÁÖÁÀÔ ÓÏÂÏÀ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÒÏÂÅÊ a=b = a=b, ÎÏ ÓÁÍÉ �ÏÓÅÂÅ ÎÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ a1b2 = a2b1 × Ä×ÕÈÛÁÇÏ×ÏÊ�Å�ÏÞËÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÊ (1-23)(a1; b1) ∼ (a1b2; b1b2) = (a2b1; b1b2) ∼ (a2; b2)ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ É ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅÌØÚÑ ÎÁ�ÒÑÍÕÀ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ �Ï �ÒÁ-×ÉÌÕ (1-23). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÅ ÏÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÌÅÎÉÑÍÉ (1-23) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁËÖÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ(a1; b1) ∼ (a2; b2) �ÒÉ a1b2 = a2b1 : (1-24)ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Ë ÎÉÍ ÕÖÅ ÂÏÌØÛÅ ÎÉÞÅÇÏ ÄÏÂÁ×ÌÑÔØ ÎÅ ÎÁÄÏ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.9. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (1-24) ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÅÎ, ÓÉÍÍÅÔÒÉ-ÞÅÎ É ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÅÎ (É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ×ÓÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ (1-23)).1.5. ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X - Z, �ÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ×ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÇÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊX f- Y g- ZÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ g É f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ g◦f ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ gf .�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
∀ x∈X gf(x) def= g(f(x)) :ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ gf Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÂÒÁÚ f ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Å, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.10. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, ËÏÇÄÁ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ gf Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ,Á fg | ÎÅÔ.ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÔÒ£È ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ X h- Y g- Z f- T ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØÄ×ÕÍÑ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ: ËÁË (fg)h ÉÌÉ ËÁË f(gh) . ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÔÏÞËÕ x ∈ X × ÔÏÞËÕ f(g(h(x))) ∈ T . éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ,ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÁ1:(fg)h = f(gh) :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f1f2 : : : fm (ÅÓÌÉ ÏÎÁ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÁ) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓËÏÂÏË.1ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÙÍ ÚÁËÏÎÏÍ



16 §1.íÎÏÖÅÓÔ×Á É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑèÏÔÑ ÍÙ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ Ó ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ, ×ËÌÀÞÁÀÝÉÍÉ × ÓÅÂÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ, ÎÁÄÏ ÓÏÓÔÏÒÏÖÎÏÓÔØÀ: ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉ×ÙÞÎÙÅ �Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍ Ó ÞÉÓÌÁÍÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÑ ÎÅÄÏ�ÕÓÔÉÍÙ �ÒÉ ÒÁÂÏÔÅ Ó ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ1: fg = gf , Á ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÊ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÎÅÔ (ÈÏÔÑ ÂÙ ÕÖÅ �ÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ ÜÔÏÇÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ, Á ÄÒÕÇÁÑ | ÎÅÔ).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.11. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÁÒÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ `1, `2, �ÅÒÅ-ÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ × ÔÏÞËÅ O, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �1 É �2 ÏÓÅ×ÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ ÜÔÉÈ �ÒÑÍÙÈ. ñ×ÎÏ Ï�ÉÛÉÔÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑÍÉ�1�2 É �2�1. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÎÁ �ÒÑÍÙÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �1�2 = �2�1?þÔÏÂÙ �ÏÞÕ×ÓÔ×Ï×ÁÔØ ÏÔÌÉÞÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÏÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ, �ÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ ×ÚÇÌÑÎÕÔØ ÎÁ �ÔÁÂÌÉ�Õ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ� ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÊ ÉÚ Ä×ÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X = {1; 2} × ÓÅÂÑ.åÓÔØ ÒÏ×ÎÏ ÞÅÔÙÒÅ ÔÁËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, �ÒÉÞ£Í ×ÓÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ. åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ∈ End(X) Ä×ÕÈÂÕË×ÅÎÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ(f(1); f(2)) (ËÁË × n◦ 1.2.1), ÔÏ ÜÔÉ ÞÅÔÙÒÅ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÚÁ�ÉÛÕÔÓÑ ÓÌÏ×ÁÍÉ(1; 1) ; (1; 2) = IdX ; (2; 1) ; (2; 2) :úÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÊ gf �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ÔÁÂÌÉ�Å:g�f (1; 1) (1; 2) (2; 1) (2; 2)(1; 1) (1; 1) (1; 1) (1; 1) (1; 1)(1; 2) (1; 1) (1; 2) (2; 1) (2; 2)(2; 1) (2; 2) (2; 1) (1; 2) (1; 1)(2; 2) (2; 2) (2; 2) (2; 2) (2; 2) (1-25)ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ (2; 2)◦(1; 1) 6= (1; 1)◦(2; 2), Á ÔÁËÖÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ××ÅÒÈÎÅÊ É ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÁÈ ×ÓÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, ÎÏ �ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÏÂÝÉÊÍÎÏÖÉÔÅÌØ� �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÌØÚÑ, Ô. Å. ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á fg1 = fg2, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï g1 = g2, ËÁË ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÎÏ É ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á g1f = g2f .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.12 (ÌÅ×ÙÅ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÅ ÔÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X f- Y ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:Á) f ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÂ) ∃ Y g- X : gf = IdX (ÌÀÂÏÅ ÔÁËÏÅ g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÅ×ÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë f)×) ∀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ g1; g2 : Z - X ÉÚ fg1 = fg2 ×ÙÔÅËÁÅÔ g1 = g2É ×ÙÑÓÎÉÔÅ, ÓËÏÌØËÏ ÌÅ×ÙÈ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔÓÑ Õ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ×ÌÏÖÅ-ÎÉÑ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á × m-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.13 (�ÒÁ×ÙÅ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÅ ÔÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X f- Y ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:1ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÅÒÅÍÅÓÔÉÔÅÌØÎÙÍ ÚÁËÏÎÏÍ



1.5.ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ 17Á) f ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏÂ) ∃ Y g- X : fg = IdY (ÌÀÂÏÅ ÔÁËÏÅ g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÁ×ÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë f)×) ∀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ g1; g2 : Z - X ÉÚ g1f = g2f ×ÙÔÅËÁÅÔ g1 = g2É ×ÙÑÓÎÉÔÅ, ÓËÏÌØËÏ �ÒÁ×ÙÈ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔÓÑ Õ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÌÏ-ÖÅÎÉÑ m-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ.1.5.1. ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X g- Y ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ,ÔÏ �ÒÏÏÂÒÁÚ g−1(y) ⊂ X ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, É�ÒÁ×ÉÌÏ y 7→ g−1(y) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X � g−1 Y , ÔÁËÏÅ ÞÔÏg◦g−1 = IdY É g−1◦g = IdX ;�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, g−1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ É ÌÅ×ÙÍ É �ÒÁ×ÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ëg × ÓÍÙÓÌÅ Õ�Ò. 1.12 É Õ�Ò. 1.13. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g−1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÍÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë g.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.4óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X g- Y �Ï�ÁÒÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:(1) g ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ(2) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X � g′ Y , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ g◦g′ = IdY É g′◦g = IdX(3) g ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÅ×ÙÍ É �ÒÁ×ÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ1.ðÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g′ ÉÚ (2) É ÌÀÂÙÅ ÌÅ×ÙÅ É�ÒÁ×ÙÅ ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë g ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ (3) ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ É Ó ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅÍ g−1 Ï�ÉÓÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ (1) ⇒ (2) ÕÖÅ ÂÙÌÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ. éÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ(2) ⇒ (3) ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ (3) ⇒ (2).åÓÌÉ Õ X g- Y ÅÓÔØ ÌÅ×ÏÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ X �f Y (ÔÁËÏÅ ÞÔÏ f ◦g = IdX) É�ÒÁ×ÏÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ X �h Y (ÔÁËÏÅ ÞÔÏ g◦h = IdY ), ÔÏf = f ◦IdY = f ◦(g◦h) = (f ◦g)◦h = IdX◦h = h ; (1-26)É ÕÓÌÏ×ÉÅ (2) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ g′ = f = h.ïÓÔÁ£ÔÓÑ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (2)⇒ (1) É ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï g′ = g−1 . ðÏÓËÏÌØËÕg(g′(y)) = y ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ∈ Y , �ÒÏÏÂÒÁÚ g−1(y) ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÓÏÄÅÒÖÉÔÔÏÞËÕ g′(y). C ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ g−1(y)x = IdX(x) = g′(g(x)) = g′(y) :ðÏÜÔÏÍÕ f−1(y) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ g′(y). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, g | ÂÉ-ÅË�ÉÑ, É g′ = g−1. �1ÏÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÑ ÌÅ×ÏÇÏ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ Ó �ÒÁ×ÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ



18 úÁÄÁÞÉ Ë §11.6. çÒÕ��Ù �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. îÅ�ÕÓÔÏÊ ÎÁÂÏÒ G ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X × ÓÅÂÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁX, ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ g ∈ G × G ÌÅÖÉÔ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÎÅ-ÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g−1, Á ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ f; g ∈ G ×G ÌÅÖÉÔ É ÉÈ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ fg. üÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ IdX ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ × G, �ÏÓËÏÌØËÕ IdX = g−1g ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G .åÓÌÉ ÇÒÕ��Á �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ G ËÏÎÅÞÎÁ, ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÎÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
|G| É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÒÑÄËÏÍ ÇÒÕ��Ù G.åÓÌÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï H ⊂ G ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ, ÔÏ H ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÏÄ-ÇÒÕ��ÏÊ ÇÒÕ��Ù G .1.6.1. ðÒÉÍÅÒ: ÇÒÕ��Ù �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË. íÎÏÖÅÓÔ×Ï Aut (X) ×ÓÅÈ ×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ X - X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ. üÔÁ ÇÒÕ��Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ (ÉÌÉ ÇÒÕ��ÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X. ÷ÓÅ �ÒÏ-ÞÉÅ ÇÒÕ��Ù �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÄÇÒÕ��ÁÍÉ ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ù.çÒÕ��Á �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1; 2; : : : ; n} ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑSn É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÔÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÌ. 1.2 |Sn| = n!.ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ {1; 2; : : : ; n} �- {1; 2; : : : ; n} ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ ÓÔÒÏÞ-ËÏÊ (�1; �2; : : : ; �n) Å£ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �i = �(i), ËÁË × n◦ 1.2.1. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ� = (3; 4; 2; 1) É � = (2; 3; 4; 1) | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ� : 1 2 3 4

↓ ↓ ↓ ↓3 4 2 1 ; � : 1 2 3 4
↓ ↓ ↓ ↓2 3 4 1Á ÉÈ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ËÁË �� = (4; 2; 1; 3) É �� = (4; 1; 3; 2) .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.14. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÔÁÂÌÉ�Õ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÛÅÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕ��Ù S3,ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÔÁÂÌÉ�Å (1-25) ÎÁ ÓÔÒ. 16.1.6.2. ðÒÉÍÅÒ: ÁÂÅÌÅ×Ù ÇÒÕ��Ù. çÒÕ��Á G, × ËÏÔÏÒÏÊ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙ, Ô. Å. ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ fg = gh, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕ-ÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÉÌÉ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ. ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ�� Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÒÕ��Ù �ÁÒÁÌ-ÌÅÌØÎÙÈ �ÅÒÅÎÏÓÏ× �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÌÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, Á ÔÁËÖÅ ÇÒÕ��Á SO2 �Ï×ÏÒÏÔÏ×�ÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÏËÒÕÇ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n > 2 n�Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ ÕÇÌÙ, ËÒÁÔÎÙÅ 2�=n, ÏÂÒÁÚÕÀÔ × ÇÒÕ��Å SO2 ËÏÎÅÞÎÕÀ �ÏÄÇÒÕ��Õ.ïÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ �ÏÒÑÄËÁ n.úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §1úÁÄÁÞÁ 1.1. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÎÙÈ ÓÌÏ× (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙÈ) ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ�ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÑ ÂÕË×Ù × ÓÌÏ×ÁÈ Á) ÛÎÕÒÏË Â) ËÕÒÏË ×) ËÏÌÏÂÏËÇ) ÁÁ : : : Á︸ ︷︷ ︸a ÂÂ : : :Â︸ ︷︷ ︸b Ä) Â1Â1 : : : Â1︸ ︷︷ ︸k1 Â2Â2 : : : Â2︸ ︷︷ ︸k2 : : : : : : : : : ÂmÂm : : : Âm︸ ︷︷ ︸km ?



úÁÄÁÞÉ Ë §1 19úÁÄÁÞÁ 1.2. òÁÓËÒÏÊÔÅ ÓËÏÂËÉ É �ÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÏÄÏÂÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÈÁ) (a1 + a2 + · · ·+ am)2 Â) (a+ b+ )3 ×) (a+ b)n Ç) (a1 + a2 + · · ·+ am)n .úÁÄÁÞÁ 1.3. óËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÏÌÎÏÊ ÓÔÅ-�ÅÎÉ1 Á) ÒÏ×ÎÏ d Â) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ d ?úÁÄÁÞÁ 1.4. ãÅÌÏ ÌÉ ÞÉÓÌÏ 1000!= (100!10) ?úÁÄÁÞÁ 1.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÒÏÓÔÏÍ p ∈ N ×ÓÅ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ(pk) Ó 1 6 k 6 (p− 1) ÎÁ�ÅÌÏ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p .úÁÄÁÞÁ 1.6. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ: Á) (n0)+ (n1)+ · · · + (nn) Â) (n0)+ (n−11 )+ (n−22 )+ · · ·×) (kk)+ (k+1k )+ · · ·+ (k+nk ) Ç) (n0)− (n1)+ (n2)− (n3)+ · · · + (−1)n(nn)Ä) (n1)+2 (n2)+ · · ·+n (nn) Å) (n0)+2 (n1)+ · · ·+(n+1) (nn) Ö) (n0)2+(n1)2+· · ·+(nn)2.úÁÄÁÞÁ 1.7. óËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ �ÑÔÉÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á × Ä×ÕÈ-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ, ÔÁËÉÈ ÞÔÏÂÙ Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÂÙÌÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ �ÒÏÏÂÒÁÚÏ×?úÁÄÁÞÁ 1.8. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ m É n. óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÅ x1 + x2 + · · ·+ xm = n Á) × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ Â) × �ÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈÞÉÓÌÁÈ?úÁÄÁÞÁ 1.9. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ m É n. óËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ
{1; 2; : : : ; m} - {1; 2; : : : ; n}Á) �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ? Â) ÂÉÅËÔÉ×ÎÙÈ? ×) ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ2? Ç) ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ?Ä) ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÉÈ3? Å) ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÙÈ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÉÈ? Ö) ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÙÈ?úÁÄÁÞÁ 1.10. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ:Á) ×ÅÓÁ 6 ? Â) ×ÅÓÁ 7, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÔÒ£È ÓÔÒÏË?×) ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ×ÅÓ, ÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ p ÓÔÒÏË É q ÓÔÏÌÂ�Ï×?úÁÄÁÞÁ 1.11. éÍÅÀÔÓÑ 4 �Ï�ÁÒÎÏ ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÞÁÛËÉ, 4 ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÔÁËÁÎÁ, 10 ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ËÕÓËÏ× ÓÁÈÁÒÁ É 7 �Ï�ÁÒÎÏÒÁÚÎÏ�×ÅÔÎÙÈ ÓÏÌÏÍÉÎÏË. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ:Á) ÓÏÌÏÍÉÎËÉ �Ï ÞÁÛËÁÍ? Â) ÓÁÈÁÒ �Ï ÞÁÛËÁÍ? ×) ÓÁÈÁÒ �Ï ÓÔÁËÁÎÁÍ?Ç) ÓÏÌÏÍÉÎËÉ �Ï ÓÔÁËÁÎÁÍ?úÁÄÁÞÁ 1.12. ëÁË ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ ÏÔ×ÅÔÙ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÅÓÌÉ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ�ÏÓÌÅ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑ �ÕÓÔÙÈ £ÍËÏÓÔÅÊ ÎÅ ÏÓÔÁ×ÁÌÏÓØ?úÁÄÁÞÁ 1.13. óÔÏÒÏÎÙ �ÌÏÓËÏÇÏ �ÒÏ×ÏÌÏÞÎÏÇÏ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÓËÒÁÛÉ-×ÁÀÔ × n �×ÅÔÏ× | ËÁÖÄÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ × Ó×ÏÊ �×ÅÔ. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÇÒÕÛÅË�ÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ?1ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÏÌÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ xm11 xm22 · · ·xmnn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ n∑i=1mi2ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× M f- N ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁ-ÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2) ∀ x1; x2 ∈M3ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ x1 6 x2 ⇒ f(x1) 6 f(x2)



20 úÁÄÁÞÉ Ë §1úÁÄÁÞÁ 1.14. óËÏÌØËÏ ÂÕÓ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÚ 5 ËÒÁÓÎÙÈ, 7 ÓÉÎÉÈ É 11 ÂÅÌÙÈ ÂÕÓÉÎÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÆÏÒÍÙ?úÁÄÁÞÁ 1.15. ëÁÖÄÕÀ ÇÒÁÎØ Á) ËÕÂÉËÁ Â) �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ËÒÁÓÑÔ ÏÄÎÉÍ ÉÚÛÅÓÔÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �×ÅÔÏ×, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ �ÏÌÕÞÉÌÉÓØ ÒÁÚÎÏ�×ÅÔÎÙÅ.óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÇÒÕÛÅË ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ?úÁÄÁÞÁ 1.16. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÎÙÈ ÂÅÚÄÅÌÕÛÅË �ÏÌÕÞÉÔÓÑ �ÒÉ ÓËÌÅÊËÅ �ÁÒÙ ËÒÁÛÅÎÙÈËÕÂÉËÏ× ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ �Ï ÎÁÕÇÁÄ ×ÙÂÉÒÁÅÍÏÊ ÇÒÁÎÉ?úÁÄÁÞÁ 1.17* (ÚÁÄÁÞÁ ì. ç. íÁËÁÒ-ìÉÍÁÎÏ×Á). �ÏÒÇÏ×Å� ÇÁÚÉÒÏ×ËÏÊ ËÏÒÏÔÁÅÔ ×ÒÅ-ÍÑ ÍÁÎÉ�ÕÌÉÒÕÑ �ÑÔÎÁÄ�ÁÔØÀ ÏÄÎÏÒÁÚÏ×ÙÍÉ ÓÔÁËÁÎÞÉËÁÍÉ, ÓÌÏÖÅÎÎÙÍÉ �ÅÒÅÄÎÉÍ × ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÔÏ�ÏË. ïÄÎÁ ÍÁÎÉ�ÕÌÑ�ÉÑ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÂÅÒ£Ô×ÅÒÈÎÉÊ ÓÔÁËÁÎÞÉË ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÏ�ËÉ É ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÚ ÎÉÈ ÎÏ×ÕÀ ÓÔÏ�ËÕ1. ëÁËÒÁÚÌÏÖÁÔÓÑ ÓÔÁËÁÎÞÉËÉ �ÏÓÌÅ 1000 ÔÁËÉÈ ÍÁÎÉ�ÕÌÑ�ÉÊ?úÁÄÁÞÁ 1.18 (�ÏÌÎÙÅ ÞÕÍÙ). íÎÏÖÅÓÔ×Ï P ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ(ÓÏËÒÁÝ£ÎÎÏ ÞÕÍÏÍ) ÅÓÌÉ ÎÁ Î£Í ÚÁÄÁÎÏ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ x 6 y, ËÏÔÏ-ÒÏÅ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏ2, ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ3 É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ: ÉÚ x 6 y É y 6 È ÓÌÅ-ÄÕÅÔ, ÞÔÏ x = y. ÞÕÍ P ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÅÎ, ÅÓÌÉ ∀ x; y ∈ P × P ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï[x; y℄ def= { z | x 6 z 6 y } ËÏÎÅÞÎÏ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï L ÞÕÍÁM ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ, Ô. Å. ∀ a; b ∈ L ÉÍÅÅÔÍÅÓÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ a 6 b ÉÌÉ b 6 a. ÞÕÍ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÅÇÏÌÉÎÅÊÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ M ÏÂÌÁÄÁÅÔ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ, Ô. Å.ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ m∈M , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ u 6 m ∀u∈U (�ÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ ÎÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ-ÓÔÉ, ÎÉ �ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ� ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M f- M ÉÚ �ÏÌÎÏÇÏ ÞÕÍÁ × ÓÅÂÑ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ x 6 f(x) ∀x∈M ,ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ, Ô. Å. ∃ x0∈M : f(x0) = x0.úÁÄÁÞÁ 1.19 (ÌÅÍÍÁ ãÏÒÎÁ). áËÓÉÏÍÁ ×ÙÂÏÒÁ4 ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Å ÎÅ�ÕÓÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á5. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÁËÓÉÏÍÙ ×ÙÂÏÒÁ É ÚÁÄ. 1.18, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ �ÏÌÎÏÍ ÞÕÍÅÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ6.
1ÓÔÏ�ËÁ ÍÏÖÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ É ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÔÁËÁÎÁ, ËÏÔÏÒÙÊ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ É ÂÕÄÅÔ×ÅÒÈÎÉÍ2Ô. Å. x 6 x ∀x3Ô. Å. ÉÚ x 6 y É y 6 z ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x 6 z4ÜÔÁ ÁËÓÉÏÍÁ ×ÈÏÄÉÔ × ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÂÝÅ�ÒÉÎÑÔÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÉ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×5ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÁÍÉ ÓÕÔØ ÎÅ�ÕÓÔÙÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÉÚ M × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× M ∈M, ÔÁËÏÅ ÞÔÏf(M) ∈M ∀M ∈M6ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÍÅÅÔÓÑ × ËÎÉÇÁÈ: ÷ÁÎ äÅÒ ÷ÁÒÄÅÎ. áÌÇÅÂÒÁ. í. �íÉÒ� (1976), ÓÔÒ.246{249, ð. ó. áÌÅËÓÁÎÄÒÏ×. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÔÅÏÒÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ× É ÏÂÝÕÀ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ. í. �îÁÕËÁ�(1977), ÓÔÒ. 80{83.



òÁÚÄÅÌ IIþÉÓÌÁ É ÆÕÎË�ÉÉ
§2. þÉÓÌÏ×ÙÅ �ÏÌÑ É ËÏÌØ�Á2.1. ðÏÌÑ. çÏ×ÏÒÑ ×ÏÌØÎÏ, �ÏÌÅ | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, × ËÏÔÏÒÏÊ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÙ ÞÅÔÙÒÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ | ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ,ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ É ÄÅÌÅÎÉÅ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ �ÒÉ×ÙÞÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÎÁÄ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. áËÓÉÏÍÁÔÉÚÁ�ÉÑ ÜÔÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× �ÒÉ×ÏÄÉÔË ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1íÎÏÖÅÓÔ×Ï F Ó Ä×ÕÍÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ F × F - F: ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ (a; b) 7→ a + b ÉÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ (a; b) 7→ ab , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉÎÁÂÏÒÁ ÁËÓÉÏÍ: Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÌÏÖÅÎÉÑËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ: a+ b = b+ a ∀ a; b∈F (2-1)ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ: a+ (b+ ) = (a+ b) +  ∀ a; b; ∈F (2-2)ÎÁÌÉÞÉÅ ÎÕÌÑ: ∃ 0∈F : a+ 0 = a ∀ a∈F (2-3)ÎÁÌÉÞÉÅ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ : ∀ a∈F ∃ (−a)∈F : a+ (−a) = 0 (2-4)Ó×ÏÊÓÔ×Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÑËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ: ab = ba ∀ a; b∈F (2-5)ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ: a(b) = (ab) ∀ a; b; ∈F (2-6)ÎÁÌÉÞÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù: ∃ 1∈F : 1 a = a ∀ a∈F (2-7)ÎÁÌÉÞÉÅ ÏÂÒÁÔÎÙÈ : ∀ a∈F ∃ a−1∈F : aa−1 = 1 (2-8)Ó×ÏÊÓÔ×Á, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔØ: a(b+ ) = ab + a ∀ a; b∈F (2-9)ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÓÔØ: 0 6= 1 (2-10)2.1.1. ðÒÉÍÅÒ: �ÏÌÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÏÂßÅËÔÏÍ, ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÉÍ ×ÓÅÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÉÚ Ï�Ò. 2.1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅ F2, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ 0 É 1,ÔÁËÉÈ ÞÔÏ 0+ 1 = 1 · 1 = 1, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ(×ËÌÀÞÁÑ 1 + 1 = 0).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ F2 ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ.21



22 §2.þÉÓÌÏ×ÙÅ �ÏÌÑ É ËÏÌØ�ÁüÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ �ÏÌÑ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ËÌÁÓÓÙ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ 2, ÁÏ�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ | ËÁË Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÌÁÓ-ÓÏ× ×ÙÞÅÔÏ×, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (1-19) É (1-20) ÉÚ Õ�Ò. 1.8 ÎÁ ÓÔÒ. 13.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÑ F2 ÍÏÇÕÔ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØÓÑ ËÁË�ÌÏÖØ� = 0 É �ÉÓÔÉÎÁ� = 1ÓÌÏÖÅÎÉÅ | ËÁË ÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÉÓËÌÀÞÁÀÝÅÅ ÉÌÉ1�, Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ | ËÁË ÌÏÇÉÞÅ-ÓËÏÅ �É2�. ÷ ÔÁËÏÊ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ ×ÓÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ × �ÏÌÅ F2�ÒÅ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÍÁÎÉ�ÕÌÑ�ÉÉ Ó ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑÍÉ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.2. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ F2 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x, ÒÁ×ÎÙÊ �ÎÅ x�, Á ÔÁËÖÅÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x É y, ÒÁ×ÎÙÊ �x ÉÌÉ3 y�.2.1.2. ðÒÉÍÅÒ: ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. îÁ�ÏÍÎÉÍ (ÓÍ. n◦ 1.4.3), ÞÔÏ �ÏÌÅÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÒÏÂÅÊ p=q, ÇÄÅ �ÏÄ�ÄÒÏÂØÀ� �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ (p; q) Ó p; q ∈ ZÉ q 6= 0 ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (a1; b1) ∼ (a2; b2) �ÒÉ a1b2 = a2b1 ;ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ×ÓÅÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ (a; b) ∼ (a; b) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ  6= 0 .óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÄÒÏÂÅÊ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉpq + rs = ps+ qrqs ; pq · rs = prqs (2-11)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÒÒÅËÔÎÙ (ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×Ù-ÂÏÒÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ × ËÌÁÓÓÁÈ) É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ �ÏÌÑ.2.1.3. ðÒÉÍÅÒ: ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ RÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ × ËÕÒÓÅ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ: ËÁË ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ4 ÄÒÏÂÅÊ, ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÄÅËÉÎÄÏ-×ÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q, ÉÌÉ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉ. íÙ ÎÁÄÅÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÞÉÔÁ-ÔÅÌØ ÚÎÁËÏÍ Ó ÜÔÉÍÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ É �ÏÎÉÍÁÅÔ, ËÁË ÏÎÉ Ó×ÑÚÁÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁËÏÅ ÂÙ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á R ÎÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÏÓØ, ÚÁÄÁÎÉÅ ÎÁ RÏ�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É �ÒÏ×ÅÒËÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ×ÓÅÍÁËÓÉÏÍÁÍ ÉÚ Ï�Ò. 2.1, ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÂÏÔÙ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊÎÁÂÏÒ ÔÅÏÒÅÍ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÁÎÁÌÉÚÁ. íÙ �ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÚÎÁÅÔÜÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ.1Ô. Å. ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅ A + B ÉÓÔÉÎÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÓÔÉÎÎÏ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ A, B2Ô. Å. ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅ AB ÉÓÔÉÎÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÓÔÉÎÎÙ ÏÂÁ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑA, B3ÚÄÅÓØ ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ ÏÂÙÞÎÏÅ, ÎÅ ÉÓËÌÀÞÁÀÝÅÅ �ÉÌÉ�: ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÏÌÖÅÎ �ÒÉÎÉÍÁÔØÚÎÁÞÅÎÉÅ 1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁ×ÎÁ 14ÉÌÉ �ÒÉ×ÑÚÁÎÎÙÈ Ë ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÄÒÕÇÏÊ �ÏÚÉ�ÉÏÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ä×ÏÉÞ-ÎÙÈ



2.2.áÂÅÌÅ×Ù ÇÒÕ��Ù 232.2. áÂÅÌÅ×Ù ÇÒÕ��Ù.íÎÏÖÅÓÔ×Ï A Ó ÏÄÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ A×A - A, ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÅÊ �ÅÒ×ÙÍ ÞÅÔÙÒ£Í ÁËÓÉÏÍÁÍ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÉÚ Ï�Ò. 2.1, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅ-×ÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÑËÏÅ �ÏÌÅ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ. üÔÁ ÇÒÕ��Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ �ÏÌÑ.þÅÔÙÒÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÉÚ Ï�Ò. 2.1 ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÔ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. üÔÕ ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕ��Õ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ �ÏÌÑ ÉÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ F∗. òÏÌØ ÎÕÌÑ ÉÚ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù × ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��ÅÉÓ�ÏÌÎÑÅÔ ÅÄÉÎÉ�Á. ÷ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Å ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÍ. íÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÍÕÜÌÅÍÅÎÔÕ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÅÈÏÄ Ë ÏÂÒÁÔÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ.áÂÅÌÅ×Ù ÇÒÕ��Ù ÞÁÓÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ×ÎÅ ËÁËÏÇÏ-ÂÙ ÎÉ ÂÙÌÏ ÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÑ Ë �ÏÌÑÍ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ Z É ËÌÁÓÓÙ ×ÙÞÅÔÏ× Z=(n) �Ï ÍÏÄÕÌÀn Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÂÅÌÅ×ÙÍÉ ÇÒÕ��ÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ.2.2.1. ðÒÉÍÅÒ: ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÉÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ (ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉÉÌÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å) �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÝÅÍÕ ÏÔ-ÒÅÚËÉ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ �ÅÒÅÎÏÓÏÍ. îÕÌÅ×ÙÍ ×ÅËÔÏ-ÒÏÍ ÎÁÚÏ×£Í ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ, ÉÍÅÀÝÉÊÎÕÌÅ×ÕÀ ÄÌÉÎÕ É ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÊ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ). óÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÎÁÄÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ ×ÅËÔÏÒÏ× a É b ÔÁË, ÞÔÏÂÙËÏÎÅ� a ÓÏ×�ÁÌ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ b, É ÏÂßÑ×ÉÔØ a+ b ÒÁ×ÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÕ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × ÎÁÞÁ-ÌÅ a É ËÏÎ�ÏÍ × ËÏÎ�Å b . ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ É ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ×ÉÄÎÁ ÉÚ ÒÉÓ. ÒÉÓ. 2⋄1
a

b

a

b

a +
b =

b +
a

a c

b

(a + b) + c = a + (b + c)

b + c

a +
b

2⋄1. ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ É ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ×.îÕÌÅ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ. ÷ÅËÔÏÒ −a , �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ×ÅËÔÏÒÕ a, �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÁ a ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÅÇÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�Ï-ÌÏÖÎÏÅ.2.2.2. æÏÒÍÁÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á Ï�ÅÒÁ�ÉÉ × ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Å. ðÕÓÔØ A |ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á, Ï�ÅÒÁ�ÉÀ × ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ ÚÎÁËÏÍ �+� (ÞÉÔÁ-ÔÅÌÀ ÎÁÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ �ÒÏÇÏ×ÏÒÉÔØ ×Ó£ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÅ É ÎÁ ÍÕÌØÔÉ-�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÍ ÑÚÙËÅ) . éÚ ÁËÓÉÏÍ (2-1){(2-4) ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÑÄ ÄÒÕÇÉÈÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ ÏÖÉÄÁÅÍÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÓÌÏÖÅÎÉÑ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× 01 É 02 ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 01 = 01+02 = 02 (�ÅÒ×ÏÅ | × ÓÉÌÕ



24 §2.þÉÓÌÏ×ÙÅ �ÏÌÑ É ËÏÌØ�ÁÔÏÇÏ, ÔÏ 02 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, ×ÔÏÒÏÅ | × ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÔÏ ÎÕÌÅ×ÙÍÜÌÅÍÅÎÔÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 01).üÌÅÍÅÎÔ −a, �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ Ë a, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï a ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (ÞÅÍ ÉÏ�ÒÁ×ÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ), �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
−a É −a′ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

−a = −a+ 0 = −a+ (a+ (−a′)) = (−a+ a) + (−a)′ = 0 + (−a)′ = −a′ :÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï −(−a) = a, É × ÌÀÂÏÊÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Å ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑa− b def= a+ (−b) : (2-12)2.2.3. æÏÒÍÁÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á Ï�ÅÒÁ�ÉÊ × �ÏÌÅ. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ,ÎÕÌÅ×ÏÊ É ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÑ F Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Á �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ −a É ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a−1 ÏÄÎÏÚÎÁÞ-ÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ a. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁÒÑÄÕ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍÉ ×ÙÞÉÔÁÎÉÅÍ (2-12) × �ÏÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ÌÀÂÙÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅÜÌÅÍÅÎÔÙ b a=b def= ab−1 : (2-13)äÁÌÅÅ, ÉÚ ÁËÓÉÏÍÙ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔÉ (2-9) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ 0·Á = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏa ∈ F. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Á · 0 ÞÅÒÅÚ b. �ÏÇÄÁb+ a = a · 0 + a = a · 0 + a · 1 = a(0 + 1) = a · 1 = a ;É, �ÒÉÂÁ×ÌÑÑ Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (−Á), �ÏÌÕÞÁÅÍ b = 0.éÚ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÇÏ a ∈ F ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ ÅÄÉÎÉ�Å ÜÌÅÍÅÎÔ −1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ,�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ Ë a, Ô. Å. (−1) · a = (−a). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,(−1) · a+ a = (−1) · a+ 1 · a = ((−1) + 1) · a = 0 · a = 0 ;ÏÔËÕÄÁ (−1) · a = −a.áËÓÉÏÍÁ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÓÔÉ (2-10) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÀ F 6= {0} , �ÏÓËÏÌØ-ËÕ �ÒÉ 0 = 1 ÍÙ ÉÍÅÌÉ ÂÙ a = a · 1 = a · 0 = 0 ∀ a ∈ F .2.3. ðÏÌÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ R2 Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔOXY Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × ÔÏÞËÅ ï = (0; 0) É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÏÓÑÍÉ OX É OY , ÎÁ-�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ ×ÄÏÌØ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× (1; 0) É (0; 1) (ÓÍ. ÒÉÓ. 2⋄2).�ÏÞËÉ z ÜÔÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ(x; y) ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z ∈ C ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Re (z) = x, Im (z) = y ÉÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÑÍÉ ÞÉÓÌÁ z. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ z ÄÏÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ |z| =√x2 + y2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z .



2.3.ðÏÌÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ 25éÍÅÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ z ∈ C×ÅËÔÏÒ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × O É ËÏÎ�ÏÍ × z, ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÏÍ ÞÉÓÌÁz . ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ ÒÁÚÎÉ�Ù ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ É ÉÈ ÒÁÄÉÕÓ ×ÅË-ÔÏÒÁÍÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ ÞÅÒÅÚ z ËÁË ÔÏÞËÕ, ÔÁË É Å£ ÒÁÄÉÕÓ ×ÅËÔÏÒ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÅO = (0; 0) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ 0, Á ÔÏÞËÁÍ (1; 0) É (0; 1) | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ 1 É i ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. òÁ-ÄÉÕÓ ×ÅËÔÏÒ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ z ∈ C Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x; y) ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚÜÔÉ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ z = x · 1 + y · i.
X

Y

O

S1 = {(x, y) | x2 + y2 = 1}

z = x · 1 + y · i

z−1

i

1

α

−α

x = Re(z)

y = Im(z)

|z| =
√

x2 + y2

Arg(z) = α + 2πk , k ∈ Z

∣∣z−1
∣∣ = 1

|z| , Arg
(
z−1

)
= −α + 2πk , k ∈ Z2⋄2. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z = x · 1 + y · i.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ # ∈ R, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ �Ï×ÏÒÏÔ �ÌÏÓËÏÓÔÉ C ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ 0ÎÁ ÕÇÏÌ # ÓÏ×ÍÅÝÁÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÊ ÌÕÞ OX Ó ÌÕÞÏÍ, ÉÄÕÝÉÍ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉÒÁÄÉÕÓ ×ÅËÔÏÒÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÔÏÞËÉ z ∈ C, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ ÞÉÓÌÁ z ÉÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Arg (z). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÓÒ. Ó n◦ 1.6.2),Arg (z) = {'+ 2�k | k ∈ Z} ⊂ R ;ÇÄÅ ' | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÄÕÇÉ1, ÉÄÕÝÅÊ �Ï ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÉÚÔÏÞËÉ (1; 0) × ÔÏÞËÕ z=|z|. ÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁÄÉÕÓ ×ÅËÔÏÒÁ z ÞÅÒÅÚ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ1 É i ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ËÁË z = |z|·(os'·1+sin'·i) Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ # ∈ Arg (z),�ÏÓËÏÌØËÕ x = Re (z) = |z| · os', y = Im (z) = |z| · sin' .2.3.1. óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ. óÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑËÁË ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÏ×: z1+z2 ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ, ÒÁÄÉÕÓ ×ÅËÔÏÒ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÅÎÓÕÍÍÅ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÏ× ÔÏÞÅË z1 É z2. ÷ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÜÔÏ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ(x1 · 1 + y1 · i) + (x2 · 1 + y2 · i) = (x1 + x2) · 1 + (y1 + y2) · i :1ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÉÈ ÄÕÇ ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ, ÎÏ ×ÓÅ ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁÎÁ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÒÏÔÏ×; Ü�ÉÔÅÔ �ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ� ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÒÁÔØ ÓÏÚÎÁËÏÍ �+�, ÅÓÌÉ Ä×ÉÖÅÎÉÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, É ÓÏ ÚÎÁËÏÍ �−�, ÅÓÌÉ �ÏÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ



26 §2.þÉÓÌÏ×ÙÅ �ÏÌÑ É ËÏÌØ�ÁëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × n◦ 2.2.1, ÜÔÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÞÅÔÙÒ£Í ÁËÓÉÏÍÁÍ ÁÂÅ-ÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù.ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z1 É z2 Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÞÉÓÌÏ, ÍÏÄÕÌØËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÍÏÄÕÌÅÊ, Á ÁÒÇÕÍÅÎÔ | ÓÕÍÍÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÓÏ-ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ:
|z1z2| def= |z1| · |z2|Arg (z1z2) def= Arg (z1) + Arg (z2) = {#1 + #2 | #1 ∈ Arg (z1) ; #2 ∈ Arg (z2)}ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 0 · z = 0 ∀ z∈C .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ×ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ 'i ∈ Arg (zi)

{'1 + 2�k | k ∈ Z}+ {'2 + 2�k | k ∈ Z} = {('1 + '2) + 2�k | k ∈ Z} :õÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ É ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏ. åÄÉ-ÎÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÄÌÑ ÎÅÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ ÏÓÉOX, Ô. Å. ÞÉÓÌÏ 1 ∈ C. ïÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ z Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ z−1 Ó
|z−1| = 1=|z| ; Arg (z−1) = −Arg (z) (2-14)(ÓÍ. ÒÉÓ. 2⋄2). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÍÕ-ÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÇÒÕ��Õ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a ∈ C�a : C z 7→az - C�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ �Ï×ÏÒÏÔÎÕÀ ÇÏÍÏÔÅÔÉÀ1 �ÌÏÓËÏÓÔÉ C ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁ-ÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÕÇÏÌ Arg (a) Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ |a|. ÷ÏÚÎÉËÁÀÝÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍÂÉÅË�ÉÑ ÍÅÖÄÕ ÏÔÌÉÞÎÙÍÉ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÞËÁÍÉ a ∈ C É �Ï×ÏÒÏÔÎÙÍÉ ÇÏÍÏÔÅÔÉ-ÑÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ  ÉÍÅÀÝÉÍÉÓÑ × ÜÔÉÈ ÍÕÌØ-ÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕ��ÁÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÍÉ: ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ �Ï×ÏÒÏÔÎÙÈ ÇÏÍÏÔÅÔÉÊ �aÉ �b ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ �Ï×ÏÒÏÔÎÁÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ �ab Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ |a||b| ÎÁ ÕÇÏÌArg (a) + Arg (b).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÌÅ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ×ÓÅÈ Ó×ÏÊÓÔ× �ÏÌÑ ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÄÉÓÔÒÉ-ÂÕÔÉ×ÎÏÓÔØ (2-9). îÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÆÏÒÍÕÌÁ a(b+ ) = ab+ a �ÅÒÅ�É-ÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË �a(b + ) = �a(b) + �a() É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �Ï×ÏÒÏÔÎÙÅ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÉÌÉ | ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ | ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ�Ï×ÏÒÏÔÎÁÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ �a �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ × �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ. îÏ ÜÔÏÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË, �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÑËÉÊ �Ï×ÏÒÏÔ É ×ÓÑËÁÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ�ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ × �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ. �1ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �Ï×ÏÒÏÔÎÏÊ ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ O ÎÁ ÕÇÏÌ � Ó ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÏÍ % > 0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ �Ï×ÏÒÏÔÁ ÎÁ ÕÇÏÌ � ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ O É ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ × %ÒÁÚ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ O (�ÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó �Ï×ÏÒÏÔÁÍÉ, ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ, × ËÁËÏÍ�ÏÒÑÄËÅ ÜÔÁ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ)



2.3.ðÏÌÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ 272.3.2. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅ-ÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÓØ OX × �ÏÌÅ C ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó �ÏÌÅÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈÞÉÓÅÌ R | ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÏÓÉ OX, ×ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÞÉÓÅÌ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ�ÒÑÍÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ z = x · 1 + y · i ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÁ z �Ï ÂÁÚÉÓÎÙÍ×ÅËÔÏÒÁÍ 1 = (1; 0) É i = (0; 1) Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ x = Re (z) Éy = Im (z) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÎÙÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ × �ÏÌÅ C | ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ×ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÍÏÇÕÔ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØÓÑ ËÁË ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈÞÉÓÅÌ.óÌÅÄÕÑ ÏÂÙÞÎÏÊ ÔÒÁÄÉ�ÉÉ Ï�ÕÓËÁÔØ ÚÎÁËÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁÅÄÉÎÉ�Õ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÁÌÅÅ ÓÏËÒÁÝÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ z = x ·1+y · i ÄÏ z = x+ iy. ðÏÌØ-ÚÕÑÓØ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔØÀ É ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ i2 = −1, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z1 = x1 + iy1 É z2 = x2 + iy2 ×ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ:z1z2 = (x1 + iy1)(x2 + iy2) = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1) : (2-15)ïÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÞÉÓÌÕ z = x+ iy ÞÉÓÌÏ z−1 ÔÁË ÖÅ ÌÅÇËÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ x É y:z−1 = 1x+ iy = x− iy(x+ iy)(x− iy) = x− iyx2 + y2 = x
|z|2 − iy

|z|2 ; (2-16)ÏÔËÕÄÁ Re (z−1) = Re (z)=|z|2 É Im (z−1) = −Im (z)=|z|2.þÉÓÌÏ z def= x − iy ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍ Ë ÞÉÓÌÕ z = x + iy.÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ z−1 = z=|z|2. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ
C

z 7→z - C�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ OX. ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ-×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÍ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �ÏÌÑ C, Ô. Å. ∀ z ∈ C z = z É ∀ z1; z2 ∈ Cz1 + z2 = z1 + z2, z1z2 = z1z2 .2.3.3. ðÒÉÍÅÒ: ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÑ. ëÁÚÕÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÉÚÏÂÉÌÉÅ ÛËÏÌØÎÙÈ ÔÒÉ-ÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ �Ï ÂÏÌØÛÅÊ ÞÁÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÉÚÏÝÒ£ÎÎÏÊ ÚÁ�ÉÓØÀ×�ÏÌÎÅ ÚÁÕÒÑÄÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ z, ×ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, Ë �ÒÉÍÅÒÕ, �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ Ä×Á ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÌÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊÄÌÉÎÙ: z1 = os'1 + i sin'1 ; z2 = os'2 + i sin'2 ;÷ÙÞÉÓÌÑÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ z1z2 �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÚ n◦ 2.3.1 É �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (2-15) ,�ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïos('1 + '2) + i sin('1 + '2) = z1z2 == (os'1 os'2 − sin'1 sin'2)+ i(os'1 sin'2 + sin'1 os'2) ;



28 §2.þÉÓÌÏ×ÙÅ �ÏÌÑ É ËÏÌØ�ÁËÏÔÏÒÏÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ �ÁÒÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙos('1 + '2) = os'1 os'2 − sin'1 sin'2sin('1 + '2) = os'1 sin'2 + sin'1 os'2�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×.÷ÏÔ ÅÝ£ ÏÄÉÎ �ÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ z = os'+ i sin'. óÏÇÌÁÓÎÏ ÄÁÎÎÏÍÕ × n◦ 2.3.1Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, zn = os(n') + i sin(n') :ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÁÓËÒÙ×ÁÑ ÓËÏÂËÉ × (os' + i sin')n �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (1-9) ÓÏÓÔÒ. 10, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïos(n') + i sin(n') = (os'+ i sin')n == osn'+ i(n1) osn−1' sin'− (n2) osn−2' sin2'− i(n3) osn−3' sin3'+ · · · == ((n0) osn'− (n2) osn−2' sin2'+(n4) osn−4' sin4'− · · · )++ i · ((n1) osn−1' sin'− (n3) osn−3' sin3'+ (n5) osn−5' sin5'− · · · )ÚÁËÌÀÞÁÀÝÅÅ × ÓÅÂÅ ÓÒÁÚÕ ×ÓÅ ÍÙÓÌÉÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ËÒÁÔÎÙÈ ÕÇÌÏ×:os(n') = (n0) osn'− (n2) osn−2' sin2'+ (n4) osn−4' sin4'− · · ·sin(n') = (n1) osn−1' sin'− (n3) osn−3' sin3'+ (n5) osn−5' sin5'− · · ·îÁ�ÒÉÍÅÒ, os 3' = os3 '− 3 os' · sin2 ' = 4 os3 '− 3 os2 ' .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.5. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ sin(2�=5) É os(2�=5) ÞÅÒÅÚ ÒÁÄÉËÁÌÙ ÏÔ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.2.3.4. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÒÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù. òÅÛÉÍ × �ÏÌÅ C ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ zn = 1.óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÍÏÄÕÌÉ ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ |zn| = |z|n = 1, ÏÔËÕÄÁ
|z| = 1 . óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, �ÏÌÕÞÁÅÍnArg (z) = Arg (1) = {2�k | k ∈ Z} :ðÏÓËÏÌØËÕ n' ∈ {2�k | k ∈ Z} ⇐⇒ ' ∈ {2�k=n | k ∈ Z}, ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ n ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ�ÅÌÙÈ ËÒÁÔÎÙÈ 2�, ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÉÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ ÎÁ n �ÒÅ×ÒÁÝÁ-ÀÔÓÑ × ËÌÁÓÓ {2�k | k ∈ Z}, | ÜÔÏ ËÌÁÓÓÙ n ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÕÇÌÏ×2�k=n Ó 0 6 k 6 n− 1 . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ zn = 1 ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ n ËÏÒÎÅÊ�k = os(2�k=n) + i sin(2�k=n) (ÇÄÅ k = 0; 1; : : : ; (n− 1)) ;



2.3.ðÏÌÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ 29ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ×�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÁË, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ �0 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÔÏÞËÅ 1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 2⋄3),É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕ��Õ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. üÔÁ ÇÒÕ��Á ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ���n É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ ËÏÒÎÅÊ n-ÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù (ÆÁËÔÉ-ÞÅÓËÉ ÍÙ ÕÖÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Ó ÎÅÊ × n◦ 1.6.2).
X

Y

O z0 = z5
1 = 1

z1 = cos
(

2π
5

)
+ i sin

(
2π
5

)

z2 = z2
1 = z−1

3

z3 = z3
1 = z−1

2

z4 = z4
1 = z−1

1

X

Y

O z0 = z6
1 = 1

z1 = cos
(

π
3

)
+ i sin

(
π
3

)
z2 = z2

1 = z−1
4

z2 = z3
1 = −1

z4 = z4
1 = z−1

2 z5 = z5
1 = z−1

12⋄3. ëÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ z5 = 1 É z6 = 1.ëÏÒÅÎØ � ∈ ���n ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù,ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕ��Ù ���n �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ �k Ó k ∈ N.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÏÒÅÎØ Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ�1 = os(2�=n) + i sin(2�=n)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÍ. îÏ ÅÓÔØ É ÄÒÕÇÉÅ: ÓËÁÖÅÍ, ÎÁ ÒÉÓ. 2⋄3 ×ÓÅ ÞÅÔÙÒÅÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ 1 ËÏÒÎÑ �ÑÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÍÉ, Á ×ÇÒÕ��Å ���6 �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �1 É �5 = �−11 (Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ÎÅÔ).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÒÅÎØ �k1 = os(2�k=n) + i sin(2�k=n) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÏÄ(k; n) = 1 .íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ ÅÄÉÎÉ�Áæn(z) = ∏16k<n :ÎÏÄ(k;n)=1(z − zk1 ) ; (2-17)ËÏÒÎÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ n-ÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ 1 É ÔÏÌØËÏÏÎÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÔÙÍ ËÒÕÇÏ×ÙÍ (ÉÌÉ �ÉËÌÏÔÏÍÉÞÅÓËÉÍ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ. �ÁË,



30 §2.þÉÓÌÏ×ÙÅ �ÏÌÑ É ËÏÌØ�Á�ÑÔÙÊ É ÛÅÓÔÏÊ ËÒÕÇÏ×ÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÒÁ×ÎÙæ5(z) = (z − z1)(z − z2)(z − z3)(z − z4) = z4 + z3 + z2 + z + 1æ6(z) = (z − z1)(z − z4) = z2 − z + 1 :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.7∗. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÒÕÇÏ×ÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ æn(z) ÉÍÅÀÔ �ÅÌÙÅËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ É ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ ÎÁÄ Q (Ô. Å. ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÏ× ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ).2.3.5. ðÒÉÍÅÒ: ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ zn = a. ëÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ zn = a ÜÔÏ ÞÉÓÌÁz = |z| ·(os'+ i sin') Ó |z|n = |a|, Á n' ∈ Arg (a). ðÒÉ a = |a| ·(os�+ i sin�) 6= 0ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ n ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌzk = n√|a| · (os((�+ 2�k)=n))+i · sin((�+ 2�k)=n)))Ó k = 0; 1; : : : ; (n−1) . ïÎÉ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉ-ËÁ, ×�ÉÓÁÎÎÏÇÏ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ n√|a| Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ ÔÁË, ÞÔÏ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ �=n Ë ÏÓÉ OX.2.4. ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ËÏÌØ�Á. íÎÏÖÅÓÔ×Ï K Ó Ä×ÕÍÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ, ÅÓÌÉ ÜÔÉ ÜÔÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ×ÓÅÍÉÓ×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÏÌÑ1 ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×Á (2-8) ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.åÓÌÉ, ËÒÏÍÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ, ÉÚ Ó�ÉÓËÁ ÁËÓÉÏÍ �ÏÌÑ ÉÓËÌÀÞÁÀÔ-ÓÑ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Ù (2-7) É ÕÓÌÏ×ÉÅ 0 6= 1, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏK Ó Ä×ÕÍÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍÉ ÏÓÔÁ×ÛÉÍÓÑ ÁËÓÉÏÍÁÍ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ�ÒÏÓÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ.ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ �ÏÌÅÊ ËÏÌÅ� Ó ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØ�Ï �ÅÌÙÈÞÉÓÅÌ Z É ËÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-ÎÏÍ ËÏÌØ�Å Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ. ðÒÉÍÅÒÙ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ËÏÌÅ� ÂÅÚ ÅÄÉÎÉ�Ù ÄÏÓÔÁ-×ÌÑÀÔ Þ£ÔÎÙÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó Þ£ÔÎÙÍÉ �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ,ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÂÅÚ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × ÌÀÂÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍËÏÌØ�Å É Ô. �.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.8. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ × n◦ 2.2.3 ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ ÁËÓÉÏÍ�ÏÌÑ ÏÓÔÁÀÔÓÑ × ÓÉÌÅ × ÌÀÂÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍ ËÏÌØ�Å Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ.2.4.1. ðÒÉÍÅÒ: ÇÁÕÓÓÏ×Ù �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × C �ÏÄËÏÌØ�Ï, ÓÏÓÔÏ-ÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ
Z[i℄ def= {z = x+ iy | x; y ∈ Z} :ïÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÌØ�ÏÍ ÇÁÕÓÓÏ×ÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÞÁÓÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ÁÒÉÆ-ÍÅÔÉËÅ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ×1ÓÍ. Ï�Ò. 2.1 ÎÁ ÓÔÒ. 21



2.5.äÅÌÉÍÏÓÔØ 31×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÏÑÓÎÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉ-ÅÍ ËÏÌØ�Á Z ÄÏ ËÏÌØ�Á Z[i℄. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, × ËÏÌØ�Å ÇÁÕÓÓÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ x2 + y2 =(x + iy)(x− iy). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×Ï�ÒÏÓ Ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ × ËÏÌØ�Å Z ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑx2 + y2 = n2 ÎÁ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ x; y ∈ Z ÒÁ×ÎÏÓÉÌÅÎ ×Ï�ÒÏÓÕ Ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ×ËÏÌØ�Å Z[i℄ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ n = z · z ÎÁ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ z ∈ Z[i℄ . ÷ ÔÁËÏÊ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÅÓÒÁÚÕ ÖÅ ×ÉÄÎÏ, Ë �ÒÉÍÅÒÕ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÁ m1 É m2 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ × ×ÉÄÅÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×m1 = a21 + b21 = (a1 + ib1)(a1 − ib1) = z1z1m2 = a22 + b22 = (a2 + ib2)(a2 − ib2) = z2z2ÔÏ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ m = m1m2 ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×:m = z1z2 · z1z2 = |z1z2|2 = (a1b1 − a2b2)2 + (a1b2 + a2b1)2 :üÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ × ÓÏÞÅÔÁÎÉÉ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÏ-ÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × ËÏÌØ�Å Z[i℄ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ó×ÅÓÔÉ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. íÙ ÅÝ£ ×ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ1 × n◦ 6.5.4.2.5. äÅÌÉÍÏÓÔØ. ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÏÔÌÉÞÉÅÍ ËÏÌÅ� ÏÔ �ÏÌÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÏÔ-ÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÌØ�Á ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë ÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. üÌÅÍÅÎÔ a ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�ÁK  ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÏÂÒÁÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ × ÜÔÏÍ ËÏÌØ�Å ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a−1, ÞÔÏ a−1a = 1.÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÌÅÍÅÎÔ a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÍ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, × ËÏÌØ�Å Z ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ 1 É −1. ÷ËÏÌØ�Å Q[x℄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÕÌØ).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÌØ�Á Z[i℄ Ñ×ÌÑÀÔÓÑÞÅÔÙÒÅ ÞÉÓÌÁ: ±1 É ±i .íÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÔÒÉ-×ÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔb, ÅÓÌÉ × ËÏÌØ�Å ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ q, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ a = bq. üÔÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁËb|a (ÞÉÔÁÅÔÓÑ �b ÄÅÌÉÔ a�) ÉÌÉ ËÁË a ... b (ÞÉÔÁÅÔÓÑ �a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ b�). ïÔÎÏÛÅÎÉÅÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.2.5.1. ðÒÉÍÅÒ: ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ax+ by = k É îïä × ËÏÌØ�Å Z. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ a É b É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ(a; b) def= {ax + by | x; y ∈ Z} (2-18)ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ×ÉÄÅ ax + by Ó �ÅÌÙÍÉ x, y. üÔÏÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÒÁÚÕÅÔ × Z �ÏÄËÏÌØ�Ï, É ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ Ó×ÏÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÓÏ-ÄÅÒÖÉÔ É ×ÓÅ ÅÇÏ ËÒÁÔÎÙÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ (a; b) ÎÁ�ÅÌÏ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁËÁÖÄÙÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ a É b, Á ÓÁÍÉ a É b ÔÏÖÅ ×ÈÏÄÑÔ × (a; b).1ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÒÕÇÉÈ ÉÚÑÝÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Ó ÇÁÕÓÓÏ×ÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÉÍÅÀÔÓÑÔÁËÖÅ × ËÎÉÇÅ: ë. áÊÜÒÌÅÎÄ, í. òÏÕÚÅÎ. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ××ÅÄÅÎÉÅ × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÞÉÓÅÌ.í., �íÉÒ�, 1987 (ÉÌÉ ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÉÚÄÁÎÉÅ)



32 §2.þÉÓÌÏ×ÙÅ �ÏÌÑ É ËÏÌØ�ÁïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ d ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ × (a; b). ïÓÔÁÔÏË ÏÔÄÅÌÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z ∈ (a; b) ÎÁ d ÌÅÖÉÔ × ËÏÌØ�Å (a; b), �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ z − kd, Á z É kd ÌÅÖÁÔ × ËÏÌØ�Å (a; b). �ÁË ËÁË ÜÔÏÔ ÏÓÔÁÔÏËÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ d, ÏÎ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, (a; b) = (d) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ËÒÁÔÎÙÈ d.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÓÌÏ d Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÅÌ a; b ∈ (a; b), �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ d = ax + by É ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ aÉ b, Á �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ k ∈ Z �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ k = ax + by ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d . þÉÓÌÏ d ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÅÌ a; b ∈ Z É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÎÏÄ(a; b) .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.10. ïÂÏÂÝÉÔÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏÎÁÂÏÒÁ ÞÉÓÅÌ a1; a2; : : : ; am �ÏÓÔÒÏÊÔÅ ÞÉÓÌÏ d, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉ-ÔÅÌÅÍ ×ÓÅÈ ai, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ×ÓÅÈ ai É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ××ÉÄÅ d = a1x1 + a2x2 + · · · + amxm Ó �ÅÌÙÍÉ xi. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅn = a1x1 + a2x2 + · · · + amxm ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ xi × ËÏÌØ�Å Z ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d .2.5.2. áÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ñ×ÎÏ ÎÁÊÔÉ ÎÏÄ(a; b) É �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØÅÇÏ × ×ÉÄÅ ÎÏÄ(a; b) = ax+ by. òÁÂÏÔÁÅÔ ÏÎ ÔÁË. ðÕÓÔØ a > b. ðÏÌÏÖÉÍE0 = a ; E1 = b ; Ek = ÏÓÔÁÔËÕ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ Ek−2 ÎÁ Ek−1 (�ÒÉ k > 1). (2-19)þÉÓÌÁ Ek ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÔ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Er ÎÅ ÒÁÚÄÅÌÉÔ ÎÁ-�ÅÌÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÞÉÓÌÏ Er−1, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ Er+1 ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ × ÎÕÌØ. ðÏÓÌÅÄ-ÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Er �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ek É ÂÕÄÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÅÌ (a; b), �ÒÉÞ£Í ÏÎ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÎÙÍ × ×ÉÄÅ Er = x ·E0 + y ·E1, ÅÓÌÉ �ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ËÁÖÄÏÇÏ Ek ÍÙ ÂÕÄÅÍ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ Ek = x · E0 + y · E1.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.11. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ n = 10 203 É m = 4687 ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÏÓØÍÉÛÁÇÏ×: E0 =10 203E1 = 4687E2 = 829 = E0 − 2E1 = +1E0 −2E1E3 = 542 = E1 − 5E2 = −5E0 +11E1E4 = 287 = E2 − E3 = +6E0 −13E1E5 = 255 = E3 − E4 = −11E0 +24E1E6 = 32 = E4 − E5 = +17E0 −37E1E7 = 31 = E5 − 7E6 = −130E0 +283E1E8 = 1 = E6 − E7 = +147E0 −320E1[E9 = 0 =E7 − 31E8 =−4 687E0+10 203E1℄
(2-20)



2.6.÷ÚÁÉÍÎÁÑ �ÒÏÓÔÏÔÁ 33(×ÚÑÔÁÑ × ÓËÏÂËÉ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ ÓÌÕÖÉÔ ÄÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÎÏÄ(10 203; 4 687) = 1 = 147 · 10 203− 320 · 4 687 :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÅÅ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÛÁÇÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁå×ËÌÉÄÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÕÌÑ × ×ÉÄÅ Er+1 = q0E0 + q1E1 = 0 (ÓÍ. �ÏÓÌÅÄÎÀÀÓÔÒÏËÕ × (2-20)) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ ÎÏË(a; b) = |q0E0| = |q1E1|(ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÏÄ(q0; q1) = 1).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ó ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ ÎÅÓÏ�ÏÓÔÁ-×ÉÍÏ ÂÙÓÔÒÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. þÉÔÁÔÅÌÀ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÕÂÅ-ÄÉÔØÓÑ × ÜÔÏÍ, �Ï�ÙÔÁ×ÛÉÓØ �×ÒÕÞÎÕÀ� ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÞÉ-ÓÌÁ n = 10 203 É m = 4687 ÉÚ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÒÕÞÎÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ (2-20). îÁÊÔÉÄ×Á ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÉÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÌÁ �Ï ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÚÁ ÒÁÚÕÍÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÄÁÖÅ ÎÁ ÍÏÝÎÏÍ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÅ. üÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÖÉÔ ×ÏÓÎÏ×Å ÍÎÏÇÉÈ �Ï�ÕÌÑÒÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ.2.6. ÷ÚÁÉÍÎÁÑ �ÒÏÓÔÏÔÁ. ÷ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍ ËÏÌØ�Å K, ÎÁ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÈ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÉÑ, ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉ-ÔÅÌØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a; b ∈ K Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ d ∈ K, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÌÉÔa É b É ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.üÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÎÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅ-ÌÉÔÅÌÑ, ÎÉ ÅÇÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ (ÄÁÖÅ × ËÏÌØ�Å Z �Ï ÜÔÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÙ�ÏÌÕÞÁÅÍ Ä×Á ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÒÁÚÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÚÎÁËÏÍ).�ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, �ÏÎÑÔÉÅ ×ÚÁÉÍÎÏÊ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a É b ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÔØ × ÌÀÂÏÍ ËÏÌØ�Å Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÔÁË, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ �ÏÌÅÚÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ×ÚÁÉÍÎÏ�ÒÏÓÔÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÅ × ËÏÌØ�Å Z, ÏÓÔÁÀÔÓÑ × ÓÉÌÅ × ÌÀÂÏÍ ËÏÌØ�Å.éÄÅÑ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÚÁÉÍÎÁÑ �ÒÏÓÔÏÔÁ ÞÉÓÅÌ a; b ∈ Z ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ax+by = 1, É ÉÍÅÎÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÒÅ-ÛÁÔØ ÔÁËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, Á ÎÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÏÄ(a; b) = 1, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÍÓÑ × ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ, Ï�ÉÒÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ×ÚÁÉÍÎÕÀ�ÒÏÓÔÏÔÕ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2üÌÅÍÅÎÔÙ a É b �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á K Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÎÁÚÙ×Á-ÀÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅax+ by = 1 (2-21)ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x É y × ËÏÌØ�Å K.ìÅÍÍÁ 2.1÷ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍ ËÏÌØ�Å K ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ  ∈ K É ÌÀÂÙÈ ×ÚÁÉÍÎÏ�ÒÏÓÔÙÈ a; b ∈ K Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÉ:(1) ÅÓÌÉ a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ b, ÔÏ  ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ b(2) ÅÓÌÉ  ÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ a, É ÎÁ b, ÔÏ  ÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ ab.



34 úÁÄÁÞÉ Ë §2ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ a ∈ K ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× b1; b2; : : : ; bn, ÔÏÏÎ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ É Ó ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ b1b2 : : : bm.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÍÎÏÖÁÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2-21) ÎÁ , �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï = ax+ by ; (2-22)ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÀÔ ÏÂÅ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÉ (1) É (2). äÁÌÅÅ, �ÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏi ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ xi; yi ∈ K, ÞÔÏ axi+biyi = 1. ðÅÒÅÍÎÏÖÉÍ ×ÓÅ ÜÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÉ ÓÏÂÅÒ£Í × ÏÄÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ a, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ×ÙÎÅÓÅÍ ÉÚ ÎÉÈ ÚÁ ÓËÏÂËÕ. ðÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÉÄÁa ·X + (b1b2 · · · bn) · (y1y2 · · · yn) = 1(×ÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ | ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÞÌÅÎ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ a). ïÎÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ×ÚÁÉÍÎÕÀ �ÒÏÓÔÏÔÕ a É b1b2 · · · bn. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.13. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÌÅÍ. 2.1, ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÏÄÎÏ-ÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × ËÏÌØ�Å Z: ×ÓÑËÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏz Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ1, �ÒÉÞ£Í ÌÀÂÙÅ Ä×ÁÔÁËÉÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ p1p2 · · · pk = z = q1q2 · · · qm ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏ-ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ k = m, É ÜÔÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ∀ ipi = ±qi. úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §2úÁÄÁÞÁ 2.1. îÁÊÄÉÔÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔØ, ÍÏÄÕÌØ, ÁÒÇÕÍÅÎÔ É �Ï ×ÏÚ-ÍÏÖÎÏÓÔÉ ÔÏÞÎÏ ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁÁ) (5 + i)(7− 6i)3 + i Â) (1 + i)5(1− i)3 ×) (√3 + i1− i )30úÁÄÁÞÁ 2.2. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÏÌØËÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÄÅÌÅÎÉÅ É ÉÚ×ÌÅÞÅ-ÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ñ×ÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅÉ ÍÎÉÍÙÅ ÞÁÓÔÉ ËÏÒÎÅÊ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ z2 = a ÞÅÒÅÚ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÕÀÉ ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔÉ ÞÉÓÌÁ a.úÁÄÁÞÁ 2.3. òÅÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ: Á) z2 + (2i− 7)z + (13− i) = 0 Â) z3 = i×) (z + 1)n − (z − 1)n = 0 Ç) (z + i)n + (z − i)n = 0 Ä) z = z3.úÁÄÁÞÁ 2.4. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ zm + 1=zm, ÅÓÌÉ z + 1=z = 2 os �.úÁÄÁÞÁ 2.5. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ sin 5' ÞÅÒÅÚ sin' É �ÏÌÕÞÉÔÅ ÄÌÑ sin (4�5 ) É os (2�5 ) ×ÙÒÁÖÅ-ÎÉÑ × ÒÁÄÉËÁÌÁÈ ÏÔ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.1ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ±1



úÁÄÁÞÉ Ë §2 35úÁÄÁÞÁ 2.6 (ÜÊÌÅÒÏ×Ù ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ). õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ sinmxsinx Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÎÅÞ£Ô-ÎÏÍ m ∈ N ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ sin2 x, ÎÁÊÄÉÔÅ ÓÔÅ�ÅÎØ, ËÏÒÎÉ É ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, É �ÏÌÕÞÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÁ) sin(mx)sin x = (−4)m−12 m−12∏j=1 (sin2 x− sin2 (2�jm ))Â) (−1)m−12 sin(mx) = 2m−1 m−1∏j=0 sin(x+ 2�jm )úÁÄÁÞÁ 2.7. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ, Á ÔÁËÖÅ s-ÔÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ×ÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s ∈ N).úÁÄÁÞÁ 2.8. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ: Á) (n0)+ (n4)+ (n8)+ · · · ; Â) (n1)+ (n5)+ (n9)+ · · ·×) (n1)− 13(n5)+ 19(n9)+ · · · ; Ç) sinx+ sin 2x+ · · ·+ sinnxÄ) sin2 x+ sin2 3x+ · · ·+ sin2(2n− 1) ; Å) osx+ 2 os 2x+ · · ·+ n osnx .úÁÄÁÞÁ 2.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÉ z1; z2; z3 ∈ C ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ-ÇÄÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, ËÏÇÄÁ (z1 − z3)=(z2 − z3) ∈ R.úÁÄÁÞÁ 2.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÔÙÒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÉ z1; z2; z3; z4 ∈ C, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ËÏÇÄÁ ÉÈÄ×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (z1−z3):(z2−z3)(z1−z4):(z2−z4) ∈ R .
òÉÓ. 2⋄4. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ ËÏÛÅÞËÁ.úÁÄÁÞÁ 2.11. ëÕÄÁ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ z 7→ z2 É z 7→ 1zÁ) �ÒÑÍÁÑ y = kx Â) ÄÅËÁÒÔÏ×Á É �ÏÌÑÒÎÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÓÅÔËÉ×) ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ |z + i| = 1 Ç) ËÏÛÅÞËÁ Ó ÒÉÓ. ÒÉÓ. 2⋄4?úÁÄÁÞÁ 2.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ z 7−→ (az + b)=(z + d) (ÇÄÅ a; b; ; d ∈ C)�ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É �ÒÑÍÙÅ ÉÌÉ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÉÌÉ × �ÒÑÍÙÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÑ�ÒÉ ÜÔÏÍ ÕÇÌÙ.úÁÄÁÞÁ 2.13. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z 6= −1 Ó |z| = 1 ÍÏÖÎÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ z = (1 + ti)=(1− ti) Ó t ∈ R .úÁÄÁÞÁ 2.14 (ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ). ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, "-ÏËÒÅÓÔ-ÎÏÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ z ∈ C ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ " Ó �ÅÎÔÒÏÍ × z. ðÒÅ-ÄÅÌÙ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Á ÔÁËÖÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ- É ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ C, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÏÔËÒÙÔÙÅ É ÚÁÍËÎÕÔÙÅ



36 úÁÄÁÞÉ Ë §2�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × C É Ô. �. Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÎÁ ÑÚÙËÅ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ × C ÄÏÓÌÏ×ÎÏÔÁË ÖÅ, ËÁË É × R.Á) óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï �ÒÅÄÅÌÅ ÓÕÍÍÙ É �ÒÅÄÅÌÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÑ Ä×ÕÈ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ limn→∞(xn + iyn) = a + ib × C ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ × RÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏÂÁ �ÒÅÄÅÌÁ limn→∞xn = a É limn→∞ yn = b.×) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ�ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÉÍÅÀÝÕÀ �ÒÅÄÅÌ.Ç) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f : C - R ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÎÏÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å Z ⊂ C ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÔÏÞËÁÈ ZÓ×ÏÉÈ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁ Z.úÁÄÁÞÁ 2.15 (ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ �ÏÌÑ C). ðÕÓÔØ f ∈ C[x℄ | �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó deg f > 0. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) |f |ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÅÎÂ) ∀M ∈R ∃ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÒÕÇ B ⊂ C : |f(z)| > M ∀ z =∈ B×) |f(z)| ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ z0 ∈ C Ó×ÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁÇ) ×ÂÌÉÚÉ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ z0 ∈ C, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f(z0) 6= 0, ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÏÞËÁ z1, × ËÏÔÏÒÏÊ
|f(z1)| < |f(z0)|. á ÉÍÅÎÎÏ, �ÏÌÏÖÉÍ z = z0 + w É �ÅÒÅ�ÉÛÅÍ f ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÔ w, Õ�ÏÒÑÄÏÞÉ× ÍÏÎÏÍÙ �Ï ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÀ ÓÔÅ�ÅÎÉ:f(z) = f(z0) + amwm + ÂÏÌÅÅ ÓÔÁÒÛÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ w(ÇÄÅ am 6= 0 | ÓÁÍÙÊ �ÅÒ×ÙÊ ÉÚ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÒÉ ÓÔÅ�ÅÎÑÈ w).ðÕÓÔØ # | ÌÀÂÏÊ ÉÚ m ËÏÒÎÅÊ m√−f(z0)=am (ÔÁË ÞÔÏ am#m = −f(z0)). ðÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ t∈R ÞÉÓÌÏ z1(t) = z0+t # ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍÓ×ÏÊÓÔ×ÏÍ |f(z1)| < |f(z0)|.Ä) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎf ∈ C[x℄ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ × C.



§3. ëÏÌØ�Á É �ÏÌÑ ×ÙÞÅÔÏ×3.1. ëÏÌØ�Ï ×ÙÞÅÔÏ× Z=(n). îÁ�ÏÍÎÉÍ (ÓÍ. n◦ 1.4.1), ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ a; b ∈ Z ÎÁ-ÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÒÁ×ÎÉÍÙÍÉ �Ï ÍÏÄÕÌÀ n (ÞÔÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË a ≡ b (mod n)),ÅÓÌÉ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ a − b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n. óÒÁ×ÎÉÍÏÓÔØ �Ï ÍÏÄÕÌÀ n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (ÓÍ. n◦ 1.4) É ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ËÌÁÓÓÙ ÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ �Ï ÍÏÄÕÌÀ n ÞÉÓÅÌ. üÔÉ ËÌÁÓÓÙ ÎÁÚÙ×Á-ÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÁÍÉ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ n, Á ÉÈ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ
Z=(n). íÙ ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ [a℄n ∈ Z=(n) ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÞÉ-ÓÌÏ a ∈ Z. �ÁËÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ: ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [−1℄n = [n − 1℄n ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ËÌÁÓÓ.÷ÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×: [0℄n; [1℄n; : : : ; [(n − 1)℄n . óÌÏÖÅÎÉÅ ÉÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× ×ÙÞÅÔÏ× ÚÁÄÁ£ÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌÁÍÉ:[a℄ + [b℄ def= [a+ b℄ ; [a℄ · [b℄ def= [ab℄ : (3-1)óÏÇÌÁÓÎÏ Õ�Ò. 1.8 ÎÁ ÓÔÒ. 13, ÜÔÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÏÒÒÅËÔÎÏ1. ïÎÉ ÏÞÅ×ÉÄ-ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ |ÆÏÒÍÕÌÙ (3-1) Ó×ÏÄÑÔ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÄ ×ÙÞÅÔÁÍÉ Ë Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍ ÎÁÄ �ÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁ-ÍÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÁËÓÉÏÍÙ ËÏÌØ�Á ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ.3.1.1. äÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ É ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÙ. ÷ Z=(10) �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× [2℄ É[5℄ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, ÈÏÔÑ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, Á × ËÏÌØ�Å Z=(8) ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊËÌÁÓÓ [2℄ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ËÕÂ [2℄3 = [8℄ = [0℄.÷ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ËÏÌØ�Å K ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÅÓÌÉa 6= 0 É ab = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ b ∈ K. ëÏÌØ�Ï Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÂÅÚÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÌÏÓÔÎÙÍ.îÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ËÏÌØ�Á K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÏÍ, ÅÓÌÉ an = 0 ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ∈ N. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ. ëÏÌØ�Ï Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÂÅÚ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÍ.÷ÓÑËÏÅ �ÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØ�Ï Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.1. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÔÁÂÌÉ�Ù ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × ËÏÌØ�ÁÈ Z=(n) ÄÌÑn = 3; 4; 5; 6; 7; 8. îÁÊÄÉÔÅ × ÜÔÉÈ ËÏÌØ�ÁÈ ×ÓÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ, ×ÓÅ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎ-ÔÙ, É ×ÓÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. äÌÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÏÓÔÁ×ØÔÅ ÔÁÂÌÉ�ÕÏÂÒÁÔÎÙÈ. ëÁËÉÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÏÌÅ� Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÑÍÉ?ïÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ, ÕÍÎÏÖÁÑÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ab = 0, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ b = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÌØ�Ï Ó ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉÎÕÌÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÅÍ.3.1.2. ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØ�Á ×ÙÞÅÔÏ×.ïÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ ËÌÁÓÓÁ [m℄n ∈
Z=(n) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ [x℄n, ÞÔÏ[m℄n[x℄n = [mx℄n = [1℄n .ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÅÌÙÈ x É y, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ mx+ny =1Ô. Å. ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ Ó�ÏÓÏÂÁ ÚÁ�ÉÓÉ ËÌÁÓÓÏ× ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ | ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÒÅÄÓÔÁ×É-ÔÅÌÅÊ a ∈ [a℄ É b ∈ [b℄ 37



38 §3.ëÏÌØ�Á É �ÏÌÑ ×ÙÞÅÔÏ×1 × ËÏÌØ�Å Z. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÌÁÓÓ [m℄n ÏÂÒÁÔÉÍ × ËÏÌØ�Å Z=(n) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÁ m É n ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ × ËÏÌØ�Å Z.ðÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÏÂÒÁÔÉÍ ÌÉ ÄÁÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ [m℄n, É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ Ñ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØÏÂÒÁÔÎÙÊ ËÌÁÓÓ [m℄−1n ,ÍÏÖÎÏ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ ÉÚ n◦ 2.5.2. óËÁ-ÖÅÍ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ (2-20) ÎÁ ÓÔÒ. 32 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ [10 203℄ ÏÂÒÁÔÉÍ ×
Z=(4 687) É [10 203℄−1 = [147℄ (mod 4 687) , Á ËÌÁÓÓ [4 687℄ ÏÂÒÁÔÉÍ × Z=(10 203) É[4 687℄−1 = −[320℄ (mod 10 203) .ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØ�Á Z=(n) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕ��Õ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. üÔÁ ÇÒÕ��Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÇÒÕ��ÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀn É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Z=(n)∗. þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÎÅÊ ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ n É ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ Ó n. ïÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ '(n) ÉÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ üÊÌÅÒÁ ÏÔ ÞÉÓÌÁ n ∈ N.3.2. ðÏÌÅ ×ÙÞÅÔÏ× Fp = Z=(p). éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏËÏÌØ�Ï ×ÙÞÅÔÏ× Z=(n) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ n = mk ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ, ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÌÁÓÓÙ[m℄; [k℄ ∈ Z=(n) ÂÕÄÕÔ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÎÕÌÑ É ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÙ. îÁ�ÒÏÔÉ×,ÅÓÌÉ p �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÎÏÄ(m; p) = 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ m ÎÅ ËÒÁÔÎÙÈ p, Á ÚÎÁÞÉÔ,ËÁÖÄÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ËÌÁÓÓ [m℄ ∈ Z=(p) ÏÂÒÁÔÉÍ.ðÏÌÅ Z=(p), ÇÄÅ p �ÒÏÓÔÏÅ, �ÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Fp.3.2.1. ðÒÉÍÅÒ: ÂÉÎÏÍ îØÀÔÏÎÁ �Ï ÍÏÄÕÌÀ p. ÷ �ÏÌÅ Fp = Z=(p) ×Ù�ÏÌ-ÎÑÅÔÓÑ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï1 + 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸p ÒÁÚ = 0 : (3-2)éÚ ÎÅÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ Fp ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï(a+ b)p = ap + bp : (3-3)÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓËÒÙ×ÁÑ ÓËÏÂËÉ × ÂÉÎÏÍÅ (a+ b)p, ÍÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k �ÏÌÕÞÉÍ(pk) ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× akbp−k, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁakbp−k · (1 + 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸

`pk´ ÒÁÚ ) :ðÒÉ k 6= 0; p ÚÁËÌÀÞÅÎÎÁÑ × ÓËÏÂËÁÈ ÓÕÍÍÁ ÅÄÉÎÉ� ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ × ÓÉÌÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á(3-2) É ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ.ìÅÍÍÁ 3.1ðÒÉ �ÒÏÓÔÏÍ p É ÌÀÂÏÍ k × �ÒÅÄÅÌÁÈ 1 6 k 6 (p−1) ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ(pk) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ p ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÞÉÓÅÌ × �ÒÅ-ÄÅÌÁÈ ÏÔ 1 ÄÏ p− 1, ÏÎÏ �Ï ÌÅÍ. 2.1 ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏ Ó �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ k!(p− k)!.



3.2.ðÏÌÅ Fp = Z=(p) 39ðÏÓËÏÌØËÕ p! ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ k!(p−k)!, ÍÙ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÅÍ. 2.1 ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ (p−1)!ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ k!(p− k)!. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, (pk) = p!k!(p−k)! ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.1 (ÍÁÌÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ)ap ≡ a (mod p) �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �ÒÏÓÔÏÍ p É ÌÀÂÏÍ aZ .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÄÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ [ap℄ = [a℄ × �ÏÌÅ Fp. óÏÇÌÁÓÎÏ (3-3), ÉÍÅÅÍ[a℄p = ([1℄ + [1℄ + · · · + [1℄︸ ︷︷ ︸a ÒÁÚ )p = [1℄p + [1℄p + · · · + [1℄p︸ ︷︷ ︸a ÒÁÚ == [1℄ + [1℄ + · · · + [1℄︸ ︷︷ ︸a ÒÁÚ = [a℄ :
�õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (mpnpn ) ≡ m (mod p) �ÒÉ ÎÏÄ(m; p) = 1 .3.2.2. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÎÅÞÎÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. íÎÏÇÉÅ �ÏÎÑÔÉÑ É ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÉÚÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ R2 ÉÌÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R3 ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ Ó×ÏÊ ÓÍÙÓÌ �ÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ �ÏÌÑ ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ F.á ÉÍÅÎÎÏ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔØÀ F2 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Õ�ÏÒÑ-ÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ F :

F2 def= F× F = {(x; y) | x; y ∈ F}ðÁÒÙ (x; y ∈ F2 ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÏÞËÁÍÉ. ëÒÏÍÅ ÔÏÞÅË ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÔØ ÅÝ£ É ×ÅËÔÏÒÙ, ÔÁËÖÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÓÏÂÏÀ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ �ÁÒÙÞÉÓÅÌ (a1; a2) ∈ F×F. ðÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÏÔÔÏÞÅË.÷ÅËÔÏÒÙ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÉÚ �ÏÌÑ F: ÅÓÌÉ a = (a1; a2),b = (b1; b2) É � ∈ F, ÔÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ a+b = (a1+a2; b1+b2) É � ·a = (�a1; �a2) .�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÅËÔÏÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕ��Õ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÌÏ-ÖÅÎÉÑ. üÔÕ ÇÒÕ��Õ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÇÒÕ��Õ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÓÄ×ÉÇÁÔÏÞÅÞÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å F2 × ÓÍÙÓÌÅ n◦ 1.6: ËÁÖÄÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ v = (v1; v2) ÏÔ×Å-ÞÁÅÔ ÓÄ×ÉÇ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ v �v : F2 (x;y)7→(x+v1;y+v2) - F2 ;�ÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÓÄ×ÉÇÏ× ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ×: �v�w = �v+w.ðÒÑÍÕÀ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ F2 ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÌÉÂÏ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË(x; y), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ax + by = , × ËÏÔÏÒÏÍ ÈÏÔÑÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× a, b ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÌÉÂÏ ËÁË ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ Ä×ÉÖÅ-ÎÉÑ ÔÏÞËÉ z0 = (x0; y0) Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v = (v1; v2), Ô. Å. ËÁËÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ×ÉÄÁ zt = z0+ tv = (x0+ tv1; y0+ tv2), ÇÄÅ �×ÒÅÍÑ� t �ÒÏÂÅÇÁÅÔ



40 §3.ëÏÌØ�Á É �ÏÌÑ ×ÙÞÅÔÏ×�ÏÌÅ F. üÔÉ Ä×Á Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ax + by =  �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ ÌÀÂÏÊ Ó×ÏÅÊ ÔÏÞËÉ,×Ù�ÕÝÅÎÎÏÊ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ (−b; a), É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÔÏÞËÉ (x0; y0), ×Ù-�ÕÝÅÎÎÏÊ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v = (v1; v2), ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ v2x−v1y = v2x0−v1y0.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.3. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ F2 ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ �ÏÌÅÍ F ×Ù�ÏÌÎÑ-ÀÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×Ù ÁËÓÉÏÍÙ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ:Á) ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ;Â) ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÔÏÞËÉ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ �ÒÑÍÁÑ;×) ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÄÁÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, �ÒÏÈÏÄÉÔÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ �ÒÑÍÁÑ, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑÓÑ Ó ÄÁÎÎÏÊ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ1 �Ï �ÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ ÉÍÅÀÔ ÓÍÙÓÌ
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òÉÓ. 3⋄1. ûÅÓÔØ�ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÒÑÍÙÈ ÎÁ�ÌÏÓËÏÓÔÉ F25.

ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ �ÏÌÅÍ | ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ Fp ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.ðÌÏÓËÏÓÔØ F2p ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Fp ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ p2 ÔÏÞÅË.ëÁÖÄÁÑ ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ ÎÅÊ �ÒÑÍÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉp ÉÚ ÎÉÈ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÉ z + t1v É z + t2v ÒÁÚÌÉÞÎÙ�ÒÉ t1 6= t2.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞ-ËÕ �ÌÏÓËÏÓÔÉ F2p �ÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ (p2 − 1)=(p − 1) =p+1 �ÒÑÍÙÈ É ÞÔÏ ×ÓÅÇÏ ÎÁ ÜÔÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔÓÑ(p22 )=(p2) = p(p+ 1) �ÒÑÍÙÈ.îÁ ÒÉÓ. 3⋄1 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ×ÓÅ 25 ÔÏÞÅË �ÌÏÓËÏÓÔÉ F25.îÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÔÍÅÞÅÎÏ ÚÎÁËÏÍ +, ÔÏÞËÉ ËÁÖÄÏÊ�ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÒÑÍÏÊ y = kx(ÇÄÅ k = 0; 1; : : : ;∞) ÏÔÍÅÞÅÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ �É-ÆÒÏÊ k (ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ É ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ-ÎÙÍ ÏÓÑÍ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ k = 0 É k =∞). ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁ-ÎÉÅ, ÞÔÏ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ �3� ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÔÏÞËÏÊ �+� ÏÄÎÕ �ÒÑÍÕÀ (ÔÁËÖÅËÁË É ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ �2�).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.5. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ F25 ËÒÉ×ÙÅ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉy = x2 ; x2 + y2 = 1 ; x2 + y2 = −1 :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.6. óËÏÌØËÏ �ÒÑÍÙÈ É �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÉÍÅÅÔÓÑ × ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å F3p ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, É ÓËÏÌØËÏ ÉÚ ÎÉÈ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔ?3.3. ðÒÑÍÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. éÚ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��A1; A2; : : : ; Am1Ô. Å. ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ×ÚÁÉÍÎÏÍÕ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÔÏÞÅË É �ÒÑÍÙÈ É ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÅ �ÏÎÑÔÉÊÉÚ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÔÁËÉÈ ËÁË ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÉÌÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÕÇÌÏ×



3.3.ðÒÑÍÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ 41ÍÏÖÎÏ ÉÚÇÏÔÏ×ÉÔØ ÎÏ×ÕÀ ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕ��Õ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÅÍ ÇÒÕ�� A� , ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
∏� A� = A1 × A2 × · · · × A� = {(a1; a2; : : : ; am) | a� ∈ A� ∀ �} (3-4)É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× (a1; a2; : : : ; am) ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a� ∈ A� , ÇÒÕ�-�Ï×ÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÏËÏÍ�ÏÎÅÎÔÎÏ:(a1; a2; : : : ; am) · (h1; h2; : : : ; hm) = (a1 · h1; a2 · h2; · · · ; am · hm) : (3-5)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.7. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÔÁË Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ ÉÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÁ, ÎÕÌÅ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÄÌÑ ÎÅ£ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÎÕÌÅÊ (0; 0; : : : ; 0), Á�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍ Ë ÎÁÂÏÒÕ (a1; a2; : : : ; am) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ (−a1;−a2; : : : ;−am).åÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÇÒÕ�� A1; A2; : : : ; Am ËÏÎÅÞÎÁ, �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (3-4) ÔÏÖÅËÏÎÅÞÎÏ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ |∏A� | =∏ |A�| ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÑÍÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÎÅ ÔÏÌØËÏÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ, ÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ�� A� , ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ � ∈ X �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÒÅÚ

∏�∈XA� :áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ËÏÌÅ� {Kx}(ÇÄÅ ÉÎÄÅËÓ x �ÒÏÂÅÇÁÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÅ ∏Kx, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÓÏÂÏÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× (: : : ; ax; : : : ) ; Ó ax ∈ KxÉ �ÏËÏÍ�ÏÎÅÎÔÎÙÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ:(: : : ; ax; : : : ) + (: : : ; bx; : : : ) def= (: : : ; ax + bx; : : : )(: : : ; ax; : : : )(: : : ; bx; : : : ) def= (: : : ; axbx; : : : ) :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.8. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ∏Kx Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØ�ÏÍ, �ÒÉÞ£Í ÅÓÌÉ ×ÓÅ KxÂÙÌÉ ËÏÌØ�ÁÍÉ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ, ÔÏ∏Kx ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ËÏÌØ�ÏÍ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ (1; 1; : : : ; 1).ðÕÓÔØ, Ë �ÒÉÍÅÒÕ, X = R É ×ÓÅ Kx = R, Ô. Å. �ÅÒÅÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ËÏÎÔÉÎÕÁÌØÎÏÅÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ× �ÏÌÑ R, ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉÞÉÓÌÁÍÉ x ∈ R. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ∏x∈R

Rx ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÌØ�Õ ÆÕÎË-�ÉÊ f : R - R Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ �ÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅ-ÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÊ: ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ(fx) ∈ ∏x∈R

Rx, ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ x, × ÆÕÎË�ÉÀ f : R - R,ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ × ÔÏÞËÅ x ∈ R ÒÁ×ÎÏ x-ÔÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á f : f(x) = fx .



42 §3.ëÏÌØ�Á É �ÏÌÑ ×ÙÞÅÔÏ×ðÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ > 2 ËÏÌÅ� ×ÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ: ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ-×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÎÕÌÅ×ÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍÎÕÌÑ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, (0; 1; 1; : : : ; 1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ(0; 1; 1; : : : ; 1)(1; 0; 0; : : : ; 0) = (0; 0; 0; : : : ; 0) = 0 :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÌÅ� (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÏÌÅÊ) ÎÉËÏÇÄÁÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ Fp É Fq | ËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÌÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ p Éq ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÏ × ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ Fp×Fq ÂÕÄÅÔ ÒÏ×ÎÏ (p−1)(q−1) ÏÂÒÁÔÉÍÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× (a; b), ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÕÀ ÇÒÕ��Õ F∗p × F∗q É p + q − 2ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÎÕÌÑ, ÉÍÅÀÝÉÈ ×ÉÄ (a; 0) É (0; b) Ó a; b 6= 0.÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÌÅÍÅÎÔ a = (a1; a2; : : : ; am) ∈ K1 × K2 × · · · × Km ÏÂÒÁ-ÔÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÅÇÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ a� ∈ K� ÏÂÒÁÔÉÍÁ ×Ó×Ï£Í ËÏÌØ�Å K� . ðÏÜÔÏÍÕ ÇÒÕ��Á ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÌØ�Á ∏K� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÒÑÍÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÇÒÕ�� ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÌÅ� K� :
(∏K�)∗ =∏K∗� (3-6)3.4. çÏÍÏÍÒÆÉÚÍÙ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ�� ' : A - B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a1; a2 ∈ A × ËÏÌØ�Å B ×Ù�ÏÌ-ÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ f(a1 + a2) = f(a1) + f(a2) (3-7)ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ (ÉÌÉ ÔÒÉ-×ÉÁÌØÎÙÊ) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A × ÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ B.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏ-ÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.÷ÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ' : A - B �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ A × ÎÕÌÅ×ÏÊÜÌÅÍÅÎÔ B, �ÏÓËÏÌØËÕ '(0) = '(0 + 0) = '(0) + '(0), É, ×ÙÞÉÔÁÑ ÉÚ �ÒÁ×ÏÊ ÉÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ '(0), �ÏÌÕÞÁÅÍ 0 = '(0) . äÁÌÅÅ, ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×'(a) + '(−a) = '(a+ (−a)) = '(0) = 0ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ '(−a) = −'(a) . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂÒÁÚ im' = '(A) ⊂ BÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ' : A - B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ × B.3.4.1. ñÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. ðÏÌÎÙÊ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ B �ÒÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ' : A - B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ' É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑker' = '−1(0) = {a ∈ A | '(a) = 0} :ñÄÒÏ ÏÂÒÁÚÕÅÔ × A �ÏÄÇÒÕ��Õ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× '(a1) = 0 É '(a2) = 0×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï '(a1 ± a2) = '(a1)± '(a2) = 0± 0 = 0 .



3.4. çÏÍÏÍÒÆÉÚÍÙ 43ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ a1; a2 ∈ A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅÜÌÅÍÅÎÔ × B , ËÏÇÄÁ a1 − a2 ∈ ker(') :'(a1) = '(a2) ⇐⇒ '(a1 − a2) = '(a1)− '(a2) = 0 :íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.1óÌÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ�� ' : A - B ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊb ∈ B ÌÉÂÏ �ÕÓÔ, ÌÉÂÏ ÒÁ×ÅÎ'−1(b) = a+ ker' = {a+ a′ | a′ ∈ ker'} ;ÇÄÅ a ∈ A|ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÜÌÅÍÅÎÔ, �ÅÒÅÈÏÄÑÝÉÊ × b. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ' ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ker' = {0} . �3.4.2. çÒÕ��Á ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ A - B ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÂÅÌÅ-×Õ ÇÒÕ��Õ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ �ÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ: �Ï Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÀ, '1+'2 : a 7−→ '1(a) +'2(a) . îÕÌÅ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ù Ñ×ÌÑÅÔÓÑÎÕÌÅ×ÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A × ÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ B.íÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÇÒÕ��Õ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× A - B ÞÅÒÅÚ Hom(A;B) .3.4.3. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÌÅ�. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÌÅ� ' : A - B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅ�, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a1; a2 ∈ A × ËÏÌØ�Å B×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ: f(a1 + a2) = f(a1) + f(a2)f(a1a2) = f(a1)f(a2) : (3-8)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅ� ' : A - B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÏÍ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��, Á ÚÎÁÞÉÔ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ×ÓÅÍÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ×ÙÛÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, '(0) = 0, '(−a) = −'(a), É ×ÓÅ ÎÅ�ÕÓÔÙÅ ÓÌÏÉ '�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÀ ÓÄ×ÉÇÉ ÓÌÏÑ ÎÁÄ ÎÕÌ£Í: ÅÓÌÉ '(a) = b, ÔÏ �ÏÌÎÙÊ �ÒÏÏÂÒÁÚ'−1(b) = a+ ker' = {a+ a′ | a′ ∈ ker'}(× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ' ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ker' = {0}) .ñÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌÅ� ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ a ∈ ker' ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ×ÓÅ ÅÇÏËÒÁÔÎÙÅ aa′ , �ÏÓËÏÌØËÕ '(aa′) = '(a)'(a′) = 0 . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ker' Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÏÄËÏÌØ�ÏÍ × A .ïÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌÅ� ' : A - B, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄËÏÌØ�ÏÍ× B. ïÔÍÅÔÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÏÄËÏÌØ�Ï ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÅÄÉÎÉ�Ù, �Ï-ÓËÏÌØËÕ 1 ∈ A ÍÏÖÅÔ ÎÅ �ÅÒÅÊÔÉ × 1 ∈ B. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
Z

'- Z=(6) ;�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ×ÓÅ Þ£ÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ × [0℄6, Á ×ÓÅ ÎÅÞ£ÔÎÙÅ | × [3℄6, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅ�, É '(1) = [3℄6 6= [1℄6 .�ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÄÌÑ �ÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á B Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï



44 §3.ëÏÌØ�Á É �ÏÌÑ ×ÙÞÅÔÏ×ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.2ìÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ × �ÅÌÏÓÔÎÏÅËÏÌØ�Ï �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉ�Õ × ÅÄÉÎÉ�Õ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ÁË ËÁË '(1) = '(1 · 1) = '(1) · '(1), ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï'(1)('(1) − 1) = 0, ËÏÔÏÒÏÅ × �ÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÌØ�Å ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÂÏ �ÒÉ '(1) = 1,ÌÉÂÏ �ÒÉ '(1) = 0. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ∀ a∈A '(a) = '(1 · a) = '(1)'(a) = 0 . �3.4.4. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ �ÏÌÅÊ. åÓÌÉ ËÏÌØ�Á A É B Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÑÍÉ, ÔÏ ×ÓÑ-ËÉÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅ� ' : A - B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÕÌØ-ÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕ�� ÜÔÉÈ �ÏÌÅÊ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, '(a=b) = '(a)='(b) ÄÌÑ ×ÓÅÈ aÉ ×ÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ b .ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.3ìÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ �ÏÌÑ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÌØ�Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅ-ÎÉÅÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ '(a) = 0 ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ a 6= 0, ÔÏ ∀ b∈A' (b) = ' (ba−1a) = ' (ba−1)'(a) = 0 :ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ �ÏÌÑ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÑÄÒÏ. �3.5. ëÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ n ∈ Z Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÅÍ m �Ï�ÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ: n = n1n2 · · ·nm . ðÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÌØ�Ï ×ÙÞÅÔÏ× Z=(n) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÑÍÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀËÏÌÅ� ×ÙÞÅÔÏ× Z=(ni), Ô. Å. �ÏÓÔÒÏÉÍ ÔÁËÏÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
Z=(n) '- (Z=(n1))× (Z=(n2))× · · · × (Z=(nm)) ;ÞÔÏ ∀ a; b ∈ Z=(n) '(a+ b) = '(a)+'(b) É '(ab) = '(a)'(b) × ∏Z=(ni). úÁÄÁÄÉÍ' �ÒÁ×ÉÌÏÍ ' ([z℄n) def= ([z℄n1 ; [z℄n2 ; : : : ; [z℄nm) ∀ z∈Z :üÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ (ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÞÉÓÌÁ z ∈ Z × ËÌÁÓÓÅ [z℄n ⊂ Z),�ÏÓËÏÌØËÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï [z1℄n = [z2℄n ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ z1 − z2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁn = n1n2 · · ·nm, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎÁ ÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ni, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏi ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï [z1℄ni = [z2℄ni . ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ' Ñ×ÌÑÅÔÓÑÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ:' ([z℄n + [w℄n) = ' ([z + w℄n) = ([z + w℄n1 ; [z + w℄n2 ; : : : ; [z + w℄nm) == ([z℄n1 + [w℄n1 ; [z℄n2 + [w℄n2 ; : : : ; [z℄nm + [w℄nm) == ([z℄n1 ; [z℄n2 ; : : : ; [z℄nm) + ([w℄n1 ; [w℄n2 ; : : : ; [w℄nm) = ' ([z℄n) + ' ([w℄n)É ÒÏ×ÎÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ �ÒÏÉÚÏÊÄ£Ô Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ.



3.5.ëÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ 45ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ' ÎÕÌÅ×ÏÅ ÑÄÒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÌÁÓÓ [z℄n ∈ ker('). ðÏÓËÏÌØËÕÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ËÌÁÓÓ [z℄ni ÎÕÌÅ×ÏÊ, z ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ni, Á ÔÁË ËÁË ×ÓÅ ni�Ï�ÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÔÏ �Ï ÌÅÍ. 2.1 z ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅÒÁ×ÎÏ n. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ [z℄n = 0, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.ðÏ �ÒÅÄÌ. 3.1 ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÑÄÒÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ. á ÔÁË ËÁËÏÂÁ ËÏÌØ�Á Z=(n) É ∏Z=(ni) ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× n =∏ni,ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ' ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÂÉÅË�ÉÅÊ. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ËÁË ËÉÔÁÊÓËÁÑÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ .îÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÏÓÔÁÔËÏ× r1; r2; : : : ; rm ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ �Ï�ÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅÞÉÓÌÁ n1; n2; : : : ; nm ÍÏÖÎÏ �ÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÁËÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ z, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÁ£Ô ÏÓÔÁÔÏËri ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ni, �ÒÉÞ£Í ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÞÉÓÌÁ z1, z2, ÒÅÛÁÀÝÉÅ ÜÔÕÚÁÄÁÞÕ, ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ �ÅÌÏÅ ËÒÁÔÎÏÅ ÞÉÓÌÁ n = n1n2 · · ·nk .äÌÑ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z �ÏÌÅÚÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÀÒØÅË-ÔÉ×ÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ' ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÅ �ÒÉÂÅÇÁÑ Ë �ÒÅÄÌ. 3.1.äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ×ÚÁÉÍÎÏÊ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÌÁ ni Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ n�×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ni ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏ É Ó ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ mi = ∏� 6=in� (ÓÍ. ÌÅÍ. 2.1),Ô. Å. ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ xi; yi ∈ Z, ÞÔÏ nixi+miyi = 1. þÉÓÌÏ bi = miyiÄÁ£Ô ÏÓÔÁÔÏË 1 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ni É ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ×ÓÅ n� Ó � 6= i , É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÚÑÔØz = r1b1 + r2b2 + · · · + rmbm :äÌÑ ÄÅÍÏÎÓÔÒÁ�ÉÉ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÁÊÄ£Í, Ë �ÒÉÍÅÒÕ, ÎÁÉ-ÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÉÍÅÀÝÅÅ ÏÓÔÁÔËÉ r1 = 2, r2 = 7 É r3 = 43 ÏÔÄÅÌÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÁ n1 = 57, n2 = 91 É n3 = 179.óÎÁÞÁÌÁ ÎÁÊÄ£Í y1 ∈ Z, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ 91 · 179 · y1 ≡ 1 (mod 57) . ðÏÓËÏÌØËÕ91 · 179 ≡ 34 · 8 ≡ −13 (mod 57) , ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ ËE0 = 57 É E1 = 13. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÍ 22 · 13− 5 · 57 = 1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,b1 = −22 · 91 · 179 (≡ 22 · 13 (mod 57))ÄÁ£Ô �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 57, 91 É 179 ÏÓÔÁÔËÉ (1; 0; 0). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÈÏ-ÄÉÍ ÞÉÓÌÁ b2 = −33 · 57 · 179 (≡ 33 · 11 (mod 91))b3 = −45 · 57 · 91 (≡ 45 · 4 (mod 179))ÄÁÀÝÉÅ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 57, 91 É 179 ÏÓÔÁÔËÉ (0; 1; 0) É (0; 0; 1) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.�ÏÇÄÁ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ (2; 7; 43) ÉÍÅÅÔ ÞÉÓÌÏz = 2 b1 + 7 b2 + 43 b3 == −(2 · 22 · 91 · 179 + 7 · 33 · 57 · 179 + 43 · 45 · 57 · 91) == −(716 716 + 2 356 893 + 10 036 845) = −13 110 454 ;



46 §3.ëÏÌØ�Á É �ÏÌÑ ×ÙÞÅÔÏ×Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÄÁÀÝÉÅ ÔÁËÉÅ ÏÓÔÁÔËÉ, ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÎÅÇÏ ÎÁ �ÅÌÙÅËÒÁÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ n = 57 · 91 · 179 = 928 473 . îÁÉÍÅÎØÛÉÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÒÅÄÉÎÉÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ z + 15n = 816 641 .3.6. ðÒÏÓÔÏÅ �ÏÄ�ÏÌÅ É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌØ�Á Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊK ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ
Z

κ- K
κ(±n) = ±(1 + 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸n ) ÄÌÑ n ∈ N : (3-9)åÓÌÉ κ ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ K ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÎÕÌØ. ÷ �ÒÏÔÉ×-ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ p, ÄÌÑËÏÔÏÒÏÇÏ 1 + 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸p = 0 :èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ËÏÌØ�Á K ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ har(K) .ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.4èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ �ÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÌÉÂÏ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍÞÉÓÌÏÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÕÍÍÁ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÅÄÉÎÉ� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÅÍ ÓÕÍÍ ÍÅÎØÛÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ× ÅÄÉÎÉ�:1 + 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸mn = (1 + 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸m )(1 + 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸n ) ;É ÅÓÌÉ × K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÕÌÀ ÔÁËÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÙÔÅ-ËÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. �3.6.1. ðÒÏÓÔÏÅ �ÏÄ�ÏÌÅ. ðÕÓÔØ K = F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ. îÁÉÍÅÎØÛÅÅ �Ï×ËÌÀÞÅÎÉÀ �ÏÄ�ÏÌÅ × F, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ 1 É 0, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ �ÏÄ�ÏÌÅÍ × F.÷ ÓÉÌÕ Ó×ÏÅÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÏÅ �ÏÄ�ÏÌÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÂÒÁÚ im (κ) ÇÏÍÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÁ (3-9). åÓÌÉ har(F) = p > 0, �ÒÏÓÔÏÅ �ÏÄ�ÏÌÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó im (κ) ÉÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÏÌÀ Fp. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (p) ⊂ kerκ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

Z=(p) - F, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ a (mod p) × κ(a), ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÏ �ÒÅÄÌ. 3.3 ÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ,Ô. Å. Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁ ÏÂÒÁÚ κ. éÔÁË, �ÒÏÓÔÙÍ �ÏÄ�ÏÌÅÍ × �ÏÌÅ ÈÁ-ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p > 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ Fp.åÓÌÉ har(F) = 0, Ô. Å. κ(q) 6= 0 �ÒÉ q 6= 0 , ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ κ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÏÌÅÊ
κ : Q ⊂

p=q 7→κ(p)=κ(q) - F :ðÏ �ÒÅÄÌ. 3.3 ÏÎ ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, �ÒÏÓÔÏÅ �ÏÄ�ÏÌÅ �ÏÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉÎÕÌØ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÏÌÀ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q.



úÁÄÁÞÉ Ë §3 47õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÌÑ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ÅÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ �ÏÄ�ÏÌÑ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �ÏÌÅ Q ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖ-ÎÙÍ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÅ �ÏÌÅÊ R É C.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ �ÏÌÑÍÉ ÒÁÚÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÅÔ ÎÅ-ÎÕÌÅ×ÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×.3.6.2. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. åÓÌÉ har(F) = p > 0, ÔÏÖÅ ÓÁÍÏÅ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÉÅ, ÞÔÏ É × (n◦ 3.2), �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ
∀ a; b ∈ F (a+ b)p = ap + p−1∑k=1(1 + 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸(pk) )akbp−k + bp = ap + bp :�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × p-ÔÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØFp : F x7→xp - FÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ �ÏÌÑ F × ÓÅÂÑ. ïÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ æÒÏ-ÂÅÎÉÕÓÁ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ æÅÒÍÁ (ÓÌ. 3.1 ÎÁ ÓÔÒ. 39) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏ-ÂÅÎÉÕÓÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ �ÒÏÓÔÏÍ �ÏÄ�ÏÌÅ Fp ⊂ F .úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §3úÁÄÁÞÁ 3.1. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÎÏÄ(a; b) É �ÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ ax + by  x; y ∈ Z ÄÌÑÓÌÅÄÕÀÝÉÈ (a; b): Á) ( 17 ; 13 ) Â) ( 44 863 ; 70 499 ) ×) ( 8 385 403 ; 2 442 778 ) .úÁÄÁÞÁ 3.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ: Á) a2 + b2 ... 7 ⇒ a ... 7 É b ... 7Â) a3 + b3 + 3 ... 7 ⇒ ab ... 7 ×) a2 + b2 + 2 + d2 + e2 ... 9 ⇒ abde ... 9 .úÁÄÁÞÁ 3.3. éÍÅÅÔ ÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2 + y2 + z2 = 2xyz ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ × �ÅÌÙÈÞÉÓÌÁÈ?úÁÄÁÞÁ 3.4. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ a ∈ Z=(n) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÕÍÎÏÖÅÎÉÑ � : Z=(n) x7→ax - Z=(n) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ ËÌÁÓÓÁ aÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ: Á) a ÎÅ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ Â) � ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ×) � ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏ Ç) � ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ.úÁÄÁÞÁ 3.5 (ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ). ðÕÓÔØ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ a ÏÂÒÁÔÉÍ.éÚÏÂÒÁÚÉÍ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ Z=(n) ÔÏÞËÁÍÉ, É �ÒÏ×ÅÄ£Í ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ÓÔÒÅÌËÕ ×ÔÏÞËÕ ax. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÜÔÏÊ ËÁÒÔÉÎËÅÁ) Ä×ÉÖÅÎÉÅ �Ï ÓÔÒÅÌËÁÍ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ �ÉËÌÙÂ) ×ÓÑËÉÊ �ÉËÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÈÏÔØ ÏÄÉÎ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ×ÙÞÅÔ, ×ÅÓØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏÉÚ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ×ÙÞÅÔÏ××) ×ÓÅ �ÉËÌÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ×ÙÞÅÔÏ×, ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÄÌÉÎÕÇ) a'(n) = 1, ÇÄÅ '(n) ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÌØ�Á Z=(n).



48 úÁÄÁÞÉ Ë §3úÁÄÁÞÁ 3.6. äÅÌÉÔÓÑ ÌÉ Á) 22225555 + 55552222 ÎÁ 7? Â) 270 + 370 ÎÁ 13?úÁÄÁÞÁ 3.7. îÁÊÄÉÔÅ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ 200720082009 ÎÁ 11.úÁÄÁÞÁ 3.8. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÓÔÁÔËÉ ×ÓÅÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÄÅÓÑÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 2, 5, 4, 3, 9, 11,7, 13 É ÕËÁÖÉÔÅ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÙÅ Ó�ÏÓÏÂÙ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÏÓÔÁÔËÁ ÄÁÎÎÏÇÏÞÉÓÌÁ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 2, 5, 4, 3, 9, 11, 7, 13 �Ï �ÉÆÒÁÍ ÅÇÏ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ(ÎÁ�ÒÉÍÅÒ: ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 3 ÒÁ×ÅÎ ÏÓÔÁÔËÕ ÓÕÍÍÙ �ÉÆÒ).úÁÄÁÞÁ 3.9 (�ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ × ËÏÌØ�Å ×ÙÞÅÔÏ×). îÁÉÍÅÎØÛÅÅ k ∈ N, ÔÁ-ËÏÅ ÞÔÏ bk = 1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÒÑÄËÏÍ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ×ÙÞÅÔÁ a. ÷ÙÞÅÔ a ∈ Z=(n)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ �Ï ÍÏÄÕÌÀ n, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙËÏÌØ�Á Z=(n) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÅÇÏ ÓÔÅ�ÅÎÑÍÉ.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ×ÙÞÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚ-ÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ �ÏÒÑÄÏË ÒÁ×ÅÎ '(n).Â) ðÕÓÔØ �ÏÒÑÄËÉ k1; k2; : : : ; kn ×ÙÞÅÔÏ× a1; a2; : : : ; an �Ï�ÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ.þÅÍÕ ÒÁ×ÅÎ �ÏÒÑÄÏË ×ÙÞÅÔÁ a = a1 · · · an ?×) ðÕÓÔØ ×ÙÞÅÔÙ �ÏÒÑÄËÏ× k É m ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ×ÙÞÅÔ �ÏÒÑÄËÁÎÏË(k;m) ?Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �Ï ÌÀÂÏÍÕ �ÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏ-ÄÕÌÀ.Ä) ðÕÓÔØ %| �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ �Ï �ÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ p > 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ #∈N, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ (%+p#)p−1 ≡ 1 (mod p) , ÎÏ (%+p#)p−1 6≡1 (mod p2) , É ÞÔÏ ËÌÁÓÓ % + p# Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ �Ï ÍÏÄÕÌÀ pkÄÌÑ ×ÓÅÈ k∈N.Å) äÏËÁÖÉÔÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 2 pk ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÒÏ-ÓÔÙÈ p É ×ÓÅÈ kN.Ö) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 21?úÁÄÁÞÁ 3.10 (ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÙ). ÷ÙÞÅÔ a ∈ Z=(n) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÏÍ, ÅÓÌÉa2 = a. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÌÀÂÏÊ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑÂ) a ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ 1− a ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔ.×) ðÒÉ ËÁËÉÈ n × Z=(n) ÉÍÅÀÔÓÑ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÙ?úÁÄÁÞÁ 3.11. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÙ × Z=(n) ÄÌÑ Á) n = 6 Â) n = 36×) n = p1p2 · · · pn Ç) n = pm11 pm22 · · · pmnn (ÇÄÅ pi ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ)úÁÄÁÞÁ 3.12. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ �ÅÌÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ: Á) 28x+ 30 y + 31 z = 365Â) 1537x+ 1387 y = 1 ×) 5x+ 7 y = 11 Ç) 26x+ 32 y = 60 Ä) 169x+ 221 y = 26úÁÄÁÞÁ 3.13. þÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ 91-Å ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÄÁÀÝÅÅ ÏÓÔÁÔËÉ:Á) 2 É 7 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÁ 57 É 179?Â) 1, 2, 3 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 2, 3, 5? ×) 2, 4, 6, 8 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 5, 9, 11, 14?úÁÄÁÞÁ 3.14. óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2 = 1 × Z=(n) �ÒÉ Þ£ÔÎÏÍ n > 4 ?úÁÄÁÞÁ 3.15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m ∈ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ n ∈ N, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÅ x2 = 1 ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ m ÒÅÛÅÎÉÊ × Z=(n).



úÁÄÁÞÉ Ë §3 49úÁÄÁÞÁ 3.16. óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Á) x3 = 1 Â) x2 = 49 × ËÏÌØ�Å×ÙÞÅÔÏ× Z=(360) ?úÁÄÁÞÁ 3.17. îÁ�ÉÛÉÔÅ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ xm + a1xm−1 + · · · + am−1x + amÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ai ∈ Z=(n), ÉÍÅÀÝÉÊ ×
Z=(n) ÒÏ×ÎÏ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÄÌÑ Á) n = 101 Â) n = 111 ×) n = 121úÁÄÁÞÁ 3.18 (ÆÕÎË�ÉÑ üÊÌÅÒÁ). æÕÎË�ÉÑ f : Z - C ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁ-ÔÉ×ÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ, ÅÓÌÉ f(mn) = f(m)f(n) �ÒÉ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ m, n.Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ '(n) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍÂ) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ n = pk11 · · · pknn (ÇÄÅ ×ÓÅ pi �ÒÏÓÔÙ É ÒÁÚÌÉÞÎÙ)'(n) = n · (1− 1p1) · · · (1− 1pn) :×) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ n Ó '(n) = 10.úÁÄÁÞÁ 3.19 (ÆÕÎË�ÉÑ í£ÂÉÕÓÁ). æÕÎË�ÉÑ í£ÂÉÕÓÁ �(n) ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕn∈N ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, É (−1)s, ÇÄÅ s | ÞÉÓÌÏ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ n, ÅÓÌÉ n ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÙ �ÒÏÓÔÙÈÞÉÓÅÌ; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �(1) = 1 . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) �(n) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ ÞÉÓÌÁ nÂ)∑d|n�(d) = { 1 �ÒÉ n = 10 �ÒÉ n > 1úÁÄÁÞÁ 3.20 (ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ í£ÂÉÕÓÁ). ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ N g- C �ÒÉ ËÁÖÄÏÍn∈N ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ �(n) = ∑d|n g(d). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ g ×ÏÓ-ÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï ÆÕÎË�ÉÉ � �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ g(n) =∑d|n�(d) · �(n=d) .úÁÄÁÞÁ 3.21. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ m∈N ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ ∑d|m'(d) .úÁÄÁÞÁ 3.22. òÅÛÉÔÅ × Fp ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2 = 1 É ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅ-×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ Fp.úÁÄÁÞÁ 3.23 (ÔÅÏÒÅÍÁ ÷ÉÌØÓÏÎÁ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ p > 2 �ÒÏ-ÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (p− 1)! + 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p.úÁÄÁÞÁ 3.24. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ
Fp �ÉËÌÉÞÅÓËÁÑ1.úÁÄÁÞÁ 3.25. ëÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ xp − x , xp−1 É x p−12 ÎÁ Fp ÉÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÉÚ Fp?úÁÄÁÞÁ 3.26. ÷ÙÑÓÎÉÔÅ, ÓËÏÌØËÏ × �ÏÌÅ Fp ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, É �ÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2 + y2 = −1 ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ × Fp �ÒÉ ÌÀÂÏÍ p.1Ô. Å. ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ù Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎÑÍÉ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ



50 úÁÄÁÞÉ Ë §3úÁÄÁÞÁ 3.27 (ÌÅÍÍÁ çÁÕÓÓÁ). ÷Ù�ÉÛÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÑ Fp × ÓÔÒÏËÕ ×ÉÄÁ:
−[(p− 1)=2℄ ; : : : ; −[1℄ ; [0℄ ; [1℄ ; : : : ; [(p− 1)=2℄ :äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a ∈ Fp ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ, ËÏÇÄÁ ÞÉ-ÓÌÏ ��ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ� ÞÉÓÅÌ ÜÔÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ, ÓÔÁÎÏ×ÑÝÉÈÓÑ �ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ� ÏÔÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ a, Þ£ÔÎÏ.úÁÄÁÞÁ 3.28. ðÒÉ ËÁËÉÈ p × Fp ÒÁÚÒÅÛÉÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Á) x2 = −1 Â) x2 = 2úÁÄÁÞÁ 3.29. ðÒÉ ËÁËÏÍ �ÒÏÓÔÏÍ p ÅÓÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Z[i℄ - Fp?úÁÄÁÞÁ 3.30 (Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔØ). ðÕÓÔØ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. óÏ�ÏÓÔÁ-×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ n ∈ Z ÓÉÍ×ÏÌ ìÅÖÁÎÄÒÁ {ñËÏÂÉ

(np) def= 



0 , ÅÓÌÉ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p1 , ÅÓÌÉ n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ �Ï ÍÏÄÕÌÀ p
−1 , ÅÓÌÉ n ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ �Ï ÍÏÄÕÌÀ pÁ) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ p ÓÉÍ×ÏÌ (np) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×-ÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ ÞÉÓÌÁ n (ÓÍ. ÚÁÄ. 3.18).Â) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ p−1∑n=1(np)×) óÒÁ×ÎÉÔÅ ÚÎÁË (mp ) ÓÏ ÚÎÁËÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ p−12∏j=1 sin(2�mp · j)sin(2�p · j) .Ç) òÁÚÌÏÖÉ× ×ÓÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÉÎÕÓÏ× × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÉÚÚÁÄ. 2.6, ÄÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ p; q ∈ N Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÚÁËÏÎ ×ÚÁ-ÉÍÎÏÓÔÉ çÁÕÓÓÁ (pq) · (qp) = (−1) p−12 q−12 :Ä) îÁÊÄÉÔÅ ( 43109).úÁÄÁÞÁ 3.31. äÏËÁÖÉÔÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× �ÒÏÓÔÏÇÏÞÉÓÌÁ p ∈ N: Á) −1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ × Fp Â) p 6≡ 3 (mod 4)×) p �ÅÒÅÓÔÁ£Ô ÂÙÔØ �ÒÏÓÔÙÍ1 × ËÏÌØ�Å ÇÁÕÓÓÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ Z[i℄Ç) p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌúÁÄÁÞÁ 3.32 (ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÓÕÍÍÕ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×). ÷ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ×ËÏÌØ�Å ÇÁÕÓÓÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ Z[i℄ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅ-ÎÉÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ2 ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÎÉ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ËÏÇÄÁ × ÅÇÏ ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ×ÈÏÄÉÔ ÎÅÞ£ÔÎÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ4k + 3.1Ô. Å. ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ ÓÏ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÉÍ ÍÏÄÕÌÅÍ2Ô. Å. ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ; ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÕÔÅÏÒÅÍÕ × §6



§4. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ÷ÓÀÄÕ × ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ K �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅËÏÌØ�Ï Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ, Á ÞÅÒÅÚ k | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÅ.4.1. òÑÄÙ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. âÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁA(t) =∑�>0 a�t� = a0 + a1t+ a2t2 + · · · Ó ai ∈ K (4-1)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ× ËÏÌØ�Å K. ä×Á ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÁA(t) = a0 + a1t+ a2t2 + · · ·B(t) = b0 + b1t+ b2t2 + · · · (4-2)ÒÁ×ÎÙ, ÅÓÌÉ ai = bi ÄÌÑ ×ÓÅÈ i. òÁÄ (4-1), Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÒÏÍÅa0 ÎÕÌÅ×ÙÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ.óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÒÑÄÏ× (4-2) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ �ÒÁ×ÉÌÁÍÉÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË É �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ �ÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ: ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ tm ÕÓÕÍÍÙ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑS(t) = A(t) +B(t) = s0 + s1t+ s2t2 + · · ·P (t) = A(t)B(t) = p0 + p1t+ p2t2 + · · ·×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÁÍ1s� = a� + b�p� = ∑�+�=� a�b� = a0b� + a1b�−1 + · · ·+ a0b� (4-3)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.1. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ (4-3) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ ËÏÍ-ÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ.ëÏÌØ�Ï ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ×ËÏÌØ�Å K ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ K[[t℄℄ . îÁÞÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ a0 ÒÑÄÁ (4-1) ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ. ðÅÒ×ÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÒÑÄÁA ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÌÁÄÛÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ.åÓÌÉ × ËÏÌØ�Å K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÍÌÁÄÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÄ×ÕÈ ÒÑÄÏ× ÒÁ×ÅÎ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÍÌÁÄÛÉÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. ðÏ-ÜÔÏÍÕ ËÏÌØ�Ï ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ �ÅÌÏÓÔÎÏÇÏËÏÌØ�Á ÓÁÍÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÏÓÔÎÙÍ.1ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÉ �ÒÁ×ÉÌÁ ÚÁÄÁÀÔ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÄ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ (a�) É (b�)ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÌØ�Á K, É ÂÕË×Á t ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÏÂÌÅÇÞÅÎÉÑ ×ÏÓ�ÒÉÑÔÉÑ ÜÔÉÈ �ÒÁ×ÉÌ51



52 §4.íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁëÏÌØ�Ï K[[x1; x2; : : : ; xn℄℄ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈx1; x2; : : : ; xn Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ:K[[x1; x2; : : : ; xn℄℄ = K[[x1; x2; : : : ; xn−1℄℄ [[xn℄℄É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ ×ÉÄÁF (t) = a0 +∑�1;:::;�n∈N

a�1:::�nx�11 x�22 · · · x�nn :òÑÄÙ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÁÍÉ. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; x2; : : : ; xn Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × ËÏÌØ�Å KÏÂÒÁÚÕÀÔ × ËÏÌØ�Å ×ÓÅÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× �ÏÄËÏÌØ�Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ K[x1; x2; : : : ; xn℄ ⊂ K[[x1; x2; : : : ; xn℄℄�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÆÏÒÍÁÌØ-ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ f(t) = a0 + a1t+ · · ·+ antn :ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÜÔÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f , Á ÅÇÏ ÎÏÍÅÒ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÉÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ deg f .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ �ÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÒÁ×ÅÎ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÓÔÁÒÛÉÈËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.éÚ ÜÔÏÇÏ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ�ÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïdeg(f1f2) = deg(f1) + deg(f2) :÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÌØ�Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.4.2. äÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ∈ K[x℄ �ÒÉ-×ÅÄ£Î, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.1 (ÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ)äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f É ÌÀÂÏÇÏ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ u  ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÁÍÉ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á K Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ q ∈ K[x℄(ÎÅ�ÏÌÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ f ÎÁ u) É r ∈ K[x℄(ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ f ÎÁ u),ÔÁËÉÅ ÞÔÏ f(x) = u(x) · q(x) + r(x) É ÌÉÂÏ deg(r) < deg(u) , ÌÉÂÏ r = 0. åÓÌÉËÏÌØ�Ï K �ÅÌÏÓÔÎÏÅ, ÔÏ ÔÁËÉÅ q É r Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �Ï f ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.



4.2.äÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ 53äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÏÂÙÞÎÏÇÏ ÄÅ-ÌÅÎÉÑ �ÕÇÏÌËÏÍ�. á ÉÍÅÎÎÏ, �ÏÌÁÇÁÅÍ r0 = f , q0 = 0 É ÄÁÌÅÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏk = 1; 2; : : : �ÏËÁ deg(rk−1) > deg(u) ÓÔÒÏÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙqk(x) = (ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ rk−1) · xdeg(rk−1)−deg(u)rk(x) = rk−1(x)− qk(x) · u(x) :îÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÕ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f = (q1+ q2+ · · · + qk) · u+ rk , É ÓÔÅ�ÅÎÉÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× qk É rk Ó ËÁÖÄÙÍ ÛÁÇÏÍ ÓÔÒÏÇÏ ÕÍÅÎØÛÁÀÔÓÑ. ÷ ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï× ÍÙ�ÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f = (q1 + q2 + · · · + q`) · u+ r` Ó deg(r`) < deg(u).ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ËÏÌØ�Ï K �ÅÌÏÓÔÎÏÅ, Á p, s| ÄÒÕÇÁÑ �ÁÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÔÁËÉÈÞÔÏ deg(s) < deg(u) É up+s = f = uq+r. �ÏÇÄÁ u(q−p) = r−s, É ÅÓÌÉ p−q 6= 0,ÔÏ deg(u(q − p)) = deg(u) + deg(q − p) > deg(u) > deg(r − s). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,p− q = 0, ÏÔËÕÄÁ É r − s = 0 . �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.1äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f , g Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÌÅ k ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÁÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× q; r ∈ k[x℄, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ f = g · q+ r É ÌÉÂÏdeg(r) < deg(g), ÌÉÂÏ r = 0 .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁ�ÉÛÅÍ g × ×ÉÄÅ g = a·u, ÇÄÅ a ∈ k| ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g, a u ∈ k[x℄ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÅÎ. �ÏÇÄÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ f × ×ÉÄÅ f = g · q+ rÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ f × ×ÉÄÅ f = u · q̃ + r, × ËÏÔÏÒÏÍ q̃ = aq. �4.2.1. ðÒÉÍÅÒ: ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ × ÔÏÞËÅ. ïÓÔÁÔÏË ÏÔÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁf(x) = anxn + an−1xn−1 + · · · + a1x+ a0ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ä×ÕÞÌÅÎ u(x) = x − � | ÜÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÒÁ×ÎÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÀ f(�)ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f �ÒÉ x = �, × Þ£Í ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ x = � × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïf(x) = (x− �) · q(x) + r(× ËÏÔÏÒÏÍ deg r = 0).ðÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ, ÏÄÎÁËÏ, ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÜÔÏÔ ÏÓÔÁÔÏË ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÄÅÌÅÎÉÅÍ�ÕÇÏÌËÏÍ�. óÌÅÄÕÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÅÄÌ. 4.1, ÎÁÈÏÄÉÍ:r1(x) = (an−1 + �an)xn−1 + an−2xn−2 + · · · + a1x+ a0r2(x) = (an−2 + �(an−1 + �an))xn−2 + an−3xn−3 + · · · + a1x+ a0r3(x) = (an−3 + �(an−2 + �(an−1 + �an)))xn−2 + an−4xn−4 + · · · + a1x+ a0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·rn = a0 + � · (a1 + � · (a2 + · · · + � · (an−2 + � · (an−1 + � · an)) · · ·))



54 §4.íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(�) ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÓÈÅ-ÍÕ çÏÒÎÅÒÁ:f(�) = a0 + � · (a1 + � · (a2 + · · · + � · (an−2 + � · (an−1 + � · an)) · · ·))üÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÎØÛÅÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈÏ�ÅÒÁ�ÉÊ, ÞÅÍ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ f(�) = a0 + a1� + · · ·+ an�n .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.3. îÁÊÄÉÔÅ × ËÏÌØ�Å Z[x; y℄ = Z[x℄[y℄ ÞÁÓÔÎÏÅ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÁ yn − xn ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ä×ÕÞÌÅÎ (y − x).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.2ðÕÓÔØ k | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÅ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×f1; f2; : : : ; fn ∈ k[x℄ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ d ∈ k[x℄, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÌÉÔ ËÁ-ÖÄÙÊ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× fi É ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÄÅÌÑÝÉÊ ËÁÖÄÙÊ ÉÚÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× fi. íÎÏÇÏÞÌÅÎ d �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅf1h1 + f2h2 + · · · + fnhn Ó hi ∈ k[x℄ (4-4)ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ×ÚÑÔÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g ∈ k[x℄ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ (4-4) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ d ÏÞÅ×ÉÄÎÁ: Ä×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ËÁ-ÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ, ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ,ÍÏÇÕÔ ÒÁÚÌÉÞÁÔØÓÑ ÌÉÛØ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å, �Ï-ÓËÏÌØËÕ ÏÂÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ É ÏÓÔÁÌØÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ d �ÏÌÎÏ-ÓÔØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÀ ÉÚ n◦ 3.1.2. á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ(f1; f2; : : : ; fn) = {f1h1 + f2h2 + · · · + fnhn | hi ∈ k[x℄} (4-5)ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× g ∈ k[x℄, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ×ÉÄÅ (4-4). ïÎÏ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ �ÏÄËÏÌØ�ÏÍ × k[x℄ É ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ×ÈÏÄÑÝÉÍ × ÎÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ gÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁËÖÅ É ×ÓÅ ËÒÁÔÎÙÅ ÅÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ hg (Ó ÌÀÂÙÍ h ∈ k[x℄). ëÒÏÍÅÔÏÇÏ, (f1; f2; : : : ; fn) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× fi, É ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÚ(f1; f2; : : : ; fn) ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× fi.÷ÏÚØÍ£Í × ËÁÞÅÓÔ×Å d ÌÀÂÏÊ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ (f1; f2; : : : ; fn) ÎÁÉ-ÍÅÎØÛÅÊ ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÅÊÓÑ ÓÒÅÄÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ (f1; f2; : : : ; fn) ÓÔÅ-�ÅÎÉ. ïÓÔÁÔÏË r ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g ∈ (f1; f2; : : : ; fn) ÎÁd �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ r = g − qd É, ÚÎÁÞÉÔ, ÌÅÖÉÔ × ËÏÌØ�Å (f1; f2; : : : ; fn).ðÏÓËÏÌØËÕ deg r ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ deg d, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏr = 0, Ô. Å. ÞÔÏ ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ × (f1; f2; : : : ; fn) ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ d. �



4.2.äÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ 554.2.2. îïä É ×ÚÁÉÍÎÁÑ �ÒÏÓÔÏÔÁ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ d ÉÚ �ÒÅÄÌ. 4.2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× fi É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑÎÏÄ(f1; f2; : : : ; fn) :éÚ �ÒÅÄÌ. 4.2 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ × ËÏÌØ�Å k[x℄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ×�ÏÌÅ, ËÁË É × ËÏÌØ�Å Z, ×ÚÁÉÍÎÁÑ �ÒÏÓÔÏÔÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f1; f2; : : : ; fm, Ô. Å.×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÅÄÉÎÉ�Õ × ×ÉÄÅ1 = h1f1 + h2f2 + · · · + hnfn ;ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÎÏÄ(f1; f2; : : : ; fn) = 1, Ô. Å. ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÀ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×f1; f2; : : : ; fn ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1íÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ K[x℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á f = gh ×Ù-ÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ g ÉÌÉ h Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.4. ðÕÓÔØ k | ÌÀÂÏÅ �ÏÌÅ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÌÅÍ. 2.1, ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × ËÏÌØ�Å
k[x℄: ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, �ÒÉÞ£Í ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÔÁËÉÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ p1p2 · · · pk = f = q1q2 · · · qmÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ k = m, É ÜÔÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÎÕ-ÍÅÒÏ×ÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ∀ i pi = �iqi, ÇÄÅ �i ∈ k| ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.4.2.3. áÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ ÉÚ n◦ 2.5.2 ÄÏÓÌÏ×ÎÏ �ÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ × ËÏÌØ�Ï ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÏ× k[x℄ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÌÅ k . á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ �ÁÒÙÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f1(x) É f2(x) Ó deg(f1) > deg(f2) �ÏÌÏÖÉÍ E0 = f1, E1 = f2, ÉEk = ÏÓÔÁÔËÕ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ Ek−2 ÎÁ Ek−1 �ÒÉ k > 1 . óÔÅ�ÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× EkÂÕÄÕÔ ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÔØ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ËÁËÏÊ-ÔÏ Er ÎÅ ÒÁÚÄÅÌÉÔ ÎÁ�ÅÌÏ �ÒÅ-ÄÙÄÕÝÉÊ Er−1, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ Er+1 ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ × ÎÕÌØ. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Er ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎ ÎÏÄ(f1; f2), �ÒÉÞ£Í ÅÓÌÉ �ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ËÁÖÄÏÇÏEk ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ Ek = h(k)1 f1 + h(k)2 f2, ÔÏ Er = ÎÏÄ(f1; f2)É Er+1 = 0 ÔÏÖÅ �ÏÌÕÞÁÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ × ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ, Á × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉEr+1 = 0 = h(r+1)1 f1 + h(r+1)2 f2 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ h(r+1)1 É h(r+1)2 ÂÕÄÕÔ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ-ÍÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ, ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÉÍÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, f1 É f2 ÄÏ ÉÈ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏÏÂÝÅÇÏ ËÒÁÔÎÏÇÏ ÎÏË(f1; f2) = h(r+1)1 f1 = −h(r+1)2 f2.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.5. äÏËÁÖÉÔÅ ×ÓÅ ÜÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×f1 = x7 + 3 x6 + 4 x5 + x4 + 5 x2 + 3 x3 + 3 x+ 4f2 = x5 + 5 x4 + 11 x3 + 12 x2 + 7 x+ 4�ÅÒ×ÙÊ ÛÁÇ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ �ÒÉ×ÏÄÉÔ ËE0 = x7 + 3 x6 + 4 x5 + x4 + 5 x2 + 3 x3 + 3 x+ 4E1 = x5 + 5 x4 + 11 x3 + 12 x2 + 7 x+ 4E2 = −4 x4 − 13 x3 − 21 x2 − 10 x− 8 = E0 − (x2 − 2 x+ 3)E1



56 §4.íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁÄÁÌØÛÅ ÄÅÌÉÔØ ÎÁ E2 ÕÄÏÂÎÅÅ ÎÅ E1, Á 16E1, Á �ÏÔÏÍ �ÏÄÅÌÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁ 16E3 = 116 (x3 + 5 x2 + 10 x+ 8) = 116 (16E1 + (4 x+ 7) E2) == 4 x+ 716 E0 − 4 x3 − x2 − 2 x+ 516 E1ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÛÁÇ ÕÖÅ ÄÁ£Ô ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØE4 = −16 (x2 + 3 x+ 4) = E2 + 16 (4 x− 7) E3 == 16 (x2 − 3) E0 − 16 (x4 − 2 x3 + 2 x− 2) E1�ÏÓËÏÌØËÕ E5 = E3 + x+ 2256 E4 == x3 + 2 x2 + x+ 116 E0 − x5 + x2 + 116 E1 = 0 :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÎÏÄ(f1; f2) = x2 + 3 x+ 4 = − (x2 − 3) f1(x) + (x4 − 2 x3 + 2 x− 2) f2(x)ÎÏË(f1; f2) = (x3 + 2 x2 + x+ 1) f1(x) = (x5 + x2 + 1) f2(x) :4.3. ëÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. üÌÅÍÅÎÔ � ∈ K, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁf ∈ K[x℄, ÅÓÌÉ f(�) = 0. ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × n◦ 4.2.1, ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ f(x) ÄÅÌÉÔÓÑ × K[x℄ ÎÁ (x− �).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.3åÓÌÉ × K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ K[x℄, ÉÍÅÀÝÉÊ ËÏÒÎÑÍÉÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ �1; �2; : : : ; �s ∈ K, ÄÅÌÉÔÓÑ × K[x℄ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅs∏i=1(x− �i) :÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ f 6= 0, ÔÏ deg(f) > s.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁ�ÉÛÅÍ f × ×ÉÄÅ f(x) = (x−�1) · f1(x) . ðÏÓËÏÌØËÕ × K ÎÅÔÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, É (�i − �1) 6= 0 �ÒÉ i 6= 1, �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÚÎÁÞÅÎÉÑ x = �2; �3; : : : ; �s, ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ �2; �3; : : : ; �s Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f1(x), É ÍÏÖÅÍ �Ï×ÔÏÒÉÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.2îÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ �ÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÎÅ ÍÏÖÅÔÉÍÅÔØ × ÜÔÏÍ ËÏÌØ�Å ÂÏÌÅÅ deg(f) ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.



4.4.ëÏÌØ�Ï ×ÙÞÅÔÏ× k[x℄=(f) 57õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.6 (ÆÏÒÍÕÌÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ). ðÕÓÔØ k| �ÏÌÅ, É a0; a1; : : : ; an ∈ k |ÌÀÂÙÅ n+ 1 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏ-ÒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ b0; b1; : : : ; bn ∈ k ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ∈ k[x℄ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 n, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f(ai) = bi �ÒÉ ×ÓÅÈ i = 0; 1; : : : n .óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.3ðÕÓÔØ ËÏÌØ�Ï K �ÅÌÏÓÔÎÏÅ, É f; g ∈ K[x℄ ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÅ n.åÓÌÉ f(�i) = g(�i) ÄÌÑ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ n �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÈ �i ∈ K, ÔÏ f = g × K[x℄ .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f − g ÎÕÌÅ×ÏÊ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ 6 n ÉÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ n ËÏÒÎÅÊ. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.7. ðÕÓÔØ k | �ÏÌÅ. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 3 ÎÅ�ÒÉ-×ÏÄÉÍ × k[x℄ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Õ ÎÅÇÏ ÎÅÔ ËÏÒÎÅÊ × �ÏÌÅ k.4.3.1. ïÂÝÉÅ ËÏÒÎÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. ðÕÓÔØ k | �ÏÌÅ. þÉÓÌÏ �ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f1; f2; : : : ; fm ∈ k[x℄,ËÏÇÄÁ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ(x−�) ÄÅÌÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ fi, ÔÏ �Ï �ÒÅÄÌ. 4.2 (x−�) ÄÅÌÉÔ ÎÏÄ(f1; f2; : : : ; fm), É ÎÁ-ÏÂÏÒÏÔ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ÏÂÝÉÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÁÂÏÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó×ÏÄÉÔÓÑË ÏÔÙÓËÁÎÉÀ ËÏÒÎÅÊ ÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ �ÒÏÝÅ,ÞÅÍ ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ËÏÒÎÅÊ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ fi × ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ, Ô. Ë. degÎÏÄ(f1; f2; : : : ; fm)ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ ÍÅÎØÛÅ min(deg(fi)).åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f1; f2; : : : ; fm ∈ k[x℄ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÔÏ ÏÎÉ ÎÅ ÉÍÅÀÔÏÂÝÉÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÅ ÔÏÌØËÏ × �ÏÌÅ k, ÎÏ É ÎÉ × ËÁËÏÍ ÂÏÌØÛÅÍ ËÏÌØ�Å K ⊃ k. ÷ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ hi ∈ k[x℄, ÔÁËÉÅ ÞÔÏf1h1 + f2h2 + · · · + fmhm = 1 ;ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ fi ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ × ÎÕÌØ ÎÉ �ÒÉ ËÁËÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ x.4.4. ëÏÌØ�Ï ×ÙÞÅÔÏ× k[x℄=(f) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ËÏÌØ�Õ Z=(n). úÁ-ÆÉËÓÉÒÕÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x℄ É ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ (f) = {fh | h ∈ k[x℄}�ÏÄËÏÌØ�Ï ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ f . ïÔÎÏÛÅÎÉÅ g1 ≡ g2 (mod f), �ÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ g1 − g2 ∈ (f) , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÏÓÔÉ É ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ k[x℄ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÌÁÓÓÏ×[g℄f = g + (f) = {g + fh | h ∈ k[x℄} ; (4-6)ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÁÍÉ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ f . óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÏ× ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ[g℄ + [h℄ def= [g + h℄ ; [g℄ · [h℄ def= [gh℄ : (4-7)



58 §4.íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁõ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.8. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØËÌÁÓÓÏ× [g + h℄ É [gh℄ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ g ∈ [g℄ É h ∈ [h℄), Á ÔÁËÖÅ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ × k[x℄=(f) ×ÓÅÈ ÁËÓÉÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ.îÕÌÅ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ËÏÌØ�Á k[x℄=(f) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ [0℄f = (f), ÅÄÉÎÉ�ÅÊ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ [1℄f = 1 + (f). ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÉËÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ËÌÁÓÓÙ ×ÓÅÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ  ∈ k ÒÁÚÌÉÞÎÙ �ÏÍÏÄÕÌÀ f . éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÏÌÅ k ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÏ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÌØ�Ï k[x℄=(f)× ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÄ�ÏÌÑ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÏ×ÞÉÓÅÌ  ∈ k ÍÙ ×ÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ �ÉÛÅÍ  ×ÍÅÓÔÏ [℄f .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÅ k[x℄=(x− �) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÏÌÀ k.�ÁË ËÁË ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g ∈ k[x℄ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅg = fh + r, ÇÄÅ deg(r) < deg(f), × ËÁÖÄÏÍ ËÌÁÓÓÅ [g℄f ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ r ∈ [g℄f ÓÔÅ�ÅÎÉ deg(r) < deg(f).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÙÊ ËÌÁÓÓ ÉÚ k[x℄=(f) ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁ�ÉÓÙ-×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ [a0+a1x+ · · ·+an−1xn−1℄f = a0+a1#+ · · ·+an−1#n−1 , ÇÄÅ # = [x℄f ,Á ai ∈ k .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x℄ (ÇÄÅ k | �ÏÌÅ) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ × ËÏÌØ�Å ×ÙÞÅÔÏ× k[x℄=(f) ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ # = [x℄f ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ × ËÏÌØ�Å k[x℄=(f) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀf(#) = 0, Ô. Ë. f(#) = f ([x℄f ) = [f(x)℄f = [0℄f . ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅËÌÁÓÓÏ× �Ï �ÒÁ×ÉÌÁÍ (4-7) ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁ�ÉÓÅÊ a0 + a1#+ · · · + an−1#n−1 ; (4-8)�Ï ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË É �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ �ÏÄÏÂÎÙÈ, ÎÏ Ó ÕÞ£-ÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÉÍ×ÏÌ # ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ f(#) = 0.ðÏ ÜÔÏÊ �ÒÉÞÉÎÅ ËÏÌØ�Ï k[x℄=(f) ÞÁÓÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÞÅÒÅÚ k[#℄ : f(#) = 0 ÉÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ �ÏÌÑ k ÚÁÓÞ£Ô �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ Ë ÎÅÍÕ ËÏÒÎÑ # ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÁ f ∈ k[x℄. ÷ÙÒÁÖÅÎÉÑ (4-8) × ÔÁËÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉÞÉÓÌÁÍÉ1.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÏÌØ�Ï Q[x℄=(x2 − 2) ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÏÒ-ÍÁÌØÎÙÈ ÚÁ�ÉÓÅÊ ×ÉÄÁ a+ b√2, ÇÄÅ ÓÉÍ×ÏÌ √2 ∈ Q[x℄=(x2− 2) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÌÁÓÓx (mod (x2 − 2)). óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÚÁ�ÉÓÅÊ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �Ï ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË Ó ÕÞ£ÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ (√2)2 = 2 :(a+ b√2) + (+ d√2) = (a+ ) + (b+ d)√2(a+ b√2)(+ d√2) = (a+ 2 bd) + (b+ ad)√21× ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÌÑ Q[x℄=(f),ÇÄÅ f ∈ Q[x℄ | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (ÓÍ. �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ (�ÒÅÄÌ. 4.4) ÎÉÖÅ); ÏÂÓÕÖÄÁÅÍÁÑÎÁÍÉ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÍ, ÞÔÏ ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ×ÍÅÓÔÏ Q ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÅ k, Á ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ # ÂÙÌÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ



4.4.ëÏÌØ�Ï ×ÙÞÅÔÏ× k[x℄=(f) 59õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.11. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Q[√2℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ, É ×ÙÑÓÎÉÔÅ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑÌÉ �ÏÌÑÍÉ ËÏÌØ�Á Q[#℄, × ËÏÔÏÒÙÈ # ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ:Á) #3 + 1 = 0 Â) #3 + 2 = 0 .4.4.1. ðÒÉÍÅÒ: ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÏÌÑ C. ðÏÌÅ ËÏÍ-�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÑ R �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ËÏÒÎÑË×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 + 1 = 0 , Ô. Å. ËÁË ËÏÌØ�Ï
R[x℄=(x2 + 1) = R [√−1] : (√−1)2 = −1 ;ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ a+b√−1 , ÇÄÅ a; b ∈ R, Á ÓÉÍ×ÏÌ √−1 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÌÁÓÓÏÄÎÏÞÌÅÎÁ x �Ï ÍÏÄÕÌÀ (x2+1). óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ�Ï �ÒÁ×ÉÌÁÍ (a+ b√−1) + (+ d√−1) = (a+ ) + (b+ d)√−1(a+ b√−1)(+ d√−1) = (a− bd) + (b+ ad)√−1 :ëÏÌØ�Ï R [√−1] Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ËÌÁÓÓ a+ b√−1ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÍ 1a+ b√−1 = aa2 + b2 − ba2 + b2√−1 :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.12. óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÞÉÓÌÕ a+ b√−1 ∈ R [√−1] ×ÅËÔÏÒ a+ bi ÉÚ �ÏÌÑ

C , Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÇÏ ÎÁÍÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ × n◦ 2.3. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ�ÏÌÅÊ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.4ðÕÓÔØ k | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÅ. ëÏÌØ�Ï k[x℄=(f) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ × k[x℄ .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ f = gh, ÇÄÅ ÏÂÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f , g ÉÍÅÀÔ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÕÀ,ÞÅÍ f , ÓÔÅ�ÅÎØ, ÔÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÌÁÓÓÙ [g℄; [h℄ ÂÕÄÕÔ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÎÕÌÑ × k[x℄=(f),ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ × �ÏÌÅ. åÓÌÉ ÖÅ f ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, ÔÏ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ ÓÌÀÂÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ g 6∈ (f), Ô. Å. ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ h; q ∈ k[x℄ ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï fh+gq = 1, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ [q℄ · [g℄ = [1℄ × k[x℄=(f), Ô. Å. ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊËÌÁÓÓ [g℄f ∈ k[x℄=(f) ÂÕÄÅÔ ÏÂÒÁÔÉÍ. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.13. îÁ�ÉÛÉÔÅ Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁË ÞÉÓÌÕ a0 + a1# × �ÏÌÅ Q(#) Ó #2 + #+ 1 = 0 .4.4.2. ëÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÌÑ Fp[#℄. åÓÌÉ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å k ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ
Fp = Z=(p)ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å f ∈ Fp[x℄ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ n, ÔÏËÏÌØ�Ï ×ÙÞÅÔÏ× Fp[x℄=(f) ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ ÉÚ pn ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÉÄÁa0 + a1#+ · · ·+ an−1#n−1



60 §4.íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁÓÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ai ∈ Fp É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ f(#) = 0.îÁ�ÒÉÍÅÒ, x2 + x + 1 ∈ F2[x℄ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ × F2.óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ �ÏÌÅ F4 = F2[x℄=(x2 + x+ 1) = F2[!℄ : !2 + ! + 1 = 0 ÓÏÓÔÏÉÔÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ÜÌÅÍÅÎÔÏ×1: 0 , 1 , ! = x (mod (x2 + x+ 1)) É 1 + ! = !2 = !−1 .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.14. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á F∗4 �ÏÌÑ F4 ÉÚÏ-ÍÏÒÆÎÁ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å ���3.òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ F2 ⊂ F4 × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ
R ⊂ C ≃ R[!℄ : !2 + ! + 1 = 0 ;�ÏÌÕÞÁÀÝÅÍÕÓÑ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ Ë �ÏÌÀ R ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÇÏ ËÕÂÉ-ÞÅÓËÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù2. áÎÁÌÏÇÏÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ (�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÇÏ! × ! = !2) × �ÏÌÅ F4 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ (ÓÍ. n◦ 3.6.2)F2 : F4 a7→a2 - F4 ;ËÏÔÏÒÙÊ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ �ÒÏÓÔÏÍ �ÏÄ�ÏÌÅ F2 = {0; 1} É �ÅÒÅ×ÏÄÉÔËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x2 + x+ 1 ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÒÕÇÏÊ �ÒÉÍÅÒ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ x2+1 ∈ F3[x℄ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ × F3,É ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ �ÏÌÅ F9 = F3 [√−1] ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄÅ×ÑÔÉÜÌÅÍÅÎÔÏ× a+ b√−1 ÇÄÅ a; b ∈ {−1; 0; 1} = F3 .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.15. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÄÌÑ �ÏÌÑ F9 ÔÁÂÌÉ�Õ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÔÁÂÌÉ�Õ ÏÂÒÁÔÎÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÁÂÌÉ�Õ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ÔÁÂÌÉ�Õ ËÕÂÏ× É Ï�ÉÛÉÔÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ F3 : a 7→ a3. éÚÏÍÏÒÆÎÁ ÌÉ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á F∗9 ÇÒÕ��Å���8 ?îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ N É ÌÀÂÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ p ∈ N ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÏÌÅ Fq , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ q = pnÜÌÅÍÅÎÔÏ×, É ×ÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÏÌÅÊ Fq. äÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × ÚÁÄÁÞÁÈ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑË ÜÔÏÍÕ �ÁÒÁÇÒÁÆÕ. ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ ×ÅÓØÍÁ �ÏÌÅÚÎÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÔÆÁËÔ, ÞÔÏ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÌÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ×, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕ��Å ���q−1 É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÞÉÓÌÁ q, Á ÎÅ ÏÔËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÓÁÍÏÇÏ �ÏÌÑ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÒÅÄÌ. 4.5, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ×ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÕÎËÔÅ.4.4.3. ëÏÎÅÞÎÙÅ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÙÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù × �ÏÌÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕ��Õ A, Ï�ÅÒÁ�ÉÀ × ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÅÍ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏ.çÒÕ��Á A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÅÓÌÉ × ÎÅÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ A, ÔÁËÏÊÞÔÏ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕ��Ù A �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ an Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ n ∈ Z.÷ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ A, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù A .1ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á −1 = 1 × �ÏÌÅ F2 ÍÏÖÎÏ ÏÂÈÏÄÉÔØÓÑ ÂÅÚ �ÍÉÎÕÓÏ×�2Ô. Å. ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÔÏÇÏ ÖÅ ÓÁÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x2 + x+ 1



4.4.ëÏÌØ�Ï ×ÙÞÅÔÏ× k[x℄=(f) 61îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÇÒÕ��Á ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù ���n ⊂ C, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á×-ÛÁÑÓÑ ÎÁÍÉ × n◦ 2.3.4, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, Á Å£ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÒ-×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ.åÓÌÉ ÇÒÕ��Á A ËÏÎÅÞÎÁ, ÔÏ ÓÒÅÄÉ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ A ÂÕÄÕÔ×ÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ, ÓËÁÖÅÍ ak = am  k > m. äÏÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ a−m, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ak−m = 1 . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏÜÌÅÍÅÎÔÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏËÁÚÁÔÅÌØ m ∈ N, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ am = 1 . îÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÔÁËÏÊ�ÏËÁÚÁÔÅÌØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÒÑÄËÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ord a .åÓÌÉ ord a = n, ÔÏ �ÅÒ×ÙÅ n ÓÔÅ�ÅÎÅÊ a0 = 1 ; a1 = a ; a2 ; : : : ; an−1Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÇÒÕ��Ù A, É ÌÀÂÁÑ �ÅÌÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØam ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ | ÔÏÊ, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÁ ÏÓÔÁÔËÕ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ m ÎÁ n .ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.5ìÀÂÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á × ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Å �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ �ÏÌÑ kÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ �ÏÄÇÒÕ��Á A ⊂ k∗ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ïÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚm ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÚ �ÏÒÑÄËÏ× ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕ��Ù A. íÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ m > n. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ �ÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÇÒÕ��Ù A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÌÁ m : ÅÓÌÉ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ, ÔÏ ×ÓÅ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÇÒÕ��Ù A ÂÕÄÕÔ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ xm − 1 = 0, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÉÈ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ m.þÔÏÂÙ Õ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÏÒÑÄËÉ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕ��Ù Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑ-ÍÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× b1; b2 ∈ A,ÉÍÅÀÝÉÈ �ÏÒÑÄËÉ m1, m2, �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ b ∈ A, �ÏÒÑÄÏË ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÎÏË(m1;m2).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.16. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÏÄ(m1;m2) = 1 × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÁËÏÇÏ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁ �ÏÄÏÊÄ£Ô b = b1b2 .åÓÌÉ m1 É m2 ÎÅ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÔÏ, ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÑ ÉÈ ÓÏÇÌÁÓÎÏ Õ�Ò. 2.13 ×�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÎÏË(m1;m2) × ×ÉÄÅ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ `1`2 ÔÁË, ÞÔÏ m1 = k1`1, m2 = k2`2 É ÎÏÄ(`1; `2) = 1 (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏÎÁÄÏ ÏÔ�ÒÁ×ÉÔØ × `1 ×ÓÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ m1, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÑÔ × m1 × Â�ÏÌØÛÅÊÓÔÅ�ÅÎÉ, ÞÅÍ ×m2). �ÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ b′1 = bk11 É b′2 = bk22 ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏ-ÓÔÙÅ �ÏÒÑÄËÉ `1 É `2, Á ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ b′1b′2 �Ï Õ�Ò. 4.16 ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ �ÏÒÑÄÏË`1`2 = ÎÏË(n1; n2). �4.4.4. ðÒÉÍÅÒ: Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ×ÙÞÅÔÙ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ �ÅÌÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ p > 2.îÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÑ Fp, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞ-ÎÙÍÉ ×ÙÞÅÔÁÍÉ �Ï ÍÏÄÕÌÀ p. ïÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÕÀ �ÏÄÇÒÕ�-�Õ × F∗p. üÔÁ �ÏÄÇÒÕ��Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × Ë×ÁÄÒÁÔ
F∗p x7→x2 - F∗p . ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕ��.�ÁË ËÁË ÑÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×1 ±1, Ë×ÁÄÒÁÔÉÞ-1ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2 = 1 ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á ËÏÒÎÑ × ÌÀÂÏÍ �ÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÌØ�Å Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ



62 §4.íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁÎÙÈ ×ÙÞÅÔÏ× ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ (p− 1)=2.óÕÄÉÔØ Ï ÔÏÍ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÄÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ F∗p Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÉÌÉ ÎÅÔ, ÍÏÖÎÏ�ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ (ÓÌ. 3.1), ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ap−1 = 1ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ a ∈ Fp. åÓÌÉ b = a2, ÔÏ b(p−1)=2 = ap−1 = 1. ÷ÏÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÔÅ�ÅÎØ (p− 1)=2
F∗p x7→x(p−1)=2

- F∗p (4-9)ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕ��, �ÒÉÞ£Í ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ËÏÒÎÅÊ ×Ó£ ÔÏÇÏ ÖÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 = 1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ−1 ÌÅÖÉÔ× ÜÔÏÍ ÏÂÒÁÚÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ F∗p | ÜÔÏ �ÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á, É × ÎÅÊ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ�ÏÒÑÄËÁ (p− 1) > (p− 1)=2. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (4-9) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó�ÏÄÇÒÕ��ÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ×ÙÞÅÔÏ×.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, a ∈ F∗p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁa p−12 = 1. îÁ�ÒÉÍÅÒ, −1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ × Fp × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ(p− 1)=2 Þ£ÔÎÏ.4.5. ðÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ �ÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á. ðÒÉ×ÅÄ£ÎÎÁÑ × n◦ 1.4.4 É n◦ 2.1.2ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ �ÏÌÑ Q �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÉÚÇÏÔÏ×ÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ �ÏÌÅ QK ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ�ÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á K. üÌÅÍÅÎÔÁÍÉ �ÏÌÑ QK Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÄÒÏÂÉ a=b,Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ËÁË ËÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ (a; b) ∈ K ×KÓ b 6= 0 �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ(a1; b1) ∼ (a2; b2) �ÒÉ a1b2 = a2b1 ; (4-10)ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ (a; b) ∼ (a; b) ∀  6= 0 : (4-11)óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÄÒÏÂÅÊ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉa1b1 + a2b2 def= a1b2 + a2b1b1b2 a1b1 · a2b2 def= a1a2b1b2 (4-12)äÏÓÌÏ×ÎÏ ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ × ÒÅÛÅÎÉÉ Õ�Ò. 1.9 ÉÚn◦ 1.4.4 É Õ�Ò. 2.3 ÉÚ n◦ 2.1.2 �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ (4-10) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ1, Ï�ÅÒÁ�ÉÉ (4-11) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÏÒÒÅËÔÎÏ2 É ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ×ÓÅÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ �ÏÌÑ ÉÚ Ï�Ò. 2.1 ÎÁ ÓÔÒ. 21.ðÏÌÅ QK ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ �ÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á K. ëÏÌØ�Ï K ×ËÌÁ-ÄÙ×ÁÅÔÓÑ × �ÏÌÅ QK �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ� : K ⊂
a7→a=1 - QK ; (4-13)1�ÅÌÏÓÔÎÏÓÔØ ËÏÌØ�Á K ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁ �ÒÉ �ÒÏ×ÅÒËÅ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (4-10), ÓÍ.ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ Õ�Ò. 1.92ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ (4-12) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ×ÅÄÕÔ ÓÅÂÑ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÏÔÏ-ÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑÍ (4-11), ÞÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ



4.6.ðÏÌÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ k(x) 63ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ:ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑ K ⊂
'- F × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÅ F ÓÕÝÅ-ÓÔ×Ï×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ �ÏÌÅÊ QF e'- F, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ' = '̃◦� (4-14)÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÞÔÏÂÙ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ' : K ⊂ - FÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ '̃ : QK - F, Õ ÎÁÓ ÎÅÔ ÉÎÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ, ËÁË �ÏÌÏÖÉÔØ'̃(a=b) = '̃(a)='̃(b) = '(a)='(b) :ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÜÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒ-ÆÉÚÍ: ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ a1b1 ∼ a2b2 ×ÌÅÞ£Ô ÚÁ ÓÏÂÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ1 '(a1)'(b1) ∼ '(a2)'(b2) ,Á ÓÕÍÍÙ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÄÒÏÂÅÊ �ÅÒÅÊÄÕÔ × ÓÕÍÍÙ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, �ÏÓËÏÌØËÕÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ a=b × ÌÀÂÏÍ �ÏÌÅ F �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÍÅÎÎÏ �ÏÆÏÒÍÕÌÁÍ (4-12).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.17. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÅ QK É ×ÌÏÖÅÎÉÅ (4-13) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÀÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ (4-14) × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ×ÌÏÖÅÎÉÑ K �′- Q′K , ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ (4-14), ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ  : QK ∼- Q′K , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ �′ =  ◦�.äÌÑ ËÏÌØ�Á K = Z Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë �ÏÌÀ QZ = Q, Á ÕÎÉ×ÅÒ-ÓÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (4-14) �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ Q ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÌÀÂÏÅ �ÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÏÓÔÏÇÏ �ÏÄ�ÏÌÑ(ÓÒ. Ó n◦ 3.6.1).4.6. ðÏÌÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ k(x). ðÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ �ÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØ-�Á k[x℄ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ k(x) É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. üÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ �ÏÌÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÏ× p(x)=q(x) Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÏÌÅ k .úÁ�ÉÓØ p(x)=q(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÅÊ ÄÒÏÂÉ, ÅÓÌÉ ÎÏÄ(p; q) = 1 . ëÁÖÄÁÑ ÄÒÏÂØ ÉÍÅÅÔ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÕÀ ÚÁ�ÉÓØ,ÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÅÄÕÅÔ �ÏÄÅÌÉÔØ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ p=q ÎÁ ÎÏÄ(p; q) .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.18. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÌÀÂÏÊ ÄÒÏÂÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ(× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁÑ ÚÁ�ÉÓØ Ó �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÍ ÚÎÁÍÅÎÁ-ÔÅÌÅÍ).ðÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ×ÅÓØÍÁ �ÏÌÅÚÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊÒÅÚÕÌØÔÁÔ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ �ÒÑÍÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ ÉÚn◦ 3.5.1�ÒÉÍÅÎÑÑ ' Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ a1b2 = a2b1 , �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï '(a1)'(b2) = '(a2)'(b1)



64 §4.íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.6 (ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ)ðÕÓÔØ k | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÅ, É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ mÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ: f = f1f2 · · · fm, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÎÏÄ(fi; fj) = 1 ∀ i; j . ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
k[x℄=(f) '- (k[x℄=(f1))× (k[x℄=(f2))× · · · × (k[x℄=(fm))' : [g℄f 7−→ ([g℄f1 ; [g℄f2 ; : : : ; [g℄fm)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅ�.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏ×ÅÒËÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ' ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£Î1, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ É ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÑÄÒÏ, ÄÏÓÌÏ×ÎÏ �Ï×ÔÏÒÑÀÔ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÚ n◦ 3.5,É ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÉÈ ÞÉÔÁÔÅÌÀ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ' ÓÀÒØÅËÔÉ×ÅÎ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ, ËÁË É× n◦ 3.5, �ÏÓÔÒÏÉÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ËÌÁÓÓÏ× [ri℄fi ∈ k[x℄=(f) ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎ g ∈ k[x℄, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ g ≡ ri (mod fi) �ÒÉ ×ÓÅÈ i. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ f� ËÒÏÍÅ fi ÞÅÒÅÚFi =∏� 6=i f� :ðÏÓËÏÌØËÕ fi ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ ÓÏ ×ÓÅÍÉ f� Ó � 6= i, ÏÎ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍ. 2.1, ×ÚÁÉÍÎÏ�ÒÏÓÔ É Ó Fi, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ2 hi ∈ k[x℄, ÔÁËÏÊ ÞÔÏFi · hi ≡ 1 (mod fi) :éÔÁË, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ gi = Fi · hi ≡ 1 (mod fi) É ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ×ÓÅ f� Ó � 6= i . óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, g = r1g1 + r2g2 + · · · + rmgm ≡ ri (mod fi) �ÒÉ ×ÓÅÈ i . �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.7åÓÌÉ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ f=g Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ �Ï�ÁÒÎÏ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× g = g1g2 : : : gm , ÔÏ ÄÒÏÂØ f=g ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙfg = h+ f1g1 + f2g2 + · · · + fmgm ; (4-15)× ËÏÔÏÒÏÊ deg h = deg f − deg g É deg fi < deg gi.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÉÄÁ (4-15). õÍÎÏ-ÖÁÑ ÏÂÅ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉ ÎÁ g, �ÏÌÕÞÁÅÍ × k[x℄ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÉÄÁf = hg + f1Q1 + f2Q2 + · · · + fmQm ; (4-16)1Ô. Å. ' ([g℄f ) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑ g ∈ k[x℄ × ËÌÁÓÓÅ [g℄f ⊂ k[x℄2ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÅÇÏ Ñ×ÎÏ, ÍÏÖÎÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÚÑÔØ ÏÓÔÁÔÏËRi ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ Fi ÎÁ fi É �ÒÉÍÅÎÉÔØË �ÁÒÅ E0 = fi, E1 = Ri ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ



úÁÄÁÞÉ Ë §4 65× ËÏÔÏÒÏÍQi = ∏� 6=i g� É deg(∑ f�Q�) < degQ. ïÔÓÀÄÁ ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎ h Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÌÎÙÍ ÞÁÓÔÎÙÍ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ f ÎÁ g, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ r =∑ f�Q� |ÏÓÔÁÔËÏÍ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÄÅÌÅÎÉÑ, Á ËÁÖÄÙÊ fi ÅÓÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ< deg gi, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ × ËÏÌØ�Å ×ÙÞÅÔÏ× k[x℄=(gi) ËÌÁÓÓr−1 (mod gi) ≡ f Q−1i (mod gi) :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ÉÎÇÒÅÄÉÅÎÔÙ ÆÏÒÍÕÌÙ (4-15) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ f É g, É ÅÓÌÉ ×ÚÑÔØ ÉÈ ÔÁËÉÍÉ, ËÁË ÓËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ, ÔÏ ÍÙ ËÁËÒÁÚ É �ÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (4-16), Á Ó ÎÉÍ É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (4-15). �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.8ìÀÂÕÀ ÄÒÏÂØ ×ÉÄÁ f=gm, × ËÏÔÏÒÏÊ deg f < deg(gm) = m deg g, ÍÏÖÎÏ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙfgm = f1g + f2g2 + · · · + fmgm ; (4-17)× ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ×ÓÅÈ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅÊ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ deg g.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (4-17) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÁ f × ×ÉÄÅ f = f1gm−1 + f2gm−2 + · · · + fm−1g + fm ; (4-18)ËÏÔÏÒÏÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ f × g-ÉÞÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÏÎÎÏÊ ÓÉ-ÓÔÅÍÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ: fm ÒÁ×ÅÎ ÏÓÔÁÔËÕ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ g ÓÁÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ,fm−1 | ÏÓÔÁÔËÕ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ g ÞÁÓÔÎÏÇÏ (f − fm)=g (ËÏÔÏÒÏÅ �Ï �ÏÓÔÒÏ-ÅÎÉÀ fm Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ), fm−2 | ÏÓÔÁÔËÕ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ g ÞÁÓÔÎÏÇÏ((f − fm)=g − fm−1) =g É Ô. Ä. �éÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ Ä×ÕÈ ÌÅÍÍ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÄÒÏÂØ f=g ∈ k[x℄ ÄÏ�ÕÓËÁ-ÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ deg f −deg g(ÎÅ�ÏÌÎÏÇÏ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ f ÎÁ g) É ×ÉÄÁ p=qm, ÇÄÅ q �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ, m ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÔ 1 ÄÏ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ×ÈÏÖÄÅ-ÎÉÑ q × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, É ËÁÖÄÙÊ ÞÉÓÌÉ-ÔÅÌØ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ deg p < deg q. �ÁËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍf=g ÎÁ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÄÒÏÂÉ É ÞÁÓÔÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÅÚÎÙÍ �ÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ-×ÁÎÉÉ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÒÁ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, Á ÔÁËÖÅ �ÒÉ ÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ×ÓÔÅ�ÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ (ÍÙ ÅÝ£ ×ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ × n◦ 5.3).úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §4



66 úÁÄÁÞÉ Ë §4úÁÄÁÞÁ 4.1. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ËÒÁÔÎÙÅ (ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ) ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁx7 + 7x5 − 36x4 + 15x3 − 216x2 + 9x− 324 :úÁÄÁÞÁ 4.2. îÁÊÄÉÔÅ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ É 1000-À �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÏÔ x4=(1 + x2).úÁÄÁÞÁ 4.3. îÁÊÄÉÔÅ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x179 + x57 + x2 + 1 × ËÏÌØ�Å
Z[x℄ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Á) x2 − 1 Â) x2 + 1 ×) x2 + x+ 1 .úÁÄÁÞÁ 4.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ R[x℄ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ä×ÕÞÌÅÎÏ× É Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÏ× Ó ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ ÄÉÓËÒÉ-ÍÉÎÁÎÔÏÍ. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × R[x℄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x8 + 128.úÁÄÁÞÁ 4.5 (ÆÏÒÍÕÌÙ ÷ÉÅÔÁ). ÷ÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ak �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÁ f(x) = xn+a1xn−1+· · ·+an−1x+an = (x−�1)(x−�2) · · · (x−�n) ÞÅÒÅÚ ÅÇÏËÏÒÎÉ �� É ÎÁÊÄÉÔÅ ÌÉÎÅÊÎÕÀ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ x = t− a (ÇÄÅ a ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ Ñ×ÎÏ×ÙÒÁÖÅÎÏ ÞÅÒÅÚ ak), × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ËÏÔÏÒÏÊ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(t − �) ÓÏËÒÁÔÉÔÓÑÍÏÎÏÍ Ó tn−1.úÁÄÁÞÁ 4.6 (ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ). þÉÓÌÏ Df = ∏i<j(�i − �j)2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎ-ÔÏÍ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) =∏(x−�j). ÷ÙÒÁÚÉÔÅ ÞÅÒÅÚ p É q ÄÉÓËÒÉ-ÍÉÎÁÎÔÙ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÏ× Á) x2 + px+ q Â) x3 + px+ q.úÁÄÁÞÁ 4.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ ÔÒ£ÈÞÌÅÎ f(x) = x3 + px + q ∈ R ÉÍÅÅÔÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÑ ÅÓÌÉ, É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ Df(ÓÍ. ÚÁÄ. 4.6) �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÄÈÏÄÑÝÁÑ ÚÁÍÅÎÁ t = �x �ÒÉ×ÏÄÉÔÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f(x) = 0 Ë ×ÉÄÕ 4 t3− t x = a, ÇÄÅ a∈R É |a| 6 1. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊÄÌÑ ËÏÓÉÎÕÓÁ ÔÒÏÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ (ÓÍ. ÓÔÒ. 28) ×ÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÒÎÉ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÞÅÒÅÚ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ.úÁÄÁÞÁ 4.8. òÅÛÉÔÅ × ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ (ÓÍ. �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ)ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ: Á) x3 − 3x+ 1 = 0 , Â) x3 + x2 − 2x− 1 = 0 .úÁÄÁÞÁ 4.9. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ËÏÒÎÉ z1, z2 ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏÓÒÅÄÉ (ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ) ÞÉÓÅÌ 3√z1+ 3√z2 ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒ£È-ÞÌÅÎÁ f(x) = x3 + px+ q. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁËÁÈ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ Df ÞÉÓÌÁ z1, z2Á) ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ É ÒÁÚÌÉÞÎÙ Â) ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ?úÁÄÁÞÁ 4.10. îÁÊÄÉÔÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×:Á) x3 − x+ 1 ; Â) x3 + 2x2 + x+ 1 .úÁÄÁÞÁ 4.11. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ × ÒÁÄÉËÁÌÁÈ: Á) os(�=9) , Â) os(�=12) , ×) os(�=7) .úÁÄÁÞÁ 4.12. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ � ∈ C ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÓÔÅ�ÅÎÉk ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ∀ a∈C k−1∏�=0(��x− a) = (−1)k+1(xk − ak)Â) ∀ f ∈C[x℄ ∃ h ∈ C[x℄ : k−1∏�=0 f(��x) = h(xk) , �ÒÉÞ£Í ËÏÒÎÑÍÉ h Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÔÏÞÎÏÓÔÉ k-ÔÙÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ ËÏÒÎÅÊ f



úÁÄÁÞÉ Ë §4 67úÁÄÁÞÁ 4.13. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f , ËÏÒÎÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ × ÔÏÞÎÏÓÔÉÁ) Ë×ÁÄÒÁÔÙ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x4 + 2x3 − x+ 3Â) ËÕÂÙ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x4 − x− 1úÁÄÁÞÁ 4.14. ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ËÏÌØ�Ï R[x℄=(f) �ÏÌÅÍ �ÒÉÁ) f = x4 + 1 Â) f = x3 + 1 ×) f = x2 + 3?úÁÄÁÞÁ 4.15 (ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ). ðÕÓÔØ k ⊂ F Ä×Á �ÏÌÑ. üÌÅÍÅÎÔ � ∈ FÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÎÁÄ k, ÅÓÌÉ f(�) = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁf(a) ∈ k[x℄, É �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ � ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ × k[x℄ É ÄÅÌÉÔ × k[x℄ ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ.úÁÄÁÞÁ 4.16. îÁÊÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÞÉÓÌÁ Á) 2− 3i ÎÁÄ RÂ) √2 +√3 ÎÁÄ Q ×) 3√2 ÎÁÄ1 Q[√2 +√3℄ Ç) 105√9 ÎÁÄ Q .úÁÄÁÞÁ 4.17. åÓÌÉ ÌÉ ÓÒÅÄÉ �ÏÌÅÊ Q[√2℄, Q[√3℄ É Q[ 3√2℄ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ?úÁÄÁÞÁ 4.18. ï�ÉÛÉÔÅ ×ÓÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ �ÏÌÅÊÁ) Q[√2℄ Â) Q[√2;√3℄ = Q[√2℄[√3℄ ×) Q[ 4√2℄ Ç) Q[1 + i℄úÁÄÁÞÁ 4.19. ðÕÓÔØ A | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ, É f ∈A[x℄ ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈A[x℄ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ q; r ∈ A[x℄, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ g = fq + r É ÌÉÂÏ deg r < deg f , ÌÉÂÏr = 0. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ2 f ∈ A[x℄ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ A ⊂ B, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ f �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × B[x℄ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.úÁÄÁÞÁ 4.20. ðÕÓÔØ k | ÌÀÂÏÅ �ÏÌÅ, f ∈ k[x℄ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, É F =
k[x℄=(f). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÑ K ⊃ k �ÏÓÔÒÏÊÔÅ ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÇÏ-ÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× F ⊂ - K, ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÄ�ÏÌÑ k, ÉÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f × �ÏÌÅ K .úÁÄÁÞÁ 4.21 (�ÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ). ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÓÔÒÏÊÔÅ �ÏÌÅ
Ff ⊃ k, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ: (1) f �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × Ff [x℄ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉ-ÔÅÌÉ (2) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÑ K ⊃ k, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍ f �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Ff ⊂ - K, ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÅÊ-ÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÄ�ÏÌÑ k. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÅ Ff Ó ÔÁËÉÍÉ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÁÍÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÎÁ �ÏÄ�ÏÌÅ
k (ÏÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f).úÁÄÁÞÁ 4.22 (ËÒÕÇÏ×ÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ). îÁ�ÏÍÎÉÍ (ÓÍ. n◦ 2.3.4), ÞÔÏ n-ÔÙÊ ËÒÕÇÏ-×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ æn | ÜÔÏ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ËÏÒÎÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ1ÞÅÒÅÚ Q[√2+√3℄ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ �ÏÌÅ Q[x℄=(f), ÇÄÅ f ∈ Q[x℄ | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÞÉÓÌÁ√2 +√3 ÎÁÄ Q2ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ ÅÄÉ-ÎÉ�Á



68 úÁÄÁÞÉ Ë §4ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ n-ÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ 1 É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ Á) æ2n(x) = æn(−x) �ÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÍ n Â) xn − 1 = ∏d|næd(x)×) æn(x) = ∏d|n(xn=d − 1)�(d) (ÉÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ É �ÏÄÈÏÄÑÝÕÀÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÀ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ í£ÂÉÕÓÁ | ÓÒ.  ÚÁÄ. 3.20 É ÚÁÄ. 9.20)Ç) æp(x) = xp−1 + · · ·+ x+ 1 É æpk(x) = æp (xpk−1) �ÒÉ �ÒÏÓÔÏÍ pÄ) æpm(x) = æm (xp) =æm(x) �ÒÉ �ÒÏÓÔÏÍ p 6 |mÅ) æpk11 ··· pknn (x) = æp1p2···pn (xpk1−11 ··· pkn−1n ) ÄÌÑ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ piÖ) æn ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Q, ÉÍÅÅÔ �ÅÌÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ É ÎÁÊÄÉÔÅ degænúÁÄÁÞÁ 4.23. ðÕÓÔØ Fq | ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ F - F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ É �ÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ Ä×ÕÈ ÒÁÚÎÙÈ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÏ×, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ.úÁÄÁÞÁ 4.24. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Fp ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ 1=(xp − x) × ÓÕÍÍÕ�ÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÄÒÏÂÅÊ.úÁÄÁÞÁ 4.25. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 5 ÎÁÄ F2 É ×ÓÅ ÎÅ-�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 3 ÎÁÄ F3.úÁÄÁÞÁ 4.26. óËÏÌØËÏ × F3[x℄ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ Á) 3 Â) 4 ?úÁÄÁÞÁ 4.27. ðÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ËÏÎÅÞÎÙÍ) �ÏÌÅÍ ÉÍÅÅÔÓÑÁ) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×Â) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ.úÁÄÁÞÁ 4.28. éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÀ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ í£ÂÉÕÓÁ, ÄÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ n × Fp[x℄ ÒÁ×ÎÏ1n∑d|n pd�(n=d)(ÓÍ. ÚÁÄ. 4.22 (×), ÚÁÄ. 3.20, ÚÁÄ. 9.20, Á ÔÁËÖÅ ÚÁÄ. 5.11).úÁÄÁÞÁ 4.29. ðÕÓÔØ k | �ÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p É a ∈ k. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎxp − a ÌÉÂÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ × k[x℄, ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ p-ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ × k.úÁÄÁÞÁ 4.30. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) = xp−x−a ∈ Fp ÉÍÅÅÔ × ÎÅËÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ F ⊃
Fp ËÏÒÅÎØ � . ñ×ÎÏ ÕËÁÖÉÔÅ × F ÅÝ£ p− 1 ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f É �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ× Fp[x℄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÌÉÂÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, ÌÉÂÏ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.úÁÄÁÞÁ 4.31. ðÕÓÔØ F | ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É Fp ⊂ F | ÅÇÏ �ÒÏÓÔÏÅ�ÏÄ�ÏÌÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ F ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ ÎÁÄ Fp (ÓÍ. ÚÁÄ. 4.15)Â) q = pn ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n .×) �ÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ × ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Å F∗ ÄÅÌÉÔ q − 1.Ç) ðÏÌØÚÕÑÓØ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅÍ í£ÂÉÕÓÁ ÉÚ ÚÁÄ. 3.20, ÎÁ�ÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁÜÌÅÍÅÎÔÏ× d-ÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ



úÁÄÁÞÉ Ë §4 69Ä) ÷ÙÑÓÎÉÔÅ, ÓËÏÌØËÏ × F∗ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (q − 1)-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ É ËÁËÏ×Á ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (ÓÍ. ÚÁÄ. 4.15) ÔÁËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.úÁÄÁÞÁ 4.32. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ xpk − x, ÌÅÖÁÝÉÅ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ�ÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p, ÏÂÒÁÚÕÀÔ × Î£Í �ÏÄ�ÏÌÅ.úÁÄÁÞÁ 4.33. ëÁËÏ×Á ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁxpk − x ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Fp ?úÁÄÁÞÁ 4.34. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ p É ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n �ÏÌÅ Fq ÉÚq = pn ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.úÁÄÁÞÁ 4.35. ðÒÉ ËÁËÉÈ q1, q2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Fq1 - Fq2 ?úÁÄÁÞÁ 4.36. ï�ÉÛÉÔÅ ×ÓÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ �ÏÌÑ Fq .



§5. æÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ5.1. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÄ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ. îÁ�ÏÍÎÉÍ(ÓÍ. n◦ 4.1), ÞÔÏ ËÏÌØ�Ï ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× K[[x℄℄ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ× ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍ ËÏÌØ�ÅK Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉÓÕÍÍÁÍÉ ×ÉÄÁ f(x) =∑�>0 a�x� = a0 + a1x+ a2x2 + · · · ; ai ∈ K ;ËÏÔÏÒÙÅ ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ É ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ �Ï ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑÓËÏÂÏË É �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ �ÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ n-ÁÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ×ÓÑËÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ, ÓÏ�Ï-ÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÒÑÄÁÍ f1; f2; : : : ; fn ∈ K[[x℄℄ ÎÏ×ÙÊ ÒÑÄ g ∈ K[[x℄℄ ÔÁË, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÒÑÄÁ g ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÒÑÄÏ× f1; f2; : : : ; fn.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÒÑÄÏ× | ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ, Á�ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ×ÍÅÓÔÏ x ÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ � ∈ K ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊÏÂÙÞÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ1. îÁ�ÒÏÔÉ×, �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ × ÒÑÄ f(x) ×ÍÅÓÔÏ x ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁÂÅÚ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ g(x) = b1x + b2x2 + · · · | ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ,ÄÁÀÝÁÑ ÒÑÄf(g(x)) =∑ ak(b1x+ b2x2 + · · · )k =a0 + a1(b1x+ b2x2 + · · · ) + a2(b1x+ b2x2 + · · · )2 + a3(b1x+ b2x2 + · · · )3 + · · ·= a0 + (a1b1) · x+ (a1b2 + a2b21) · x2 + (a1b3 + 2 a2b1b2 + a3b31) · x3 + · · · ;× ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ xm ×ÌÉÑÀÔ ÌÉÛØ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ �ÅÒ×ÙÈ mÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. åÝ£ ÏÄÎÉÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅÒÑÄÏ×.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.1òÑÄ f(x) = a0+ a1x+ a2x2+ · · · ∈ K[[x℄℄ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÏÂÒÁÔÉÍ × K[[x℄℄,ËÏÇÄÁ ÅÇÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ a0 ÏÂÒÁÔÉÍ × K. åÓÌÉ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÒÑÄ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏÏ�ÅÒÁ�ÉÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ f 7→ f−1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÑÄ f−1(x) = b0 + b1x + b2x2 + · · · , ÔÁËÏÊÞÔÏ f(x) · f−1(x) = 1, ÔÏ a0b0 = 1, ÏÔËÕÄÁ a0 ÏÂÒÁÔÉÍ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÄÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏa0 ∈ K ÏÂÒÁÔÉÍ. ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÑÈ x ×1ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÉÚ ÜÔÏÇÏ �ÒÁ×ÉÌÁ ÓÌÕÖÉÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÑÄÁ f(x) �ÒÉx = 0, ÄÁÀÝÅÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ; �ÏÈÏÖÉÊ ÜÆÆÅËÔ ÉÎÏÇÄÁ×ÏÚÎÉËÁÅÔ �ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÞÅÎØ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏ× × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÞÅÎØÓ�Å�ÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ �; ÎÏ �ÒÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ � É f ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ f(�) ÔÒÅÂÕÅÔ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ,×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÓÌÏÖÅÎÉÊ70



5.2.äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ 71�ÒÁ×ÏÊ É ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á f(x)·f−1(x) = 1, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙbi ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ a0b0 = 1a0b1 + a1b0 = 0a0b2 + a1b1 + a2b0 = 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

(5-1)ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ bk = −a−10 (a1bk−1 + a2bk−2 + · · · + akb0) �ÒÉ k > 1, Á b0 = a−10 . üÔÏ�ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ. �5.1.1. ðÒÉÍÅÒ: ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ. îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÏ×ÅÒËÁ�ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ Ë ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ Ä×ÕÞÌÅÎÕ 1 − x Ñ×ÌÑÅÔÓÑÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ 11− x = 1 + x+ x2 + x3 + · · · =∑k>0 xk ; (5-2)ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.1. ñ×ÎÏ ×Ù�ÉÛÉÔÅ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÑÄÏ×Á) 1=(1 + x) Â) 1=(1± xm) ×) 1=(1 + x+ x2)5.2. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ. ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ × ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄf(x) = a0 + a1x+ a2x2 + · · ·×ÍÅÓÔÏ x ÓÕÍÍÕ x+ t, ÇÄÅ t | ÅÝ£ ÏÄÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÒÑÄf(x+ t) = a0 + a1(x+ t) + a2(x+ t)2 + · · · ∈ K[[x; t℄℄ :òÁÓËÒÏÅÍ × Î£Í ×ÓÅ ÓËÏÂËÉ É ÓÇÒÕ��ÉÒÕÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊt, ÏÂÏÚÎÁÞÉ× ÞÅÒÅÚ fm(x) ∈ K[[x℄℄ ÒÑÄ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ ËÁË ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ tm :f(x+ t) = f0(x) + f1(x) · t+ f2(x) · t2 + f3(x) · t3 + · · · =∑i>0 fm(x) · tm : (5-3)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ f0(x) = f(x) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÒÑÄÏÍ f .òÑÄ f1(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÒÑÄÁ f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f ′(x)ÉÌÉ ddxf . ïÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍf(x+ t) = f(x) + f ′(x) · t+ (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ t2)É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎ ËÁË ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÒÉ t = 0 ÒÑÄÁf(x+ t)− f(x)t == a1 · (x+ t)− tt + a2 · (x+ t)2 − t2t + a3 · (x+ t)3 − t3t + · · · ==∑k>1 ak · ((x+ t)k−1 + (x+ t)k−2x+ (x+ t)k−3x2 + · · ·+ xk−1) :



72 §5.æÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙðÏÌÁÇÁÑ t = 0, �ÏÌÕÞÁÅÍf ′(x) =∑k>1 k akxk−1 = a1 + 2 a2x+ 3 a3x2 + · · · (5-4)5.2.1. òÑÄÙ Ó ÎÕÌÅ×ÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (5-4) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.åÓÌÉ harK = 0, ÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: f ′ = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁf = onst .åÓÌÉ ÖÅ ËÏÌØ�Ï K ÉÍÅÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ, ÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑÏÔ ×ÓÅÈ ÍÏÎÏÍÏ× xm, �ÏËÁÚÁÔÅÌØ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ, ÏÂÒÁÔÉÔ-ÓÑ × ÎÕÌØ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÏÄÅÌÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ m× ÆÏÒÍÕÌÅ ddx xm = xm−1 + · · · + xm−1︸ ︷︷ ︸m = m · xm−1�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÓÕÍÍÕ m ÅÄÉÎÉ� ËÏÌØ�Á. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k ÈÁÒÁË-ÔÅÒÉÓÔÉËÉ p > 0 �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔ ÒÑÄÁ f(x) ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ f(x) = g(xp) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g ∈ k[[x℄℄ .ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.2 (�ÒÁ×ÉÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ)äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � ∈ K É ÌÀÂÙÈ f; g ∈ K[[x℄℄ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á(�f)′ = � · f ′ ; (f + g)′ = f ′ + g′ ; (fg)′ = f ′ · g + f · g′ : (5-5)ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÒÑÄ g ÎÅ ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÔÏ(f(g(x))′ = g′(x) · f ′(g(x)) ; (5-6)Á ÅÓÌÉ ÒÑÄ f ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ (1=f)′ = − f ′f 2 : (5-7)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × (5-5) ×ÙÔÅËÁÀÔ �ÒÑÍÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ(5-4). äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÒÅÔØÅÇÏ �ÅÒÅÍÎÏÖÉÍ ÒÑÄÙf(x+ t) = f(x) + t · f ′(x) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ t2)g(x+ t) = g(x) + t · g′(x) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ t2) :ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÞÌÅÎÏ×, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ t2 , �ÏÌÕÞÉÍf(x+ t)g(x+ t) = f(x)g(x) + t · (f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ t2) ;ÏÔËÕÄÁ (fg)′ = f ′ · g + f · g′. æÏÒÍÕÌÁ (5-6) ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÈÏÖÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ × f(x) ×ÍÅÓÔÏ x ÒÑÄ g(x + t) : f(g(x + t)) = f(g(x) + t · g′(x) +



5.2.äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ 73(ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ t2)) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ ÒÑÄ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÉÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ Ë g(x) × ÁÒ-ÇÕÍÅÎÔÅ f , ÞÅÒÅÚ �(x; t) = t · g′(x) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ t2) . ðÏÌÕÞÁÅÍf(g(x+ t)) = f(g(x) + �(x; t)) == f(g(x)) + �(x; t) · f ′(g(x)) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ �(x; t)2) == f(g(x)) + t · g′(x) · f ′(g(x)) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ t2) ;ÏÔËÕÄÁ (f(g(x))′ = g′(x) · f ′(g(x)). äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ �ÒÏ-ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á f ·f−1 = 1. ðÏÌÕÞÉÍ f ′ ·f−1+f ·(f−1)′ = 0 ,ÏÔËÕÄÁ (f−1)′ = −f ′=f 2 . �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (5-3) fm(x) = 1m! dmdxm f(x) (ÚÄÅÓØÉ ÄÁÌÅÅ ÞÅÒÅÚ dmdxm = ( ddx)m ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ m-ÔÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ, Ô. Å. ÒÅÚÕÌØÔÁÔ m-ËÒÁÔÎÏÇÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ddx).5.2.2. ðÒÉÍÅÒ: ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ. ðÒÉÍÅÎÑÑ �ÒÁ×ÉÌÏ ìÅÊÂ-ÎÉ�Á Ë �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ fm = f · f · · · · · f �ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁ f ÆÏÒÍÕÌÕ(fm)′ = m · fm−1 · f ′ : (5-8)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔ ÒÑÄÁ 1=(1 − x)m ÒÁ×ÎÁ m=(1 − x)m+1 , ÏÔËÕÄÁ �ÏÉÎÄÕË�ÉÉ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ m-ÔÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ(1−x)−1 ÒÁ×ÎÁm!=(1−x)m+1 . äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ (m−1) ÒÁÚ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ(1− x)−1 = 1 + x+ x2 + x3 + x4 + · · · ;�ÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ îØÀÔÏÎÁ ÄÌÑ ÂÉÎÏÍÁ Ó ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ1(1− x)m =∑k>0 (k +m− 1)(k +m− 2) · · · (k + 1)(m− 1)! · xk ==∑k>0 (k +m− 1k )
· xk : (5-9)5.2.3. ðÒÉÍÅÒ: ËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. ðÕÓÔØ k | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ�ÏÌÅ. þÉÓÌÏ � ∈ k ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ m-ËÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ k[x℄, ÅÓÌÉf(x) = (x − �)m · g(x), ÇÄÅ g(�) 6= 0. ëÏÒÎÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ m > 2 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑËÒÁÔÎÙÍÉ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.3ðÕÓÔØ k | ÌÀÂÏÅ �ÏÌÅ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ � ∈ k ÂÙÌ ËÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ f ∈ k[x℄ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ f(�) = f ′(�) = 0 .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ � | ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f , ÔÏf(x) = (x− �)2g(x) :äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÑ, �ÏÌÕÞÁÅÍ f ′(x) = (x− �)(2 + (x− �)g(x)), ÏÔËÕÄÁ f ′(�) = 0 .åÓÌÉ � ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ, ÔÏ f(x) = (x − �)g(x), ÇÄÅ g(x) 6= 0 .�ÏÇÄÁ f ′(x) = (x− �)g′(x) + g(x) É f ′(�) = g(�) 6= 0. �



74 §5.æÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.4îÁÄ �ÏÌÅÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ m-ËÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁf ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ f É �ÅÒ×ÙÈ (m− 1) �ÒÏÉÚ×ÏÄ-ÎÙÈ ÏÔ f , ÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ m-ÔÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ f(x) = (x− �)m · g(x), ÇÄÅ g(�) 6= 0, ÔÏf ′(x) = (x− �)m−1 · (m+ (x− �) · g(x)) :÷ÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ × ÜÔÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ �ÒÉ x = �. ðÏÜÔÏÍÕ �Ñ×ÌÑÅÔÓÑ m-ËÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ f ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (m− 1)-ËÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ f ′ . �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.5åÓÌÉ har(k) = p > 0, ÔÏ f ′ = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f = gp ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g ∈ k[x℄.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ n◦ 5.2.1, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f ′ = 0 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏf(x) = g(xp) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g ∈ k[x℄. ðÏÓËÏÌØËÕ × ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ p ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÅ× p-ÔÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÓÍ. n◦ 3.2.1), g(xp) = g(x)p. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.1äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ �ÏÌÑ k ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x℄ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÈËÏÒÎÅÊ ÎÉ × ÓÁÍÏÍ �ÏÌÅ k, ÎÉ × ËÁËÏÍ ËÏÌØ�Å K ⊃ k .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÌ. 5.5 �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ �ÏÌÅÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ f ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, ÏÎ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÓ f ′. óÏÇÌÁÓÎÏ n◦ 4.3.1 ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÉÈËÏÒÎÅÊ ÎÉ × ËÁËÏÍ ËÏÌØ�Å K ⊃ k . �5.3. . ðÕÓÔØ K = C. æÏÒÍÕÌÁ (5-9) �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ × ÒÑÄ ÌÀÂÕÀ ÒÁ�É-ÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f=g ∈ C(x), ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Å£ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ. á ÉÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØg(x) = 1 + a1x+ a2x2 + · · · + anxn =∏(1− �ix)mi ; (5-10)ÇÄÅ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ �i ∈ C �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.4. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ �ÒÉ an 6= 0 ÞÉÓÌÁ �i ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (5-10) ÓÕÔØËÏÒÎÉ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ tn + a1tn−1 + · · · + an−1t+ an =∏(t− �i)mi .�ÏÇÄÁ �Ï �ÒÅÄÌ. 4.7 É �ÒÅÄÌ. 4.8 ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f=g Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ�ÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÄÒÏÂÅÊ ×ÉÄÁ�(1− �ix)m = �∑k>0 �ki(k +m− 1m− 1 )
· xk (5-11)



5.3.òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ 75ÇÄÅ k ÌÅÖÉÔ × �ÒÅÄÅÌÁÈ 1 6 k 6 mi, Á � = �(i; k) ∈ C | ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅÏÔ i, k, f É g.åÓÌÉ ÅÓÌÉ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ g ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑÏÓÏÂÅÎÎÏ �ÒÏÓÔÙÍ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÉ deg f < deg g ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f=gÉÍÅÅÔ �Ï �ÒÅÄÌ. 4.7 ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅf(x)(1− �1x)(1− �2x) · · · (1− �nx) = �11− �1x + �21− �2x + · · · + �n1− �nx (5-12)É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÓÕÍÍÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÊ1f(x) =∑(�1�k1 + �2�k2 + · · · + �n�kn) · xk :þÔÏÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ �i ∈ C, ÕÍÎÏÖÉÍ ÌÅ×ÕÀ É �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔÉ (5-12) ÎÁÏÂÝÉÊ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ É �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ × �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÅ x = �−1i . ÷ÓÅÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÒÏÍÅ i-ÔÏÇÏ ÏÂÒÁÔÑÔÓÑ × ÎÕÌØ, É ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ�i =∏� 6=i g(�−1i )(1− (��=�i)) = �n−1i g(�−1i )∏� 6=i(�i − ��) : (5-13)5.3.1. òÅÛÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ðÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ �ÆÏÒÍÕÌÙ k-ÔÏÇÏ ÞÌÅÎÁ� �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ zk, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ n-ÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ:zk + a1zk−1 + a2zk−2 + · · · + anzk−n = 0 ; (5-14)ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ a1; a2; : : : ; an ∈ C | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÎÎÙÅÞÉÓÌÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (5-14) | ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÄÏÌÖÎÙ ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ �ÒÉ k > n ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ zk ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁb0 + b1x+ · · ·+ bn−1xn−11 + a1x+ a2x2 + · · · + anxk = z0 + z1x+ z2x2 + · · ·åÓÌÉ �ÏÄÏÂÒÁÔØ b0; b1; : : : ; bn−1 ∈ C × ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÅÒ×ÙÅn ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× Ó�ÒÁ×Á ÓÏ×�ÁÄÁÌÉ Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ËÕÓËÏÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ(5-14), É ÒÁÚÌÏÖÉÔØ �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ × ÒÑÄ Ï�ÉÓÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅÓ�ÏÓÏÂÏÍ, ÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ Ñ×ÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ zkÞÅÒÅÚ k.îÁÊÄ£Í, Ë �ÒÉÍÅÒÕ, Ñ×ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ k ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ æÉÂÂÏÎÁÞÞÉ zk,ËÏÔÏÒÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉz0 = 0 ; z1 = 1 ; zk = zk−1 + zk−2 �ÒÉ k > 2 ;Ô. Å. ÒÅÛÁÀÔ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ zk − zk−1 − zk−2 = 0 ÎÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙÒÑÄÁ b0 + b1x1− x− x2 = x+ z2x2 + z3x3 + · · · (5-15)



76 §5.æÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ(ÍÙ �ÏÄÓÔÁ×ÉÌÉ × �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÄÁÎÎÙÅ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ z0 = 0 É z1 = 1).õÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ (5-15) ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ É ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ�ÒÉ x0 É x1, �ÏÌÕÞÁÅÍ b0 = 0 É b1 = 1. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÞÉÓÌÁ æÉÂÂÏÎÁÞÞÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÒÑÄÁz(x) = x1− x− x2 = �+1− �+x + �−1− �−x ;ÇÄÅ �± = (1±√5)=2 ÓÕÔØ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ t2 − t− 1, Á ÞÉÓÌÁ �± ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ �ÏÆÏÒÍÕÌÅ (5-13) Ó ÕÞ£ÔÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ× �+�− = −1 , �+ + �− = 1 , É �+ − �− = √5 :�+ = −�− = 1�+ − �− = 1√5 :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,x1− x− x2 = 1√5 ( 11− �+x − 11− �−x) =∑k>0 �k+ − �k−√5 · xk ;Ô. Å. k-ÔÏÅ ÞÉÓÌÏ æÉÂÂÏÎÁÞÞÉ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄzk = (1 +√5)k − (1−√5)k2k√5 :÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (5-14) Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.6÷ÓÑËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ zk, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ �ÒÉ k > n ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÒÅËÕÒ-ÒÅÎÔÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ n-ÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁzk + a1zk−1 + a2zk−2 + · · · + anzk−n = 0 ; (5-16)Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ai ∈ C , ÉÍÅÅÔ ×ÉÄzk = �k1 · '1(k) + �k2 · '2(k) + · · · + �kr · 'r(k) ;ÇÄÅ �1; �2; : : : ; �r ÓÕÔØ ×ÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ1tn + a1tn−1 + · · ·+ an−1t+ an ; (5-17)Á ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ 'i ∈ C[x℄ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÁ ÅÄÉ-ÎÉ�Õ ÍÅÎØÛÅÊ, ÞÅÍ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ËÏÒÎÑ �i .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÑÄ ∑ zkxk ∈ C[[x℄℄ , ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÅÛÁÀÔ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÅ (5-16), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÄÒÏÂÅÊ ×ÉÄÁ � · (1 − �x)−m, ÇÄÅ � �ÒÏÂÅÇÁÅÔÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (5-17), �ÏËÁÚÁÔÅÌØ ÓÔÅ�ÅÎÉ m ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØÌÀÂÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÔ 1 ÄÏ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ËÏÒÎÑ �, Á � = �(�;m) |ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍÏÅ �Ï �, m É �ÅÒ×ÙÍ n ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÁÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ zk. óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (5-11) k-ÔÙÊ ÞÌÅÎ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÔÁËÏÊ ÄÒÏÂÉ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ �k'(k), ÇÄÅ '(k) = (k+m−1m−1 ) ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ k ÓÔÅ�ÅÎÉm− 1. �1ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (5-14)



5.4.ìÏÇÁÒÉÆÍ É ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÁ 775.4. ìÏÇÁÒÉÆÍ É ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÁ. îÁÞÉÎÁÑ Ó ÜÔÏÇÏ ÍÅÓÔÁ É ÄÏ ËÏÎ�Á �ÁÒÁÇÒÁÆÁÍÙ ÂÕÄÅÍ �Ï ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× K = FÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (5-4) ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏÒÑÄÁ f(x) = a0 + a1x+ a2x2 + · · · ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÒÑÄ ÂÅÚ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ f(x). üÔÏÔ ÒÑÄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚ-ÎÙÍ ÒÑÄÏÍ ÉÌÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔ f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
∫ f(x) dx def= a0x+ a12 x2 + a23 x3 + · · · =∑k>1 ak−1k xk : (5-18)5.4.1. ìÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ. ðÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ÒÑÄ ÏÔ ÚÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÅÏ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑln(1 + x) def= ∫ dx1 + x = ∫ (1− x+ x2 − x3 + · · · ) dx == x− x22 + x33 − x44 + x55 − · · · =∑k>1 (−1)k−1k xk : (5-19)÷ÍÅÓÔÏ 1 + x × ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÍÏÖÎÏ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ÌÀÂÏÊ ÒÑÄ u(x) Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ Ó×Ï-ÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ | ÒÑÄ ln(u(x)) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ × �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ (5-19)×ÍÅÓÔÏ x ÒÑÄÁ u(x)− 1 ÂÅÚ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ Ï�Å-ÒÁ�ÉÅÊ (ÓÍ. n◦ 5.1).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.5 (ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (lnu)′ =u′=u ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁ u Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ N ⊂ F[[x℄℄ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÕÀ ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕ��Õ ×ÓÅÈ ÒÑÄÏ× ÂÅÚÓ×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, Á ÞÅÒÅÚ U ⊂ F[[x℄℄ | ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÕÀ ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕ��Õ×ÓÅÈ ÒÑÄÏ× Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ.ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÁÑ ÒÑÄ u(x) ∈ U × ÒÑÄ ln(u(x)) ∈ N ,Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ É ÚÁÄÁ£Ô ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅlog : U u 7→lnu - N : (5-20)ìÅÍÍÁ 5.1äÌÑ ÒÑÄÏ× u;w ∈ U ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á u = w , u′ = w′ , ln(u) = ln(w) É ln′(u) = ln′(w)�Ï�ÁÒÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÌÅÞ£Ô ÚÁ ÓÏÂÏÊ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ. ä×Á ÒÑÄÁ ÉÚU (ÓÏÏÔ×. Ä×Á ÒÑÄÁ ÉÚ N) ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÉÈ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ. ðÏÜÔÏÍÕ �ÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (ÓÏÏÔ×. �ÏÓÌÅÄÎÉÅ Ä×Á ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á)ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. ïÓÔÁ£ÔÓÑ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÅ-ÄÕÅÔ �ÅÒ×ÏÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ, �ÏÌØÚÕÑÓØ Õ�Ò. 5.5, �ÅÒÅ�ÉÛÅÍ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ××ÉÄÅ u′=u = w′=w É �ÅÒÅÎÅÓ£Í ×Ó£ × ÏÄÎÕ ÞÁÓÔØ:u′u − w′w = u′w − w′uuw = (u=w) · (u=w)′ = 0 :



78 §5.æÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙïÔÓÀÄÁ u=w = onst = 1. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∀u∈U ln(1=u) = −u.5.4.2. üËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ. òÑÄex def= ∑k>0 xkk! = 1 + x+ x22 + x36 + x424 + x5120 + · · · (5-21)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÏÊ. üÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÒÑÄ ÓÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÅÄÉÎÉ�Á,ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ f ′(x) = f(x).ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × (5-21) ×ÍÅÓÔÏ x ÌÀÂÏÊ ÒÑÄ �(x) ÂÅÚ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÍÙ �ÏÌÕ-ÞÁÅÍ ÒÑÄ e�(x) ÓÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ 1, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÏÊ ÒÑÄÁ�(x). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅexp : N � 7→e� - U : (5-22)�ÅÏÒÅÍÁ 5.1üËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (5-22) É (5-20) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈÒÑÄÏ× u; u1; u2 ∈ U É �; �1; �2 ∈ N ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á:ln e� = � ; elnu = u ; ln(u1u2) = ln(u1) + ln(u2) ; e�1+�2 = e�1e�2 :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ln e� = � �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ×ÚÑÔÉÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ (ÏÂÁ ÒÑÄÁ ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ É ÏÂÑÚÁÎÙ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ,ËÏÌØ ÓËÏÒÏ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ∀ u1; u2 ∈ U ÒÑÄÙ ln(u1u2)É lnu1 + lnu2 ÌÅÖÁÔ × N É ÉÍÅÀÔ ÒÁ×ÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ:(ln(u1u2))′ = (u1u2)′u1u2 = u′1u2 + u1u′2u1u2 == u′1u1 + u′2u2 = (lnu1)′ + (lnu2)′ = (lnu1 + lnu2)′ :ðÏÜÔÏÍÕ ln(u1u2) = lnu1 + lnu2, Ô. Å. ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÏÍ. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï elnu = u �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÓÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ln e� = � É ÌÅÍ. 5.1. éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×elnu = u É ln e� = � ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÑ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÂÉÅË�ÉÑÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ | ÔÏÖÅÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.7. ðÏËÁÖÉÔÅ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÒÑ-ÄÏ×, ÞÔÏ ex+y = exey × F[x; y℄.



5.5.âÉÎÏÍ îØÀÔÏÎÁ 795.5. âÉÎÏÍ îØÀÔÏÎÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ � ∈ F Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÒÑÄÓ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ � ÆÏÒÍÕÌÏÊ (1 + È)� def= e� ln(1+x):ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ×ÍÅÓÔÏ 1+x �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÒÑÄÙ u ∈ U , ÍÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ � ∈ F�ÏÌÕÞÁÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × �-ÔÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØU u 7→u� - U ;ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ×ÓÅÍÉ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ ÏÖÉÄÁÅÍÙÍÉ ÏÔ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á-ÍÉ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÒÑÄÏ× u; v ∈ U É ÞÉÓÅÌ �; � ∈ F ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Áu� · u� = e� lnu · e� lnu = e� lnu+� lnu = e(�+�) lnu = u�+� (5-23)(u�)� = e� ln(u�) = e� ln(e� lnu) = e�� lnu = u�� (5-24)(uv)� = e� ln(uv) = e�(ln u+ln v) = e� lnu+� ln v = e� lnu · e� ln v = u�v� (5-25)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁ u Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ u1=n = n√u ×ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ (u1=n)n = u .äÌÑ Ñ×ÎÏÇÏ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ai ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ(1 + x)� = a0 + a1x+ a2x2 + · · ·×ÙÞÉÓÌÉÍ ÅÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ:((1 + x)�)′(1 + x)� = (ln(1 + x)�)′ = (ln e� ln(1+x))′ = (� ln(1 + x))′ = �1 + x :ðÒÉ×ÏÄÑ ÌÅ×ÕÀ É �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
(a1 + 2a2x+ 3a3x2 + · · · ) · (1 + x) = � · (1 + a1x+ a2x2 + a3x3 + · · · ) :óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ xk−1 × �ÒÁ×ÏÊ É ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÒÅËÕÒ-ÒÅÎÔÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ kak + (k − 1)ak−1 = �ak−1 , ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏak = �− (k − 1)k · ak−1 = (�− (k − 1))(�− (k − 2))k(k − 1) · ak−2 = · · ·

· · · = (�− (k − 1))(�− (k − 2)) · · · (�− 1)�k! :óÔÏÑÝÁÑ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÒÏÂØ ÉÍÅÅÔ É × ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ É × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ �Ï k ÍÎÏ-ÖÉÔÅÌÅÊ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÏÂÏÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�ÕÞÉÓÌÁ: × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ | ÏÔ k ÄÏ 1, × ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ | ÏÔ � ÄÏ (�−k+1). üÔÁ ÄÒÏÂØÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
(�k) def= �(�− 1) · · · (�− k + 1)k! (5-26)îÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÏ



80 §5.æÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.7 (ÆÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ)äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ � ∈ F ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ(1 + x)� =∑k>0 (�k)xk = 1 + �x+ �(�− 1)2 x2 + �(�− 1)(�− 2)6 x3 + · · · :5.5.1. ðÒÉÍÅÒ: ÂÉÎÏÍ Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ �ÏËÁÚÁÔÅÌÑÍÉ. ðÒÉ ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ �ÏËÁÚÁÔÅÌÑ � = n ∈ N ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ k > n × ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ (5-26) ÏÂÒÁÚÕ-ÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÂÉÎÏÍÁ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÅÞÎÏ:(1 + x)n = 1 + nx + n(n− 1)2 x2 + · · · + xn = n∑k=0 (nk) · xk :ðÒÉ �ÅÌÏÍ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÍ � = −m , m ∈ N , ÍÙ ÓÎÏ×Á �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ(5-9) ÉÚ n◦ 5.2.2(1 + x)−m = 1−mx + m(m+ 1)2 x2 − m(m+ 1)(m+ 2)6 x3 + · · · ==∑k>0(−1)k(k +m− 1k )
· xk :ðÒÉ � = 1=n , n ∈ N ÆÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ ÒÁÚ×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔ × ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÒÁÄÉËÁÌn√1 + x = 1 + 1n x+ 1n ( 1n − 1)2 x2 + 1n ( 1n − 1) ( 1n − 2)6 x3 + · · · == 1 + xn − n− 12 · x2n2 + (n− 1)(2n− 1)2 · 3 · x3n3 − (n− 1)(2n− 1)(3n− 1)2 · 3 · 4 · x4n4 + · · ·îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ n = 2 × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ �ÒÉ xk ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÒÏÂØ ×ÉÄÁ(−1)k−1 · 1 · 3 · 5 · · · · (2k − 3)2 · 4 · 6 · · · · (2k) = (−1)k−12k − 1 · (2k)!(2 · 4 · 6 · · · · (2k))2 == (−1)k−1(2k − 1) · 4k · (2kk ) :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

√1 + x =∑k>0 (−1)k−12k − 1 · (2kk ) · xk4k : (5-27)5.5.2. ðÒÉÍÅÒ: ÞÉÓÌÁ ëÁÔÁÌÁÎÁ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ (5-27) ÄÌÑ�ÏÌÕÞÅÎÉÑ Ñ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ ëÁÔÁÌÁÎÁ, ÞÁÓÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ × ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ. ðÕÓÔØ �ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÕÍÍÙ (n+ 1) ÓÌÁÇÁÅÍÙÈa0 + a1 + a2 + · · · + an (×ÓÅÇÏ n �ÌÀÓÏ×) (5-28)



5.5.âÉÎÏÍ îØÀÔÏÎÁ 81× ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ. �ÁËÏÅ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ n �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÛÁÇÏ×, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ ×ÓÅ ÚÎÁËÉ �+�ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ × ÔÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎÉ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ.ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ ÔÁËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÊ n �ÌÀÓÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑn-ÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ëÁÔÁÌÁÎÁ n. õÄÏÂÎÏ ÔÁËÖÅ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÏÌÏÖÉÔØ 0 = 1.ðÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÎÁÍÉ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ �ÌÀÓÏ× ÄÁÌÅËÏ ÎÅ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÙ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.8. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ 1 = 1, 2 = 2, 3 = 5, 4 = 14 (É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ,n 6= n!).ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ó�ÏÓÏÂÏ× ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÕÍÍÕ (5-28) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÓÌÅÄÎÉÍ ×Ù�ÏÌ-ÎÑÅÔÓÑ i-ÔÙÊ ÓÌÅ×Á �ÌÀÓ, ÒÁ×ÎÏ i−1n−i | ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ �ÏÓÞÉÔÁÔØÓÕÍÍÕ i ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ ÓÌÅ×Á ÏÔ i-ÔÏÇÏ �ÌÀÓÁ, É n − i + 1 ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ ÏÔÎÅÇÏ Ó�ÒÁ×Á, ÄÌÑ ÞÅÇÏ Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, i−1 É n−i Ó�ÏÓÏÂÏ×.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÓÌÁ ëÁÔÁÌÁÎÁ n ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀn = 0n−1 + 1n−2 + · · · + n−21 + n−10 ; (5-29)i-ÔÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔ ×ÓÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÓÌÅÄÎÉÍ ×Ù-�ÏÌÎÑÅÔÓÑ i-ÔÙÊ ÓÌÅ×Á �ÌÀÓ ÚÁ�ÉÓÉ (5-28).þÔÏÂÙ ×ÙÒÁÚÉÔØ n ÞÅÒÅÚ n Ñ×ÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ(x) =∑k>0 kxk = 1 + 1x+ 2x2 + 3x3 + · · · :òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (5-29) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ(x)− 1x = (x)2 :éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, t = (x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑx · t2 − t− 1 = 0ÎÁ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ t . òÅÛÁÑ ÅÇÏ1, �ÏÌÕÞÁÅÍ (x) = (1−√1− 4x) =(2x) . ðÏ (5-27)
√1− 4x = −∑k>0 12k − 1 · (2kk ) · xk ;ÏÔËÕÄÁ k = 12 · 12k + 1 · (2k + 2k + 1 ) = 1k + 1 · (2kk ) :1ÏÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ 1−√1− 4x ÎÅ ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ É �ÏÔÏÍÕ ÄÅÌÉÔÓÑ ×

Q[[x℄℄ ÎÁ 2x, �ÒÉÞ£Í ÞÁÓÔÎÏÅ ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ 0 = 1, ËÁË ÎÁÍ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ; ×ÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅ-ÎÉÅ 1 +√1− 4x2x ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ��ÅÌÙÍ� ÓÔÅ�ÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ: ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍ, Á ÞÉÓÌÉÔÅÌØ,ÉÍÅÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ, ÎÁ ÎÅÇÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ



82 úÁÄÁÞÉ Ë §5ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ  �ÅÒ×ÏÇÏ ×ÚÇÌÑÄÁ ÄÁÖÅ ÎÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ | �ÅÌÏÅ.úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §5úÁÄÁÞÁ 5.1. ÷Ù�ÉÛÉÔÅ Ñ×ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ n ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ �ÒÉ tn Õ ÆÏÒ-ÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ Á) (2 t2 − 3 t+ 1)−1Â) (t4 + 2 t3 − 7 t2 − 20 t− 12)−1×) 3√1 + 2t Ç) 1=√1− 3t Ä) h(t) def= (et + e−t)=2 Å) sh(t) def= (et − e−t)=2Ö) os(t) def= (eit + e−it)=2 Ú) sin(t) def= (eit − e−it)=2iúÁÄÁÞÁ 5.2. îÁ�ÉÛÉÔÅ Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ k-ÔÏÇÏ ÞÌÅÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ak, ÔÁ-ËÏÊ ÞÔÏ a0 = 1, a1 = −1 É ak = 2ak−1 − ak−2 �ÒÉ k > 2.úÁÄÁÞÁ 5.3. ðÕÓÔØ g(x) = ∏(x − �i) , ÇÄÅ ×ÓÅ �i �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ k[x℄ Ó deg f < deg g ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f=g ×ÓÕÍÍÕ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÄÒÏÂÅÊ ÉÚ �ÒÅÄÌ. 4.7 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:fg =∑ f(�i)=g′(�i)(x− �i)ÇÄÅ g′ | �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔ g.úÁÄÁÞÁ 5.4 (ÆÏÒÍÕÌÁ �ÅÊÌÏÒÁ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ �ÏÌÅÍ k ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÓÔÉËÉ ÎÕÌØ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ n+1 ÚÎÁÞÅÎÉÊ b0; b1; : : : ; bn ∈ kÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ k ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ fÓÔÅ�ÅÎÉ 6 n, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f(a) = b0 É (d=dx)if(a) = bi �ÒÉ ×ÓÅÈ i = 1; : : : ; n.îÁ�ÉÛÉÔÅ ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ.úÁÄÁÞÁ 5.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÑÄÁ tg(x) = sin(x)= os(x) �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÙ.úÁÄÁÞÁ 5.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÒÑÄ ex ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ (Ô. Å. ÎÅ ÒÁ×ÅÎÞÁÓÔÎÏÍÕ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×).úÁÄÁÞÁ 5.7. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÒÑÄ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌÉ ÅÄÉÎÉ�Ù.úÁÄÁÞÁ 5.8. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ pm(n) ÞÉÓÌÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ ×ÅÓÁ n ÉÚ 6 m ÓÔÒÏË É�ÏÌÏÖÉÍ p(0) def= 1. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ pm(n) ÞÅÒÅÚ pm−1(n) É pm(n−m) É �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ�ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Pm(t) = ∑n>0 pm(n) tn ∈ Q[[t℄℄ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁ.úÁÄÁÞÁ 5.9 (ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ Ï �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p(n)ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ ×ÅÓÁ1 n, �ÏÌÏÖÉÍ p(0) def= 1 É ÏÂÒÁÚÕÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑ-ÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ P (t) = ∑n>0 p(n)tn ∈ Q[[t℄℄. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) P (t) = ∏k>1(1− tk)−11ÞÉÓÌÏ p(n) ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n



úÁÄÁÞÉ Ë §5 83Â) 1=P (t) = 1+∑n>1 (p̂Þ(n)− p̂Î(n))·tn , ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ p̂Þ(n) É p̂Î(n) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ËÏÌÉ-ÞÅÓÔ×Á ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ ×ÅÓÁ n Ó �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÍÉ ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÔÒÏË, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÉÚ Þ£ÔÎÏÇÏ É ÎÅÞ£ÔÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÓÔÒÏË×) p(n) = ∑k>1(−1)k+1 (p(n− 3k2−k2 )+ p(n− 3k2+k2 )) == p(n−1)+p(n−2)−p(n−5)−p(n−6)+p(n−12)+p(n−15)−· · · :Ç) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ p(10).úÁÄÁÞÁ 5.10. ÷ ×Ù�ÕËÌÏÍ n ÕÇÏÌØÎÉËÅ �ÒÏ×ÏÄÑÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÉÁ-ÇÏÎÁÌÅÊ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ ÎÉÇÄÅ, ËÒÏÍÅ ×ÅÒÛÉÎ. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�Ï-ÓÏÂÁÍÉ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ?úÁÄÁÞÁ 5.11. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ im ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ m × Fp[x℄ (ÓÍ. ÚÁÄ. 4.28). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × Q[[t℄℄ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1− pt)−1 = ∏m∈N

(1− tm)−im .úÁÄÁÞÁ 5.12 (ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Q[[d=dx℄℄ ÎÁ Q[x℄). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÑÄÁF (t) =∑k>0 aktk ∈ Q[[t℄℄ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒF̃ = F ( ddx) : Q[x℄ - Q[x℄ ;ËÏÔÏÒÙÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g ∈ Q[x℄ × ÓÕÍÍÕF̃ g =∑k>0 ak(d=dx)kg = a0g + a1g′ + a2g′′ + a3g′′′ + · · · ;Á) õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F̃ : Q[x℄ - Q[x℄ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ1 É Q-ÌÉÎÅÊÎÏ, Ô. Å. F̃ (�f + �g) = �F̃ f + �F̃ g ∀�; � ∈ Q É ∀ f; g ∈ Q[x℄ .Â) ÷ÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Fm(x) def= F̃ xm ÞÅÒÅÚ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙÒÑÄÁ F É �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ F ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï ÎÁÂÏÒÕ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÏ× Fm (ÏÎÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ á��ÅÌÑ ÒÑÄÁ F ).×) ÷ÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁË ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ Q[x℄ Ï�ÅÒÁÔÏÒ e� ddx , ÇÄÅ � ∈ Q .Ç) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Q-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ æ : Q[x℄ - Q[x℄ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ æ = F̃ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ F ∈ Q[[t℄℄, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏ ÓÏ ×ÓÅÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÓÄ×ÉÇÁ T� : f(x) 7→ f(x+�) (ÇÄÅ � ∈ Q).Ä) ÷ÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁËÉÍÉ ÒÑÄÁÍÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ:
∇ : f(x) 7−→ f(x)− f(x− 1) (5-30)� : f(x) 7−→ f(x+ 1)− f(x) (5-31)1Ô. Å. Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×



84 úÁÄÁÞÉ Ë §5úÁÄÁÞÁ 5.13 (ÒÑÄ �ÏÄÄÁ É ÞÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ). òÑÄtd(t) def= t=(1− e−t) =∑k>0 akk! tk ∈ Q[[t℄℄ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ �ÏÄÄÁ. þÉÓÌÁ bk, ÒÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÁÍ ak ÉÚ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ �ÒÉk 6= 1, É b1 = −a1 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ âÅÒÎÕÌÌÉ.Á) îÁÊÄÉÔÅ × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ ÆÕÎË�ÉÀ ((B(t)−B(−t))=2 É ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ a2k+1.Â) îÁÊÄÉÔÅ �ÅÒ×ÕÀ ÄÀÖÉÎÕ ÞÉÓÅÌ âÅÒÎÕÌÌÉ.×) äÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ k > 2 ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ1 1 + k−1∑�=1 (k�)b� = 0 .Ç) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ b2k (Ó Þ£ÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÚÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.úÁÄÁÞÁ 5.14 (ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Sm(x) �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀÓ ÎÕÌÅ×ÙÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÏÔ m-ÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ á��ÅÌÑ ÒÑÄÁ �ÏÄÄÁ, Ô. Å.ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Sm(x) ∈ Q[x℄ ÂÅÚ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÞÔÏddxSm(x) = td( ddx)xmðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ n0m + 1m + 2m + · · · + nm = Sm(n) ;É ÎÁ�ÉÛÉÔÅ Ñ×ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ k-ÔÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ �ÅÒ×ÙÈ n ÎÁ-ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ÏÔ 1 ÄÏ 6. (õËÁÚÁÎÉÅ: �ÏÄÅÊÓÔ×ÕÊÔÅ ÎÁ ÓÕÍÍÕÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ∇ ÉÚ ÚÁÄ. 5.12 (Ä))

1ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÞÁÓÔÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔ ÍÎÅÍÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ �bk = (1 + �b)k, ÇÄÅ ÚÎÁÞ£Ë �bÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ �ÏËÁÚÁÔÅÌÉ �ÒÉ ÂÕË×Å b ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ÎÅ ËÁË ÓÔÅ�ÅÎÉ, Á ËÁËÎÏÍÅÒÁ ÞÉÓÅÌ âÅÒÎÕÌÌÉ, Ô. Å. �ÉÓÁÔØ ÎÅ ×ÅÒÈÎÉÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ, Á ÎÉÖÎÉÍÉ



§6. æÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Á É ÉÄÅÁÌÙ6.1. éÄÅÁÌÙ. ðÏÄËÏÌØ�Ï I ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ,ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ Ó×ÏÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ×ÓÅ ÅÇÏ ËÒÁÔÎÙÅ.÷ n◦ 3.4.3 ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÑÄÒÏ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÁ ËÏÌÅ�. ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ÉÄÅÁÌÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÉÄÁ(a) = {ka | k ∈ K} ; (6-1)ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÒÁÔÎÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ K. éÄÅ-ÁÌÙ ×ÉÄÁ (6-1) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍÉ. íÙ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Ó ÎÉÍÉ �ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉËÏÌÅ� ×ÙÞÅÔÏ× Z=(n) É k[x℄=(f) , ÇÄÅ ÏÎÉ ×ÏÚÎÉËÁÌÉ ËÁË ÑÄÒÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×
Z

m 7→[m℄n - Z=(n) ; k[x℄ g 7→[g℄f - k[x℄=(f)ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ �ÅÌÏÍÕ ÞÉÓÌÕ (ÓÏÏÔ×. ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ) ËÌÁÓÓ ÅÇÏ ×ÙÞÅÔÁ.âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a1; a2; : : : ; am ∈ K ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ×ÉÄÅ k1a1 + k2a2 + · · · + kmam Ó �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙÍÉ k1; k2; : : : ; km ∈ K ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ. ïÎ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ(a1; a2; : : : ; am) def= {k1a1 + k2a2 + · · · + kmam | k1; k2; : : : ; km ∈ K} (6-2)É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÍ a1; a2; : : : ; am. íÙ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Ó ÔÁËÉÍÉÉÄÅÁÌÁÍÉ, ËÏÇÄÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ ×ËÏÌØ�ÁÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÏÌÅ.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÌÀÂÏÍ ËÏÌØ�Å K ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ (0) = {0} É(1) = K.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÉÄÅÁÌ I × ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍËÏÌØ�Å K Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ:Á) I = K Â) 1 ∈ I ×) I ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.1ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï K Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ,ËÏÇÄÁ × Î£Í ÎÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ Õ�Ò. 6.1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÉ × ËÁËÏÍ �ÏÌÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈÉÄÅÁÌÏ× ÎÅÔ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ × ËÏÌØ�Å ÎÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×, ÔÏ ÇÌÁ×-ÎÙÊ ÉÄÅÁÌ (b), �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÊ ÌÀÂÙÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ b, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍËÏÌØ�ÏÍ É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉ�Õ, Ô. Å. 1 = ab ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a. �ÅÍÓÁÍÙÍ, ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂÒÁÔÉÍ. �85



86 §6.æÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Á É ÉÄÅÁÌÙ6.2. æÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÑ. ðÕÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï K ÒÁÚÂÉÔÏ× ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅ�ÕÓÔÙÈ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á XK = ⊔x∈XKx : (6-3)éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×K x-- X ; (6-4)ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ K ÎÏÍÅÒ x(a) ÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÑ (6-3), ÇÄÅ ÌÅÖÉÔ a. éÌÉ ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ K ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÞÅÒÅÚ X,ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 6-4 �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÁÖÄÙÊ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ [a℄ × x(a) .íÙ ÈÏÔÉÍ ÚÁÄÁÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 6-4 ÓÔÁÌÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅ�, ÉÌÉ | ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ |ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ (6-3) ÚÁÄÁ×ÁÌÏÓØ ÆÏÒÍÕ-ÌÁÍÉ [a℄ + [b℄ = [a+ b℄ ; [a℄ · [b℄ = [ab℄ : (6-5)éÚ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÈ ÎÁÍÉ × n◦ 3.4.3 Ó×ÏÊÓÔ× ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ËÏÌÅ� ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÌÁÓÓ [0℄ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ(6-3) (ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÔ ÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (6-4)), ÂÙÌ ÉÄÅÁÌÏÍ ËÏÌØ�Á K, Á ×ÓÅÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÌÏÉ ÂÙÌÉ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÍÉ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ ÑÄÒÁ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØ�Á K, Ô. Å.ÞÔÏÂÙ ∀ a∈K ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï[a℄ = a+ [0℄ = {a+ b | b ∈ [0℄} :ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I ⊂ K ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× [a℄I = a+ I def= {a+ b | b ∈ I} (6-6)ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ËÏÌØ�Á K, É �ÒÁ×ÉÌÁ (6-5) ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÎÁ Î£ÍÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ [1℄I É ÎÕÌ£Í [0℄I = I .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÒÁ×ÎÉÍÏÓÔÉ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÉÄÅÁÌÁa1 ≡ a2 (mod I) ;ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ a1 − a2 ∈ I, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÚÂÉ×ÁÀ-ÝÉÍ K × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ ËÌÁÓÓÙ (6-6), É �ÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ (6-5) ËÏÒÒÅËÔÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.1ëÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (6-6) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÁÍÉ ×ÙÞÅÔÏ× (ÉÌÉ ÓÍÅÖÎÙÍÉËÌÁÓÓÁÍÉ) �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÉÄÅÁÌÁ I . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÏ× Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ (6-5)



6.3.ëÏÌØ�Á ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× 87ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�ÏÍ ËÏÌØ�Á K �Ï ÉÄÅÁÌÕ I É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ K=I. ü�É-ÍÏÒÆÉÚÍ K a7→[a℄I-- K=I ; (6-7)ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ËÏÌØ�Á ÅÇÏ ËÌÁÓÓ ×ÙÞÅÔÏ×, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏ-ÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ6.2.1. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÌØ�Á ×ÙÞÅÔÏ× Z=(n) É k[x℄=(f) ÓÕÔØ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Á ËÏÌØ-�Á �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÅÌ É ËÏÌØ�Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× �Ï ÇÌÁ×ÎÙÍ ÉÄÅÁÌÁÍ (n) ⊂ Z É (f) ⊂ k[x℄ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.6.2.2. ðÒÉÍÅÒ: ÏÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. óÏÇÌÁÓÎÏ n◦ 3.4.3, ÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏ-ÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ËÏÌÅ�K1 '- K2 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÁËÔÏÒËÏÌØ�Õ K1= ker('). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÜÌÅÍÅÎÔÕ b = '(a) ∈ im' ⊂ K2 ÏÔ×Å-ÞÁÅÔ ËÌÁÓÓ ×ÙÞÅÔÏ× [a℄ker' = '−1(b).6.3. ëÏÌØ�Á ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×. ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØ�Ï K Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑËÏÌØ�ÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ K Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍ, Ô. Å.ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ I = (d) = {ad | a ∈ K}.ðÁÒÁÌÌÅÌÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ËÏÌØ�ÁÍÉ Z É k[x℄, ÇÄÅ k| �ÏÌÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÎÁÂÌÀÄÁÌÉ×ÙÛÅ, ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÜÔÉ ËÏÌØ�Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØ�ÁÍÉ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁ-ÌÏ×. íÙ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÜÔÏ, ËÏÇÄÁ ÓÔÒÏÉÌÉ × ÜÔÉÈ ËÏÌØ�ÁÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ. îÉÖÅ ÍÙ ×ÏÓ�ÒÏÉÚ×ÅÄ£Í ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÅÝ£ ÒÁÚ ÔÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÏ ÇÏÄÉÌÏÓØ ÄÌÑ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ËÏÌÅ�, ÄÏ�ÕÓËÁ-ÀÝÉÈ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ.6.3.1. ðÒÉÍÅÒ: Å×ËÌÉÄÏ×Ù ËÏÌØ�Á. ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØ�Ï K Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ ×ÙÓÏÔÙ (ÉÌÉ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÎÏÒÍÁ)K \ {0} �- N ∪ {0} ;ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ K �ÅÌÏÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ �(a) ÔÁË, ÞÔÏ ∀ a; b ∈ K \ {0} ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ Ä×Á Ó×ÏÊÓÔ×Á:�(ab) > �(a) (6-8)
∃ q; r ∈ K : a = bq + r É ÌÉÂÏ �(r) < �(b) , ÌÉÂÏ r = 0 : (6-9)üÌÅÍÅÎÔÙ q É r ÉÚ (6-9), ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÅ�ÏÌÎÙÍ ÞÁÓÔÎÙÍ ÉÏÓÔÁÔËÏÍ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ a ÎÁ b. ðÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ ÉÈ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈa É b) ÎÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, × ËÏÌØ�Å �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÆÕÎË�ÉÅÊ ×ÙÓÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ×ÅÌÉÞÉÎÁ, Á × ËÏÌØ�Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× k[x℄ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÏÌÅ k ×ÙÓÏÔÏÊÓÌÕÖÉÔ ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØ�ÁÁ) Z[i℄ def= { a+ bi ∈ | a; b ∈ Z ; i2 = −1}Â) Z[!℄ def= {a+ b! ∈ C | a; b ∈ Z ; !2 + ! + 1 = 0 }Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÓÏÔÙ �(z) = |z|2.



88 §6.æÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Á É ÉÄÅÁÌÙðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.2ìÀÂÏÅ Å×ËÌÉÄÏ×Ï ËÏÌØ�Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØ�ÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÌÀÂÏÍ ÉÄÅÁÌÅ I ⊂ K ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ d ∈ IÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ×ÙÓÏÔÙ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ I ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d, ÞÔÏÄÁÓÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï I = (d). äÅÌÑ a ÎÁ d Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, �ÏÌÕÞÁÅÍ a = dq + r. �ÏÇÄÁr = a − dq ∈ I, �ÏÓËÏÌØËÕ a; d ∈ I. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÒÏÇÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(r) < �(d)ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ �Ï ×ÙÂÏÒÕ d, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ r = 0. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.1ëÏÌØ�Á Z, k[x℄ (ÇÄÅ k | �ÏÌÅ), Z[i℄ É Z[!℄ (ÓÍ. Õ�Ò. 6.3) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØ�ÁÍÉÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ËÏÌØ�Å ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(ab) =�(a) × Ó×ÏÊÓÔ×Å (6-8) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ b ÏÂÒÁÔÉÍ6.3.2. îïä É ×ÚÁÉÍÎÁÑ �ÒÏÓÔÏÔÁ. ÷ ËÏÌØ�Å ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× K Õ ÌÀÂÏ-ÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a1; a2; : : : ; an ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ | ÔÁËÏÊd = ÎÏÄ(a1; a2; : : : ; an) | ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØ�Á, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÌÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÉÚÜÌÅÍÅÎÔÏ× ai É ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. üÔÏ �ÒÏÓÔÁÑ �Å-ÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ a1; a2; : : : ; an , Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ(a1; a2; : : : ; an) = {x1a1 + x2a2 + · · · + xnan | xi ∈ K} = (d)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ d ∈ K, ÜÌÅÍÅÎÔ d, ËÁË É ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (a1; a2; : : : ; an), ÉÍÅÅÔ ×ÉÄd = ∑ x�a� , É ÚÎÁÞÉÔ, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ ai. ó ÄÒÕÇÏÊÓÔÏÒÏÎÙ, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (a1; a2; : : : ; an) = (d), ×ËÌÀÞÁÑ ÓÁÍÉ ai, ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ d.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ d Ï�ÒÅÄÅÌ£Î ÎÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Á ÓÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØ�Á.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.5. ÷ ÌÀÂÏÍ �ÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍ ËÏÌØ�Å K ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÅ-ÎÕÌÅ×ÙÈ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× (a) = (b) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ a = sb, ÇÄÅ s ∈ KÏÂÒÁÔÉÍ.îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÜÔÕ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ, ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ai (�ÏÎÉÍÁÅÍÙÊ ËÁË ËÌÁÓÓ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÕÀËÏÎÓÔÁÎÔÕ) �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ �ÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ ÎÏÄ(a1; a2; : : : ; an), ÅÓÌÉ ÜÔÏÎÅ ×ÅÄ£Ô Ë ÎÅÄÏÒÁÚÕÍÅÎÉÑÍ. éÚ ÎÁÌÉÞÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÎÏÄ(a1; a2; : : : ; an) = x1a1 + x2a2 + · · · + xnan1ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ, ÎÏ ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÒÙ �ÒÉÈÏÄÑÔ ÉÚ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏÄ×ÉÎÕÔÏÊÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, É ÄÌÑ ÉÈ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÔÅÈÎÉËÁ, ËÏÔÏ-ÒÏÊ ÍÙ �ÏËÁ ÅÝ£ ÎÅ ×ÌÁÄÅÅÍ; ×�ÒÏÞÅÍ, ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×Á×ÛÉÊÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ ËÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 3 ÎÁ ÓÔÒ. 365 ËÎÉÇÉ ü. â. ÷ÉÎÂÅÒÇ. ëÕÒÓ ÁÌÇÅÂÒÙ. í. �æÁËÔÏÒÉÁÌ� (1999)



6.4.î£ÔÅÒÏ×Ù ËÏÌØ�Á 89×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ËÏÌØ�Å ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÏÂ-ÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ Õ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a1; a2; : : : ; an ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏÊ �ÒÏÓÔÏÔÅ ÜÔÉÈÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Ô. Å. ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÅÄÉÎÉ�Õ ËÏÌØ�Á × ×ÉÄÅ1 = x1a1 + x2a2 + · · · + xnan Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ xi ∈ K(ÉÎÁÞÅ ×ÚÁÉÍÎÕÀ �ÒÏÓÔÏÔÕ a1; a2; : : : ; an ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ ËÁË ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï(a1; a2; : : : ; an) = K)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ËÏÌØ�Å ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×K Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÁËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ : ÅÓÌÉ a1; a2; : : : ; am ∈ K ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ ∀ i 6= jÎÏÄ(ai; aj) = 1 , ÔÏ K=(a1 · a2 · · · · · am) ≃ (K=(a1))× (K=(a2))× · · · (K=(am)) .ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.3÷ ÌÀÂÏÍ ËÏÌØ�Å ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× K ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ p ∈ K �Ï-�ÁÒÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:(1) ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Ï K=(p) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ;(2) × ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Å K=(p) ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ;(3) p ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, Ô. Å. p = ab ⇒ a ÉÌÉ b ÏÂÒÁÔÉÍ × K .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ (1) ⇒ (2) ÕÖÅ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÎÁÍÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ�ÏÌÑ × n◦ 3.1.1. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ �ÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÌØ�Å K (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÑ×ÌÑÀÝÅÍÓÑ ËÏÌØ�ÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ (2)⇒ (3). éÚp = ab ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ [a℄[b℄ = 0 × K=(p), É ÅÓÌÉ × K=(p) ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÔÏÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÓËÁÖÅÍ [a℄, ÒÁ×ÅÎ [0℄. �ÏÇÄÁ a = ps = abs ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏs ∈ K, É ÚÎÁÞÉÔ, a(1− bs) = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ × K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, bs = 1, Ô. Å.b ÏÂÒÁÔÉÍ. ðÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ × ËÏÌØ�Å ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× (3) ⇒ (1). åÓÌÉ pÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, ÔÏ ∀ b 6∈ (p) ÎÏÄ(p; b) = 1, Á ÚÎÁÞÉÔ, ∃ x; y ∈ K : px + by = 1,ÏÔËÕÄÁ [b℄[y℄ = 1 × K=(p). �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÌÀÂÏÊ ËÌÁÓÓ [b℄ 6= [0℄ ÏÂÒÁÔÉÍ × K=(p),Ô. Å. K=(p) | �ÏÌÅ. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.7. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌÙ (x; y) ⊂ Q[x; y℄ É (2; x) ∈ Z[x℄ ÎÅ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍÉ.6.4. î£ÔÅÒÏ×Ù ËÏÌØ�Á. ìÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× {a�} ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏËÏÌØ�Á K �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÉÄÅÁÌ (a�) ⊂ K, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ b1a�1 + b2a�2 + · · · + bma�m ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a� ∈ A Ó �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ bi ∈ K. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÉÄÅÁÌ ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÚÑ× ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ a� (ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÄÅÁÌÁ). ÷Ï ÍÎÏÇÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÁÎÁÌÉÚÁËÌÀÞÅ×ÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.2ëÏÌØ�Ï K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Î£ÔÅÒÏ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ K ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �Ï-ÒÏÖÄ£Î ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.



90 §6.æÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Á É ÉÄÅÁÌÙõ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Ï Î£ÔÅÒÏ×Á ËÏÌØ�Á ÔÏÖÅ Î£ÔÅÒÏ×Ï.õÓÌÏ×ÉÅ Î£ÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉÓ�ÏÓÏÂÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÙ ÞÁÓÔÏ ÂÕÄÅÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.ìÅÍÍÁ 6.1óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á K �Ï�ÁÒÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:1) ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× {a�} ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÉÄÅÁÌ, ÞÔÏ É ÓÁÍÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï;2) ÌÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ;3) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �Å�ÏÞËÉ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× I1 ⊂ I2 ⊂ I3 ⊂ · · ·ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ n∈N, ÞÔÏ I� = In ÄÌÑ ×ÓÅÈ � > n.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ñÓÎÏ, ÞÔÏ (1) ⇒ (2). þÔÏÂÙ ÉÚ (2) ×Ù×ÅÓÔÉ (3), ÚÁÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ I = ⋃ I� ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ, Á ÚÎÁÞÉÔ, �ÏÒÏÖÄ£Î ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ÷ÓÅ ÏÎÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ In, É ÔÏÇÄÁ In = I = I� �ÒÉ� > n. þÔÏÂÙ ×Ù×ÅÓÔÉ (1) ÉÚ (3) ÂÕÄÅÍ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ ÓÔÒÏÉÔØ �Å�ÏÞËÕ ÉÄÅÁ-ÌÏ× In = (a1; a2; : : : ; an), ÎÁÞÁ× Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a1 ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á {a�} É ÄÏÂÁ×ÌÑÑ ÎÁ k-ÔÏÍ ÛÁÇÕ ÏÞÅÒÅÄÎÕÀ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ ak ÔÁË, ÞÔÏÂÙak 6∈ (a1; a2; : : : ; ak−1). �ÁË ËÁË Ik−1  Ik , ÜÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, É ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÛÁÇÕ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÉÄÅÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ×ÓÅ a� . ��ÅÏÒÅÍÁ 6.1 (ÔÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ)åÓÌÉ ËÏÌØ�Ï K Î£ÔÅÒÏ×Ï, ÔÏ ËÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× K[x℄ ÔÏÖÅ Î£ÔÅÒÏ×Ï.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂K[x℄, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚLd ⊂ K ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÔÁÒÛÉÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 d × IÉ �ÏÌÏÖÉÍ L∞ = ∪d Ld.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ×ÓÅ Ld É L∞ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÄÅÁÌÁÍÉ × K.ðÏÓËÏÌØËÕ K Î£ÔÅÒÏ×Ï, ×ÓÅ ÜÔÉ ÉÄÅÁÌÙ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÙ. ðÕÓÔØ L∞ �ÏÒÏ-ÖÄÁÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ a1; a2; : : : ; as ∈ K ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×f (∞)1 ; f (∞)2 ; : : : ; f (∞)s∞ ∈ I (6-10)É �ÕÓÔØ max�(deg f�) = m. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ 0 6 k 6 m − 1 ÏÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f (k)1 ; f (k)2 ; : : : ; f (k)sk ÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÓÔÁÒÛÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ�ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÉÄÅÁÌ Lk ⊂ K.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ I �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ s0 + · · ·+ sm−1 + s∞ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ f (�)� .äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ I ÓÒÁ×ÎÉÍ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÏ× (6-10)  ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 (m − 1). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ a ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f × ×ÉÄÅ a = b1a1 + b2a2 + · · · + bsas. åÓ-ÌÉ deg f > m, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f −∑ bif (∞)i · xdeg f−deg f (∞)i ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÕÀ



6.4.î£ÔÅÒÏ×Ù ËÏÌØ�Á 91ÓÔÅ�ÅÎØ, ÞÅÍ f . ðÏ×ÔÏÒÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÎÅÍÕ ÜÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÍÙ �ÏÓÌÅ ÎÅ-ÓËÏÌØËÉÈ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ �ÒÉÄ£Í Ë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 (m− 1).ðÏÌÕÞÉ×ÛÉÊÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ m − 1 �Ï ÔÅÍ ÖÅ ÓÁÍÙÍ �ÒÉÞÉÎÁÍ ÓÒÁ×-ÎÉÍ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f (m−1)1 ; f (m−1)2 ; : : : ; f (m−1)sm−1 Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ,ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÀÝÅÊ m− 2 , É Ô. Ä. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.2ëÏÌØ�Ï K[x1; x2; : : : ; xn℄ Î£ÔÅÒÏ×Ï, ÅÓÌÉ K Î£ÔÅÒÏ×Ï.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØ�Ï ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× ÎÁÄ Î£ÔÅ-ÒÏ×ÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ Î£ÔÅÒÏ×Ï.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.3ðÕÓÔØ K | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ. ÷ÓÑËÏÅ ËÏÌØ�Ï×ÉÄÁ A = K[x1; x2; : : : ; xn℄=I, ÇÄÅ I ⊂ K[x1; x2; : : : ; xn℄ | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ,ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ K-ÁÌÇÅÂÒÏÊ1. ëÌÁÓÓÙ ai = xi (mod I) ÎÁÚÙ-×ÁÀÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ K-ÁÌÇÅÂÒÙ A, Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f ∈ I | ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ.çÏ×ÏÒÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, K-ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ, ËÏ-ÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÌØ�Á K É ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÂÕË×a1; a2; : : : ; an�ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ó ÕÞ£ÔÏÍ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊf(a1; a2; : : : ; an) = 0, ÇÄÅ f �ÒÏÂÅÇÁÅÔ I.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.3÷ÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ Î£ÔÅÒÏ×ÙÍ ËÏÌØ�ÏÍÎ£ÔÅÒÏ×Á.6.4.1. ðÒÉÍÅÒÙ ÎÅÎ£ÔÅÒÏ×ÙÈ ËÏÌÅ�. ëÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-ÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Q[x1; x2; x3; : : :℄ , ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ×ÚÑÔÙÈ Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÁÍÉ ÍÏÎÏÍÏ× ×ÉÄÁ xm1�1 xm2�2 · · · xms�s (�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ x� × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÑÈ), ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Î£ÔÅÒÏ×ÙÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,ÉÄÅÁÌ (x1; x2; : : :), ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÂÅÚ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÎÅ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÍ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.11. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ É ×ÙÑÓÎÉÔÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£Î-ÎÙÍ ÉÄÅÁÌ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ × ËÏÌØ�Å ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ R - R ×ÓÅÍÉÆÕÎË�ÉÑÍÉ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÍÉÓÑ × ÎÕÌÅ × ÎÕÌØ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ Ó×ÏÉÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙ-ÍÉ.1ÉÌÉ,, ÂÏÌÅÅ ÔÏÒÖÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍK



92 §6.æÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Á É ÉÄÅÁÌÙ6.5. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ÷ÓÀÄÕ × ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅ ÍÙ �Ï ÕÍÏÌÞÁÎÉÀÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ K | ÜÔÏ �ÅÌÏÓÔÎÏÅ (Ô. Å. ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ) ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅËÏÌØ�Ï Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ.6.5.1. áÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. îÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a; b ∈ K ÎÁÚÙ-×ÁÀÔÓÑ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a, É a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ b. éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×a = mb É b = na = nmb ×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï b(1 − nm) = 0, ÏÔËÕÄÁ mn = 1.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÉ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØ�Á. îÁ�ÒÉÍÅÒ, × ËÏÌØ�Å�ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÞÉÓÌÁ a É b ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a = ±b.6.5.2. îÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. üÌÅÍÅÎÔ q ∈ K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉ-ÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍ, É ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á q = mn ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ m ÉÌÉ n ÏÂÒÁ-ÔÉÍ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁ q ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÇÌÁ×ÎÙÊ ÉÄÅÁÌ qÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÎÉ × ËÁËÏÍ ÄÒÕÇÏÍ ÇÌÁ×ÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÅ�ÒÉ×Ï-ÄÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÌØ�Á �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ.ðÏÓËÏÌØËÕ (p); (q) ⊂ (p; q), × ËÏÌØ�Å ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×, ÇÄÅ (p; q) = (d) ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ d = ÎÏÄ(p; q), ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ p, q ÌÉÂÏ ×ÚÁÉÍÎÏ�ÒÏÓÔÙ (ÞÔÏ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ d = 1), ÌÉÂÏ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÙ (ÞÔÏ ÏÔ×ÅÞÁÅÔÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (p; q) = (p) = (q)).÷ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ËÏÌØ�Å Ä×Á ÎÅÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÏ-ÇÕÔ ÎÅ ÂÙÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÍÉ × ÓÍÙÓÌÅ Ï�Ò. 2.2 ÎÁ ÓÔÒ. 33. îÁ�ÒÉÍÅÒ, × Q[x; y℄ÜÌÅÍÅÎÔÙ x É y ÎÅ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ É ÎÅ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÙ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.4÷ Î£ÔÅÒÏ×ÏÍ ËÏÌØ�Å ×ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ a ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÕÓÔØ a �ÒÉ-×ÏÄÉÍ. úÁ�ÉÛÅÍ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ëÁÖÄÙÊ �ÒÉ-×ÏÄÉÍÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÜÔÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÎÏ×Á ÚÁ�ÉÛÅÍ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É Ô. Ä. üÔÁ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÓÏÍÎÏÖÉ-ÔÅÌÉ ÓÔÁÎÕÔ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ. åÓÌÉ ÖÅ ÏÎÁ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÚÁËÏÎÞÉÔ-ÓÑ, ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÒÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× (a1) ⊂ (a2) ⊂ (a3) ⊂ · · · , ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. �6.5.3. ðÒÏÓÔÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. îÅÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ p �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØ�ÁK ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ K ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ abÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ a ÉÌÉ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ�ÒÏÓÔÏÔÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ p ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ËÏÌØ�Å K=(p) ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ.÷ �ÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÌØ�Å ÌÀÂÏÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ p Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ:ÅÓÌÉ p = xy, ÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÓËÁÖÅÍ x, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, É ÔÏÇÄÁ p = pyz,ÏÔËÕÄÁ yz = 1 É y ÏÂÒÁÔÉÍ.÷ ËÏÌØ�Å ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ×ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: �Ï �ÒÅÄÌ. 6.3 ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØ�Á ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× �ÒÏÓÔÙ.



6.5.òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ 93÷ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ×ÚÑÔÏÍ ËÏÌØ�Å �ÒÏÓÔÏÔÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÓÔÒÏÇÏÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÅÍ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, × ËÏÌØ�Å
Z[√5℄ = Z[x℄=(x2 − 5)ÞÉÓÌÏ 2 ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ, ÎÏ ÎÅ �ÒÏÓÔÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ × ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Å

Z[√5℄=(2) ≃ Z[x℄=(2; x2 − 5) ≃
≃ Z[x℄=(2; x2 + 1) ≃ F2[x℄=(x2 + 1) ≃ F2[x℄=((x+ 1)2)ÅÓÔØ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ (x + 1) (mod (2; x2 + 1)) . îÁ ÑÚÙËÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ�ÒÏÄÅÌÁÎÎÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 1 + √5 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2 × Z[√5℄,Á ÅÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔ (1 +√5)2 = 6 + 2√5 | ÄÅÌÉÔÓÑ, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ 2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ËÏÌØ�Á Z[√5℄.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.12. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ 2, √5 + 1, √5 − 1 ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ É �Ï�ÁÒÎÏÎÅÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÙ × ËÏÌØ�Å Z[√5℄. éÚ ÜÔÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ 4 ÉÍÅÅÔ× Z[√5℄ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ:2 · 2 = 4 = (√5 + 1) · (√5− 1) :ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.4ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØ�Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÅÇÏ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÊÜÌÅÍÅÎÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×,�ÒÉÞ£Í ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÔÁËÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ p1p2 · · · pm = q1q2 · · · qk ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÉ-ÎÁËÏ×ÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ k = m, É �ÏÓÌÅ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÉÈ �ÅÒÅÎÕÍÅÒÁ�ÉÉÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ s� , ÞÔÏ q� = p�s� �ÒÉ ×ÓÅÈ �.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.5ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØ�Ï K, × ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ËÏ-ÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ, ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅÅÇÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÒÏÓÔÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ K ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉ-ÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ q ∈ K �ÒÏÓÔ. ðÕÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ab ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ q. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ab ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ-×ÁÎÎÙÊ Ó q. ÷ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ab Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ a É b. ðÏÜÔÏÍÕ q ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈÄÅÌÉÔÅÌÅÊ a ÉÌÉ b, Ô. Å. a ÉÌÉ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ q, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.ðÕÓÔØ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ K �ÒÏÓÔÙ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïp1p2 · · · pk = q1q2 · · · qm ; (6-11)× ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ �ÒÏÓÔÙ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ k = m É ËÁÖÄÙÊ piÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎ Ó qi (ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, �ÏÓÌÅ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ �ÅÒÅÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ). ðÏÓËÏÌØËÕ



94 §6.æÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Á É ÉÄÅÁÌÙ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (6-11) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p1, ÉÚ �ÒÏÓÔÏÔÙ p1 ×ÙÔÅËÁÅÔ,ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÜÔÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p1. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ ÜÔÏ q1 = sp1. ðÏÓËÏÌØËÕ q1 ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, ÜÌÅÍÅÎÔ s ÏÂÒÁÔÉÍ. ðÏÌØÚÕÑÓØ�ÅÌÏÓÔÎÏÓÔØÀ ËÏÌØ�Á K, ÓÏËÒÁÝÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (6-11) ÎÁ p1 É �ÏÌÕÞÁÅÍ ÂÏÌÅÅËÏÒÏÔËÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï p2p3 · · · pk = (sq2)q3 · · · qm, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ �ÒÉÍÅÎÉÍÙ ÔÅ ÖÅÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.4î£ÔÅÒÏ×Ï ËÏÌØ�Ï ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÅÇÏ ÎÅ�ÒÉ×Ï-ÄÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÒÏÓÔÙ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.5÷ÓÑËÏÅ ËÏÌØ�Ï ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.13 (ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀ-ÂÏÍ ËÏÌØ�Å ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× K Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÔÁËÁÑ ×ÅÒÓÉÑ ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂÏÓÔÁÔËÁÈ: ÅÓÌÉ n = pm11 pm22 : : : pmrr , ÔÏ k=(n) ≃ K= (pm11 )⊕K= (pm11 )⊕· · ·⊕K= (pmrr ) .6.5.4. ðÒÉÍÅÒ: ÇÁÕÓÓÏ×Ù �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. óÏÇÌÁÓÎÏ Õ�Ò. 6.3, ËÏÌØ�Ï ÇÁÕÓÓÏ-×ÙÈ ÞÉÓÅÌ Z[i℄ ⊂ C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØ�ÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×, Á �ÏÔÏÍÕ × Î£Í Ó�ÒÁ×ÅÄ-ÌÉ×Á ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.÷ÙÑÓÎÉÍ, ËÁËÉÅ �ÅÌÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ p ∈ Z ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍÉ ×ËÏÌØ�Å ÇÁÕÓÓÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ n ∈ Z, ÂÕÄÕÞÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏ-�ÒÑÖÅÎÉÑ, ÄÏÌÖÎÏ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ a+ ib ∈ CrRÓÏÄÅÒÖÁÔØ É ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÊ ÅÍÕ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ a − ib. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ �ÒÏÓÔÏÅp ∈ Z �ÅÒÅÓÔÁ£Ô ÂÙÔØ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ × Z[i℄, ÔÏ ÏÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅp = (a + ib)(a − ib) = a2 + b2 Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ a; b ∈ Z. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÓÔÏÅp ∈ Z ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ �ÒÉ×ÏÄÉÍÏ × Z[i℄, ËÏÇÄÁ p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈË×ÁÄÒÁÔÏ×.þÔÏÂÙ Ñ×ÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ p, ×Ó�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ p ∈ Z[i℄ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Ï Z[i℄=(p) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ1, É �ÏÓÍÏÔÒÉÍÎÁ ÜÔÏ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Ï ËÁË ÎÁ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Z[x℄ :
Z[i℄=(p) ≃ Z[x℄=(p; x2 + 1) ≃ Fp[x℄=(x2 + 1) :ðÒÁ×ÏÅ ËÏÌØ�Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x2 + 1ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Fp, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÀ Õ ÎÅÇÏ ËÏÒÎÅÊ × Fp. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÓÔÏÅ p ∈ Z Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ

−1 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ×ÙÞÅÔ �Ï ÍÏÄÕÌÀ p. ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × n◦ 4.4.4, ÜÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ× ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (p− 1)=2 Þ£ÔÎÏ, Ô. Å. ÄÌÑ �ÒÏÓÔÙÈ p = 4k + 1 É p = 2.1ÓÍ. �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ (�ÒÅÄÌ. 6.3)



6.5.òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ 956.5.5. îïä × ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÍ ËÏÌØ�Å. ÷ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÍ ËÏÌØ�Å K Õ ÌÀ-ÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a1; a2; : : : ; am ∈ K ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉ-ÔÅÌØ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×q ∈ K ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ mq ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ qmq ÄÅÌÉÔ ËÁ-ÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ai. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ ai Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÞÉÓÌÁ mq ÂÕÄÕÔ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ ÌÉÛØ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏÞÉÓÌÁ ËÌÁÓÓÏ× q. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£Î ËÌÁÓÓ ÞÉÓÌÁÎÏÄ(a1; a2; : : : ; am) =∏q qmqÓ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ ai, �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ, × ÓÉÌÕÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ËÏÌØ�Á K, ÄÏÌÖÅÎ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ qmq ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉ-ÍÏÇÏ q.6.5.6. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÄ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ. ðÕÓÔØ K | ÆÁËÔÏÒÉ-ÁÌØÎÏÅ ËÏÌØ�Ï. îÁÚÏ×£Í ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁf = a0xn + a1xn−1 + · · ·+ an−1x+ an ∈ K[x℄ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ont(f) def= ÎÏÄ(a0; a1; : : : ; an) .ìÅÍÍÁ 6.2ont(fg) = ont(f) · ont(g) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ f; g ∈ K[x℄.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ q ∈ K �ÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ q ÄÅÌÉÔ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ont(fg) = ont(f) · ont(g) ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏÅÓÌÉ ÏÎ ÄÅÌÉÔ �ÒÁ×ÕÀ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÜÔÏÍÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÒÅÄÕË�ÉÉ �Ï ÍÏÄÕÌÀ q K[x℄ f 7→[f ℄q - (K=(q))[x℄ ;ÚÁÍÅÎÑÀÝÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁ ÉÈ ËÌÁÓÓÙ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀq. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á �ÒÏÓÔÙ, ËÏÌØ-�Ï K=(q) �ÅÌÏÓÔÎÏÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× (K=(q))[x℄ ÔÏÖÅ �ÅÌÏÓÔÎÏÅ.�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ [fg℄q = [f ℄q[g℄q ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ [f ℄q, [g℄q ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ. �ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ QK �ÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á K. ëÏÌØ�Ï ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÏ× K[x℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄËÏÌØ�ÏÍ × ËÏÌØ�Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× QK [x℄.ìÅÍÍÁ 6.3ëÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ∈ QK [x℄ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅf(x) = ab · f̃(x) ; (6-12)ÇÄÅ f̃(x) ∈ K[x℄ É ont(f) = ÎÏÄ(a; b) = 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ a, b É f̃ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �Ï fÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØ�Á K.



96 §6.æÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Á É ÉÄÅÁÌÙäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÔÁËÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÎÁÄÏ ×ÙÎÅÓÔÉ ÉÚ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×f ÉÈ ÏÂÝÉÊ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × K, ÕÍÎÏ-ÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ×ÉÄÁ 1= ∈ QK . ðÏÔÏÍ ×ÙÎÅÓÔÉ ÉÚ ×ÓÅÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �Ï-ÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ d. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ 1, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ d= ∈ QK . ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÚÁ�ÉÓÁÔØ =d ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÊÄÒÏÂØÀ a=b. äÏËÁÖÅÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ. åÓÌÉ (a=b) · f̃(x) = (=d) · g̃(x) × QK [x℄,ÔÏ ad · f̃(x) = b · g̃(x) × K[x℄. óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ, �ÏÌÕÞÁÅÍad = b, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÏÂÝÉÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ Õ a É b, ÁÔÁËÖÅ Õ  É d, ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ a ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎ  , Á b | Ó d. îÏ ÔÏÇÄÁ Éf̃(x) = g̃(x) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.6 (ÌÅÍÍÁ çÁÕÓÓÁ)íÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ K[x℄ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ 1 ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ × ËÏÌØ�Å QK [x℄ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ × K[x℄.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f(x) = g(x) · h(x) × QK [x℄. úÁ�ÉÓÙ×ÁÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ g Éh ×ÉÄÅ (6-12), �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õf(x) = ab · g̃(x) · h̃(x) ;ÇÄÅ g̃; h̃ ∈ K[x℄, ; d ∈ K, É ont(g̃) = ont(h̃) = ÎÏÄ(a; b) = 1. ðÏ ÌÅÍ. 6.2ont(g̃h̃) = 1. ðÏÜÔÏÍÕ, × ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ (6-12), ÜÌÅÍÅÎÔÙa É b ÏÂÒÁÔÉÍÙ ×K, Á f(x) = g̃(x)·h̃(x) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÕÀËÏÎÓÔÁÎÔÕ. ��ÅÏÒÅÍÁ 6.2ëÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÄ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÌÁÓÔØ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× QK [x℄ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÑ-ËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ K[x℄ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × QK [x℄ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.úÁ�ÉÓÙ×ÁÑ ÉÈ × ×ÉÄÅ (6-12), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïont(f)f̃(x) = f(x) = ab∏ f̃� ;ÇÄÅ f̃� ∈ K[x℄ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ × QK [x℄ (Á ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ × K[x℄) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÚ K[x℄ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ 1 É ÎÏÄ(a; b) = 1. ðÏ ÌÅÍ. 6.2 ont(∏ f̃�) = 1, É × ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ (6-12) ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁ-ÔÉÍÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÉÚ K) ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á b = 1 É f = a∏ f̃� . òÁÓËÌÁÄÙ×ÁÑ a ∈ K ×�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ f × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ × ËÏÌØ�Å K[x℄.äÏËÁÖÅÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ × K[x℄ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï a1a2 · · · ak · p1p2 · · · ps = b1b2 · · · bm · q1q2 · · · qr ÇÄÅ a�; b� ∈ K | ÎÅ�ÒÉ×Ï-ÄÉÍÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, Á p�; q� ∈ K[x℄ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ



6.5.òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ 97ÉÍÅÀÝÉÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ 1. óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ Ó ÕÞ£ÔÏÍ ÌÅÍ. 6.2,�ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a1a2 · · · ak = b1b2 · · · bm × K. ÷ ÓÉÌÕ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ K,ÉÍÅÅÍ k = m É (�ÏÓÌÅ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ �ÅÒÅÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ) ai = sibi, ÇÄÅsi ÏÂÒÁÔÉÍÙ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,  ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÉÚ K × K[x℄×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï p1p2 · · · ps = q1q2 · · · qr. ÷ ÓÉÌÕ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ QK [x℄É ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ pi É qi ÔÁËÖÅ É × QK [x℄, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ r = s É (�ÏÓÌÅÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ �ÅÒÅÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ) pi = qi Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÉÚ QK . éÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ (6-12) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÉ�ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ ÉÚ K. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.7åÓÌÉ K | ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØ�Ï (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÂÌÁÓÔØ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÉÌÉ�ÏÌÅ), ÔÏ ËÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× K[x1; x2; : : : ; xn℄ ÏÔ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ. �6.5.7. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× × Q[x℄ É Z[x℄. ÷ÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÒÁ�É-ÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌÅÎ × Q[x℄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ Z[x℄ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × Q[x℄ ÒÁÚÕÍÎÏÎÁÞÁÔØ Ó ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÅÇÏ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÞÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ�ÒÏÂ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.14. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁÑ ÄÒÏÂØ a = p=q ∈ Q ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) = a0xn + a1xn−1 + · · ·+ an−1x+ an ∈ Z[x℄, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ pÄÅÌÉÔ a0, Á q ÄÅÌÉÔ an.úÎÁÎÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ f ÔÏÖÅ ×ÅÓØÍÁ �ÏÌÅÚÎÏ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.15. òÁÚÌÏÖÉÔÅ x4+4 × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÏ×ÉÚ Z[x℄.ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË Õ�ÏÍÑÎÕÔÙÅ ×ÙÛÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÓÞÅÒ�ÁÎÙ, ÍÏÖÎÏ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÔÒÕÄÏ£ÍËÉÍ, ÎÏ ×�ÏÌÎÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ (ÅÓÌÉ �ÏÄ ÒÕ-ËÏÊ ÅÓÔØ ËÏÍ�ØÀÔÅÒ) ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ëÒÏÎÅËÅÒÁ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÌÉÂÏ Ñ×ÎÏÎÁÊÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × ËÏÌØ�Å
Z[x℄, ÌÉÂÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÎÅÔ, ÏÔËÕÄÁ, �Ï ÌÅÍÍÅ çÁÕÓÓÁ, ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ,ÞÔÏ ÅÇÏ ÎÅÔ É × Q[x℄. óÏÓÔÏÉÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ÷ ÌÀÂÏÍ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ f = gh × Z[x℄ ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÄÅÌÉ-ÔÅÌÅÊ, ÓËÁÖÅÍ h, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ �ÅÌÏÊ ÞÁÓÔÉ (deg f)=2, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ n. þÔÏÂÙ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÄÅÌÉÔÓÑ f × Z[x℄ ÎÁ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ
6 n, ÉÌÉ ÎÅÔ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ × f �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ n+ 1 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌz0; z1; : : : ; zn ∈ Z É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÞÉÓÅÌ d0; d1; : : : ; dn, × ËÏ-ÔÏÒÙÈ di ÄÅÌÉÔ f(zi). �ÁËÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, É ÎÁÂÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊh(zi) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ h (ÂÕÄÅ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÜÔÉÈÎÁÂÏÒÏ× di. ðÏ Õ�Ò. 4.6 × Q[x℄ ÅÓÔØ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 n �ÒÉÎÉ-ÍÁÀÝÉÊ ÚÎÁÞÅÎÉÑ di × ÔÏÞËÁÈ zi. üÔÏ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÁÇÒÁÎÖÁfd(x) = n∑i=0 di ·∏� 6=i (x− z�)(zi − z�) (6-13)



98 §6.æÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Á É ÉÄÅÁÌÙ�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ h ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ÔÅÈ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×(6-13), ÞÔÏ ÉÍÅÀÔ �ÅÌÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ. ïÓÔÁ£ÔÓÑ Ñ×ÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ f ÎÁ ×ÓÅ ÜÔÉÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É ÌÉÂÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÎÅ ÄÅÌÑÔ f , ÌÉÂÏ ÎÁÊÔÉ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÄÅÌÉ-ÔÅÌØ f .âÙÓÔÒÏ É �× ÕÍÅ� �ÒÉËÉÎÕÔØ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ × Z[x℄ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ f = gh,ÉÎÏÇÄÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÒÅÄÕË�ÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f �Ï �ÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ,ËÁË × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍ. 6.2. á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
Z[x℄ f 7→[f ℄n=f (mod n) -

(
Z=(n))[x℄ ; (6-14)ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �Ï ÍÏÄÕÌÀ1 n, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏ-ÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅ�, É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f = gh × Z[x℄ ×ÌÅÞ£Ô ÚÁ ÓÏÂÏÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á[f ℄n = [g℄n · [h℄n ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÌØ�ÁÈ (Z=(n))[x℄.ðÒÉ �ÒÏÓÔÏÍ n = p ËÏÌØ�Ï ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× Z=(n) = Fp Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ, É�ÒÉ ÁÎÁÌÉÚÅ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔÉ [f ℄p × Fp[x℄ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØËÏÌØ�Á Fp[x℄ É �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØÀ �ÅÒÅÂÒÁÔØ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÄÅ-ÌÉÔÅÌÉ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (ÓÒ.  ÚÁÄ. 4.25). ðÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÜÔÏ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ�ÒÉÍÅÒÁÍÉ.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) = x5 + x2 + 1 ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ × ËÏÌØ�Å Z[x℄. äÌÑÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÅÇÏ ÒÅÄÕË�ÉÀ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 2. ðÏÓËÏÌØËÕ Õ f ÎÅÔ�ÅÌÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ f = gh × Z[x℄ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ Ódeg(g) = 2 É deg(h) = 3. �ÁË ËÁË Õ [f ℄2 = x5 + x2 + 1 ÎÅÔ ËÏÒÎÅÊ É × F2,ÏÂÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ [g℄2, [h℄2 ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ × F2[x℄. îÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ × F2[x℄ ÜÔÏ x2+x+1, É x5+x2+1 ÎÁ ÎÅÇÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ.åÝ£ ÏÄÉÎ �ÒÉÍÅÒ: �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÒÏÓÔÏÍ p ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎæp(x) = xp−1 + xp−2 + · · · + x+ 1 = (xp − 1)=(x− 1)ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ × Z[x℄ . äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÅÒÅ�ÉÛÅÍ ÅÇÏ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊt = x− 1 :f(t) = æp(t+ 1) = (t+ 1)p − 1t = tp + (p1)tp−1 + · · · + ( pp− 1)t :ðÒÉ ÒÅÄÕË�ÉÉ �Ï ÍÏÄÕÌÀ p ÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(t) ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ÍÏÎÏÍ[f(t)℄p = tn. åÓÌÉ f(t) = g(t)h(t) × Z[t℄, ÔÏ × ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ�ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × Fp[t℄ ÏÂÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ g, h ÔÏÖÅ ÄÏÌÖÎÙ ÒÅÄÕ�ÉÒÏ×ÁÔØ-ÓÑ × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ×ÉÄÁ tk, Ô. Å. ×ÓÅ ÉÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÒÏÍÅ ÓÔÁÒÛÅÇÏ, ÄÏÌÖÎÙÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ p. îÏ ÔÏÇÄÁ ÍÌÁÄÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ f , ÂÕÄÕÞÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÍÌÁÄ-ÛÉÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× g, h, ÄÏÌÖÅÎ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ p2, ÞÔÏ ÎÅ ÔÁË. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, fÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ × Z[t℄.1Ô. Å. �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ �ÏÌÉÎÏÍ amxm + am−1xm−1 + · · · + a1x+ a0 Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ×�ÏÌÉÎÏÍ [am℄n xm + [am−1℄n xm−1 + · · · + [a1℄n x+ [a0℄n Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × ËÏÌØ�Å ×ÙÞÅÔÏ×

Z=(n)



6.6. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ �ÏÄß£ÍÁ É ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ 99õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.16 (ËÒÉÔÅÒÉÊ üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ). ðÕÓÔØ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ×Å-Ä£ÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ Z[x℄ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ∈ N, Á ÍÌÁÄÛÉÊ ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔ, ÄÅÌÑÓØ ÎÁ p, ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ p2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ× Z[x℄ .6.6. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ �ÏÄß£ÍÁ É ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ K | ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅËÏÌØ�Ï, Á X | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ X - KÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ KX É ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÏÌØ�Ï ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ �ÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏ-ÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÊ:f + g : x 7→ f(x) + g(x) fg : x 7→ f(x)g(x) :�ÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÅ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ × KX ÎÕÌ£Í, Á ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÅÄÉÎÉÞ-ÎÁÑ (ÅÓÌÉ × K ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉ�Á) | ÅÄÉÎÉ�ÅÊ.ó ËÁÖÄÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× X '- Y Ó×ÑÚÁÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÄß-£ÍÁ1 ×ÄÏÌØ ' '∗ : KY f 7→f◦' - KX ;ËÏÔÏÒÙÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ Y × ÉÈ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ Ó '. îÁ ÑÚÙËÅ ÎÅËÏÍÍÕÔÁ-ÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ �ÏÄß£Í ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË �ÒÁ×ÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÊ ÉÚ Hom(Y;K) ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' ∈ Hom(X;Y ) :Hom(Y;K) f 7→f' - Hom(X;K)ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ËÏÌØ�Á ÆÕÎË�ÉÊ É ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÌÏÓÔÎÙÍÉ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ�ÏÄß£ÍÁ ×ÓÅÇÄÁ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉ�Õ ËÏÌØ�Á KY × ÅÄÉÎÉ�Õ ËÏÌØ�Á KX .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.17. éÚ ËÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÏÄß£ÍÁ?÷ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÁÎÁÌÉÚÅ ÏÂÙÞÎÏ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁX É Y , ÎÁÄÅÌ£ÎÎÙÅ ÔÏÊÉÌÉ ÉÎÏÊ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ: ÍÅÒÏÊ, ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ, ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÁÍÉ É Ô. �. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ É ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á-ÀÔÓÑ ÎÅ ÌÀÂÙÅ, Á ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÅ Ó ÜÔÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ: ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÙÅ, ÇÌÁÄËÉÅ É Ô. �. üÔÉ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ × ËÏÌØ�Å ×ÓÅÈ ÆÕÎË-�ÉÊ �ÏÄËÏÌØ�Ï, ËÏÔÏÒÏÅ × ÁÌÇÅÂÒÅ �ÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ K[X℄ ⊂ KX É ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ (ÉÌÉ ËÏÌØ�ÏÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÉÌÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ.ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ Ó ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÔÏÖÅ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ, Á ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÅ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ: ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ,ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÅ É Ô. �. ÷ ÁÌÇÅÂÒÅ ÔÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙ-×ÁÀÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ. ëÁË ÔÏÌØËÏ ÔÅÏÒÉÑ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ, Ô. Å. × ËÏÌØ�Å ÆÕÎË�ÉÊËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ × ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ×ÙÄÅÌÅÎÏ �ÏÄËÏÌØ�ÏÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ K[X℄ , ÔÁË ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅ-ÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ × ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ.1�Ï-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ pull bak (�Ï-ÒÕÓÓËÉ �ÏÄß£ÍÙ ÔÏÖÅ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÏÂÒÁÚÁÍÉ



100 §6.æÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Á É ÉÄÅÁÌÙá ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁÚÏ×£Í ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X '- Y ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊÜÔÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÄß£ÍÁ KY '∗
- KX �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÒÅÇÕÌÑÒ-ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ Y × ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ X , Ô. Å. Ñ×ÌÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ�ÏÄËÏÌÅ� K[Y ℄ '∗

- K[X℄ .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.18. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C ⊂ R[0;1℄ �ÏÄËÏÌØ�Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊÎÁ [0; 1℄. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ [0; 1℄ '- [0; 1℄ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ '∗(C) ⊂ C;Â) ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ' : [0; 1℄ - [0; 1℄ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÏÄß£ÍÁ '∗ : C - C.6.6.1. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ X = {∗} ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÄÎÑÔÉÑ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ Å£ ×ÌÏÖÅÎÉÀ {∗} ⊂
y- Y ×ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y × ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÅËÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y , �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÆÕÎË�ÉÀf ∈ Y K × ÞÉÓÌÏ f(y) ∈ K{∗} = K, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÇÏÍÏÍÏÒ-ÆÉÚÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ1 ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ Y × ÔÏÞËÅ y ∈ Y :evy : KY f 7→f(y) - KüÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Ü�ÉÍÏÒÆÅÎ, Á ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ × ÎÕÌØ × ÔÏÞËÅ y.éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏ ÚÁ-ÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ R, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï K × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÄ-ËÏÌØ�Á, �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X[R℄, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ R ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ �ÏÄËÏÌØ�ÏÍ × KX[R℄ É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ,ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË �ËÏÌØ�Ï ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ� ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊÔÅÏÒÉÉ�.á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁÚÏ×£Í K-ÔÏÞËÏÊ ËÏÌØ�Á R ÌÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍR p- K ;ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ �ÏÄËÏÌØ�Å K ⊂ R, É ×ÏÚØÍ£Í × ËÁÞÅÓÔ×Å X[R℄ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ K-ÔÏÞÅË ËÏÌØ�Á R. ëÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ f ∈ R ÍÏÖÅÔ ×ÏÓ�ÒÉÎÉ-ÍÁÔØÓÑ ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ X[R℄ f- K , ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ K-ÔÏÞËÅ R p- K,�Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÒÁ×ÎÏ p(f) ∈ K . ðÏÄËÏÌØ�Ï K ⊂ R �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ ×ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.19. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄ É R-ÔÏÞËÁÍÉËÏÌØ�Á ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ó = {f : [0; 1℄ - R}.�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ ËÏÌØ�Ï ËÏÎÓÔÁÎÔ K, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ K = R,É ×ÙÂÒÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ ËÏÌÅ� R, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ K × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÄËÏÌØ�Á, ÔÁËÓÒÁÚÕ ÖÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ × ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÕÔÍÎÏÖÅÓÔ×Á X[R℄, Ï�ÉÓÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ, Á ËÏÌØ�ÁÍÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÜÔÉÈ1�Ï-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ: evaluation map



úÁÄÁÞÉ Ë §6 101�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÂÕÄÕÔ �ÏÄËÏÌØ�Á R ⊂ KX[R℄ , ×ÌÏÖÅÎÎÙÅ × KX[R℄ ÔÁË, ËÁË ÜÔÏÏÂßÑÓÎÑÌÏÓØ ×ÙÛÅ. úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅ�R1 '- R2 ;ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ ËÏÌØ�Å ËÏÎÓÔÁÎÔ K, ÍÏÖÅÔ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØÓÑ �ÒÉÜÔÏÍ ËÁË ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÄß£ÍÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÁÓ-ÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ Ó ÜÔÉÍÉ ËÏÌØ�ÁÍÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÏÄß£ÍÁ'∗ : X[R2℄ p7→p◦' - X[R1℄ ;�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÇÏ K-ÔÏÞËÕ R2 p- K × Å£ �ÏÄß£Í R1 '- R2 p- K ×ÄÏÌØ ÇÏÍÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÁ '.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.20. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ('∗)∗ = ' .÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ É ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÑ, ÉÇÒÁÀÝÁÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÒÏÌØ ×Ï ×ÓÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. ðÒÉÞÉÎÁ Å£ ËÒÏÅÔ-ÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ f(x) × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ �Ïx É f | ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÎÁ x, Á ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ x ×Ù-ÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÎÁ f | É ÎÅÔ ÎÉËÁËÏÇÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏÔ ×ÙÂÏÒ apriori . �ÏÞËÉ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÖÅ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÊ,ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ | ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÔÏÞÅË.åÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÌØ�Á ËÏÎÓÔÁÎÔ ×ÚÑÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏÌÅ k, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÌÅ�ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ | ËÏÎÅÞÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ kn (Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙ-ÍÉ n ∈ N), ÔÏ Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ËÏÌØ�ÁÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ××ÙÄÁÓÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÉÀ, ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ËÁË ËÏÎÅÞ-ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÞÎ£Í ÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÁÒÁ-ÇÒÁÆÅ.åÓÌÉ ×ÚÑÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ËÏÌÅ� | ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙÎÁÄ �ÏÌÅÍ, ÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÔÅÏÒÉÀ, ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ËÁË ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÔÏÖÅ ÏÂÓÕÄÉÍ ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ ËÕÒÓÅ.
úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §6úÁÄÁÞÁ 6.1. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ 30 É ÉÍÅÀÝÉÅ ÒÏ×ÎÏ 30ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ.úÁÄÁÞÁ 6.2. ëÏÎÅÞÎÏ ÌÉ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Ï Z[x℄=(f; g) , ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÏÂÝÉÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÏ× f; g ∈ Z[x℄ ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÀÔÓÑ ±1 ?



102 úÁÄÁÞÉ Ë §6úÁÄÁÞÁ 6.3 (ÓÕÍÍÙ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ É �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÉÄÅÁÌÏ×). äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈÉÄÅÁÌÏ× I, J �ÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ I ∩ J ,�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ IJ def= {x1y1 + x2y2 + · · · + xnyn | xi ∈ I ; yi ∈ J ; n ∈ N} ÉÓÕÍÍÁ I + J def= {x+ y | x ∈ I ; y ∈ J}ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÄÅÁÌÁÍÉ, �ÒÉÞ£Í IJ ⊂ I ∩ J . ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ IJ 6=I ∩ J .úÁÄÁÞÁ 6.4 (ÒÁÄÉËÁÌ ÉÄÅÁÌÁ). ðÕÓÔØK | ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ. ðÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I ⊂ K ÅÇÏ ÒÁÄÉËÁÌ
√I = {a ∈ K | ∃ n ∈ N : an ∈ I}ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ É ÞÔÏ √IJ = √I ∩ J ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× I; J ⊂ K .úÁÄÁÞÁ 6.5 (ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌ). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÍÍÕÔÁ-ÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á K Ó 1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÏÍ ËÏÌØ�Á K É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

n = n(K) . õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ n = √(0) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n(K)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ×ÓÅÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ËÏÌØ�Á K .úÁÄÁÞÁ 6.6 (×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ). ä×Á ÉÄÅÁÌÁ I, J �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕ-ÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á K Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÀÔ x ∈ I É y ∈ J , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ x+ y = 1 (ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏI + J = K, ÓÍ. ÚÁÄ. 6.3). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÄÅÁÌ I ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ Ó ËÁÖÄÙÍÉÚ ÉÄÅÁÌÏ× J1; J2; : : : ; Jn, ÔÏ ÏÎ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ É Ó ÉÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ.úÁÄÁÞÁ 6.7 (ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ). ðÕÓÔØ ÉÄÅÁÌÙ I1; I2; : : : ; In �Ï-�ÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ n ËÌÁÓÓÏ×[a� ℄ ∈ K=I� (ÇÄÅ � = 1; 2; : : : ; n)ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ K, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ [a� ℄ = a (mod I�) ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ�, É ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ a′, a′′ Ó ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ �Ï ÍÏÄÕÌÀ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÉÄÅÁÌÏ× I� (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ' : K - (K=I1)× (K=I2)× · · · × (K=In) ;�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ a ∈ K × ÎÁÂÏÒ ËÌÁÓÓÏ× (a (mod I1); a (mod I2); : : : ; a (mod In)) ,Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅ� Ó ÑÄÒÏÍ ∩� I�)úÁÄÁÞÁ 6.8. ðÒÉ×ÏÄÉÍÙ ÌÉ × Q[x℄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ: Á) x4 − 8x3 + 12x2 − 6x+ 2Â) x5 − 12x3 + 36x− 12úÁÄÁÞÁ 6.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅ� K '- L ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÇÏ-ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅ� ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× K[x℄ b'- L[x℄, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ × �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ' ËÏ×ÓÅÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍ. ðÕÓÔØ ÏÂÁ ËÏÌØ�Á K, L �ÅÌÏÓÔÎÙÅ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ K[x℄�ÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ '̂ × ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ QL ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎ ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÞÔÏ É f . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ × K[x℄.



úÁÄÁÞÉ Ë §6 103úÁÄÁÞÁ 6.10. ÷ ËÏÌØ�Å Z[x℄ ÒÁÚÌÏÖÉÔÅ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÉÌÉ ÄÏËÁÖÉÔÅÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×: Á) x4 + x+ 1 Â) x5 + x4 + x2 + x+ 2×) x6 + x3 + 1 Ç) x105 − 9 Ä) (x− a1)(x − a2) : : : (x− an)− 1(×ÓÅ ÞÉÓÌÁ a1; : : : ; an ∈ Z ÒÁÚÌÉÞÎÙ).úÁÄÁÞÁ 6.11 (ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ). ðÕÓÔØK | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅËÏÌØ�Ï Ó 1. óÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ1 ÉÄÅÁÌ m ⊂ K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÉ × ËÁËÏÍ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) ÉÄÅÁÌ m ⊂ K ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ K=m | �ÏÌÅÂ) ×ÓÑËÉÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ �ÒÏÓÔ×) ÌÀÂÏÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ2.úÁÄÁÞÁ 6.12. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ ÉÄÅÁÌÙ × ËÏÌØ�Å ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× k[[t℄℄ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ k. íÎÏÇÏ ÌÉ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ?úÁÄÁÞÁ 6.13. îÁÊÄÉÔÅ ÎÅ�ÒÏÓÔÏÊ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × ËÏÌØ�Å Z[√13℄.úÁÄÁÞÁ 6.14 (ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ). ðÕÓÔØ k | ÌÀÂÏÅ �ÏÌÅ, É K ⊃ k |ÌÀÂÏÅ �ÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØ�Ï. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ � ∈ K ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ev� : k[x℄ - K, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎf(x) = a0xn + a1xn−1 + · · ·+ an−1x+ an ∈ k[x℄× ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(�) = a0�n+a1�n−1+ · · ·+an−1�+an ∈ K ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÅ � . õÂÅÄÉ-ÔÅÓØ, ÞÔÏ im (ev�) ÜÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ �ÏÄËÏÌØ�Ï × K, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ kÉ �, É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ im (ev�) �ÏÌÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ker ev� 6= 0 (ÔÁ-ËÏÊ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÎÁÄ k, Á �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÁÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ f ÇÌÁ×ÎÏÇÏÉÄÅÁÌÁ (f) = ker ev� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ � ÎÁÄ k,ÓÒ. Ó ÚÁÄ. 4.15).úÁÄÁÞÁ 6.15. åÓÔØ ÌÉ ÓÒÅÄÉ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌÅ� ËÏÌØ�Á Z[i℄ �ÏÌÅÁ) ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 2 Â) ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 3 ?×) åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÓËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ × ÜÔÏÍ �ÏÌÅ?

1Ô. Å. ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÎÕÌÑ É ×ÓÅÇÏ ËÏÌØ�Á2× ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÌÅÍÍÁ ãÏÒÎÁ (ÓÍ. ÚÁÄ. 1.19); × Î£ÔÅÒÏ×ÏÍ ËÏÌØ�ÅÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÎÅ£



òÁÚÄÅÌ III÷ÅËÔÏÒÙ É ÍÁÔÒÉ�Ù
§7. ÷ÅËÔÏÒÙ7.1. ÷ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. æÏÒÍÁÌØÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÎÉÖÅ, ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈÏ�ÅÒÁ�ÉÊ ÎÁÄ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ | ÓÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÞÉÓÌÁ. èÏÔÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÂÙ×ÁÀÔ ÓÁÍÏÊ ÒÁÚÎÏÊ �ÒÉ-ÒÏÄÙ (ÏÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ �ÏÌÅÊ É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÆÕÎË�ÉÊ ÄÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÒÅÛÅÎÉÊÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×) ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÂÓÔÒÁËÔ-ÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× × ×ÉÄÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ É ÕÍÎÏÖÁ-ÀÔÓÑ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÔÁË, ËÁË ÜÔÏÍÕ ÕÞÉÌÉ × ÛËÏÌÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÓØÍÁ �ÒÏÄÕËÔÉ×ÎÙÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.1áÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ (Á Å£ÜÌÅÍÅÎÔÙ | ×ÅËÔÏÒÁÍÉ) ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏ-ÒÏ× ÎÁ ÞÉÓÌÁ

k× V - V : (�; v) 7→ � · v = �v ;ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:�(�v) = (��)v ∀ �; � ∈ k ; ∀ v∈V (7-1)(�+ �)v = �v + �v ∀ �; � ∈ k ; ∀ v∈V (7-2)�(v + w) = �v + �w ∀ v; w ∈ V ; ∀�∈k (7-3)1 · v = v ∀ �; � ∈ k ; ∀ v∈V (7-4)çÒÕ��Ï×ÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ × ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ ×ÅË-ÔÏÒÏ×. îÅÊÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ 0 ÇÒÕ��Ù V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ, Á×ÅËÔÏÒÙ v É −v | �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ V ,Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÀÝÉÈÓÑ × V Ï�ÅÒÁ-�ÉÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ × V .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.1. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ Ó×ÏÊÓÔ× (7-1){(7-3), ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ v ∈ V É � ∈ k×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 0 ·v = 0 É � ·0 = 0, Á ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v ÎÁ ÞÉÓÌÏ −1 ∈ k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ Ë v ×ÅËÔÏÒ,Ô. Å. (−1) · v = −v. 104



7.1.÷ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 105úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.1. ÷ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÁ v ∈ V ÎÁÞÉÓÌÏ � ∈ k ÂÙ×ÁÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ ÌÉÂÏ ËÁË �v, ÌÉÂÏ ËÁË v�. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÀ, ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÏÂÅ ÚÁ�ÉÓÉ �v É v� ÒÁ×ÎÏ�ÒÁ×ÎÙÍÉ É ÏÚÎÁÞÁÀÝÉÍÉ ÏÄÎÏ É ÔÏÖÅ | ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ v ∈ V ÎÁ ÞÉÓÌÏ � ∈ k ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÉÍÅÀÝÅÊÓÑÎÁ V ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.2ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : V - W ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ
k ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ '(�1v1 + �2v2) = �1'(v1) + �2'(v2) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ�1; �2 ∈ k É v1; v2 ∈ V . ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉÏ�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÉÌÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. âÉÅËÔÉ×ÎÙÅ ÌÉ-ÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ.7.1.1. ðÒÉÍÅÒ: �ÏÌÅ k. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÏ �ÏÌÅ k. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ k '- k ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ËÕÄÁ ÏÎÏ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉ�Õ, �ÏÓËÏÌØËÕ'(x) = '(x · 1) = x · '(1) :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ k '- k | ÜÔÏ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ ' : x 7→ axÓ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ a = '(1) ∈ k . ðÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x 7→ ax + b Ób 6= 0 ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ.7.1.2. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï kn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ n-ÍÅÒÎÙÍ ÏÂÏÂ-ÝÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á k. á ÉÍÅÎÎÏ, �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÁÄÄÉÔÉ×-ÎÙÈ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��

kn = k× k× · · · × k︸ ︷︷ ︸n ÒÁÚÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÒÏËÉ v = (x1; x2; : : : ; xn) Ó xi ∈ k, ËÏÔÏÒÙÅÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ É ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÞÉÓÌÁ �ÏËÏÍ�ÏÎÅÎÔÎÏ:(x1; x2; : : : ; xn) + (y1; y2; : : : ; yn) = (x1 + y1 ; x2 + y2 ; : : : ; xn + yn )� · (x1; x2; : : : ; xn) = (�x1; �x2; : : : ; �xn) ;ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÍÅÒÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.2. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å kn Ó×ÏÊÓÔ× (7-1){(7-3)(ÓÒ. Ó Õ�Ò. 3.7 É Õ�Ò. 3.8)÷ÅËÔÏÒÙ e1; e2; : : : ; en ∈ kn, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ eiÓÔÏÉÔ ÎÁ i-ÔÏÍ ÍÅÓÔÅ É ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å:ei = (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0) ; (7-5)ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ. ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒv = (x1; x2; : : : ; xn) ∈ kn



106 §7.÷ÅËÔÏÒÙÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈv = x1e1 + x2e2 + · · · + xnen : (7-6)ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : kn - km ÍÅÖÄÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ËÕÄÁ ÏÎÏ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ei : ÏÂÒÁÚ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ (7-6) ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÂÒÁÚÙ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ËÁËF (v) = F (x1v1 + x2v2 + · · · + xnvn) = x1F (e1) + x2F (e2) + · · · + xnF (en) :åÓÌÉ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ× F (ei) ∈ km × ×ÉÄÅ ÓÔÏÌÂ�Ï× ×ÙÓÏÔÙ m, ÔÏÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ ÔÁÂÌÉ�Õ ÒÁÚÍÅÒÁ m× n (m ÓÔÒÏË É n ÓÔÏÌÂ�Ï×)(fij) = f11 f12 : : : f1nf21 f22 : : : f2n... ... ... ...fm1 fm2 : : : fmn

 (7-7)ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F . ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ×ÅËÔÏÒÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á km ÞÅÒÅÚ "1; "2; : : : ; "m, ÍÙ ÍÏÖÅÍ Ï�ÉÓÁÔØ j-ÔÙÊ ÓÔÏÌÂÅ�ÍÁÔÒÉ�Ù (7-7) ËÁË ÓÔÏÌÂÅ� ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ F (ej)ÞÅÒÅÚ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ "i :F (ej) = "1f1j + "2f2j + · · · + "mfmj =∑i "ifij(ÍÙ ÎÁ�ÉÓÁÌÉ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Ó�ÒÁ×Á ÏÔ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÞÔÏÂÙ ÉÎÄÅËÓÙ, �ÏËÏÔÏÒÙÍ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ, ÓÔÏÑÌÉ ÒÑÄÏÍ).ðÒÉÍÅÎÑÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F Ë �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ v =∑j ejxj ∈ kn , ÍÙ �ÏÌÕ-ÞÉÍ ×ÅËÔÏÒ F (v) ∈ km ÓÏ ÓÔÏÌÂ�ÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔF (v) =∑j F (ej)xj =  f11x1 + f12x2 + · · · + f1nxnf21x1 + f22x2 + · · · + f2nxnf31x1 + f32x2 + · · · + f3nxn

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·fm1x1 + fm2x2 + · · · + fmnxn



(7-8)7.1.3. òÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. íÎÏÖÅÓÔ×ÏU ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× u = (x1; x2; : : : ; xn) ∈ kn, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÄÎÏ-ÒÏÄÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ a1x1 + a2x2 + · · · + anxn = 0 ; (7-9)ÇÄÅ ai ∈ k | ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÏÂÒÁÚÕÅÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å kn. åÓÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (7-9) ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ1, �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï1Ô. Å. ÓÒÅÄÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ai ÅÓÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ



7.1.÷ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 107U ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (7-9) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ × kn. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÎÅ-ÓËÏÌØËÉÈ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ, Ô. Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ




a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = 0a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = 0a31x1 + a32x2 + · · · + a3nxn = 0
· · · · · · · · · · · · · · ·am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = 0 (7-10)ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ × kn. óÏÇÌÁÓÎÏ (7-8) ÅÇÏ ÍÏÖÎÏÉÎÁÞÅ Ï�ÉÓÁÔØ ËÁË ÑÄÒÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A : kn - km Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ(aij) = a11 a12 : : : a1na21 a22 : : : a2n... ... ... ...am1 am2 : : : amn


Ô. Å. ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× v ∈ kn, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ A(v) = 0 .7.1.4. ðÒÉÍÅÒ: �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ�. íÁÔÒÉ�Ù ÒÁÚÍÅÒÁ m×n (m ÓÔÒÏËÉ n ÓÔÏÌÂ�Ï×) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ �ÏÜÌÅ-ÍÅÎÔÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ� É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÁ ÞÉÓÌÏ. üÔÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Matm×n(k). ïÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍÕ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Õ kmn | ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ Ä×ÕÍÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ÚÁ-ËÌÀÞÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ× × Matm×n(k) ÏÒÇÁÎÉÚÕÀÔÓÑÎÅ × ÓÔÒÏËÉ ÉÌÉ ÓÔÏÌÂ�Ù, Á × �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ ÔÁÂÌÉ�Õ.íÁÔÒÉ�Ù Eij, ÉÍÅÀÝÉÅ ÅÄÉÎÉ�Õ × �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ É j-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂ-�Á É ÎÕÌÉ ×Ï ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÂÁÚÉÓÎÙÍÉÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ ÉÌÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÉ ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ. ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á A = (aij)ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÅÄÉÎÉ�Ù ËÁËA =∑ij aijEij .7.1.5. ðÒÉÍÅÒ: �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ. ðÕÓÔØ X | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï. æÕÎË�ÉÉ X f - k ÏÂÒÁÚÕÅÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ�ÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ:[f1 + f2℄(x) = f1(x) + f2(x) ; [�f ℄(x) = � · f(x) :åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ËÏÎÅÞÎÏ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×X = {1; 2; : : : ; n} ;�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ X - k ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ kn :ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁÂÏÒ Å£ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ X(f1; f2; : : : ; fn) = (f(1); f(2); : : : ; f(n))



108 §7.÷ÅËÔÏÒÙÌÉÎÅÊÎÏ É ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ.æÕÎË�ÉÉ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÅÓÑ × ÎÕÌØ × ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ × �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÕÀ ÌÉÎÅÊÎÙÍ �Ï f ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍf(x) = 0.åÓÌÉ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å k �ÏÌÅ F2, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÏ ×ÏÚÎÉ-ËÁÅÔ ÂÉÅË�ÉÑ ÍÅÖÄÕ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ X - F2 É �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ Z ⊂ X , ÓÏ-�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ Z ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ�Z : X - F2 , ÒÁ×ÎÕÀ 1 ÎÁ Z É 0 ÎÁ X rZ . üÔÁ ÂÉÅË�ÉÑ ÎÁÄÅÌÑÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ �ÏÌÅÍ F2, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÆÕÎË�ÉÊ X - F2 (ÓÍ. ÚÁÄ. 7.10).7.1.6. ðÒÉÍÅÒ: �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. ëÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× k[x℄ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÏÌÅ k ÏÂÒÁÚÕÅÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ k ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÏ�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÉÈ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n ÏÂÒÁÚÕÀÔ × k[x℄ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ k[x℄6n. üÔÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÉÚÏÍÏÒÆÎÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ kn+1: ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕf(x) = a0xn + a1xn−1 + · · ·+ an−1x+ anÎÁÂÏÒ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× (a0; a1; : : : ; an) ÌÉÎÅÊÎÏ É ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ.äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ � ∈ k ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ev� : k[x℄ - k, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑ-ÀÝÅÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ f(x) ∈ k[x℄ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(�) ∈ k × ÔÏÞËÅ x = � ÌÉÎÅÊÎÏ. åÇÏÑÄÒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× h, ÉÍÅÀÝÉÈ ËÏÒÅÎØ × ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ � ∈ k. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ h Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ � ∈ k ÏÂÒÁÚÕÅÔ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÏ× ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÕÀ ÏÄÎÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ h(�) = 0 ÎÁÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h.7.2. âÁÚÉÓÙ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ w ∈ V ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ, ÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏÒÙv1; v2; : : : ; vn, ÅÓÌÉ w = �1v1 + �2v2 + · · · + �nvnÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �i ∈ k . ÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÔÏÑÝÅÅ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ,ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ ×ÅËÔÏÒÏ× vi ∈ V Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ �i ∈ k.óÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× {v�} ⊂ V (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÒÏ-ÖÄÁÀÝÉÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V , ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ w∈V ÌÉÎÅÊÎÏ ×Ù-ÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á {v�} (ÜÔÏÔ ËÏÎÅÞÎÙÊÎÁÂÏÒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÍ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ w ∈ V ).ðÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× {v�} ⊂ V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ w ∈ V ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏ-ÒÏ×, Ô. Å. ÅÓÌÉ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
∑ xiei =∑ yiei



7.2.âÁÚÉÓÙ 109×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ xi = yi ÄÌÑ ×ÓÅÈ i. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ xi ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏ-ÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ w = ∑ xivi ×ÅËÔÏÒÁ w ÞÅÒÅÚ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ v� ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ×ÅËÔÏÒÁ w × ÂÁÚÉÓÅ {v�}.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ (7-5) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ-ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á kn, É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ×ÅËÔÏÒÁ v = (x1; x2; : : : ; xn) ∈ kn × ÜÔÏÍÂÁÚÉÓÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ xi .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.3. ðÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒÙ v1; v2; : : : ; vn ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÚÑÔÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ V - kn, ÓÏ�Ï-ÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ×ÅËÔÏÒÕ w = ∑xivi ÓÔÒÏËÕ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (x1; x2; : : : ; xn) ∈ kn ×ÂÁÚÉÓÅ v1; v2; : : : ; vn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.7.2.1. ðÒÉÍÅÒ: ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. óÞ£ÔÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÍÏÎÏ-ÍÏ× 1, x, x2, : : : Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× k[x℄,�ÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ËÏÎÅÞÎÕÀÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÀ ÔÁËÉÈ ÍÏÎÏÍÏ×, É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, �Ï Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×.ðÏ ÔÏÊ ÖÅ �ÒÉÞÉÎÅ �ÅÒ×ÙÅ n+1 ÍÏÎÏÍÏ× 1; x; x2; : : : ; xn ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á k[x℄6n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f0; f1; : : : ; fn ∈ k[x℄, ×ËÏÔÏÒÏÍ deg fm = m É ËÁÖÄÙÊ fm = a0xm + a1xm−1 + · · · + am−1x + am ÉÍÅÅÔÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ a0 , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
k[x℄6n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n .ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× k[[x℄℄ ÓÞ£ÔÎÙÊ ÎÁ-ÂÏÒ ÍÏÎÏÍÏ× 1, x, x2, : : : ÂÁÚÉÓÏÍ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÞÉÓÌÏÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊÍÏÎÏÍÏ×.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × k[[x℄℄ ÎÅÔ ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ.7.2.2. ðÒÉÍÅÒ: ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ. ÷ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÊÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X = {1; 2; : : : ; n} ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × �ÏÌÅ k ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÁ-ÚÉÓ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ Æ-ÆÕÎË�ÉÑÍÉ {Æ1; Æ2; : : : ; Æn}, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉÆi(x) = { 1; �ÒÉ x = i ;0; �ÒÉ x 6= i :÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ X f - k ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊ-ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ Æ-ÆÕÎË�ÉÉ | ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÜÔÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÆÕÎË�ÉÉ f × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Xf(x) = n∑i=1 f(i) · Æi(x) : (7-11)åÓÌÉ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å X ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ n+ 1 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË �ÏÌÑ kX = {a0; a1; : : : ; an} ⊂ k ;



110 §7.÷ÅËÔÏÒÙËÁÖÄÁÑ Æ-ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ Î£Í ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ n-ÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉfi(x) =∏� 6=i x− a�ai − a� = (x− a0) · · · (x− ai−1)(x− ai+1) · · · (x− an)(ai − a0) · · · (ai − ai−1)(ai − ai+1) · · · (ai − an) : (7-12)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ (7-12) ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á k[x℄6n É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g ∈ k[x℄6n × ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ g(ai).7.2.3. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ. ÷ÅËÔÏÒÙ v1; v2; : : : ; vm ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ∑�ivi = 0 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ �i = 0. îÁÏÂÏ-ÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ�1v1 + �2v2 + · · · + �mvm = 0 ; (7-13)× ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÀÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �i, ÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ v1; v2; : : : ; vm ÎÁ-ÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ.ìÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÏ× ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ×ÈÏÄÑÝÉÊ × ÎÅ£ Ó ÎÅÎÕ-ÌÅ×ÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ ×ÅËÔÏÒ ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ. îÁ�ÒÉÍÅÒ,ÅÓÌÉ �m 6= 0, ÔÏ vm = − �1�m v1 − �2�m v2 − · · · − �m−1�m vm−1 :îÁÏÂÏÒÏÔ, ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ vm = �1v1 + �2v2 + · · · + �m−1vm−1ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ�1v1 + �2v2 + · · · + �m−1vm−1 − vm = 0 :ìÅÍÍÁ 7.1îÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× {e�}, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V , ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ∑�iei = 0 É ÎÅ ×ÓÅ �i ÎÕÌÅ×ÙÅ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ v =∑ xiei ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÄÒÕÇÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ v = ∑(xi + �i)ei ÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏÒÙ ei. îÁÏ-ÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ v = ∑ xiei = ∑ yiei | Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ×ÅË-ÔÏÒÁ, ÔÏ �ÅÒÅÎÏÓÑ �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ × ÓÅÒÅÄÉÎÕ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ∑(xi − yi)vi = 0. �ìÅÍÍÁ 7.2åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ v1; v2; : : : ; vm �ÏÒÏÖÄÁÀÔ V , Á ×ÅËÔÏÒÙ e1; e2; : : : ; ek ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ-×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ m > k É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ k ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× vi ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÙe1; e2; : : : ; ek ÔÁË, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ e1 = ∑ xivi. ðÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ vi ÔÁË, ÞÔÏÂÙ x1 6= 0. �Ï-ÇÄÁ ×ÅËÔÏÒ v1 ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ e1 É v2; : : : ; vm. ðÏÜÔÏÍÕ �ÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ



7.2.âÁÚÉÓÙ 111v1 ÎÁ e1 ÎÁÂÏÒ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍ. �Å�ÅÒØ, �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ,ÞÔÏ e1; : : : ; ej; vj+1; : : : ; vm �ÏÒÏÖÄÁÀÔ V É j < k. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÅËÔÏÒÙ ei ÌÉ-ÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ej+1 ÞÅÒÅÚ e1; : : : ; ej; vj+1; : : : ; vm ÄÏÌÖÅÎ ÓÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ ×ÈÏÄÉÔØ ÈÏÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× vi. ðÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ viÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ÂÙÌ vj+1. �ÏÇÄÁ vj+1 ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ e1; e2; : : : ; ej+1 Évj+2; : : : ; vm, É �ÏÓÌÅ ÅÇÏ ÚÁÍÅÎÙ ÎÁ ej+1 ÎÁÂÏÒ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍ. ��ÅÏÒÅÍÁ 7.1 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ)ìÀÂÏÊ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ÓÅÂÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓ. ìÀ-ÂÙÅ Ä×Á ÂÁÚÉÓÁ ÏÄÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ. ìÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÊÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× ÍÏÖÎÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÏ-ÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ×ÅËÔÏÒÏ× v1; v2; : : : ; vm. ðÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ×ÙËÉÄÙ×ÁÑ ÉÚ ÎÅÇÏ ÔÅ ×ÅË-ÔÏÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ, ÍÙ × ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï× �ÏÌÕ-ÞÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÊ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ×, ËÏÔÏÒÙÊ �Ï ÌÅÍ. 7.1Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ. ÷ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍ. 7.2, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÔÏÒÏÊÞÉÓÌÏ ×ÅËÔÏÒÏ× × ÌÀÂÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ × ÌÀÂÏÍ�ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÍ, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ×ÓÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÎÁÂÏÒÙÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÞÉÓÌÁ ×ÅËÔÏÒÏ×. �ÒÅÔØÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÙÔÅËÁÅÔÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÏÂÁ×ÌÑÑ Ë ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ×ÅËÔÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ×Ù-ÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏ, ÍÙ ÓÎÏ×Á �ÏÌÕÞÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÊ ÎÁÂÏÒ.óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍ. 7.2, �Ï×ÔÏÒÉ× ÜÔÕ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅm ÒÁÚ, ÍÙ �ÒÉÄ£Í Ë ÌÉÎÅÊÎÏÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÍÕ ×Ó£ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Ô. Å. �ÏÌÕÞÉÍ ÂÁÚÉÓ.åÓÌÉ ÎÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÌÉÎÅÊÎÏ �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍÎÁÂÏÒÏÍ ×ÅËÔÏÒÏ×, × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÂÙÞÎÕÀ ÉÎ-ÄÕË�ÉÀ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÏÊ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÎÁ-ÂÏÒÏ× ×ÅËÔÏÒÏ× × V , ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÏÌÎÙÍ1 ÞÕÍÏÍ, Ô. Å. ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ) �Å�ÏÞËÉ ÌÉÎÅÊÎÏÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ×ÅËÔÏÒÏ×, × ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-ÍÙÊ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ × ÓÅÂÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÓÅ ÎÁÂÏÒÙÉÚ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ �Å�ÏÞËÉ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.7. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÁËÏÇÏ ÍÁÖÏÒÉÒÕÀÝÅÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÍÏÖ-ÎÏ ×ÚÑÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏ× �Å�ÏÞËÉ.ðÏÜÔÏÍÕ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ ãÏÒÎÁ2, ÌÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÊ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ×ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ ÎÁÂÏÒÅ {e�} |ÔÁËÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÁÍ ÕÖÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÎÉ × ËÁËÏÍ ÂÏÌØÛÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ ÎÁÂÏÒÅ.íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÊ ÎÁÂÏÒ {e�} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍ,�ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ Ë ÎÅÍÕ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v �ÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØ-1ÓÍ. ÚÁÄ. 1.18 ÎÁ ÓÔÒ. 202ÓÍ. ÚÁÄ. 1.19 ÔÁÍ ÖÅ



112 §7.÷ÅËÔÏÒÙÛÉÊ ÎÁÂÏÒ ÄÏÌÖÅÎ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍ, Ô. Å. ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÌÉÎÅÊ-ÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× v É ei ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ × ÎÕÌØ. ÷ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁ×É-ÓÉÍÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ× e� ×ÅËÔÏÒ v ÂÕÄÅÔ ×ÈÏÄÉÔØ × ÜÔÕ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÀ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÔØÓÑ ÞÅÒÅÚ ei.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÊ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× ÌÀÂÏÇÏ ×ÅË-ÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.åÓÌÉ × �ÒÏÄÅÌÁÎÎÏÍ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ×ÅËÔÏÒÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÍÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÅËÔÏÒÏ× G ⊂ V , �ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V , ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÂÁÚÉÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ × G .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÂÁÚÉÓÁ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ, ÔÒÅÂÕÅÔ ÔÒÁÎÓÆÉ-ÎÉÔÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÌÅÍ. 7.2.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.8. ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× G ⊂ V �ÏÒÏÖÄÁÅÔ V , Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÅËÔÏÒÏ× E ⊂ V ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × G ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏÅ
E �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ ×ÅËÔÏÒÏ× ÜÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×ÏÍ ×ÅËÔÏÒÏ× E �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍ.éÚ ÜÔÏÇÏ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÌÀÂÁÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ×ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ × ÌÀÂÏÊ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. ïÔ-ÓÀÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ëÁÎÔÏÒÁ {âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ1 ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÂÁÚÉÓÁÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ. �ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.3ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V , ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ.þÉÓÌÏ ×ÅËÔÏÒÏ× × ÂÁÚÉÓÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V É ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÅÔÓÑ dimV .7.2.4. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÌÑ. ìÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ-ÍÅÒÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÄ Ó×ÏÉÍ �ÒÏÓÔÙÍ �ÏÄ�ÏÌÅÍ Fp ⊂ F. åÓÌÉÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ F ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ Fp ÒÁ×ÎÁ n, ÔÏ F �Ï Õ�Ò. 7.3ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ (ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ Fnp . ÷ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, |F| = pn.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.9. íÏÖÅÔ ÌÉ �ÏÌÅ ÉÚ 27 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÏÄÅÒÖÁÔØ �ÏÄ�ÏÌÅ ÉÚ 9 ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ×?7.2.5. ðÒÉÍÅÒ: �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×. ìÉÎÅÊÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙU F- WÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ U É W ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÅË-ÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ �ÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ1ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ëÁÎÔÏÒÁ {âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÉÎß-ÅËÔÉ×ÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ × ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏB, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏB ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ × ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏA, ÔÏ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ A É B ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÉÅË�ÉÑ



7.2.âÁÚÉÓÙ 113É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÉÈ ÎÁ ÞÉÓÌÁF +G : v 7−→ F (v) +G(v) É �F : v 7−→ � · F (v) :ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Hom(U;W ).åÓÌÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U É W ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ, ÔÏ ×ÙÂÉÒÁÑ × ÎÉÈ ÂÁÚÉÓÙu1; u2; : : : ; un ∈ U É w1; w2; : : : ; wm ∈W ;ÍÙ, ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË × n◦ 7.1.2, ÍÏÖÅÍ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÌÀÂÏÍÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕF : U - WÍÁÔÒÉ�Õ Fwu ⊂ Matm×n , × j-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÕÔ ÓÔÏÑÔØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙfij ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ F (uj) = m∑i=1 wi · fij ∈W (7-14)ÏÂÒÁÚÁ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ uj ∈ U �Ï ÂÁÚÉÓÕ w1; w2; : : : ; wm ∈ W . ðÏÌÕÞÁÀÝÁÑÓÑÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÁÔÒÉ�ÁFwu = (fij) = f11 f12 : : : f1nf21 f22 : : : f2n... ... ... ...fm1 fm2 : : : fmn

 (7-15)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F × ÂÁÚÉÓÁÈu = (u1; u2; : : : ; un) É w = (w1; w2; : : : ; wm) :äÅÊÓÔ×ÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ v =∑ujxj ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÅÔÓÑ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅF (v) = F( n∑j=1 ujxj) = n∑j=1 F (uj)xj = n∑j=1 m∑i=1 wifijxj (7-16)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ ÍÁÔÒÉ�Ù ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÍÅÖÄÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× Hom(U; V ) É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÍÁ-ÔÒÉ� Matm×n(k).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.10. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×ÎÁ ÞÉÓÌÁ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏÖÅÎÉÀ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÉÈ ÍÁÔÒÉ�.ðÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÏ× u É w.



114 §7.÷ÅËÔÏÒÙðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.1äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U , WdimHom(U;W ) = dimU · dimWÉ ÅÓÌÉ u1; u2; : : : ; un ∈ U É w1; w2; : : : ; wm ∈W | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÂÁÚÉÓÙ, ÔÏ mn ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÊ Ewiuj , ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U �Ï �ÒÁ×É-ÌÁÍ Ewiuj : uk 7−→ {wi �ÒÉ k = j0 �ÒÉ k 6= j(ÇÄÅ 1 6 i 6 m É 1 6 k; j 6 n), ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Hom(U;W ) .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍ Ewiuj ÏÔ×ÅÞÁÀÔ × Ï�ÉÓÁÎÎÏÍ ×ÙÛÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ Eij �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Matm×n(k) ≃ kmn. �7.3. ðÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U��ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ× V . ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅË-ÔÏÒÏ× M ⊂ V , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑspan(M). üÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × V , ÓÏ-ÄÅÒÖÁÝÅÅ M . éÎÁÞÅ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÚ M . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÁËÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × V , ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × ÌÀÂÏÍ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ M .ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ.îÁ�ÒÉÍÅÒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ×ÉÄÁ ax2 É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ×ÉÄÁ bx ÏÂÒÁÚÕÀÔ Ä×Á ÏÄÎÏÍÅÒ-ÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÎÏ ÓÕÍÍÁ x2 + x ÎÅ ÌÅÖÉÔ× ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÔÏÌØËÏ ËÏÇÄÁ ÏÄÎÏ ÉÚ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÄÒÕÇÏÍ.ìÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÈ ÓÕÍÍÏÊ ÉÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ∑U� . óÕÍÍÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈÓÕÍÍ ×ÅËÔÏÒÏ×, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÜÔÉÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍ:
∑U� = span(⋃� U�) = {ui1 + ui2 + · · · + uis | u� ∈ U�}7.3.1. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÕÍÍÙ É �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ.éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÂÁÚÉÓÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ,ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ⊂ V ÍÏÖÎÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ ×Ï ×Ó£Í�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÏÔËÕÄÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï dimU 6 dimV .ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.2äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U1, U2 �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒ-ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V dim(U1) + dim(U2) = dim(U1 ∩ U2) + dim(U1 + U2) .



7.3.ðÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 115äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ u1; u2; : : : ; uk × U1 ∩U2 É ÄÏ�ÏÌ-ÎÉÍ ÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ v1; v2; : : : ; vr É w1; w2; : : : ; ws ÄÏ ÂÁÚÉÓÏ× × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈU1 É U2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙu1; u2; : : : ; uk; v1; v2; : : : ; vr; w1; w2; : : : ; wsÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U1+U2. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÅÇÏ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ. äÏ�ÕÓÔÉÍ,ÞÔÏ ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÁÂÏÒÏ× u1; : : : ; uk; v1; : : : ; vr Éu1; : : : ; uk; w1; : : : ; ws × ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍ, × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ�1u1+�2u2+ · · · +�kuk+�1v1+�2v2+ · · · +�rvr+ �1w1+ �2w2+ · · · + �sws = 0�ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ËÁË ×ÅËÔÏÒÙ vi, ÔÁË É ×ÅËÔÏÒÙ wj. ðÅÒÅÎÏÓÑ × ÏÄÎÕ ÞÁÓÔØ ×ÓÅ×ÅËÔÏÒÙ u1; u2; : : : ; uk; v1; v2; : : : ; vr, Á × ÄÒÕÇÕÀ | ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙ w1; w2; : : : ; ws,�ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÉÚ U1 É ×ÅËÔÏÒÏÍ ÉÚ U2, ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ, ÞÔÏÜÔÏÔ ×ÅËÔÏÒ ÌÅÖÉÔ × �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ U1∩U2. îÏ ÔÏÇÄÁ × ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ �Ï ÂÁÚÉÓÁÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U1 É U2 ÎÅÔ ×ÅËÔÏÒÏ× vi É wj | �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 7.1äÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U1, U2 ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁV ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï dim(U1∩U2) > dim(U1)+dim(U2)−dim(V ). ÷ ÞÁÓÔ-ÎÏÓÔÉ, U1 ∩ U2 6= 0 �ÒÉ dim(U1) + dim(U2) > dimV .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á dim(U1+U2) 6 dimV É �ÒÅÄÙ-ÄÕÝÅÇÏ �ÒÅÄÌ. 7.2. �7.3.2. ðÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ðÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U1; U2 ⊂ V ÎÁ-ÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÎÕÌÅ×ÏÅ: U1 ∩U2 = 0. ÷ ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ ËÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ w ∈ U1 + U2 ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × ×ÉÄÅw = u1 + u2  u1 ∈ U1 É u2 ∈ U2 , �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á u1 + u2 = u′1 + u′2×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ u1 − u′1 = u2 − u′2 ∈ U1 ∩ U2 = 0 . óÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÈ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ U1 ⊕ U2.âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÍÍÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U1; U2; : : : ; Un ⊂ V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ�ÒÑÍÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ U1 ⊕ U2 ⊕ · · · ⊕ Un , ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒw ∈ U1 + U2 + · · · + UnÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × ×ÉÄÅw = u1 + u2 ++ · · · + un Ó ui ∈ Ui :îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ {ei} ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , ÔÏ V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ei.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.12. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× UiÂÙÌÁ �ÒÑÍÏÊ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× UiÂÙÌÏ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ ÓÕÍÍÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.



116 §7.÷ÅËÔÏÒÙéÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U1; U2; : : : ; Um ⊂ V Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×u1; u2; : : : ; um, × ËÏÔÏÒÏÍ ui ∈ Ui, ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍ.�ÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U;W ⊂ V , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ U ⊕W = V , ÎÁÚÙ-×ÁÀÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ.7.3.3. ðÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ É �ÒÑÍÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. äÌÑ ÌÀ-ÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V� (ÉÎÄÅËÓ � �ÒÏÂÅÇÁÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X) �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��
∏�∈X V� ;ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÉÎÄÅËÓÏÍ � ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ×ÅËÔÏ-ÒÏ× (v�), × ËÏÔÏÒÙÈ v� ∈ V� ∀ �∈X (ÓÍ. n◦ 3.3), ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó �ÏËÏÍ�ÏÎÅÎÔÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ� · (v�) + � · (w�) = (�v� + �w�) :ïÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V�.ðÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÒÑÍÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ× (v�) , ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÉÈ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V� É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ⊕� V� . åÓÌÉ ÎÁÂÏÒ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×V1; V2; : : : ; VnËÏÎÅÞÅÎ, ÔÏ �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÒÑÍÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍV1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vn = V1 × V2 × · · · × Vn :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.13. ðÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊÓ×ÏÉÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U1; U2; : : : ; Um ⊂ V × ÓÍÙÓÌÅ n◦ 7.3.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ VÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ui, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ËÁË ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.åÓÌÉ ÎÁÂÏÒ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÂÅÓËÏÎÅÞÅÎ, �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÝÎÅÅ�ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ× ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× k[x℄, Á �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÓÔÅ�ÅÎ-ÎÙÈ ÒÑÄÏ× k[[x℄℄ (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ �ÅÒÅÄ Õ�Ò. 7.5 ÎÁ ÓÔÒ. 109).7.4. ìÉÎÅÊÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒ-ÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× F : V - W Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��, ÄÌÑÎÅÇÏ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ×ÓÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á, ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ÎÁÍÉ × n◦ 3.4.�ÁË, ÏÂÒÁÚ imF = F (V ) ⊂ W Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ × V , �ÒÉÞ£ÍF (0) = 0 É F (−v) = −F (v) ÄÌÑ ×ÓÅÈ v ∈ V , Á ÑÄÒÏkerF = F−1(0) = {v ∈ V | F (v) = 0}



7.4.ìÉÎÅÊÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ 117Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ × V , É ÓÌÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F ÎÁÄ ËÁÖÄÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍw ∈ imF �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÄ×ÉÇ ÑÄÒÁ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏÑ, Ô. Å.ÅÓÌÉ F (v) = w, ÔÏ F−1(w) = v + kerF , �ÏÓËÏÌØËÕF (v1) = F (v2) ⇐⇒ v1 − v2 ∈ kerF :÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÅÇÏ ÑÄÒÏ | ÎÕÌÅ×ÏÅ. õÔÏÞÎÅÎÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.3äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F : V - W , ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒ-ÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏdimkerF + dim imF = dimV : (7-17)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ u1; u2; : : : ; uk × kerF É ÄÏ�ÏÌÎÉÍ ÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ-ÍÉ e1; e2; : : : ; em ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ ×ÓÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅË-ÔÏÒÙ F (e1); F (e2); : : : ; F (em) ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ × imF . ïÎÉ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÏÂÒÁÚ,�ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v =∑ yiui +∑ xjej ÉÍÅÅÍF (v) =∑ yiF (ui) +∑ xjF (ej) =∑ xjF (ej) :ïÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 0 = ∑�iF (ei) = F (∑�iei)×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ∑�iei ∈ kerF Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ ×ÅËÔÏÒÏ× ui, ÞÔÏ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ×ÓÅ �i = 0. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 7.2óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F : V - V ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:(1) F ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (2) kerF = 0 (3) imF = VäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ó×ÏÊÓÔ×Á (2) É (3) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ �Ï �ÒÅÄÌ. 7.3, ÁÉÈ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ (1). �7.4.1. ðÒÉÍÅÒ: ÓÔÒÕËÔÕÒÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ÷ÓÑËÁÑ ÓÉÓÔÅ-ÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ




a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2a31x1 + a32x2 + · · · + a3nxn = b3
· · · · · · · · · · · · · · ·an1x1 + an2x2 + · · · + annxn = bn (7-18)ËÏÎÓÔÁÔÉÒÕÅÔ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ b ∈ km, ÓÔÏÌÂÅ� ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÔÏÉÔ× �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁv = (x1; x2; : : : ; xn) ∈ kn



118 úÁÄÁÞÉ Ë §7�ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A : kn - km, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á kn . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÅÞØ ÉÄ£ÔÏÂ ÏÄÎÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ F (v) = b ÎÁ ×ÅËÔÏÒ v. ëÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊÔÁËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÍÙ ÕÖÅ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ Ï�ÉÓÙ×ÁÌÉ: ÅÓÌÉ b 6∈ imA, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÒÅÛÅÎÉÊ �ÕÓÔÏ, Á ÅÓÌÉ b ∈ imA, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÓÄ×ÉÇÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á kerA ÎÁ ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ v, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ.éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÒÁÚÎÏÓÔØ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÒÅÛÅÎÉÊ v É v′ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏ-ÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, �ÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ ÉÚ (7-18), ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ×ÓÅ bi = 0. éÚ �ÒÅÄÌ. 7.3 É ÓÌ. 7.2 ×ÙÔÅËÁÀÔóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 7.3òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ m ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÊ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ n − m. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÞÉÓÌÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅÞÉÓÌÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ×ÓÅÇÄÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 7.4 (ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á æÒÅÄÇÏÌØÍÁ)åÓÌÉ × ÓÉÓÔÅÍÅ (7-18) ÞÉÓÌÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ, ÔÏ ÌÉÂÏ ÏÎÁÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÒÁ×ÙÈ ÞÁÓÔÅÊ, ÌÉÂÏ ÓÉÓÔÅÍÁÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ bi = 0, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÒÅÛÅÎÉÅÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏ �ÅÒÅ×ÏÄ ÓÌ. 7.2 ÎÁ ÑÚÙË ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. �úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §7úÁÄÁÞÁ 7.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×Á ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ-ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÁ) × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÜÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÂ) ÂÅÚ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ (ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅËÁË ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏÓÔØ ÂÁÚÉÓÏ×).úÁÄÁÞÁ 7.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ× B = {e1; e2; : : : ; en} ÂÙÔØ ÂÁ-ÚÉÓÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÌÀÂÏÍÕ ÉÚ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ Ó×ÏÊÓÔ×: Á) B �ÏÒÏÖÄÁÅÔ V , Én = dimVÂ) B ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍ, É n = dimV×) B ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍ, É ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÔÅÒÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ Ë B ÌÀÂÏÇÏ×ÅËÔÏÒÁÇ) B �ÏÒÏÖÄÁÅÔ V , É ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÔÅÒÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ÉÚ B ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁÄ) B ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍ, É × V ÎÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ ÂÏÌØÛÅÇÏÞÉÓÌÁ ×ÅËÔÏÒÏ×Å) B �ÏÒÏÖÄÁÅÔ V , É V ÎÅÌØÚÑ �ÏÒÏÄÉÔØ ÍÅÎØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÅËÔÏÒÏ×.



úÁÄÁÞÉ Ë §7 119úÁÄÁÞÁ 7.3. ðÕÓÔØ u1; u2; : : : ; uk ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, Á e1; e2; : : : ; en ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁ-ÚÉÓ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× ei ÚÁÍÅÎÉÔØ ×ÅËÔÏÒÏÍ ui  ÔÅÍ ÖÅÎÏÍÅÒÏÍ, ÔÏ ÔÏÖÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÂÁÚÉÓ (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i = 1; 2; : : : ; k). ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏÔÏÇÄÁ ×ÓÅ ÎÁÂÏÒÙ u1; : : : ; ui; ei+1; : : : ; en Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÁÍÉ?úÁÄÁÞÁ 7.4. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W É ÔÒ£È �Ï�ÁÒÎÏÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U; V; T ⊂W , ÔÁËÉÈ ÞÔÏdimU + dimV + dimT = dimW ; ÎÏ W 6= U ⊕ V ⊕ T :úÁÄÁÞÁ 7.5. ðÕÓÔØ dim(U + V ) = dim(U ∩ V ) + 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×U; V ⊂ V . ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ U + V ÒÁ×ÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U , V , ÁU ∩ V | ÄÒÕÇÏÍÕ?úÁÄÁÞÁ 7.6. ðÕÓÔØ k-ÍÅÒÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W1;W2; : : : ;Wm ⊂ V ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏdimWi ∩Wj = k − 1 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i 6= j. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÂÏ (k − 1)-ÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ V , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅÓÑ ×Ï ×ÓÅÈ Wi, ÌÉÂÏ (k+1)-ÍÅÒÎÏÅ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W ⊂ V , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ×ÓÅ Wi.úÁÄÁÞÁ 7.7. ïÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Á) (x− k)n Â) (xk) (ÇÄÅ 0 6 k 6 n) ÂÁÚÉÓ ×�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Q[x℄6n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ?úÁÄÁÞÁ 7.8. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÁ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 n ÏÔ m �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈÂ) ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ d ÏÔ m �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ×) ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ1 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ 10 ÏÔ 4 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈÇ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 3 ÏÔ 4 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.úÁÄÁÞÁ 7.9. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f ∈ R[x℄ ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 n,ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ × ÎÕÌØ × ÔÏÞËÅ (3− 2i)∈C?úÁÄÁÞÁ 7.10 (�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S (M) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S (M) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅË-ÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ F2 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ X + Y def= (X ∪Y )r (X ∩ Y ) , 1 ·X def= X , É 0 ·X def= ∅. äÌÑ m-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á MÎÁÊÄÉÔÅ dimS (M) É ÕËÁÖÉÔÅ × S (M) ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ.úÁÄÁÞÁ 7.11 (ËÏÎÅÞÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á). óËÏÌØËÏ ×ÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ × d-ÍÅÒÎÏÍ ×ÅË-ÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Á) ×ÅËÔÏÒÏ×Â) Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ k ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ××) k-ÍÅÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×?1ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ m �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ 1;2 ; : : : ;m ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ�ÒÉ ÌÀÂÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÎÏÍÅÒÏ× �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (x1−x2)2(x1−x3)2(x2−x3)2 ∈ k[x1; x2; x3℄ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ, Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (x1 − x2)(x1 − x3)(x2 − x3) | ÎÅÔ



120 úÁÄÁÞÉ Ë §7úÁÄÁÞÁ 7.12 (ÇÁÕÓÓÏ×Ù ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ (dk)qÏÔ×ÅÔ Ë ÚÁÄ. 7.11 (×), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ËÁË ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÏÊ q, É ÒÁÚÒÅÛÉÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ q �ÒÉÎÉÍÁÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. îÁÊÄÉÔÅlimq→1(dk)q :úÁÄÁÞÁ 7.13. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÒÅÄÌ. 7.1 ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁU0 ⊂ U É W0 ⊂WÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ n0 É m0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑU F- W Ó kerF ⊂ U0 É imF ⊂W0 ÏÂÒÁÚÕÀÔ × Hom(U;W ) ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, É ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ.úÁÄÁÞÁ 7.14. õÓÔÁÎÏ×ÉÔÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× F;G : V - V×ËÌÀÞÅÎÉÑ Á) ker(FG) ⊂ ker(G) Â) im (FG) ⊂ im (F ) É �ÒÉ×ÅÄÉÔÅ (ËÏÎÅÞÎÏ-ÍÅÒÎÙÅ) �ÒÉÍÅÒÙ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÁ ÜÔÉ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ ÓÔÒÏÇÉÅ.úÁÄÁÞÁ 7.15. äÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ×ÅË-ÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÉ:Á) ker(F k) = ker(F k+1)⇒ ∀n∈N ker(F k) = ker(F k+n)Â) im (F k) = im (F k+1)⇒ ∀n∈N im (F k) = im (F k+n)úÁÄÁÞÁ 7.16 (ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ). ðÕÓÔØ F : V - V | ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V . ÷ÅËÔÏÒ v ∈ V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F , ÅÓÌÉ F (v) = �v ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ � ∈ k(� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÉÌÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍÏ�ÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁ ×ÅËÔÏÒÅ v). ðÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ: Á) V� ∩ V� = 0 �ÒÉ � 6= �Â) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× Ó ÄÁÎÎÙÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ � ∈ kV� = {v ∈ V | F (v) = �v} = ker(F − � · IdV )ÏÂÒÁÚÕÅÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × V (ÏÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ �)×) ×ÓÑËÉÊ ÎÁÂÏÒ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× v1; v2; : : : ; vm Ó �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ �1; �2; : : : ; �m ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÇ) ÅÓÌÉ ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÄÌÑ F , ÔÏF = � · IdV :úÁÄÁÞÁ 7.17. äÏËÁÖÉÔÅ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÎÁÄ R ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÆÕÎË-�ÉÊ R - R Á) 1; sinx; osx; : : : ; sinnx; osnxÂ) 1; sinx; sin2 x; · · · ; sinm x×) e�1x ; : : : ; e�mx Ç) x�1 ; : : : ; x�m (�1; �2; : : : ; �m ∈ R ÒÁÚÌÉÞÎÙ)úÁÄÁÞÁ 7.18. ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÎÁÂÏÒÙ ÆÕÎË�ÉÊ Á) x; x2; : : : ; xp+1 Â) xp ; xp2 ; · · · ; xppÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÊ Fp - Fp ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Fp ?



úÁÄÁÞÉ Ë §7 121úÁÄÁÞÁ 7.19 (ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ). ìÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F : V - VÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ Fn = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏËÁÖÄÙÊ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÑÄÒÏ É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ F dimV = 0.úÁÄÁÞÁ 7.20 (ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ). ðÕÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F : V - V ÎÁ ×ÅË-ÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÔÁËÏ×, ÞÔÏ F 2 = IdV . ðÏÌÏÖÉÍV+ = {v ∈ V | Fv = v} = ker(F − IdV )V− = {v ∈ V | Fv = −v} = ker(F + IdV )ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) V− = im (F − IdV ) Â) V+ = im (F + IdV )×) ÌÉÂÏ ÏÄÎÏ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V± ÎÕÌÅ×ÏÅ, Á ×ÔÏÒÏÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍ V , ÌÉÂÏV = V+ ⊕ V− (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, V+ ∩ V− = 0 É V+ + V− = V )úÁÄÁÞÁ 7.21 (�ÒÏÅËÔÏÒÙ). ðÕÓÔØ ÎÅÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒF : V - V ÔÁËÏ×, ÞÔÏ F 2 = F . ðÏÌÏÖÉÍ V0 = kerF ÉV1 = {v ∈ V | Fv = v} = ker(F − IdV ) :ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V = V0 ⊕ V1 É Ï�ÅÒÁÔÏÒ F �ÒÏÅËÔÉÒÕÅÔ V ÎÁ V1 ×ÄÏÌØ V0, Ô. Å.ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ËÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ w = v0 + v1 ∈ V × v1.úÁÄÁÞÁ 7.22 (�ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ). ìÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F : V - V ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ×ÅËÔÏÒÏ× Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F . ðÕÓÔØ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ V . ðÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ F |U : U - UÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ.úÁÄÁÞÁ 7.23. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t × ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Å k[t℄=(tn) ÎÅ�ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏÊ �ÒÉ n > 2.úÁÄÁÞÁ 7.24. ðÕÓÔØ har(k) = 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ D : k[[x℄℄ - k[[x℄℄ Ï�ÅÒÁÔÏÒÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ D : f(x) 7−→ f ′(x) . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ � ∈ kÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V� Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ D ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ, É ÕËÁÖÉÔÅ × Î£ÍËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ.úÁÄÁÞÁ 7.25. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ D2 .úÁÄÁÞÁ 7.26. ðÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ D ÎÁ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 n ÎÅ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏÅ.úÁÄÁÞÁ 7.27. ðÕÓÔØ k ⊂ F | Ä×Á �ÏÌÑ, �ÒÉÞ£Í F ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ k. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÌÑ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÉÚ k[x℄ .úÁÄÁÞÁ 7.28. ðÕÓÔØ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ f ∈ k[x℄ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, deg f = n,� ∈ F | ËÏÒÅÎØ f , É k(�) ⊂ F | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ �ÏÄ�ÏÌÅ, ÓÏÄÅÒÖÁ-ÝÅÅ k É �. îÁÊÄÉÔÅ dim k(�) ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k.



122 úÁÄÁÞÉ Ë §7úÁÄÁÞÁ 7.29. ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ ÌÉ R ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ Q ?úÁÄÁÞÁ 7.30. äÏËÁÖÉÔÅ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÎÁÄ Q ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: Á) √2, √3 É √5 Â*) n1√pm11 ; n2√pm22 ; : : : ; ns√pmss (ÇÄÅpi; ni;mi ∈ N, pi ÒÁÚÌÉÞÎÙ É �ÒÏÓÔÙ, É ÎÏÄ(ni;mi) = 1 �ÒÉ ×ÓÅÈ i).úÁÄÁÞÁ 7.31 (ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏ-ÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ V F- V ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å VÁ) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎf(x) = a0xm + a1xm−1 + · · ·+ am−1x+ am ∈ k[x℄ ;ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f(F ) = a0Fm + a1Fm−1 + · · ·+ am−1F + amIdV = 0 × End(V )Â) ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ (×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ) ÇÌÁ×ÎÙÊÉÄÅÁÌ × k[x℄ (�ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÁÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÜÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �F (x) ∈ k[x℄)×) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �F (x) ÄÅÌÉÔÓÑ × k[x℄ ÎÁ ∏(x−�), ÇÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÂÅÒ£ÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ (ÓÍ. ÚÁÄ. 7.16) Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F .úÁÄÁÞÁ 7.32. ðÕÓÔØ k| �ÏÌÅ, q(x) ∈ k[x℄ | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, V = k[x℄=(q).Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ e� = x� (mod q) (ÇÄÅ 0 6 � 6 deg q − 1) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ VÂ) îÁ�ÉÛÉÔÅ × ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉ�Õ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ F : V [f ℄ 7→[xf ℄- VÎÁ ËÌÁÓÓ x (mod q) É ÎÁÊÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F , ËÏÇÄÁ:×) q ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ Ç) q = pm, ÇÄÅ p ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÄ) q = pm11 pm22 · · · pmss , ÇÄÅ p� ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅÅ) ðÕÓÔØ q(x) = (x− �)n, ÇÄÅ �∈k. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ × V ÂÁÚÉÓ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉ�Á FÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 


� 1 0� 1� . . .. . . 10 �

úÁÄÁÞÁ 7.33. ï�ÉÛÉÔÅ ÑÄÒÁ, ÏÂÒÁÚÙ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ×ÅÒÈÎÅÇÏÉ ÎÉÖÎÅÇÏ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×� :f(x) 7→ f(x+ 1)− f(x)

∇ :f(x) 7→ f(x)− f(x− 1)ÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å k[x℄6n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n, É ÎÁ�ÉÛÉÔÅÍÁÔÒÉ�Ù ÜÔÉÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× × ÂÁÚÉÓÁÈ Á) x� (ÇÄÅ 0 6 � 6 n)Â) k(x) = (x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ k)=k! (ÇÄÅ 0 6 � 6 n É 0 = 1)×) n(x), n(x+ 1), . . . , n(x+ n) .



§8. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ8.1. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ V | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ�ÏÌÅÍ k. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V '- k ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ-ÍÉ (ÉÌÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ) ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V . ìÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ V - k. ïÎÏ ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ (ÉÌÉ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍ) Ë �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ V É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑV ∗ = Hom(V;k) :ëÁË É ×ÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÌÀÂÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ {e�}�∈X �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á V : ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �� ∈ k ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑÆÏÒÍÁ ' ∈ V ∗, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ '(e�) = �� �ÒÉ ×ÓÅÈ �. úÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÅ v =∑ e�x� ÒÁ×ÎÏ'(v) = '(∑ e�x�) =∑' (e�) x� =∑��x� :ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÂÁÚÉÓ ÂÅÓËÏÎÅÞÅÎ, × (ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍ) ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÌÀÂÏ-ÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v �Ï ÂÁÚÉÓÕ ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×x� , ÔÁË ÞÔÏ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÚÁÄÁ£Ô ÆÏÒÍÕ ' . íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.1æÉËÓÁ�ÉÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÂÁÚÉÓÁ E = {e�}�∈X ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ∗ Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ kE ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ E
'- k (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁ-ÍÏÅ, Ó �ÒÑÍÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× k × ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å, ÒÁ×ÎÏÍËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ). üÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ' ∈ V ∗ × ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ' ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×. �8.1.1. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ. ó ËÁÖÄÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ {e�} �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á V Ó×ÑÚÁÎ ÎÁÂÏÒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× {e∗�} ⊂ V ∗, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÊÓÔ×Õ-ÀÔ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V �Ï �ÒÁ×ÉÌÕe∗i : e� 7−→ { 1 �ÒÉ � = i0 �ÒÉ � = i (8-1)éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ i-ÔÙÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ e∗i ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔËÁÖÄÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ v ∈ V ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ×ÄÏÌØ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ei, Ô. Å. ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔ xi ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ v =∑ e�x� .ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.2ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ ÌÀÂÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-ÍÙ × V ∗. 123



124 §8.ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ∑�je∗j = 0 × V ∗, ÇÄÅ ÓÕÍÍÁ ÓÌÅ×Á ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×. ÷ÙÞÉÓÌÑÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ ÂÁÚÉÓ-ÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÅ ei , �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �i = 0 �ÒÉ ÌÀÂÏÍ i. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8.1. åÓÌÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× ÌÀÂÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ × V ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ×ÓÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á V ∗.8.1.2. ðÒÉÍÅÒ: �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ. ðÒÉÍÅÎÉ-ÔÅÌØÎÏ Ë �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× V = k[x℄, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ �ÒÅÄÌ. 8.1, �Ï-ÓÔÒÏÅÎÎÙÊ �Ï ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÉÚ ÍÏÎÏÍÏ×, ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔ k[x℄∗ Ó �ÒÑÍÙÍ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖ-ÎÏ × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÏÔÄÒÕÇÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t, ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ i-ÔÏÇÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÞÅÒÅÚ ti. íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ k[x℄∗ - k[[t℄℄ , �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ' ∈ k[x℄∗ × �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÄÌÑ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁ ÍÏÎÏÍÁÈÏÔ x ' 7−→∑k>0 '(xk) tk ∈ k[[t℄℄ : (8-2)ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ xi �ÅÒÅÈÏÄÑÔ �ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÍÏÎÏÍÙ ti, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ×ÓÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á k[t℄. îÁ�ÒÉÍÅÒ, Ó ËÁÖÄÏÊÔÏÞËÏÊ a ∈ k Ó×ÑÚÁÎ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑeva : k[x℄ f 7→f(a) - k ;ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÔÏÞËÅ a. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (8-2) �ÅÒÅ-×ÏÄÉÔ ÅÇÏ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ a(t) = (1− at)−1 , ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÉ a 6= 0ÎÅ ÌÅÖÉÔ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÍÏÎÏÍÏ× ti.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÒÁÚÎÙÈ a1; a2; : : : ; am ∈ k ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ�ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ a1 ; a2 ; : : : ; am ∈ k[[t℄℄ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÄ k = RÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÎÔÉÎÕÁÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÏÒÍ ÎÁ k[t℄).8.1.3. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V ≃ V ∗∗. åÓÌÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏV ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ∗ ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌÙ e∗i ÌÀÂÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e = (e1; e2; : : : ; en) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ∗. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁÖÄÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ' ∈ V ∗ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ' = '(e1) e∗1 + '(e2) e∗2 + · · · + '(en) e∗n(ÞÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÜÔÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅË-ÔÏÒÁÈ ei ∈ V ). âÁÚÉÓÙ (e1; e2; : : : ; en) ∈ V É (e∗1; e∗2; : : : ; e∗n) ∈ V ∗ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ.



8.1.ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï 125÷ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÍÉÒÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V É V ∗ ÉÇÒÁÀÔ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÕÀ ÒÏÌØ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ. á ÉÍÅÎÎÏ, ËÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ v ∈ VÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ∗evv : V ∗ '7→'(v) - k�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ × ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÅ v. ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ'(v) ∈ k ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ËÁË ÏÔ v, ÔÁË É ÏÔ ' , ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÕ v ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ evv ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÚÁÄÁ£Ô ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒev : V v 7→evv - V ∗∗ (8-3)üÔÏÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÌÀÂÏÊ ÂÁÚÉÓ e1; e2; : : : ; en ∈ V × Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë ÂÁ-ÚÉÓÕ e∗1; e∗2; : : : ; e∗n ∈ V ∗ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ∗∗ É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÏÍ. îÁÍÉ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ�ÅÏÒÅÍÁ 8.1óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÕ v ∈ V ÆÏÒÍÙ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ V ∗ evv- k ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÏÔÏ-ÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V Ó V ∗∗. �üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ ×�ÏÌÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÅ v ∈ V , Á ÌÀÂÏÊÂÁÚÉÓ �1; �2; : : : ; �n �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÆÏÒÍ ÄÌÑÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e1; e2; : : : ; en ∈ V (Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ Ë �1; �2; : : : ; �n ÂÁÚÉÓÁ ×V ∗∗ = V ).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.2. ðÕÓÔØ dimV = n É ÎÁÂÏÒÙ ×ÅËÔÏÒÏ× v1; v2; : : : ; vn ∈ V É ÆÏÒÍ�1; �2; : : : ; �n ∈ V ∗ ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ �i(vi) = 1 É �i(vj) = 0 �ÒÉ i = j. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) ÏÂÁ ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÁÍÉÂ) ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ v ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏÒÙ vi Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ �i(v).8.1.4. ðÒÉÍÅÒ: ÆÏÒÍÕÌÁ �ÅÊÌÏÒÁ. ðÕÓÔØ har(k) = 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å k[x℄6n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙÆ(0)a ; Æ(1)a ; : : : ; Æ(n)a ;ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ f ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ × ÔÏÞËÅ a ∈ k :f(a); f ′(a); : : : ; f (n)(a) :íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ (x− a)k=k! (ÇÄÅ k = 0; 1; : : : ; n) É ÆÏÒÍÙ Æ(i)a ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ-×ÉÀ Õ�Ò. 8.2 É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÂÁÚÉÓÁÍÉ. ÷ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g(x) ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅ-ÎÉÅÍ g(x) = g(a) · 1+ g′(a) · (x− a)+ g′′(a) · (x− a)2=2+ · · · + g(n)(a) · (x− a)n=n! .úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8.2. äÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ(8-3) ÚÁÄÁ£Ô ×ÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ∗∗. þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ ×



126 §8.ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØÜÔÏÍ, ×ÙÂÅÒÅÍ × V ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ {e�}. ñÄÒÏ ker ev ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÁËÉÈ ×ÅË-ÔÏÒÏ× v =∑ x�e� (ÓÕÍÍÁ ËÏÎÅÞÎÁ), ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ∑ x�eve� ∈ V ∗∗ ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑÎÁ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÅ ' ∈ V ∗. �ÁË ËÁË ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊÆÏÒÍÅ e∗i ∈ V ∗ ÒÁ×ÎÏ xi, ×ÓÅ xi = 0. ïÄÎÁËÏ ×ÌÏÖÅÎÉÅ (8-3) × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍÓÌÕÞÁÅ ÎÅÜ�ÉÍÏÒÆÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÝÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ∗∗ ÅÝ£ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÕV ∗ (ÕÖÅ ÂÏÌÅÅ ÍÏÝÎÏÇÏ, ÞÅÍ V ).äÁÌÅÅ ÄÏ ËÏÎ�Á ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ ÍÙ �Ï ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄ£Ô ÒÅÞØ, ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ.8.1.5. C×£ÒÔËÁ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Ó×£ÒÔËÏÊ (ÉÌÉ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÅÍ) ÍÅÖÄÕ ×ÅË-ÔÏÒÎÙÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ V É W ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅV ×W v;w 7→〈v;w〉- k (8-4)ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÅ ×ÅËÔÏÒÏ× v ∈ V , w ∈W ÞÉÓÌÏ 〈v; w〉 ∈ k, ËÏÔÏÒÏÅÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ v �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ w É ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ w �ÒÉ ÆÉË-ÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ v, Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× v1; v2 ∈ V , w1; w2 ∈ W É ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ�1; �2; �1; �2 ∈ k ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
〈�1v1 + �2v2; �1w1 + �2w2〉 == �1�1〈v1; w1〉+ �1�2〈v1; w2〉+ �2�1〈v2; w1〉+ �2�2〈v2; w2〉 :ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ:ìÅÍÍÁ 8.1óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á Ó×£ÒÔËÉ (8-4) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:1) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ v ∈ V ÎÁÊÄ£ÔÓÑ w ∈ W , Á ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏw ∈ W ÎÁÊÄ£ÔÓÑ v ∈ V , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ 〈v; w〉 6= 0 .2) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V - W ∗, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ×ÅËÔÏÒÕ v ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ w 7→
〈v; w〉 ÎÁ W , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ3) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ W - V ∗, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ×ÅËÔÏÒÕ w ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕv 7→ 〈v; w〉 ÎÁ V , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ 〈v; w〉 �Ï v É �Ï w, ÏÂÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÏËÏÔÏÒÙÈ ÉÄ£Ô ÒÅÞØ × (2) É (3), ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÌÉÎÅÊÎÙ. õÓÌÏ×ÉÅ (1)ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÏÎÉ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ (1) ×ÙÔÅËÁÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁdimV 6 dimW ∗ É dimW 6 dimV ∗. �ÁË ËÁË dimV = dimV ∗ É dimW = dimW ∗,ÏÂÁ ÜÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ, Á ×ÌÏÖÅÎÉÑ (2) É (3) | ÉÚÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÙ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚ (1) ×ÙÔÅËÁÀÔ (2) É (3). îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÏÄÎÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ (2) ÉÌÉ (3), ÔÏ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ É ×ÔÏÒÏÅ1, Á ÚÎÁÞÉÔ,É ÕÓÌÏ×ÉÅ (1). �1ÜÔÏ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑW ≃W ∗∗: ÅÓÌÉ V ÉÚÏÍÏÒÆÎÏW ∗,ÔÏ É W ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ V ∗ =W ∗∗



8.2.áÎÎÕÌÑÔÏÒÙ 1278.1.6. ðÒÉÍÅÒ: Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÅ ÍÅÖÄÕ k[D℄= ((D)n+1) É k[x℄6n . ïÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ D = d=dx Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ D : f 7→ Df = f ′ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å k[x℄6n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁg(t) = a0 + a1t+ a2t2 + · · · ∈ k[[t℄℄ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ g(D) = ∑k>0 akDk ∈ End (k[x℄6n) ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, �ÅÒÅ×ÏÄÑ-ÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x℄ × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎg(D)f = a0f + a1Df + a2D2f + · · · + adeg fDdeg ffõ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ×ÉÄÁ g(D) ∈ End (k[x℄6n) ÏÂÒÁÚÕÀÔËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ËÏÌØ�Õ ×ÙÞÅÔÏ× k[D℄= (Dn+1).âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Ï k[D℄= (Dn+1) ËÏÌØ�ÏÍ ÏÂÒÅÚÁÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×. úÁÄÁÄÉÍ ÍÅÖÄÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ k[D℄= (Dn+1) É k[x℄6nÓ�ÁÒÉ×ÁÎÉÅ �ÒÁ×ÉÌÏÍ
〈g(D); f(x)〉 = g(D)f(0) (8-5)(�ÒÉÍÅÎÑÅÍ Ë f ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ g(D) É ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÏÌÕ-ÞÉ×ÛÅÇÏÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g(D)f × ÎÕÌÅ). üÔÏ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ(1) ÉÚ ÌÅÍ. 8.1. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÍÌÁÄÛÉÊ ÞÌÅÎ g(D) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ akDk, ÇÄÅ k 6 nÉ ak 6= 0, ÔÏ 〈g; xk〉 = akk! 6= 0 . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ f ÉÍÅÅÔ ×ÉÄbmDm, ÇÄÅ m 6 n É am 6= 0, ÔÏ 〈Dm; f〉 = amm! 6= 0 .�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á k[D℄= (Dn+1) É k[x℄6n Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ Ó×£ÒÔËÉ (8-5).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.4. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë ÂÁÚÉÓÕ ÉÈ ÍÏÎÏÍÏ× xk ÂÁÚÉÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á k[D℄= (Dn+1) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÌÁÓÓÏ× Dk=k! (mod Dn+1).8.2. áÎÎÕÌÑÔÏÒÙ. þÔÏÂÙ �ÏÄÞÅÒËÎÕÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÍÅÖÄÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉV É V ∗ ÍÙ ÉÎÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ∗ ËÏ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÉÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ×ÍÅÓÔÏ '(v) ÂÏÌÅÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ

〈'; v〉 def= '(v) ;ËÁË × n◦ 8.1.5. åÓÌÉ ×ÙÂÒÁÔØ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ V É V ∗ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ(e1; e2; : : : ; en) ∈ V É (e∗1; e∗2; : : : ; e∗n) ∈ V ∗ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ Ó×£ÒÔËÉ ËÏ×ÅËÔÏÒÁ ' = a1e∗1+a2e∗2+ · · · +ane∗n ∈ V ∗ Ó ×ÅËÔÏÒÏÍv = e1x1 + e2x2 + · · · + enxn ∈ V ÂÕÄÅÔ ÞÉÓÌÏ
〈∑j aje∗j ;∑i xiei〉 =∑ij ai〈e∗i ; ej〉xj = a1x1 + a2x2 + · · · + anxn ∈ k :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÏÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅa1x1 + a2x2 + · · · + anxn = 0



128 §8.ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ (x1; x2; : : : ; xn) ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË �ÒÉ×ÑÚÁÎÎÁÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕËÏÎËÒÅÔÎÏÍÕ ×ÙÂÏÒÕ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
〈'; v〉 = 0 ;Ï ËÏÔÏÒÏÍ �ÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ' ∈ V ∗ ÍÏÖÎÏ ÄÕÍÁÔØ ËÁË Ï ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÎÁ×ÅËÔÏÒ v ∈ V , Á �ÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ v ∈ V | ËÁË Ï ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÎÁ ËÏ×ÅËÔÏÒ' ∈ V ∗. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, V ∗ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÄÎÏÒÏÄ-ÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÙ ÉÚ V , Á V | Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ |ËÁË �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ ËÏ×ÅËÔÏÒÙ ÉÚ V ∗.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.1äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× M ⊂ V ∗ É N ⊂í �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁAnn (M) = {v ∈ V | 〈'; v〉 = 0 ∀'∈M } ⊂ VAnn (N) = {' ∈ V | 〈'; v〉 = 0 ∀ v∈N } ⊂ V ∗ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× M É N .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.5. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ËÏ) ×ÅËÔÏÒÏ× ×ÓÅ-ÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.åÓÌÉ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ËÁË ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÊ ÎÁ V , ÔÏ Ann (M) | ÜÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. ó ÄÒÕ-ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ V ËÁË ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁV ∗, ÔÏ Ann (M) | ÜÔÏ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ. äÏÓÌÏ×ÎÏ ÔÁËÉÅÖÅ Ä×Å ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ ÉÍÅÀÔÓÑ É Õ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÁ Ann (N).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏÍÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ: Ann (M) = Ann (span(M)) .ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.3äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ⊂ V dimU + dimAnnU = dimV .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ u1; u2; : : : ; uk ∈ U É ÄÏ�ÏÌÎÉÍ ÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÁÍÉw1; w2; : : : ; wm ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ × V (ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, dimV = k+m). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚu∗1; u∗2; : : : ; u∗k; w∗1; w∗2; : : : ; w∗m ∈ V ∗Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. �ÏÇÄÁ w∗1; w∗2; : : : ; w∗m ∈ AnnU , �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏv =∑ xiui ∈ UÓ×£ÒÔËÁ 〈w∗�; v〉 = 〈w∗�;∑ xiui〉 =∑ xi〈w∗�; ui〉 = 0 . åÓÌÉ ËÏ×ÅËÔÏÒ' =∑ yiu∗i +∑ zjw∗j ∈ Ann (U) ;ÔÏ ×ÓÅ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ yi = 〈'; ui〉 = 0. ðÏÜÔÏÍÕ w∗1; w∗2; : : : ; w∗m ÌÉÎÅÊÎÏ �ÏÒÏ-ÖÄÁÀÔ Ann (U). �ÁË ËÁË ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÏÎÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ × Ann (U)ÂÁÚÉÓ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, dimAnn (U) = m = dimV − dimU . �



8.3.ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ 129óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 8.1äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ⊂ V AnnAnn (U) = U .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. U ⊂ AnnAnn (U) É �Ï �ÒÅÄÌ. 8.3 dimAnnAnnU = dimU . ��ÅÏÒÅÍÁ 8.2óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ U ←→ Ann (U) ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á-ÍÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V É V ∗. üÔÁ ÂÉÅË�ÉÑ ÏÂÏÒÁÞÉ×ÁÅÔ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ(Ô. Å. U ⊂ W ⇔ AnnU ⊃ AnnW ) É �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÓÕÍÍÙ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × �ÅÒÅÓÅ-ÞÅÎÉÑ, Á �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ | × ÓÕÍÍÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S (V ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ×ÅË-ÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . òÁ×ÅÎÓÔ×Ï AnnAnn (U) = U ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Ä×Á ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÅÇÏ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ × Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å:
S (V ) U→AnnU -� AnnW←W S (V ∗)ÏÂÒÁÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÂÉÅËÔÉ×ÎÙ. äÁÌÅÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏU ⊂ W ⇒ AnnU ⊃ AnnW :÷ ÓÉÌÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ× U = AnnAnnU ÉW = AnnAnnW , ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ ×ÙÔÅ-ËÁÅÔ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÉ, �ÒÉÍÅÎ£ÎÎÏÊ Ë �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍ AnnU É AnnW× ÒÏÌÉ U É W . îÁËÏÎÅ�, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ⋂� Ann (U�) = Ann (∑� U�) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏ-ÇÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÚÁÎÕÌÑÀÝÁÑÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×U� , ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ É ÎÁ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ, Á ÆÏÒÍÁ, ÚÁÎÕÌÑÀÝÁÑÓÑ ÎÁ ÓÕÍÍÅ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ É ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ × ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ. âÅÒÑ × ÜÔÏÍÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÙ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ É ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÑ U� ËÁË AnnW� , �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï Ann (⋂� W�) =∑� Ann (W�) . �8.3. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ. ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × n◦ 6.6, Ó ËÁÖÄÙÍ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅÍ F : U - W Ó×ÑÚÁÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÄß£ÍÁ ÆÕÎË�ÉÊ W '- k ÄÏÆÕÎË�ÉÊ U '◦F- k. ÷ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ' ∈ W ∗ �ÏÄÎÉÍÁÀÔÓÑ ×ÄÏÌØÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ '◦F ∈ V ∗, Á ÔÁË ËÁË '◦F ÌÉÎÅÊÎÏÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ', ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ∗ : W ∗ - V ∗, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ' × '◦F , Ñ×ÌÑÅÔÓÑÌÉÎÅÊÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ÉÚ W ∗ × U∗. ïÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ (ÉÌÉ ÓÏ�ÒÑ-Ö£ÎÎÙÍ Ë Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ F .ðÏÓËÏÌØËÕ '◦F ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÁËÖÅ É ÏÔ F , ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×Hom(U; V ) F 7→F ∗

- Hom(W ∗; U∗) (8-6)ÓÁÍÏ �Ï ÓÅÂÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ.
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〈F ∗�; v〉 = 〈�; Fv〉 ∀ � ∈W ∗; v ∈ V : (8-7)ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÅ V ∗∗ Ó V ÚÁÄÁ£Ô ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÌÅÎÉÅ F ∗∗ Ó F . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ F 7→ F ∗ É F ∗ 7→ F ∗∗ = F ÏÂÒÁÔÎÙÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, Ô. Å. Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ (8-6) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (F ◦G)∗ = G∗ ◦ F ∗.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.4éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á kerF ∗ = Ann imF É imF ∗ = Ann kerF .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (8-7) :� ∈ Ann imF ⇐⇒ 〈�; Fv〉 = 0 ∀ v∈V ⇐⇒ 〈F ∗�; v〉 = 0 ∀ v∈V ⇐⇒ F ∗� = 0 :÷ÔÏÒÏÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ×ÚÑÔÉÅÍ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏ× ÏÔ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á,ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ∗. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 8.2éÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ F ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ F ∗. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ F ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ F ∗.8.3.1. ðÒÉÍÅÒ: Ï�ÅÒÁÔÏÒ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÀ. ÷ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÒÉÍÅÒÁ ÉÚ n◦ 8.1.6 ÎÁ ÓÔÒ. 127 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒD∗ : k[D℄= (Dn+1) - k[D℄= (Dn+1)ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÂÒÅÚÁÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÏ�ÅÒÁÔÏÒÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑD : k[x℄6n f 7→f ′ - k[x℄6nÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å k[x℄6n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅ×ÙÒÏ-ÖÄÅÎÎÏÇÏ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

〈g(D); f(x)〉 = g(D)f(0) :÷ ÓÉÌÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 〈Dk+1; f〉 = Dk+1f(0) = 〈Dk; Df〉 Ï�ÅÒÁÔÏÒ D∗ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÂÁÚÉÓDk �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á k[D℄= (Dn+1) �Ï �ÒÁ×ÉÌÕD∗(Dk) = Dk+1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,D∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ D × ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Å k[D℄= (Dn+1).ñÄÒÏ kerD∗ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×, �ÒÏ-�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ Dn É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏÍ ÏÂÒÁÚÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ-×ÁÎÉÑ k[x℄6n D- k[x℄6n, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÓÏÂÏÀ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 (n − 1). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÑÄÒÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ
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k[x℄6n D- k[x℄6n , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ËÏÎÓÔÁÎÔ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏÍ ÏÂÒÁÚÁ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÑ ÎÁ D × k[D℄= (Dn+1) .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.8. ï�ÉÛÉÔÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ∇∗ É �∗ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å k[D℄= (Dn+1),Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍ

∇ : f(x) 7→ f(x)− f(x− 1) É � : f(x) 7→ f(x+ 1)− f(x)ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å k[x℄6n .8.3.2. íÁÔÒÉ�Á Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ. ÷ÙÂÅÒÅÍ × U É U∗ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎ-ÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ {uj} É {u∗j}, Á × W É W ∗ | Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ {wi} É {w∗i }, ÉÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ F : U - W ÅÇÏ ÍÁÔÒÉ�Õ Fwu = (fij) × ÂÁÚÉÓÁÈ u Éw. îÁ�ÏÍÎÉÍ1, ÞÔÏ × j-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÍÁÔÒÉ�Ù Fwu ÓÔÏÑÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ fij (ÇÄÅ1 6 i 6 m) ÏÂÒÁÚÁ j-ÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ uj × ÂÁÚÉÓÅ w, Ô. Å. ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ F (uj) = f1jw1 + f2jw2 + · · · + fmjwm , ÉÌÉ Ó×£ÒÔËÉfij = 〈w∗i ; Fuj〉 = 〈F ∗w∗i ; uj〉 :üÔÁ ÖÅ Ó×£ÒÔËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ j-ÔÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ ËÏ×ÅËÔÏÒÁ F ∗(wi) ×ÂÁÚÉÓÅ u∗, Ô. Å. (j; i)-ÔÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ f ∗ji ÍÁÔÒÉ�Ù F ∗u∗w∗ = (f ∗ij) Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏÏ�ÅÒÁÔÏÒÁ F ∗ × Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, i-ÔÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÍÁÔÒÉ�ÙFwu Ñ×ÌÑÅÔÓÑ i-ÔÙÍ ÓÔÏÌÂ�ÏÍ ÍÁÔÒÉ�Ù F ∗u∗w∗, Á j-ÔÙÊ ÓÔÏÌÂÅ� ÍÁÔÒÉ�Ù FwuÑ×ÌÑÅÔÓÑ i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù F ∗u∗w∗.íÁÔÒÉ�Á At �Ï ÓÔÒÏËÁÍ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁ�ÉÓÁÎÙ Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ �ÒÏÞÉÔÁÎÎÙÅ ÓÌÅ×ÁÎÁ�ÒÁ×Ï ÓÔÏÌÂ�Ù2 ÍÁÔÒÉ�Ù A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ Ë ÍÁÔÒÉ�Å A.åÓÌÉ A = (aij) ∈ Matm×n(k), ÔÏ At = (atij) ∈ Matm×n(k) É atij = aji .éÔÁË, ÍÁÔÒÉ�Ù Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× × Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ �ÏÌÕÞÁ-ÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ: F ∗u∗w∗ = F twu.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 8.3 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÁÎÇÅ ÍÁÔÒÉ�Ù)õ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ∈ Matm×n(k) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ Å£ ÓÔÒÏË ×
kn É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ Å£ ÓÔÏÌÂ�Ï× × km ÒÁ×ÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. üÔÏÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÎÇÏÍ ÍÁÔÒÉ�Ù A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ rkA .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F : kn - km ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÍÁ-ÔÒÉ�Á ËÏÔÏÒÏÇÏ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÒÁ×ÎÁ A. �ÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔÒÉ�Ù A ÒÁ×ÎÁdim imF , Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉ�Ù A ÒÁ×ÎÁ dim imF ∗,ÇÄÅ F ∗ : km∗ - kn∗|Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë F Ï�ÅÒÁÔÏÒ. ðÏ (�ÒÅÄÌ. 8.4) É �ÒÅÄÌ. 7.3dim imF ∗ = dimAnn kerF = n− dimkerF = dim imF :

�1ÓÒ. Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ (7-15) ÎÁ ÓÔÒ. 1132�Ï-ÄÒÕÇÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á At �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÌÅ×ÏÇÏ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÕÇÌÁ | �ÒÑÍÏÊ i = j



132 §8.ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 8.4 (ÔÅÏÒÅÍÁ ëÒÏÎÅËÅÒÁ {ëÁ�ÅÌÌÉ)óÉÓÔÅÍÁ (ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ) ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ




a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2a31x1 + a32x2 + · · · + a3nxn = b3
· · · · · · · · · · · · · · ·am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bmÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁrk a11 a12 : : : a1na21 a22 : : : a2n... ... ... ...am1 am2 : : : amn

 = rk a11 a12 : : : a1n b1a21 a22 : : : a2n b2... ... ... ... ...am1 am2 : : : amn bm


äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÌÉÞÉÅ Õ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÔÏÌÂÅ� �ÒÁ×ÙÈÞÁÓÔÅÊ b ÌÅÖÉÔ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔÒÉ�Ù A = (aij). üÔÏ ÒÁ×ÎÏ-ÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ �ÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ Ë ÍÁÔÒÉ�Å A ÓÔÏÌÂ�Á b ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÊÏÂÏÌÏÞËÉ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 8.5òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊÎÁ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× A ÒÁ×ÎÁ n− rkA.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. dimker = n− dim imA = n− rkA. �8.4. æÁËÔÏÒ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. óÏ ×ÓÑËÉÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ U ⊂ V Ó×ÑÚÁÎÏÒÁÚÂÉÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÎÁ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U[v℄U = v (mod U) = v + U = {w ∈ V | w − v ∈ U}ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ËÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ v∼w,ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÍÕ, ÞÔÏ w − v ∈ U . óÌÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× É ÉÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÞÉÓÌÁÏ�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ[v℄ + [w℄ = [v + w℄�[v℄ = [�v℄õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.9. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÚÁÄÁÀÔÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ËÌÁÓÓÏ× ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k.ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ V=U É ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V �Ï �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ U . ïÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ V - V=U , �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ËÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ v ∈ V × ÅÇÏËÌÁÓÓ v (mod U) , ÌÉÎÅÊÎÏ É ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏ.



8.4.æÁËÔÏÒ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 133úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8.3. éÎÁÞÅ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ×ÅËÔÏÒÁ v ∈ V �Ï �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÕU ⊂ V ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÓÄ×ÉÇ v+U �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á UÎÁ ×ÅËÔÏÒ v. ÷ ÔÁËÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ1 �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ,�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ U É �ÒÏÈÏÄÑÝÉÍ ÞÅÒÅÚ v. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ dimU ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒ-ÎÏÓÔØÀ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á v + U .8.4.1. ðÒÉÍÅÒ: ÆÁËÔÏÒ �Ï ÑÄÒÕ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁF : V - WÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V= kerF ≃ imF , ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ËÌÁÓÓÕ[v℄ ∈ V= kerF ×ÅËÔÏÒ F (v) ∈ imF . üÔÏ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏF (v) = F (w) ⇐⇒ v − w ∈ kerFóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 8.6åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ v1; v2; : : : ; vk ÄÏ�ÏÌÎÑÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓ u1; u2; : : : ; um �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ⊂ V ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ ×Ï ×Ó£Í �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , ÔÏ ÉÈ ËÌÁÓÓÙ[v1℄; [v2℄; : : : ; [vk℄ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÆÁËÔÏÒ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V=U . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,dimU + dimV=U = dimV :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÅÄÌ. 7.3 (É ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á), ÏÔÎÏ-ÓÑÝÉÊÓÑ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ V -- V=U . �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 8.7äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ⊂ V ÉÍÅÀÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ(V=U)∗ ≃ Ann (U) É U∗ ≃ V ∗=Ann (U) :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ ' ∈ AnnU , ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ u ∈ U É v ∈ V ×Ù�ÏÌ-ÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á '(v+u) = '(v)+'(u) = '(v). ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÁ×ÉÌÏ '̃([v℄) = '(v)ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÚÁÄÁ£Ô ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ '̃ ÎÁ ÆÁËÔÏÒÅ V=U . ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅAnn (U) '7→e' - (V=U)∗ÌÉÎÅÊÎÏ É ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÑÄÒÏ. �ÁË ËÁË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÏÄÉÎÁËÏ×Ù,ÜÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ï�Å-ÒÁÔÏÒ V ∗ - U∗, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÎÁ V × Å£ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁU ⊂ V . ðÏÓËÏÌØËÕ ÑÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ | ÜÔÏ AnnU , ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÉÚÏÍÏÒ-ÆÅÎ V ∗=Ann (U) ⊂ U∗. �ÁË ËÁË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÂÏÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÏÄÉÎÁËÏ×Ù,×ÌÏÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ. �1�ÏÄÒÏÂÎÅÅ ÏÂ ÁÆÆÉÎÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÒÅÞØ �ÏÊÄ£Ô × n◦ 14.6



134 §8.ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ8.4.2. ðÒÉÍÅÒ: ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ËÁË ÆÁËÔÏÒ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ×ÅËÔÏÒÙw1; w2; : : : ; wn ∈ km = V :éÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ W = span(w1; w2; : : : ; wn) ⊂ km Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÌÉÎÅÊ-ÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F : kn - km, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ×ÅËÔÏÒei ∈ kn × ×ÅËÔÏÒ wi ∈ W . ñÄÒÏ ÜÔÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ U = kerF ⊂ kn �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÏÂÏÀ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ wi × km × ÔÏÍÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ u = (�1; �2; : : : ; �n) = �1e1 + �2e2 + · · · + �nen ∈ kn ÌÅÖÉÔ ×U ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �1w1 + �2w2 + · · · + �nwn = 0 × W .éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ W = imF ≃ kn=U ÏÚÎÁÞÁÅÔ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ w ∈WÅÓÔØ ËÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ x1w1+x2w2+ · · ·+xnwn �ÏÍÏÄÕÌÀ ÔÅÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÑÍÉ ÍÅÖÄÕ×ÅËÔÏÒÁÍÉ wi.÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ×Ù-ÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ËÌÁÓÓÏ× F (ej) = ej (mod U) ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ej ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á kn .çÏ×ÏÒÑ ÔÏÞÎÅÅ, ÍÙ ÕËÁÖÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÉÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ×ÅËÔÏÒÙ e1; e2; : : : ; en ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á kn ÎÁ Ä×Å ÇÒÕ��Ù
{e1; e2; : : : ; en} = {ei1 ; ei2 ; : : : ; eir} ⊔ {ej1 ; ej2 ; : : : ; ejn−r} (8-8)ÔÁË, ÞÔÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁEI = span(ei1 ; ei2 ; : : : ; eir) ≃ kr É EJ = span(ej1 ; ej2 ; : : : ; ejn−r) ≃ kn−r;ÎÁÔÑÎÕÔÙÅ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÙ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÔÁËÏÊ ÌÅÍÍÅ:ìÅÍÍÁ 8.2óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ r-ÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ kn ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:(1) U ∩ EJ = 0(2) ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÑ kn -- kn=U ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ EJ ÎÁ kn=U(3) �ÒÏÅË�ÉÑ I : kn -- EI ×ÄÏÌØ EJ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ U ÎÁ EI .(4) × U ÎÁÊÄ£ÔÓÑ r ×ÅËÔÏÒÏ× u1; u2; : : : ; ur ×ÉÄÁ u� = ei� + w�, ÇÄÅ w� ∈ EJ .ðÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ×ÅËÔÏÒÙ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÉÄ£Ô ÒÅÞØ × (4), ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ × U .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ (1) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅ-ÎÉÅ Ó ÑÄÒÏÍ �ÒÏÅË�ÉÉ I : kn -- EJ , Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï EJ | Ó ÑÄÒÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ kn -- V=U . ðÏÜÔÏÍÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ �Ï U ÎÁ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï EJ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ×ÄÏÌØ EJ ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï UÉÎßÅËÔÉ×ÎÙ É, �Ï ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ . îÁÏ-ÂÏÒÏÔ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ (2), (3) ×ÌÅÞ£Ô ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÑÄÒÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, Ô. Å. ÕÓÌÏ×ÉÅ (1). õÓÌÏ×ÉÅ(4) ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ I(u�) = ei� . åÓÌÉ ÜÔÏ ÔÁË, ÔÏ I ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ



8.5.íÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ 135I ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ u� ∈ U , �ÒÏÅËÔÉÒÕÀÝÉÅÓÑ × ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ei��ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á EI ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ × U . �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.10. ðÕÓÔØ e∗1; e∗2; : : : ; e∗n ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ1 × kn∗, ÉE∗J = span(e∗j1 ; e∗j2 ; : : : ; e∗jn−r) , E∗I = span(e∗i1 ; e∗i2 ; : : : ; e∗ir) . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ kn ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÉÚ ÌÅÍ. 8.2, ÔÏ ÅÇÏ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒAnnU ⊂ kn∗ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:Á) AnnU ∩ E∗I = 0 Â) E∗I ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁ kn∗=AnnU×) �ÒÏÅË�ÉÑ J : kn∗ -- E∗J ×ÄÏÌØ E∗I ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ U ÎÁ E∗JÇ) × AnnU ÅÓÔØ (n− r) ËÏ×ÅËÔÏÒÏ× ×ÉÄÁ u⊥� = e∗j� + ��, ÇÄÅ �� ∈ E∗J .ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÅËÔÏÒÙ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄ£Ô ÒÅÞØ × (Ç), ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ× AnnU É Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ×ÅËÔÏÒÁÍÉ u� = ei� + w� ∈ U ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ (4) × ÌÅÍ. 8.2ÆÏÒÍÕÌÏÊ�� = −〈e∗j� ; w1〉 · e∗i1 − 〈e∗j� ; w2〉 · e∗i2 − · · · − 〈e∗j� ; wr〉 · e∗ir : (8-9)8.5. íÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ. ðÕÓÔØ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ kn ÚÁÄÁÎÏ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑÏÂÏÌÏÞËÁ k ×ÅËÔÏÒÏ× w1 =(w11; w12; : : : ; w1n)w2 =(w21; w22; : : : ; w2n)
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·wk =(wk1; wk2; : : : ; wkn) ; (8-10)íÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ �ÏÓÔÒÏÉÔØ × U ÂÁÚÉÓ u1; u2; : : : ; ur , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ(4) ÉÚ ÌÅÍ. 8.2. îÁ ÑÚÙËÅ ÍÁÔÒÉ� ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÍÁÔÒÉ�Å, �Ï ÓÔÒÏ-ËÁÍ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁ�ÉÓÁÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ× ui, ËÁË × (8-10), × r ÓÔÏÌÂ�ÁÈ ÓÎÏÍÅÒÁÍÉ I = (i1; i2; : : : ; ir) ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ �ÏÄÍÁÔÒÉ�ÁE = 1 0 : : : 00 1 . . . ...... . . . . . . 00 : : : 0 1


ÒÁÚÍÅÒÁ r × r. éÄÅÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÂÎÕÌÑÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÓÔÏÌÂ�ÁÈ ÍÁÔÒÉ�Ù (8-10), �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÑÑ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÅ �ÁÒÙ ×ÅËÔÏÒÏ×wi, wj ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÍÉ w′i = awi + bwj É w′j = wi + dwj ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÜÔÏÊ �ÁÒÙ ÎÅ ÍÅÎÑÌÁÓØ. �ÁËÏ×Ù, Ë �ÒÉÍÅÒÕ, ÚÁÍÅÎÙÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒ£È ÔÉ�Ï×:1) w′i = wi + �wj w′j = wj ( ÌÀÂÙÍ � ∈ k ÌÀÂÏÅ)2) w′i = wj w′j = wi3) w′i = %wi w′j = wj (Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ % ∈ k) (8-11)1Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ e1; e2; : : : ; en �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á kn



136 §8.ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØéÓÈÏÄÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ × ÎÉÈ ÞÅÒÅÚ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÅ ËÁËwi = w′i − �w′j wj = w′jwi = w′j wj = w′iwi = %−1w′i wj = w′j :ðÒÉ ÚÁÍÅÎÁÈ (8-11) ÍÁÔÒÉ�Á (wij) , �Ï ÓÔÒÏËÁÍ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÑÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅË-ÔÏÒÏ× (8-10) , ÉÓ�ÙÔÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÔÒÏË :1) Ë ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÒÏË �ÒÉÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÒÕÇÁÑ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÁÑ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ12) ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ Ä×Å ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ3) ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÔÒÏË ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ.ìÅÍÍÁ 8.3 (Ï �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÉ Ë ÓÔÒÏÇÏÍÕ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÍÕ ×ÉÄÕ)÷ÓÑËÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á A ∈ Matm×n(k) ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÓÔÒÏË �ÒÉ-×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÉÒÁ×ÅÎ 1, ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ �ÒÁ×ÅÅ, ÞÅÍ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÓÔÒÏËÅ, É Ñ×ÌÑÅÔÓÑÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ Ó×ÏÅÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÄÏÂÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ �ÒÏ�ÅÓÓ ÎÁ n �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÛÁÇÏ× (�ÏËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÓÔÏÌÂ�Ï×). âÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ (k − 1)-ÇÏÛÁÇÁ ÔÁ ÞÁÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÞÔÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅ×Á ÏÔ k-ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á, ÉÍÅÅÔ ÎÕÖÎÙÊ×ÉÄ (�ÒÉ k = 1 ÜÔÏ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ). ðÕÓÔØ × ÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÉÍÅÅÔÓÑ s ÎÅÎÕ-ÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË. ðÏ ÎÁÛÅÍÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ 0 6 s 6 k − 1 É ÜÔÉ ÓÔÒÏËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ×ÅÒÈÎÉÍÉ. ïÞÅÒÅÄÎÏÊ k-ÔÙÊ ÛÁÇ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ.÷ÙÂÅÒÅÍ × k-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å × ÓÔÒÏËÁÈ ÓÔÒÏÇÏ ÎÉÖÅ s-ÔÏÊ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÎÕ-ÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a (ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÎÅÔ, ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÊÔÉ Ë (k + 1)-ÍÕ ÛÁÇÕ). õÍÎÏÖÉÍÓÔÒÏËÕ, ÇÄÅ ÏÎ ÓÔÏÉÔ, ÎÁ a−1. ðÏÔÏÍ �ÏÍÅÎÑÅÍ ÜÔÕ ÓÔÒÏËÕ ÍÅÓÔÁÍÉ Ó (s+ 1)-ÏÊÓÔÒÏËÏÊ. üÔÏ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔ ÌÅ×ÙÅ (k − 1) ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔÒÉ�Ù, Á (s+ 1)-ÕÀ ÓÔÒÏËÕ�ÒÉ×ÅÄ£Ô Ë ×ÉÄÕ 0 0 : : : 0 0︸ ︷︷ ︸k−1 1 ∗ ∗ : : : ∗ ∗︸ ︷︷ ︸n−k :�Å�ÅÒØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i 6= s+ 1 ×ÙÞÔÅÍ ÉÚ i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ (s+ 1)-ÕÀ ÓÔÒÏËÕ, ÕÍÎÏ-ÖÅÎÎÕÀ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÓÔÏÑÝÉÊ × �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ É k-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á. üÔÏÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔ ÌÅ×ÙÅ (k − 1) ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔÒÉ�Ù É ÚÁÎÕÌÉÔ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ k-ÔÏÇÏÓÔÏÌÂ�Á ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÓÔÏÑÝÅÊ (s + 1)-ÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÅÄÉÎÉ�Ù. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ�Ï�ÁÄÁÅÍ × ÉÓÈÏÄÎÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ (k + 1)-ÇÏ ÛÁÇÁ. �1�ÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÏËÉ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÔÁ, ÞÔÏ �ÒÉÂÁ×ÌÑÌÁÓØ) ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÂÅÚÉÚÍÅÎÅÎÉÑ



8.5.íÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ 1378.5.1. ðÒÉÍÅÒ: ÂÁÚÉÓÙ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ É ÆÁËÔÏÒÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÉÎÅÊ-ÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ,ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÔÒÏËÉ u1; u2; : : : ; ur ÉÔÏÇÏ×ÏÊ ÓÔÒÏÇÏÊ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÒÏ-ÖÄÁÀÔ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U , ÞÔÏ É ÓÔÒÏËÉ w1; w2; : : : ; wk ÉÓÈÏÄÎÏÊÍÁÔÒÉ�Ù (8-10), ÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (4) ÉÚ ÌÅÍ. 8.2, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ËÁÞÅÓÔ×Å I = (i1; i2; : : : ; ir) ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÚÑÔØ ÎÁÂÏÒ ÎÏÍÅÒÏ× ÔÅÈ ÓÔÏÌÂ�Ï×, ÇÄÅ ÓÔÏÑÔÓÁÍÙÅ ÌÅ×ÙÅ ÅÄÉÎÉ�Ù ÓÔÒÏË ÓÔÒÏÇÏÊ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÓÔÒÏ-ËÉ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ × U , Á ËÌÁÓÓÙ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×ej ∈ kn Ó j 6∈ I, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ × kn=U .÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂÅÝÁÎÎÏÅ �ÅÒÅÄ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÏÊ ÌÅÍ. 8.2óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 8.8äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ r-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ⊂ kn ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÒÁÚÂÉÅÎÉÅ kn = EI ⊕ EJ × ÓÕÍÍÕ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ r-ÍÅÒÎÏÇÏ É (n − r)-ÍÅÒÎÏÇÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÌÅÍ. 8.2.äÌÑ ÉÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÉ ×ÓÅÇÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÁÊÄ£Í ÂÁÚÉÓ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ UÞÅÔÙÒ£È ×ÅËÔÏÒÏ× ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Q5, ÓÔÒÏËÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÔÍÁÔÒÉ�Õ: 


2 −4 −8 2 −4
−1 1 3 0 1
−1 −1 1 2 −1
−1 0 2 1 1 (8-12)ÕÍÎÏÖÉÍ �ÏÓÌÅÄÎÀÀ ÓÔÒÏËÕ ÎÁ −1 É �ÏÍÅÎÑÅÍ ÍÅÓÔÁÍÉ Ó �ÅÒ×ÏÊ




1 0 −2 −1 −1
−1 1 3 0 1
−1 −1 1 2 −12 −4 −8 2 −4ÚÁÎÕÌÑÅÍ �ÅÒ×ÙÊ ÓÔÏÌÂÅ� �ÏÄ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ, ÄÏÂÁ×ÌÑÑ ËÏ ×ÓÅÍ ÓÔÒÏËÁÍ �ÏÄ-ÈÏÄÑÝÉÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ �ÅÒ×ÏÊ:



1 0 −2 −1 −10 1 1 −1 00 −1 −1 1 −20 −4 −4 4 −2ÔÅ�ÅÒØ ÚÁÎÕÌÑÅÍ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÏÌÂÅ� �ÏÄ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ, ÄÏÂÁ×ÌÑÑ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÅ Å£ËÒÁÔÎÏÓÔÉ Ë �ÏÓÌÅÄÎÉÍ Ä×ÕÍ ÓÔÒÏËÁÍ:



1 0 −2 −1 −10 1 1 −1 00 0 0 0 −20 0 0 0 −2



138 §8.ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØÄÅÌÉÍ ÔÒÅÔØÀ ÓÔÒÏËÕ ÎÁ −2 É ÚÁÎÕÌÑÅÍ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÔÏÌÂÅ� ×ÎÅ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÒÏËÉ,ÄÏÂÁ×ÌÑÑ Ë �ÅÒ×ÏÊ É ÞÅÔ×£ÒÔÏÊ ÓÔÒÏËÁÍ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÔÒÅÔØÅÊ



1 0 −2 −1 00 1 1 −1 00 0 0 0 10 0 0 0 0 (8-13)ðÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÓÔÒÏÇÁÑ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á. å£ ÓÔÒÏËÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ × ÌÉ-ÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÓÔÒÏË ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù (8-12). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, dimU = 3 ÉU ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏE(1;2;5) = span(e1; e2; e5)×ÄÏÌØ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ Ë ÎÅÍÕ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁE(3;4) = span(e3; e4)ÔÁË ÞÔÏ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù (8-13) �ÅÒÅÈÏÄÑÔ �ÒÉ ÔÁËÏÊ �ÒÏÅË�ÉÉ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ×ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ e1; e2; e3. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ÉÍÅ-ÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ÑÄÒÏÍ ÜÔÏÊ �ÒÏÅË�ÉÉ, Ô. Å. U ∩E(3;4) = 0 . ðÏÜÔÏÍÕ ËÏ-ÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï E(3;4) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÆÁËÔÏÒ Q5=U ,É ËÌÁÓÓÙ e3 (mod U) É e4 (mod U) ÏÂÒÁÚÕÀÔ × Î£Í ÂÁÚÉÓ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8.4. ðÒÉ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù Ë ÓÔÒÏÇÏÍÕ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÍÕ ×ÉÄÕ ÕËÁÚÙ-×ÁÅÔ ÌÉÛØ ÏÄÎÏ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× EI , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÅ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ ×ÄÏÌØ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á EJ . ÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÔÁËÉÈ ÔÁËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× EI ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÎÏÇÏ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÎÁÄ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ kÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÚÑÔÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ kn �ÏÞÔÉ ÎÁ×ÅÒÎÑËÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÅË-ÔÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ (nr) r-ÍÅÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× EI .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ r-ÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U , ÚÁÄÁÎÎÏÅ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÁÍÉ ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ m > r �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× (8-10), ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏ-ÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï EI ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ× ÍÁÔÒÉ�Å (8-10), �Ï ÓÔÒÏËÁÍ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ×ÓÔÏÌÂ�ÁÈ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ i1; i2; : : : ; ir ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ m× r �ÏÄÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÎÇÁ r.8.5.2. ðÒÉÍÅÒ: ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. îÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎ-ÎÏÍ ÑÚÙËÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ (8-12){(8-13) ×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ AnnU ⊂ Q5∗ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ⊂ Q5, �ÏÒÏ-ÖÄ£ÎÎÏÇÏ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÍÁÔÒÉ�Ù



2 −4 −8 2 −4
−1 1 3 0 1
−1 −1 1 2 −1
−1 0 2 1 1 (8-14)



8.5.íÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ 139ÅÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ




2 x1 − 4 x2 − 8 x3 + 2 x4 − 4 x5 = 0
−x1 + x2 + 3 x3 + x5 = 0

−x1 − x2 + x3 + 2 x4 − x5 = 0
−x1 + 2 x3 + x4 + x5 = 0 (8-15)ÍÁÔÒÉ�Á ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á (8-14). ðÒÉ×ÅÄÑ Å£ Ë ÓÔÒÏÇÏÍÕÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÍÕ ×ÉÄÕ (8-13)




1 0 −2 −1 00 1 1 −1 00 0 0 0 10 0 0 0 0ÍÙ ×ÙÂÒÁÌÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ U ÂÁÚÉÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ




x1 − 2 x3 − x4 = 0x2 + x3 − x4 = 0x5 = 0ËÏÔÏÒÙÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ (8-15), ÎÏ ÄÏ�ÕÓËÁÀÔ Ñ×ÎÏÅ ×ÙÒÁ-ÖÅÎÉÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; x2; x5 ÞÅÒÅÚ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x3 É x4




x1 = 2 x3 + x4x2 = −x3 + x4x5 = 0 (8-16)ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x3 É x4 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ × ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ (ÉÍ ÍÏÖÎÏ �ÒÉ-ÄÁ×ÁÔØ ÌÀÂÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ), Á �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x1, x2 É x5 | Ó×ÑÚÁÎÎÙÍÉ (ÏÎÉ ÏÄÎÏ-ÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ (8-16) ËÁË ÔÏÌØËÏ ÚÁÄÁÎÙ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ó×Ï-ÂÏÄÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ). îÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ann (U) ≃ (Q5=U)∗ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ × Q5∗ ÎÁ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï E∗3;4 = span(e∗3; e∗4) ×ÄÏÌØ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ-ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á E∗1;2;5 = span(e∗1; e∗2; e∗5) . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅAnn (U) ≃ (Q5=U)∗ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (8-15) ÅÓÔØ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ËÏ×ÅËÔÏÒÏ× ×ÉÄÁ1u⊥1 = ( ∗ ; ∗ ; 1 ; 0 ; ∗ ) , u⊥2 = ( ∗ ; ∗ ; 0 ; 1 ; ∗ ) . ïÔÍÅÞÅÎÎÙÅ Ú×£ÚÄÏÞËÁÍÉ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÙ ÌÅÇËÏ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÉÚ (8-16) É ÒÁ×ÎÙ ( 2 ; −1 ; 1 ; 0 ; 0 ) É ( 1 ; 1 ; 0 ; 1 ; 0 ) .1ÜÔÉ ËÏ×ÅËÔÏÒÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÏÂÒÁÚÁÍÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ËÏ×ÅËÔÏÒÏ× e∗3; e∗4 ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ �ÒÏÅË�ÉÉ Ann (U) -- E∗(3;4) ×ÄÏÌØ E(1;2;5) É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ × (Q5=U)∗ ≃ Ann (U),Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë ÏÂÓÕÖÄÁ×ÛÅÍÕÓÑ ×ÙÛÅ ÂÁÚÉÓÕ e3 (mod U) ; e4 (mod U) × ÆÁËÔÏÒÅ Q5=U
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a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = 0a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = 0a31x1 + a32x2 + · · · + a3nxn = 0
· · · · · · · · · · · · · · ·am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = 0 (8-17)Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ U ⊂ kn ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ÓÔÒÏËÍÁÔÒÉ�Ù A = (aij). �ÏÇÄÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (8-17) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÏÂÏÊ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ Ann (U) ≃ (kn=U)∗. åÓÌÉ ×ÙÂÒÁÔØ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊU ÂÁÚÉÓ ×ÉÄÁ u1 = ei1 + �1j1ej1 + �1j2ej2 + · · · + �1jn−rejn−ru2 = ei2 + �2j1ej1 + �2j2ej2 + · · · + �2jn−rejn−r

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·ur = eir + �rj1ej1 + �rj2ej2 + · · · + �rjn−rejn−r (8-18)(ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ (4) ÉÚ ÌÅÍ. 8.2), ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á (�ij) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊÅÍÕ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ �ÏÄÍÁÔÒÉ�Õ ÒÁÚÍÅÒÁ r× r× ÓÔÏÌÂ�ÁÈ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ i1; i2; : : : ; ir. óÏÇÌÁÓÎÏ Õ�Ò. 8.10 ËÏ×ÅËÔÏÒÙu⊥1 = e∗j1 − �1j1e∗i1 − �2j1e∗i2 − · · · − �rj1e∗iru⊥2 = e∗j1 − �1j2e∗i1 − �2j2e∗i2 + · · · − �rj2e∗ir
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·u⊥n−r = e∗jn−r − �1jn−re∗i1 − �2jn−re∗i2 − · · · − �rjn−re∗ir (8-19)ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ann (U) ⊂ kn∗ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (8-17).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.12. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ Õ�Ò. 8.10.éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ u⊥j �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ �ÒÉÄÁÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊÉÚ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xj1 ; xj2 ; : : : ; xjn−r ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1, ÏÓÔÁÌØÎÙÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ | ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÕÌØ, Á ËÁÖÄÏÊ Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ xi� | ÔÏÇÏ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ xi� ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.8.6. òÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ. ðÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ Ë ÓÔÒÏÇÏ-ÍÕ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÍÕ ×ÉÄÕ ÍÁÔÒÉ�Ù ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ× �ÏÒÏÖÄÁ-ÀÝÉÈ ÄÁÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ kn ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÉ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ×,ÎÉ ÏÔ Ó�ÏÓÏÂÁ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ.äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÂÙ×ÁÀÝÕÀ �Å�ÏÞËÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×V = V 0 ⊃ V1 ⊃ V2 ⊃ · · · ⊃ Vn−1 ⊃ Vn = 0 ; (8-20)



8.6.òÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ 141× ËÏÔÏÒÏÊ V i = span (ei+1; ei+2; : : : ; en) , É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �i : V -- V=V iÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ1. ãÅ�ÏÞËÁ (8-20) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ ÆÌÁÇÏÍ.óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ r-ÍÅÒÎÏÍÕ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ U ⊂ V ÎÁÂÏÒ ÎÅÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ di = dim�i(U) = r − dimU ∩ V i (i = 0; 1; : : : ; n) .þÉÓÌÁ d0; d1; : : : ; dn ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó d0 = 0, ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ dn = r É �ÒÉÒÁÓÔÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÚÁ ÏÄÉÎ ÛÁÇ: di − di−1 6 1.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.13. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ⊂ Q5, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÇÏ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÍÁÔÒÉ�Ù(8-13), �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (d0; d1; : : : ; d5) = (0; 1; 2; 2; 2; 3) .îÁÂÏÒ I = (i1; i2; : : : ; ir) ÔÅÈ ÎÏÍÅÒÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ �ÒÉ-ÒÁÝÅÎÉÑ di� − di�−1 = 1 , ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U É ÆÌÁÇÁ (8-20).íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÅÇÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍ ÔÉ�ÏÍ U ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÌÎÏÇÏ ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÆÌÁÇÁ (8-20). �ÁË, �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ Q5, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÅ ÓÔÒÏËÁÍÉÍÁÔÒÉ�Ù (8-13) ÉÍÅÅÔ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÔÉ� I = (1; 2; 5) .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.14. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÔÉ� �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, �ÏÒÏ-ÖÄ£ÎÎÏÇÏ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÓÔÒÏÇÏÊ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù, ×ÓÅÇÄÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀÎÁÂÏÒ ÎÏÍÅÒÏ× ÔÅÈ ÓÔÏÌÂ�Ï×, ÇÄÅ ÓÔÏÑÔ ÓÁÍÙÅ ÌÅ×ÙÅ ÅÄÉÎÉ�Ù ÓÔÒÏË.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÏÒÍÁ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÌÁ-ÇÏÍ (8-20) É �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ U . ðÏÓËÏÌØËÕ ÂÁÚÉÓ ui1 ; ui2 ; : : : ; uir ∈ U , �ÒÏ-ÅËÔÉÒÕÀÝÉÊÓÑ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ei1 ; ei2 ; : : : ; eir ×ÄÏÌØ ÄÏ�ÏÌÎÉ-ÔÅÌØÎÏÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á EJ ÔÏÖÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ (ÓÍ. ÌÅÍ. 8.2),ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÔÒÏËÉ ÓÔÒÏËÉ ÓÔÒÏÇÏÊ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù, ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ�ÒÉ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÍÅÔÏÄÁ çÁÕÓÓÁ Ë ÍÁÔÒÉ�Å ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÌÀÂÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ �ÏÒÏÖÄÁ-ÀÝÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U , ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÓÁÍÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á UÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÎÁÍÉ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ × kn, × ËÏÔÏÒÏÍÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ×. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 8.9÷ ËÁÖÄÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å U ⊂ kn ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÓÏ ÓÔÒÏÇÏÊÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔMU , É ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ U ÍÁ-ÔÒÉ�Ù MU ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ ÓÔÒÏÇÉÍÉ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉÓ r ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ É r-ÍÅÒÎÙÍÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ × kn. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.15. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÒÏÇÉÅ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒ-ÎÏÇÏ ÔÉ�Á (i1; i2; : : : ; ir) ÏÂÒÁÚÕÀÔ × Matr×n(k) ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï2 ÒÁÚ-ÍÅÒÎÏÓÔÉ r(n− r)− r∑�=1(i� − � + 1).1ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÑ ÆÁËÔÏÒ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V=V i Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Wi =span(e1; e2; : : : ; ei), ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �i �ÒÏÅËÔÉÒÕÅÔ kn ÎÁ Wi ×ÄÏÌØ V i, Ô. Å. �ÒÏÓÔÏ ÚÁÂÙ-×ÁÅÔ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ (n− i) ËÏÏÒÄÉÎÁÔ2ÓÍ. ÚÁÍ. 8.3. ÎÁ ÓÔÒ. 133



142 §8.ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ8.6.1. çÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ Gr(k; n). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ k-ÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á kn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÏÍ Gr(k; n).åÓÌÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ∈ Gr(k; n) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï EI = span(ei1 ; ei2 ; : : : ; eik) ×ÄÏÌØ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ-ÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á EJ , ÔÏ É ×ÓÅ ÂÌÉÚËÉÅ1 Ë U �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁU ′ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÕÔ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÔØÓÑ ÎÁ EI ×ÄÏÌØ EJ . óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌ. 8.8×ÓÅ ÔÁËÉÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ′ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÒÁÚÍÅÒÁ k × n, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ × r ÓÔÏÌÂ�ÁÈ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÉÚ I ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ �ÏÄÍÁ-ÔÒÉ�Õ ÒÁÚÍÅÒÁ k × k. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÍÁÔÒÉ� ÏÂÒÁÚÕÅÔ k(n− k)-ÍÅÒÎÏÅÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × Matk×n (ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á ÍÁÔÒÉ� Ó ÎÕÌÑÍÉ × ÓÔÏÌÂ�ÁÈ I É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ × ÏÓÔÁÌØÎÙÈk(n− k) ËÌÅÔËÁÈ).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ Gr(k; n) ��ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ� (nk) ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k(n − k) × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊÓ×ÏÅÊ ÔÏÞËÉ ÏÎ ×ÙÇÌÑÄÉÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ËÁË ÔÁËÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. üÔÉÁÆÆÉÎÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ ÎÁGr(k; n). ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ÏÂÙÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆ-ÎÏ Ó�ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ k-ÍÅÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× EI ,ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÁÒÔÙ ÉÍÅÀÔ ÂÏÌØÛÉÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ2.éÚ ÓÌ. 8.9 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ Gr(k; n) ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ × ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÅÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× SI ⊂ Gr(k; n), ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÔÉ�Á I, ÇÄÅ I �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ×ÓÅ×ÏÚ-ÍÏÖÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÉÚ k ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÎÏÍÅÒÏ×1 6 i1 < i2 < · · · < ik 6 n : (8-21)ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á SI ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÌÅÔËÁÍÉ ûÕÂÅÒÔÁ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï U ⊂ Q5, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÅ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÍÁÔÒÉ�Ù (8-13), ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ËÌÅÔËÅ ÓÉÎÄÅËÓÏÍ I = (1; 2; 5) .÷ÍÅÓÔÏ ÎÁÂÏÒÏ× I ÉÚ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÎÏÍÅÒÏ× (8-21) ÄÌÑ ÉÎÄÅËÓÉÒÏ×ÁÎÉÑ ËÌÅ-ÔÏË ûÕÂÅÒÔÁ ÞÁÝÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ �, �ÏÌÁÇÁÑ i� − � = �k+1−�,ÔÁË ÞÔÏ ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ i1; i2; : : : ; ik �ÅÒÅ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑËÁË �k + 1; �k−1 + 2; �k−2 + 3; : : : ; �1 + k . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÂÏÒÙ (8-21) ÏËÁÚÙ×Á-ÀÔÓÑ × ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ àÎÇÁ � = (�1; �2; : : : ; �k) ,ÌÅÖÁÝÉÍÉ × �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ k × (n − k) , Ô. Å. ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ(n− k) > �1 > �2 > · · · > �k > 0 .1× ÌÀÂÏÍ ÒÁÚÕÍÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ | ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÍÁÌÙÍ ÛÅ×ÅÌÅÎÉÅÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÅÓÌÉ ÄÅÌÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ R; × §10 ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ �ÂÌÉÚÏÓÔØ� × ÄÁÎ-ÎÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ, ×ÍÅÓÔÅ Ó U , ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÏÍÕ ÏÔËÒÙÔÏ-ÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÁÔÒÉ�, ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍÕ Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÊÓÉÓÔÅÍÙ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (ÓÒ. Ó ÚÁÍ. 8.4. ÎÁ ÓÔÒ. 1382ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅÈ (nk) ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ËÁÒÔ ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÁÒÔÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅÍ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÓÉÓÔÅÍÙ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É �ÏÜÔÏÍÕ ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÏ × ÇÒÁÓ-ÓÍÁÎÉÁÎÅ



8.6.òÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ 143�ÁË, ËÌÅÔËÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ Gr(3; 5), ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, �ÏÒÏÖÄ£Î-ÎÏÅ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÍÁÔÒÉ�Ù (8-13), É ÉÍÅÀÝÅÊ ÉÎÄÅËÓ I = (1; 2; 5) , ÏÔ×ÅÞÁÅÔ� = (2; 0; 0) =üÔÁ ËÌÅÔËÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÈ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÍÁÔÒÉ� ×ÉÄÁ


1 0 ∗ ∗ 00 1 ∗ ∗ 00 0 0 0 1É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 4-ÍÅÒÎÙÍ ÁÆÆÉÎÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÁÔÒÉ�. åÝ£ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÌÅÔÏË ûÕÂÅÒÔÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ Gr(3; 5) É ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÙÈ ÍÁÔÒÉ�, ÉÚËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÉ ÓÏÓÔÏÑÔ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ÔÁÂÌÉ�Å (8-22).îÅËÏÔÏÒÙÅ ËÌÅÔËÉ ûÕÂÅÒÔÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ Gr(3; 5)ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ � ×ÉÄ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù dimS�(0; 0; 0) = ∅



1 0 0 ∗ ∗0 1 0 ∗ ∗0 0 1 ∗ ∗


 6(1; 0; 0) = 


1 0 ∗ 0 ∗0 1 ∗ 0 ∗0 0 0 1 ∗


 5(1; 1; 0) = 


1 ∗ 0 0 ∗0 0 1 0 ∗0 0 0 1 ∗


 4(2; 1; 0) = 


1 ∗ 0 ∗ 00 0 1 ∗ 00 0 0 0 1 3(2; 1; 1) = 


0 1 0 ∗ 00 0 1 ∗ 00 0 0 0 1 2(2; 2; 1) = 


0 1 ∗ 0 00 0 0 1 00 0 0 0 1 1(2; 2; 2) = 


0 0 1 0 00 0 0 1 00 0 0 0 1 0

(8-22)

ëÁÖÄÁÑ ËÌÅÔËÁ S� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÁ-ÔÒÉ� É ÓÏÇÌÁÓÎÏ Õ�Ò. 8.15 ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ k(n−k)−|�| (ÇÄÅ |�|, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ,ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÌÅÔÏË × ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ �).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÜÔÏ ÄÁ£Ô ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
(nk)q = qk(n−k)∑� q−|�| (8-23)



144 úÁÄÁÞÉ Ë §8(ÓÕÍÍÁ �Ï ×ÓÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ, ÌÅÖÁÝÉÍ × �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ k × (n− k)), ÇÄÅ
(nk)q def= |Gr(k; n)| = qn(qn − q) · · · (qn − qk−1)qk(qk − q) · · · (qk − qk−1) == qn−k · (qn−1 − 1)(qn−2 − 1) · · · (qn−k+1 − 1)(qk−1 − 1)(qk−2 − 1) · · · (q − 1) (8-24)ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï k-ÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×1 × Fnq (ÓÒ.  ÚÁÄ. 7.12). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,�ÒÅÄÅÌ ÄÒÏÂÉ (8-24) �ÒÉ q → 1 ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÕ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (8-23),Ô. Å. ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÍÕ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÕ (nk).úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §8úÁÄÁÞÁ 8.1. äÏ�ÉÛÉÔÅ × ÔÁÂÌÉ�Õ (8-22) ×ÓÅ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÅ ÓÔÒÏËÉ É ÓÏÓÔÁ×ØÔÅ ÁÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÕÀ ÔÁÂÌÉ�Õ ÄÌÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ Gr(2; 4).úÁÄÁÞÁ 8.2. óÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ. ÷ÅÒÎÏÌÉ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ?úÁÄÁÞÁ 8.3. õËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÍÁÔÒÉ�



−2 −1 −7 5 −4
−1 4 1 −2 1
−1 −2 −5 4 −31 −1 2 −1 1  



2 −1 0 −1 0
−2 −2 1 2 0
−7 −1 2 2 −24 0 −1 −1 1  



1 3 −6 2 −57 −2 3 −2 0
−1 0 −2 1 −2
−4 0 −1 1 0 ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ É ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ Á) × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÓÔÏÌÂ�Ï×Â) × ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÓÔÒÏË×) × ÆÁËÔÏÒÅ Q5 �Ï ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÓÔÒÏËÇ) × ÆÁËÔÏÒÅ Q4 �Ï ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÓÔÏÌÂ�Ï×Ä) × Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ë ÆÁËÔÏÒÕ Q5 �Ï ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÓÔÒÏË.úÁÄÁÞÁ 8.4. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ É ÂÁÚÉÓ × ÓÕÍÍÅ É × �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ �ÁÒ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × Q4:Á) ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ×ÅËÔÏÒÏ× (1; 1; 1; 1), (1;−1; 1;−1), (1; 3; 1; 3) , É ÌÉÎÅÊÎÁÑÏÂÏÌÏÞËÁ ×ÅËÔÏÒÏ× (1; 2; 0; 2), (1; 2; 1; 2), (3; 1; 3; 1)Â) ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ×ÅËÔÏÒÏ× (1; 1; 0; 0), (0; 1; 1; 0), (0; 0; 1; 1) , É �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉx1 + x3 = 2x2 + x3 + x4 = x1 + 2x2 + x3 + 2x4 = 0×) �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ x1 + x2 = x2 + x3 = x3 + x4 = 0 , É�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ x1+2x2+2x4 = x1+2x2+x3+2x4 =3x1 + x2 + 3x3 + x4 = 0.1× ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ ÓÒÅÄÎÅÊ ÄÒÏÂÉ ÓÔÏÑÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ-×ÉÓÉÍÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ k ×ÅËÔÏÒÏ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, × n-ÍÅÒÎÏÍ É k-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÎÁÄ

Fq



úÁÄÁÞÉ Ë §8 145úÁÄÁÞÁ 8.5. ÷ÙÑÓÎÉÔÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ �ÁÒ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ×
Q4, É ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ÎÁÊÄÉÔÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ×ÅËÔÏÒÏ× Q4 ÎÁ �ÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ×ÄÏÌØ ×ÔÏÒÏÇÏ.Á) ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ×ÅËÔÏÒÏ× (−11; 8;−1; 2), (−6; 5; 2; 3), (−3; 2;−1; 0) É ÌÉ-ÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ×ÅËÔÏÒÏ× (−8; 4; 12;−4), (−6;−5;−9; 1), (−2;−3;−6; 1)Â) ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ×ÅËÔÏÒÏ× (30; 5;−9; 1), (2; 8; 4;−3), (−6;−4; 0; 1) É �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ





2x1 + 3x2 − 4x3 + x4 = 0
−x1 − 2x2 + 3x3 − x4 = 0

−x2 + 2x3 − x4 = 0×) �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ




−3x1 − 10x2 + 20x3 − 6x4 = 0
−15x1 + 4x2 + 19x3 − 3x4 = 06x1 − 10x3 + 2x4 = 0 É 




6x1 − 7x2 − 3x3 − 2x4 = 0
−7x1 − x2 + 6x3 − x4 = 05x1 − 4x2 − 3x3 − x4 = 0úÁÄÁÞÁ 8.6. �Å ÖÅ ×Ï�ÒÏÓÙ �ÒÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÚÁÄÁÎÎÏÅ × Qn ÏÄÎÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍx1 + x2 + · · · + xn = 0 , É �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊx1 = x2 = · · · = xn :úÁÄÁÞÁ 8.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Õ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ > n + 2×ÅËÔÏÒÏ× ÅÓÔØ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ Ó ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÏ×.úÁÄÁÞÁ 8.8. îÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎ �Ï ÌÉÎÉÑÍ ÓÅÔËÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË, É ×Ï×ÓÅ ËÌÅÔËÉ, ÇÒÁÎÉÞÁÝÉÅ Ó ×ÎÅÛÎÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ Ó ËÏÎÔÕÒÏÍ ÜÔÏÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ,ÎÁ�ÉÓÁÎÙ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÞÉÓÌÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁ×ÎÑÌÏÓØ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÁÒÉÆ-ÍÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÞÅÔÙÒÅÈ ÓÏÓÅÄÅÊ1.úÁÄÁÞÁ 8.9. îÁ ÒÅÂÒÁÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ b1; b2; : : : ; b6. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈÎÁ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÅÝ£ 4 ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÇÒÁÎÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍÉÚ Ò£ÂÅÒ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ ÞÉÓÅÌ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ ÎÁ Ä×ÕÈ �ÒÉÍÙËÁÀÝÉÈ ËÜÔÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÇÒÁÎÑÈ? ï�ÉÛÉÔÅ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ b1; b2; : : : ; b6,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞÁ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ.úÁÄÁÞÁ 8.10. îÁ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ËÕÂÁ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ b1; b2; : : : ; b8. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈÎÁ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÅÝ£ 6 ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÇÒÁÎÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÏ × ËÁÖÄÏÊÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ ÞÉÓÅÌ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ ÎÁ ÔÒ£È ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ × ÜÔÏÊ×ÅÒÛÉÎÅ ÇÒÁÎÑÈ? ï�ÉÛÉÔÅ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ b1; b2; : : : ; b8, ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞÁ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ.1ÉÚ ËÌÅÔÏË, ÉÍÅÀÝÉÈ Ó ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÏÂÝÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ



146 úÁÄÁÞÉ Ë §8úÁÄÁÞÁ 8.11. ÷ ÒÁÍËÁÈ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÉÚ n◦ 8.1.2 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚÆ(k)a : f 7→ f (k)(a)ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× k[x℄, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÕÀ ËÁÖÄÏÍÕÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÅÇÏ k-ÔÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ × ÔÏÞËÅ a ∈ k. ëÁËÉÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÒÑÄÁÍ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÜÔÉ ÆÏÒÍÙ �ÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ k[[t℄℄ ∼- k[x℄∗ ÉÚ n◦ 8.1.2? ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÔÉÈ ÆÏÒÍ (ÓÏ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ a ∈ k É �ÅÌÙÍÉ ÎÅÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÙÍÉ k) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ?úÁÄÁÞÁ 8.12. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ rkA = 1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ aij = xiyj ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÞÉÓÅÌ x1; x2; : : : ; xm É y1; y2; : : : ; yn.úÁÄÁÞÁ 8.13. ðÕÓÔØ aij = xi + yj ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ x1; x2; : : : ; xm É y1; y2; : : : ; yn �ÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ rk (aij) 6 2 .úÁÄÁÞÁ 8.14. äÌÑ A1; A2 ∈ Matm×n(k) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V1; V2 ∈ kn É W1;W2 ∈ kmÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÉÈ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÏÓÔØ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒ£È ÕÓÌÏ×ÉÊ:Á) rk (A1 +A2) = rk (A1) + rk (A2) Â) V1 ∩ V2 = 0 ×)W1 ∩W2 = 0úÁÄÁÞÁ 8.15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ ÒÁÎÇÁ r ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅÓÕÍÍÙ r ÍÁÔÒÉ� ÒÁÎÇÁ 1, ÎÏ ÎÅÌØÚÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁÔÁËÉÈ ÍÁÔÒÉ�.úÁÄÁÞÁ 8.16. ðÕÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F : V - W �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ V ×�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï T ⊂ W . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F̃ : V=U - W=T , �ÅÒÅ×Ï-ÄÑÝÉÊ ËÌÁÓÓ v (mod U) × ËÌÁÓÓ F (v) (mod T ) ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£Î É ÌÉÎÅÅÎ.úÁÄÁÞÁ 8.17. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒ£È ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×U ⊂ V ⊂W�ÏÓÔÒÏÊÔÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ V=U × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × W=U É ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔÅÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (W=U)=(V=U) ∼- W=V .úÁÄÁÞÁ 8.18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V �ÒÉ ÌÀÂÏÍ n ∈ N ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÁ) dimker(F k) = dimker(F ) + n∑i=1 dim (imFn ∩ kerF )Â) dim im (F ) = dim im (Fn+1) + n∑i=1 dim (imFn ∩ kerF )úÁÄÁÞÁ 8.19 (ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË). äÉÁÇÒÁÍÍÁ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �Å�ÏÞËÉ ÓÔÒÅÌÏË, ×ÅÄÕ-ÝÉÅ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á × ÄÒÕÇÏÅ, ÉÍÅÀÔ ÒÁ×ÎÙÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ. ÷ ÉÄÕÝÅÍ ÄÁÌÅÅÎÁÂÏÒÅ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÊ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ



úÁÄÁÞÉ Ë §8 147�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× É ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊU  - WV � -�
-×ÅÒÎÙÅ ÄÏËÁÖÉÔÅ, Á ÎÅ×ÅÒÎÙÅ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÎÉÔÅ ËÏÎËÒÅÔÎÙÍÉ ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÒÁÍÉ.Á) �, � Ü�É ⇒  Ü�É Â) �, � ÍÏÎÏ ⇒  ÍÏÎÏ ×)  Ü�É ⇒ � Ü�ÉÇ)  Ü�É ⇒ � Ü�É Ä)  ÍÏÎÏ ⇒ � ÍÏÎÏ Å)  ÍÏÎÏ ⇒ � ÍÏÎÏÖ) ÅÓÌÉ � Ü�É, ÔÏ ( Ü�É ⇐⇒ � Ü�É) Ú) ÅÓÌÉ � Ü�É, ÔÏ ( ÍÏÎÏ ⇐⇒ � ÍÏÎÏ)É) ÅÓÌÉ � Ü�É, ÔÏ ( Ü�É ⇐⇒ � Ü�É) Ë) ÅÓÌÉ � Ü�É, ÔÏ ( ÍÏÎÏ ⇐⇒ � ÍÏÎÏ)Ì) ÅÓÌÉ  ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ � ÍÏÎÏ, Á � Ü�É.úÁÄÁÞÁ 8.20 (ÔÏÞÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ É ËÏÑÄÒÁ). äÉÁÇÒÁÍÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊU ⊂

G- V F-- W (8-25)× ËÏÔÏÒÏÊ F ÓÀÒØÅËÔÉ×ÅÎ, G ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ, É imG = kerF , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊÔÒÏÊËÏÊ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁU∗ ��G∗ V ∗ �F ∗
⊃ W ∗ (8-26)ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÏÊ (�Ï ÜÔÏÊ �ÒÉÞÉÎÅ ÆÁËÔÏÒ �Ï ÏÂÒÁÚÕ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V1 '- V2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÑÄÒÏÍ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ-ÓÑ oker' = V2=im' = (ker'∗)∗).úÁÄÁÞÁ 8.21. îÅ �ÒÉÂÅÇÁÑ Ë ÆÉËÓÁ�ÉÉ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÂÁÚÉÓÏ×, �ÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U , V , W ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙÁ) Hom(U ⊕W;V ) ≃ Hom(U; V )⊕Hom(W;V ) Â) Hom(V;U ⊕W ) ≃Hom(V;U)⊕Hom(V;W )úÁÄÁÞÁ 8.22. ãÅ�ÏÞËÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈÄ×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ '◦ ÜÔÏÊ �Å�ÏÞËÉ ker' = im (Ô. Å. ÑÄÒÏËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Ó ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ0 - V ′ - V - V ′′ - 00 - W ′'′

?
- W'

?
- W ′′'′′

?
- 0 (8-27)Á) ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ '′ É '′′ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ' ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ�ÒÉÍÅÒ, Ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÀÝÉÊ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÎÏ �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÂÉÅËÔÉ×-ÎÏÓÔÉ ' ×Ó£-ÔÁËÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ '′ É ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ '′′.



148 úÁÄÁÞÉ Ë §8úÁÄÁÞÁ 8.23 (ÌÅÍÍÁ Ï �ÑÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÌÉ-ÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊV ′1 - V ′2 - V - V ′′2 - V ′′1W ′1'′1
?

- W ′2'′2
?

- W'? - W ′′2'′′2
?

- W ′′1'′′1
?Ó ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÞÅÔÙÒ£È ÂÏËÏ×ÙÈ ÓÔÒÅÌÏË '′1, '′′1 , '′2, '′′2×ÌÅÞ£Ô ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ', É �ÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒÙ, �ÏËÁÚÙ×Á-ÀÝÉÅ, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÔÏÌØËÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ (ÓÏÏÔ×. ÏÄÎÁ ÔÏÌØËÏ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ)ÞÅÔÙÒ£È ÂÏËÏ×ÙÈ ÓÔÒÅÌÏË ÎÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ (ÓÏÏÔ×. ÓÀÒØÅËÔÉ×-ÎÏÓÔÉ) �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ.úÁÄÁÞÁ 8.24. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ0 - V ′ - V - V ′′ - 00 - W ′ - W'

?
- W ′′'′′

?
- 0Ó ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ É ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÌÉ-ÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V ′ '′

- W ′, ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÅÅ Å£ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍÓÌÅ×Á. äÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ0 - V ′ - V - V ′′ - 00 - W ′'′

?
- W' ?

- W ′′ - 0úÁÄÁÞÁ 8.25 (ÌÅÍÍÁ Ï ÚÍÅÅ). îÁ�ÏÍÎÉÍ (ÓÍ. n◦ 8.5), ÞÔÏ ËÏÑÄÒÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ ' : U - W ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ �Ï ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÕ: oker' = W=im' .ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÄÌÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ (8-27) Ó ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ �ÏÓÔÒÏÊÔÅ ÄÌÉÎÎÕÀ ÔÏÞ-ÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ0 - ker'′ - ker' - ker'′′oker'′ -
� oker' - oker'′′ - 0 :



§9. íÁÔÒÉ�Ù9.1. áÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ. ÷ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï A ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ k (ÉÌÉ k-ÁÌÇÅÂÒÏÊ), ÅÓÌÉ ÎÁ Î£Í ÉÍÅÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑA× A - A ;ÔÁËÁÑ ÞÔÏ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ a ∈ k Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÌÅ×ÏÇÏ É �ÒÁ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ aA v 7→av - A É A v 7→va - A (9-1)ÌÉÎÅÊÎÙ. áÌÇÅÂÒÁ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ(ab) = a(b) ∀ a; b;  ∈ A :áÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉab = ba ∀ a; b ∈ A :áÌÇÅÂÒÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ,Ô. Å. ÔÁËÏÊ e ∈ A, ÞÔÏ ea = ae = a ÄÌÑ ×ÓÅÈ a ∈ A , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÓÅÄÉÎÉ�ÅÊ (Á e ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉ�ÅÊ).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 0 · a = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ a × ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A É ÞÔÏÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ (ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ).ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (9-1) ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÒÉ×ÙÞÎÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË:(�1a1 + �1b1)(�2a2 + �2b2) = �1�2a1a2 + �1�2a1b2 + �1�2b1a2 + �1�2b1b2 ;Á ÔÁËÖÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ× ÁÌÇÅÂÒÅ: (�a)b = �(ab) = a(�b) ∀�∈k É ∀ a; b ∈ A :ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑÁÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× k[x1; x2; : : : ; xn℄ É �ÒÏÞÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ k-ÁÌÇÅÂÒÙ × ÓÍÙ-ÓÌÅ Ï�Ò. 6.3. íÏÄÅÌØÎÙÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ End(V ) ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V .9.1.1. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×. ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑFG : U - WÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ G : U - V É F : V - W ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, �ÏÓËÏÌØËÕFG(�u+ �w) = F (�G(u) + �G(w)) = �FG(u) + �FG(w) ;149



150 §9.íÁÔÒÉ�ÙÉ ÌÉÎÅÊÎÁ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ×ÔÏÒÏÍ:(�1F1 + �2F2)G = �1F1G+ �2F2G É F (�1G1 + �2G2) = �1FG1 + �2FG2 :åÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ End(V ) = Hom(V; V ) ÏÄÎÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , ÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÂÕÄÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×F;G ∈ End(V ), Á ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ IdV ÂÕÄÅÔ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ�Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, End(V ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ Ó ÅÄÉ-ÎÉ�ÅÊ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.2. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÔÁÂÌÉ�Õ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×1 Eij ∈End(kn) É �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ dimV > 2 ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ × End(kn) ÎÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÌÀÂÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×-ÎÁ (ÉÂÏ F (GH) = (FG)H : u 7−→ F (G(H(u))) ×ÓÑËÉÊ ÒÁÚ, ËÏÇÄÁ F (G(H(u)))Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ), ÁÌÇÅÂÒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× End(V ) ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÁ.9.1.2. ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. üÌÅÍÅÎÔ a ÁÌÇÅÂÒÙ A Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ e ∈ A ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ a−1 ∈ A, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ aa−1 = a−1a = e.÷ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A ÜÔÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÏÓÌÁÂÉÔØ ÄÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×Á-ÎÉÑ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÌÅ×ÏÇÏ É �ÒÁ×ÏÇÏ ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë a ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a′; a′′ ∈ A, ÔÁËÉÈ ÞÔÏa′a = aa′′ = e, �ÏÓËÏÌØËÕ × ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÎÉ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÏ×�ÁÄÕÔÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ a′ = a′e = a′(aa′′) = (a′a)a′′ = ea′′ = a′′(ÜÔÏ ÖÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë a ÜÌÅÍÅÎÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ).óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÌ. 1.4 ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ End(V ) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÙ V ∼- V . ïÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V(ÓÍ. n◦ 1.6). üÔÁ ÇÒÕ��Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á VÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ GL(V ) ⊂ End(V ) .9.2. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ�. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚu1; u2; : : : ; un ∈ kn ; v1; v2; : : : ; vs ∈ ks ; w1; w2; : : : ; wm ∈ km (9-2)ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÁÒÕ ÌÉ-ÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× kn B- ks É ks A- km, ÍÁÔÒÉ�Ù ËÏÔÏÒÙÈ × ÂÁÚÉÓÁÈ (9-2)ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÅÍÉ ÖÅ ÂÕË×ÁÍÉ A É B. íÁÔÒÉ�Á P ÉÈ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉP = AB : U - WÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉ� A ÉB (ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÓÔÏÑÔ × ÔÏÍ ÖÅ �ÏÒÑÄËÅ,ÞÔÏ É Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ). �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ÍÁÔÒÉ�(aik) ∈ Matm×s(k) É (bkj) ∈ Mats×n(k)1ÎÁ�ÏÍÎÉÍ (ÓÍ. �ÒÅÄÌ. 7.1), ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Eij : kn - kn �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ej × ei, Á×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ | × ÎÕÌØ



9.2.õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ� 151(×ÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÛÉÒÉÎÁ �ÅÒ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ×ÙÓÏÔÏÊ ×ÔÏÒÏÊ) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁÍÁÔÒÉ�Á-�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (pij) = (aik) · (bkj) ∈ Matm×n(k) , ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÓÔÏÌØËÏÖÅ ÓÔÒÏË, ÓËÏÌØËÏ �ÅÒ×ÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ, É ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÓÔÏÌÂ�Ï×, ÓËÏÌØËÏ ×ÔÏÒÏÊ.üÌÅÍÅÎÔ pij × �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ É j-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÕ �ÒÉ wi × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉAB(uj) = A(∑k vkb�j) =∑k A(vk)bkj =∑i ∑k wiaikbkj ; Ô. Å.pij =∑k aikbkj = ai1b1j + ai2b2j + · · · + aisbsjüÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÍÁÔÒÉ� ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉ-ÒÏ×ÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �Ï-Ó×ÏÅÍÕ�ÏÌÅÚÅÎ �ÒÉ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ.÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ� �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌÏÍ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÑ ÓÔÒÏËÉ ÛÉÒÉÎÙ s ÎÁ ÓÔÏÌÂÅ� ×ÙÓÏÔÙ s:(a1; a2; : : : ; as) ·b1b2...bs

 = a1b1 + a2b2 + · · · + asbs ;É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÉÚ m ÓÔÒÏË ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ B ÉÚ n ÓÔÏÌÂ�Ï× ÔÏÊÖÅ ×ÙÓÏÔÙ, ÞÔÏ ÛÉÒÉÎÁ ÓÔÒÏË × A, | ÜÔÏ ÔÁÂÌÉ�Á ×ÓÅÈ �Ï�ÁÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊÓÔÒÏË A ÎÁ ÓÔÏÌÂ�Ù B : pij = (ai1; ai2; : : : ; ais) ·b1jb2j...bsj


(× �ÏÚÉ�ÉÉ (i; j) ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù ÓÔÏÉÔ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ A ÎÁ j-ÔÙÊÓÔÏÌÂÅ� B).÷ÔÏÒÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÔÁËÏ×Ï: × j-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ AB ÓÔÏÉÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ s ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔÒÉ�Ù A (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ËÁË ×ÅËÔÏÒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ-ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á km), ×ÚÑÔÙÈ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÓÔÏÑÝÉÍÉ × j-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�ÅÍÁÔÒÉ�Ù B. åÓÌÉ, Ë �ÒÉÍÅÒÕ, × ÍÁÔÒÉ�ÅA = (a11 a12 a13a21 a22 a23) (9-3)ÈÏÞÅÔÓÑ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ×ÍÅÓÔÏ ×ÔÏÒÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ÓÕÍÍÕ �ÅÒ×ÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ, Á �ÅÒ×ÙÊ ÉÔÒÅÔÉÊ ÓÔÏÌÂÅ� ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÉÈ ÓÕÍÍÙ ÓÏ ×ÔÏÒÙÍ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-ÎÏ, ÎÁ � É ÎÁ �, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ Ë �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å ÅÝ£ ÏÄÉÎ, ÞÅÔ×£ÒÔÙÊ



152 §9.íÁÔÒÉ�ÙÓÔÏÌÂÅ�, ÒÁ×ÎÙÊ ÓÕÍÍÅ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔÒÉ�Ù A, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÉÈ ÎÏÍÅÒÁ, ÔÏ ÜÔÏÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ A Ó�ÒÁ×Á ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ


1 1 0 1� 0 � 20 1 1 3õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.3. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÏ �ÒÑÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ �Ï �ÅÒ×ÏÍÕ Ó�ÏÓÏÂÕ.�ÒÅÔØÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÔÏÒÏÍÕ É �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÎÏÊÓÌÏ×Á �ÓÔÏÌÂÅ�� ÎÁ ÓÌÏ×Ï �ÓÔÒÏËÁ� ×Ï ×ÔÏÒÏÍ Ï�ÉÓÁÎÉÉ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (AB)t = BtAtõ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.4. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉ� A 7→ At(ÓÍ. n◦ 8.3.2) ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉ� �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ (AB)t = BtAt .á ÉÍÅÎÎÏ, × i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÍÁÔÒÉ�Ù AB ÓÔÏÉÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ s ÓÔÒÏËÍÁÔÒÉ�Ù B (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ËÁË ×ÅËÔÏÒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á kn),×ÚÑÔÙÈ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÓÔÏÑÝÉÍÉ × i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÍÁÔÒÉ�Ù A. îÁ�ÒÉÍÅÒ,ÅÓÌÉ × ÔÏÊ ÖÅ ÍÁÔÒÉ�Å (9-3) ÈÏÞÅÔÓÑ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ×ÔÏÒÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÎÁ ÍÅÓÔÏ �ÅÒ×ÏÊ,Á ×ÍÅÓÔÏ ×ÔÏÒÏÊ ÎÁ�ÉÓÁÔØ Å£ ÓÕÍÍÕ Ó �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ �, ÔÏ ÜÔÏÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÓÌÅ×Á ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ
(0 1� 1)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.5. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÏ �ÒÑÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ �Ï �ÅÒ×ÏÍÕ Ó�ÏÓÏÂÕ.9.2.1. áÌÇÅÂÒÁ ÍÁÔÒÉ�. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÁÉ ÌÉÎÅÊÎÁ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÀ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ� ÔÁËÖÅ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÉ ÌÉÎÅÊÎÏ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÀ, Ô. Å.(FG)H = H(FG) ∀ F ∈ Matm×k ; G ∈ Matk×` ; H ∈ Mat`×n(�1F1 + �1G1)(�2F2 + �2G2) = �1�2F1F2 + �1�2F1G2 + �1�2G1F2 + �1�2G1G2�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Matn(k) def= Matn×n(k) ≃ End(kn) Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈÍÁÔÒÉ� ÒÁÚÍÅÒÁ n× n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÊ k-ÁÌÇÅÂÒÏÊ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊE = 1 0 : : : 00 1 . . . ...... . . . . . . 00 : : : 0 1


(�Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÑÔ ÅÄÉÎÉ�Ù, × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ | ÎÕÌÉ).ðÒÉ n > 2 ÁÌÇÅÂÒÁ Matn(k) ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ. îÁ�ÒÉÍÅÒ,(1 20 3) · (3 04 5) = ( 7 1012 15)(3 04 5) · (1 20 3) = (3 64 23)



9.2.õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ� 1539.2.2. áÎÎÕÌÉÒÕÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. ìÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ � ÌÀÂÏÊ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×-ÎÏÊ k-ÁÌÇÅÂÒÙ A Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑev� : k[t℄ x7→� - A (9-4)ËÏÔÏÒÙÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) = a0xm + a1xm−1 + · · · + am−1x + am × ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ × ÎÅÇÏ x = �f(x) 7−→ Á(�) = a0�m + a1�m−1 + · · ·+ am−1� + am(Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ am × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË am�0 =am · e ∈ A, ÇÄÅ e | ÅÄÉÎÉ�Á ÁÌÇÅÂÒÙ A).åÓÌÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ 9-4 ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔ-ÎÙÍ ÎÁÄ k. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÁÌÇÅÂÒÁA ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ k, �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ � ÌÉÎÅÊÎÏÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.åÓÌÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ 9-4 ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÑÄÒÏ, ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅ-ÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÎÁÄ k. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÑÄÒÏ ker ev� = (��) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ× k[x℄ (ÉÂÏ k[x℄ | ÜÔÏ ËÏÌØ�Ï ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×). ðÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, �Ï-ÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÜÔÏÔ ÉÄÅÁÌ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ � ÉÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ��(x) . éÎÁÞÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ, ÔÁ-ËÏÊ ÞÔÏ ��(�) = 0 . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÉÅ �,ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ.óËÁÚÁÎÎÏÅ �ÒÉÍÅÎÉÍÏ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ë ÁÌÇÅÂÒÁÍ End(V ) É Matn(k). ïÂÅ ÜÔÉÁÌÇÅÂÒÙ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ k (ÅÓÌÉ dimV < ∞),É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÌÀÂÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ É ÌÀÂÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ ÎÁÄ k . åÓÌÉdimV = n, ÔÏ dimEnd(V ) = dimMatn(k) = n2. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ É ÌÀ-ÂÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÔÓÑ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n2 (�Ï-ÓËÏÌØËÕ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× �0; �1; : : : ; �n2 ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍ). ÷ n◦ 11.3.1 ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ,ÞÔÏ ÜÔÁ Ï�ÅÎËÁ ÓÉÌØÎÏ ÚÁ×ÙÛÅÎÁ, É ×ÓÑËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å,ÒÁ×ÎÏ ËÁË É ÌÀÂÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁ n×n, ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ n.îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ 2× 2-ÍÁÔÒÉ�Á F = (a b d) ÉÍÅÅÔF 2 = (a2 + b ab + bda+ d b+ d2) = ( a2 + b b(a+ d)(a+ d) b+ d2 )ÏÔËÕÄÁF 2 − (a+ d) · F = ( a2 + b b(a+ d)(a+ d) b+ d2 )− (a(a+ d) b(a+ d)(a+ d) d(a+ d)) == ((b− ad) 00 (b− ad)) = (b− ad) · E



154 §9.íÁÔÒÉ�Ù�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, F ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀF 2 − (a+ b)F + (ad− b)E = 0 : (9-5)9.2.3. ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù. ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ Matn(k) ÎÁ-ÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ. üÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á kn, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÅ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.çÒÕ��Á ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ GLn(k) ⊂ Matn(k) .äÌÑ ÍÁÔÒÉ� ÒÁÚÍÅÒÁ 2× 2 , ÆÏÒÍÕÌÁ (9-5), ÂÕÄÕÞÉ �ÅÒÅ�ÉÓÁÎÁ ËÁË(ad− b)E = (a+ b)F − F 2 = F ((a+ b)E − F) ;�ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ (ad − b) = 0 ÍÁÔÒÉ�Á F ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÁÞÅ,ÕÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÓÌÅ×Á ÎÁ F−1, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ0 = (a+ b)E − F = (a+ d 00 a+ d)− (a b d) = ( d −b
− a )ÏÔËÕÄÁ F = 0. á �ÒÉ (ad − b) 6= 0 ÔÁ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á FÏÂÒÁÔÉÍÁ, É F−1 = (ad− b)−1((a+ b)E − F), Ô. Å.

(a b d)−1 = (ad− b)−1( a −b
− d ) (9-6)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉ ÏÂÒÁÝÅÎÉÉ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁÚÍÅÒÁ 2 × 2 ÞÉÓÌÁ ÎÁ Å£ ÇÌÁ×ÎÏÊÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ, Á ÞÉÓÌÁ ÎÁ �ÏÂÏÞÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÍÅÎÑÀÔ ÚÎÁË,�ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ×ÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÁÔÒÉ�Ù ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ad − b. þÉÓÌÏ ad − bÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 2× 2-ÍÁÔÒÉ�Ù F É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ detF .9.2.4. ïÂÒÁÝÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ� ÍÅÔÏÄÏÍ çÁÕÓÓÁ. ÷ÙÑÓÎÉÔØ, ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÌÉ ÄÁÎ-ÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á A ∈ Matn(k), É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ Ñ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ A−1, ÍÏÖÎÏ ÕÍÎÏÖÁÑÍÁÔÒÉ�Õ A ÓÌÅ×Á ÎÁ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù Ó ÔÁËÉÍ ÒÁÓÞ£ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ× ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÓÔÒÏË, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÁÔÒÉ�Á A �ÒÉ ÜÔÏÍÂÕÄÅÔ ÉÓ�ÙÔÙ×ÁÔØ, × ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï× �ÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÌÉÂÏ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ÌÉÂÏÍÁÔÒÉ�Á Ó ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ ÉÌÉ ÎÕÌÅ×ÙÍ ÓÔÏÌÂ�ÏÍ.åÓÌÉ �ÏÓÌÅ k �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÓÌÅ×Á ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÍÁÔÒÉ�ÙS1; S2; : : : ; Sk �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á N = SkSk−1 · · ·S2S1A ,ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á A ÔÏÖÅ ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ A−1 �Ï×ÌÅËÌÏ ÂÙ ÚÁÓÏÂÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ N−1 = A−1S−11 S−12 : : : S−1k .åÓÌÉ ÖÅ �ÏÓÌÅ k �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ S1; S2; : : : ; Sk �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�ÁSkSk−1 · · ·S2S1A = E , ÔÏ ÕÍÎÏÖÁÑ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÅ×Á ÎÁ S−11 S−12 : : : S−1k , ÍÙ�ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ A = S−11 S−12 : : : S−1k , ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ AÏÂÒÁÔÉÍÁ, É A−1 = SkSk−1 · · ·S2S1E �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ Ë ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁ-ÔÒÉ�Å E ÒÏ×ÎÏ ÔÏÊ ÖÅ �Å�ÏÞËÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÚ×ÏÌÉÌÁ �ÏÌÕÞÉÔØÉÚ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÍÁÔÒÉ�Õ E.



9.2.õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ� 155�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Ù×ÁÔØ n× 2n-ÍÁÔÒÉ�ÕA E(�ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ �ÒÏÓÔÙÍ �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉ�Ù E Ó�ÒÁ×Á Ë ÍÁÔÒÉ�Å A), ÔÏ,�ÏÌÕÞÉ× × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ ×ÉÄÁ E B , ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ A−1 = B, Á�ÒÉÄÑ Ë ÍÁÔÒÉ�Å N C , × ËÏÔÏÒÏÊ N ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÁ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏÍÁÔÒÉ�Á A ÔÏÖÅ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÁ.ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù 2× 2 ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ, �ÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÎÁ ËÁ-ÖÄÏÍ ÛÁÇÕ ÉÚÍÅÎÑÔØ ÔÏÌØËÏ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ Ä×Å ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù A, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÅ ÓÔÒÏËÉ ÏÓÔÁ×ÌÑÔØ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ �ÁÒÙ ÓÔÒÏË %1 É %2 ÓÌÅ×Á ÎÁÏÂÒÁÔÉÍÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ S = (a b d) �ÒÉ×ÅÄ£Ô Ë ÚÁÍÅÎÅ ÜÔÉÈ ÓÔÒÏË ÎÁ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÅËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ (%1%2) 7−→ (a b d)(%1%2) = (a%1 + b%2%1 + d%2) :ðÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ ad − b ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, Ô. Å. ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÈ Ä×ÕÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÎÅ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ.óÏÇÌÁÓÎÏ ×ÔÏÒÏÍÕ Ï�ÉÓÁÎÉÀ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�, ÞÔÏÂÙ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÎÁ-�ÉÓÁÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Ó i-ÔÏÊ É j-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A E ÍÙ ÄÏÌÖÎÙÕÍÎÏÖÉÔØ Å£ ÓÌÅ×Á ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ S ′, ÔÏÊ ÖÅ ×ÙÓÏÔÙ, ÞÔÏ É A, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ 2× 2-�ÏÄÍÁÔÒÉ�Õ S × �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ i-ÔÏÊ É j-ÔÏÊ ÓÔÒÏË Ó i-ÔÙÍ É j-ÔÙÍ ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉÉ ÉÍÅÀÝÕÀ s′kk = 1 �ÒÉ k 6= i; j É ÎÕÌÉ × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ.ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÍÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ, Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ × n◦ 8.5, �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÕËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÜÔÕ ÓÈÅÍÕ: ÔÒÉ ÔÉ�Á ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉ�Ù A ÉÚ n◦ 8.5ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÓÔÒÏË ÓÌÅ×Á ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ 2× 2 ÍÁÔÒÉ�ÙS ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÔÒ£È ÔÉ�Ï×:1) S = (1 0� 1)  S−1 = ( 1 0
−� 1) ÉÌÉ S = (1 �0 1)  S−1 = (1 −�0 1 ) ;2) S = (0 11 0)  S−1 = S ;3) S = (� 00 �)  S−1 = (�−1 00 �−1), ÇÄÅ �; � ∈ k ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.1ðÒÉ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù A E Ë ÓÔÒÏÇÏÍÕ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÍÕ ×ÉÄÕ ÍÅÔÏÄÏÍ çÁÕÓÓÁ �Ï-Ú×ÏÌÑÅÔ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× ÌÉÂÏ ÎÁÊÔÉ A−1, ÌÉÂÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ A ÎÅ-ÏÂÒÁÔÉÍÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÔÏÇÏ×ÁÑ ÓÔÒÏÇÁÑ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ×ÌÅ×ÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÅ ÌÉÂÏ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ E, ÌÉÂÏ ÍÁÔÒÉ�Õ Ó ÎÕÌÅ×ÏÊ ÎÉÖÎÅÊ



156 §9.íÁÔÒÉ�ÙÓÔÒÏËÏÊ. íÁÔÒÉ�Á Ó ÎÕÌÅ×ÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÏÊ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÒÁÚ ÏÔ-×ÅÞÁÀÝÅÇÏ ÅÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ. �÷ÙÑÓÎÉÍ, Ë �ÒÉÍÅÒÕ, ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÌÉ ÍÁÔÒÉ�ÁA =  6 3 −2 11 4 1 11 1 3 −1
−1 0 −2 1äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÒÉ�ÉÛÅÍ Ë ÎÅÊ Ó�ÒÁ×Á ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ É �ÒÉÍÅÎÉÍ ÍÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ




6 3 −2 1 1 0 0 01 4 1 1 0 1 0 01 1 3 −1 0 0 1 0
−1 0 −2 1 0 0 0 1ÍÅÎÑÅÍ ÚÎÁË ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ, �ÏÔÏÍ ÍÅÎÑÅÍ Å£ ÍÅÓÔÁÍÉ Ó ×ÅÒÈÎÅÊ




1 0 2 −1 0 0 0 −11 4 1 1 0 1 0 01 1 3 −1 0 0 1 06 3 −2 1 1 0 0 0ÚÁÎÕÌÑÅÍ �ÅÒ×ÙÊ ÓÔÏÌÂÅ� �ÏÄ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ, ÏÔÎÉÍÁÑ ÉÚ ×ÓÅÈ ÓÔÒÏË ÎÁÄÌÅÖÁ-ÝÉÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ



1 0 2 −1 0 0 0 −10 4 −1 2 0 1 0 10 1 1 0 0 0 1 10 3 −14 7 1 0 0 6ÍÅÎÑÅÍ ×ÔÏÒÕÀ É ÔÒÅÔØÀ ÓÔÒÏËÉ ÍÅÓÔÁÍÉ É ÚÁÎÕÌÑÅÍ ÎÉÖÎÉÅ Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ×ÔÏÒÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á 


1 0 2 −1 0 0 0 −10 1 1 0 0 0 1 10 0 −5 2 0 1 −4 −30 0 −17 7 1 0 −3 3 (9-7)�Å�ÅÒØ, ÞÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Ó ÄÒÏÂÑÍÉ, ÏÔËÌÏÎÉÍÓÑ ÏÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏÍÅÔÏÄÁ çÁÕÓÓÁ É ÕÍÎÏÖÉÍ ÎÉÖÎÉÅ Ä×Å ÓÔÒÏËÉ ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ1
(
−5 2
−17 7)−1 = ( 7 −217 −5)1ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ×ÓÅÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÌÅ×Á ÎÁ 1 0 0 00 1 0 00 0 7 −20 0 17 −5



9.2.õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ� 157ðÏÌÕÞÉÍ 


1 0 2 −1 0 0 0 −10 1 1 0 0 0 1 10 0 1 0 2 −7 22 270 0 0 1 5 −17 53 66ïÓÔÁ£ÔÓÑ ×ÙÞÅÓÔØ ÉÚ 2-Ê ÓÔÒÏËÉ 3-À, Á ÉÚ 1-Ê | 4-À É ÕÄ×ÏÅÎÎÕÀ 3-À



1 0 0 0 1 −3 9 110 1 0 0 −2 7 −21 −260 0 1 0 2 −7 22 270 0 0 1 5 −17 53 66éÔÁË, A ÏÂÒÁÔÉÍÁ É A−1 =  1 −3 9 11
−2 7 −21 −262 −7 22 275 −17 53 669.2.5. ðÒÉÍÅÒ: ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. óÉÓÔÅÍÁ ÉÚ n(ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ) ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó n ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ





a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2a31x1 + a32x2 + · · · + a3nxn = b3
· · · · · · · · · · · · · · ·an1x1 + an2x2 + · · · + annxn = bn× ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ Ó×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÄÏ ÏÄÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑAx = bÇÄÅ A = (aij) ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×, Á x É b ÓÕÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù-ÓÔÏÌÂ�ÙÒÁÚÍÅÒÏ× n× 1, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÓÏÂÏÀ ÓÔÏÌÂÅ� �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÓÔÏÌÂÅ� �ÒÁ×ÙÈÞÁÓÔÅÊ. åÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á A ÏÂÒÁÔÉÍÁ, ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊx = A−1b�ÒÉÞ£Í ×ÍÅÓÔÏ �ÏÉÓËÁ A−1 = SkSk−1 · · ·S2S1 ÍÅÔÏÄÏÍ çÁÕÓÓÁ, ÍÏÖÎÏ ÉÓËÁÔØÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ: �ÏÓËÏÌØËÕ A−1b = SkSk−1 · · ·S2S1b �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ�ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ Ë ÓÔÏÌÂ�Õ b ÔÏÊ ÖÅ �Å�ÏÞËÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÞÔÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ ÏÔ A ËE, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á× �Ï çÁÕÓÓÕ n×(n+1)-ÍÁÔÒÉ�Õ A b Ë ×ÉÄÕ E s , ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ× �ÒÁ×ÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÒÅÛÅÎÉÅ s. ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÉÓËÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÎÏÇÉÈÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A É ÍÅÎÑÀÝÉÍÉÓÑ �ÒÁ×ÙÍÉ ÞÁÓÔÑÍÉ, ÔÏÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ×ÙÇÏÄÎÅÅ ×Ó£-ÔÁËÉ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ A−1, Á �ÏÔÏÍ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÒÅÛÅÎÉÑÕÍÎÏÖÁÑ �ÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ A−1 .



158 §9.íÁÔÒÉ�Ù9.3. íÁÔÒÉ�Ù �ÅÒÅÈÏÄÁ. ðÕÓÔØ ÎÅËÉÊ ×ÅËÔÏÒ v ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚËÁËÉÅ-ÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ wiv = m∑i=1 xiwi = w1x1 + w2x2 + · · · + wmxm : (9-8)ïÒÇÁÎÉÚÕÅÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ xi ∈ k × ÍÁÔÒÉ�Õ-ÓÔÏÌÂÅ� ÒÁÚÍÅÒÁ m× 1x = x1x2...xm

 (9-9)Á ×ÅËÔÏÒÙ wi | × ÍÁÔÒÉ�Õ-ÓÔÒÏËÕ w = (w1; w2; : : : ; wm) ÒÁÚÍÅÒÁ 1× n Ó ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁÍÉ wi ∈ V . �ÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ (9-8) Ó×ÅÒÎ£ÔÓÑ × ÍÁÔÒÉÞÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïv = wx ;× ËÏÔÏÒÏÍ v ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁ 1 × 1 Ó ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÉÚ V .�ÁËÁÑ ÍÁÔÒÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Õ�ÒÏÓÔÉÔØ ÍÎÏÇÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ ÓÌÉÎÅÊÎÙÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ ÏÄÎÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÉÅ.ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÚÁÄÁÎÙ Ä×Á ÎÁÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ×u = (u1; u2; : : : ; un) ; w = (w1; w2; : : : ; wm)É �ÕÓÔØ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× uj ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÅÎ ÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏÒÙ wiuj = m∑�=1 �jw� = w1 · 1j + w2 · 2j + · · · + wm · mj :üÔÉ n ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÓÏËÒÁÝ£ÎÎÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊu = w · Cwu ;× ËÏÔÏÒÏÊ u = (u1; u2; : : : ; un) , w = (w1; w2; : : : ; wm) , Á ÍÁÔÒÉ�ÁCwu = (ij) =  11 12 : : : 1n21 22 : : : 2n... ... ... ...m1 m2 : : : mn


 (9-10)�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ × ÍÁÔÒÉ�Õ u ×ÍÅÓÔÏ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× uj ÓÔÏÌÂ�ÁËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏÒÙ wi.íÁÔÒÉ�Á (9-10) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ×ÅËÔÏÒÏ× u Ë ×ÅËÔÏÒÁÍw. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÏÌÂÅ� (9-9) ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ



9.3.íÁÔÒÉ�Ù �ÅÒÅÈÏÄÁ 159v ÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏÒÙ uj Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÅÒÅÈÏÄÁ: x = Cuv.îÁÚ×ÁÎÉÅ �ÍÁÔÒÉ�Á �ÅÒÅÈÏÄÁ� ×ÙÚ×ÁÎÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ Cuw �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÅÒÅÈÏÄÉÔØ ÏÔÌÉÎÅÊÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ ×ÅËÔÏÒÏ× v ∈ V ÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏÒÙ uj Ë ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ×ÙÒÁ-ÖÅÎÉÑÍ ÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏÒÙ wi : v = uCuv ⇒ v = wCwuCuv , Ô. Å.CwuCuv = Cwv : (9-11)éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ×ÅËÔÏÒÏ× u Ë ×ÅËÔÏÒÁÍ wÉ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ×ÅËÔÏÒÏ× v Ë ×ÅËÔÏÒÁÍ u Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ �ÅÒÅÈÏÄÁÏÔ ×ÅËÔÏÒÏ× v Ë ×ÅËÔÏÒÁÍ w.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.1. åÓÌÉ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× w = (w1; w2; : : : ; wm) ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍ,ÔÏ ËÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ v ÉÚ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÌÉ-ÎÅÊÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ1 ÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏÒÙ wj. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ Cwv ÎÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ× ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù Cwv Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �Ï ×ÅËÔÏÒÁÍ w É v ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (9-11) ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÑËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ Cwu É Cuv ×ÅËÔÏÒÏ× u ÞÅÒÅÚ v É ×ÅËÔÏÒÏ×v ÞÅÒÅÚ w, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄßÑ×ÉÔØ Ñ×ÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ Cwv ×ÅËÔÏÒÏ× uÞÅÒÅÚ w �ÅÒÅÍÎÏÖÉ× ÍÁÔÒÉ�Ù Cwu É Cuv.åÓÌÉ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× e = (e1; e2; : : : ; en) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ, ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á �Å-ÒÅÈÏÄÁ Cew, ×ÙÒÁÖÁÀÝÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× w = (w1; w2; : : : ; wm)ÞÅÒÅÚ ÂÁÚÉÓ e, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï e É w, É Ä×Á ÎÁÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ× u É wÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÅÒÅÈÏÄÁ Ceu = CewÏÔ ÎÉÈ Ë ÂÁÚÉÓÕ e.ìÅÍÍÁ 9.1ðÕÓÔØ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× e = (v1; v2; : : : ; vn) ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . äÌÑÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× u = vCvu ÔÏÖÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÌ ÂÁÚÉÓ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÉÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÍÁÔÒÉ�Á Cvu ÂÙÌÁ ÏÂÒÁÔÉÍÁ, É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ C−1vu = Cuv .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ u ÂÁÚÉÓ, ÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ e ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ u É�Ï (9-11) ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Cee = CeuCue É Cuu = CueCeu. �ÁË ËÁË ËÁÖÄÙÊÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ, É ÂÁÚÉÓ) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚÂÁÚÉÓ, Cee = Cuu = E, ÏÔËÕÄÁ CueCeu = CueCeu = E . îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ u ÎÅÂÁÚÉÓ, ÔÏ ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ×, É u� = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �. �ÏÇÄÁ eCeu� = 0, ÏÔËÕÄÁ Ceu� = 0. �ÁËÏÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ Ó ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ Ceu É ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ �, �ÏÓËÏÌØËÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÓÌÅ×Á ÎÁ C−1eu ÄÁ£Ô � = 0. �9.3.1. ðÒÉÍÅÒ: ÚÁÍÅÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÒÉ ÓÍÅÎÅ ÂÁÚÉÓÁ. ðÕÓÔØ ÎÅËÉÊ ÎÁÂÏÒ×ÅËÔÏÒÏ× w = (w1; w2; : : : ; wm) ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÂÁÚÉÓ e = (e1; e2; : : : ; en) ËÁË1ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × n◦ 8.4.2 ÜÔÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÀ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÅÊ U ⊂ km ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ wj



160 §9.íÁÔÒÉ�Ùw = eCew. åÓÌÉ v = eCev | ÄÒÕÇÏÊ ÂÁÚÉÓ, ÔÏ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ w = vCvw ×ÅËÔÏÒÏ×w ÞÅÒÅÚ ÂÁÚÉÓ v ÍÁÔÒÉ�Á Cvw = CveCew = C−1ev Cvw :÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÓÔÏÌÂÅ� ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ w × ÂÁÚÉÓÅ v �ÏÌÕÞÁ-ÀÔÓÑ ÉÚ ÓÔÏÌÂ�Á ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ÂÁÚÉÓÅ e ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÓÌÅ×Á ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ C−1ev ,ÏÂÒÁÔÎÕÀ Ë ÍÁÔÒÉ�Å ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×ÅËÔÏÒÏ× ÂÁÚÉÓÁ v × ÂÁÚÉÓÅ e.9.3.2. ðÒÉÍÅÒ: ÚÁÍÅÎÁ ÍÁÔÒÉ�Ù Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �ÒÉ ÓÍÅÎÅ ÂÁÚÉÓÁ. äÌÑ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F : U - W É ÓÔÒÏËÉ ×ÅËÔÏÒÏ×v = (v1; v2; : : : ; vr)ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ F (v) ÓÔÒÏËÕ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÁÈF (v) def= (F (v1); F (v2); : : : ; F (vr)) :÷ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù M ∈ Matr×s(k)×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï F (vM) = F (v)M .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.6. õÂÅÄÉÔÅÓØ × ÜÔÏÍ.÷ ÔÁËÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÍÁÔÒÉ�Á Fwu Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F , ÚÁ�ÉÓÁÎÎÁÑ × ÂÁÚÉÓÁÈ uÉ w �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U É W , ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ1 F (u) = wFwu.ðÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÄÒÕÇÉÍ ÂÁÚÉÓÁÍ ũ = uCueu É w̃ = wCw ew ÏÎÁ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕF
eweu = C−1w ewFwuCueu : (9-12)ÉÂÏ F (ũ) = F (uCueu) = F (u)Cueu = wFwuCueu = w̃ C

ewwFwuCueu = w̃ C−1
ewwFwuCueu .÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ F : V - V ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊFe = Fee , j-ÔÙÊ ÓÔÏÌÂÅ� ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ ÓÔÏÌÂÅ� ËÏÏÒÄÉÎÁÔ F (ej) ×ÔÏÍ ÖÅ ÓÁÍÏÍÂÁÚÉÓÅ e, ÔÏ �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÉÓÁ e ÎÁ ÂÁÚÉÓ u = eCeu ÍÁÔÒÉ�Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F × ÎÏ×ÏÍÂÁÚÉÓÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ Fu = ó−1eu FeCeu : (9-13)9.4. îÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ËÏÌØ�Á. áÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á R Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑR×R - RÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÌØ�ÏÍ, ÅÓÌÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏ, Ô. Å.f(gh) = (fg)h ∀ f; g; h ∈ R ;É Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏ, Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ f; g; h ∈ Rf(g + h) = fg + fh É (f + g)h = fh+ gh :1ÎÁ�ÏÍÎÉÍ (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (7-15) ÎÁ ÓÔÒ. 113), ÞÔÏ j-ÔÙÊ ÓÔÏÌÂÅ� ÍÁÔÒÉ�Ù Fwu ÅÓÔØ ÓÔÏÌÂÅ�ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×ÅËÔÏÒÁ F (uj) �Ï ÂÁÚÉÓÕ w



9.4.îÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ËÏÌØ�Á 161åÓÌÉ × ËÏÌØ�Å R ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ e, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ef = fe = f ÄÌÑ ×ÓÅÈ f ∈ R,ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉ�ÅÊ É ËÏÌØ�Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÌØ�ÏÍ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 0 · f = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ f × ÌÀÂÏÍ ËÏÌØ�Å R É ÞÔÏÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ (ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ).÷ÓÑËÁÑ (ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ) ÁÌÇÅÂÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ (ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-ÎÙÍ) ËÏÌØ�ÏÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÁÌÇÅÂÒÁ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ×ÅËÔÏÒÎÏ-ÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÁÔÒÉ� Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ �ÏÌÑ ÄÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ �ÒÉÍÅÒÙÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ËÏÌÅ�. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ.9.4.1. íÁÔÒÉ�Ù ÎÁÄ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ. ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉ-�Ù ÒÁÚÍÅÒÁ n × n Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á R ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÌØ�ÏMatn(R), ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÔÅÍÉ ÖÅ �ÒÁ×ÉÌÁÍÉ, ÞÔÏÉ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ� Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ �ÏÌÑ: ÓÕÍÍÁ S = F +G É �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ P = FG ÍÁÔÒÉ� F = (fij) É G = (gij) ÉÍÅÀÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÁÔÒÉÞÎÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× sij = fij + gij É pij =∑� fi�g�jõ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.8. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ Ó×ÏÊÓÔ× ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ÄÉÓÔÒÉÂÕ-ÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ� Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.2. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ × ÎÅËÏÍ-ÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍ ËÏÌØ�Å ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Ó ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈÌÅÖÁÔ × �ÏÌÅ, Ä×ÕÍÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ: ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÑÈ ÎÅÌØÚÑ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÔØ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ (�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ)É ÎÅ ÎÁ ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÉÔØ (�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÅ ×ÓÅÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØ�Á ÏÂÒÁÔÉÍÙ).îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÆÏÒÍÕÌÁ (9-5) �ÅÒÅÓÔÁ£Ô ÂÙÔØ ×ÅÒÎÏÊ ÎÁÄ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍËÏÌØ�ÏÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ Å£ ×Ù×ÏÄÅ ÍÙ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÌÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ËÏÇÄÁ ×Ù-ÄÅÌÉÌÉ ÎÁ �ÏÂÏÞÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÍÁÔÒÉ�Ù F 2 ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ (a + d) | ÎÁÄÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ ÜÔÏÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ×ÙÎÏÓÉÔÓÑ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ËÒÉÔÅÒÉÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁÚÍÅÒÁ 2×2 É ÆÏÒÍÕÌÁ (9-6)ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÁÄ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ×ÅÒ-ÎÙ, Á ÎÁÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÍÓÑ �ÏÌÅÍ, ÎÕÖÄÁÀÔÓÑ × ÕÔÏÞ-ÎÅÎÉÉ: 2 × 2-ÍÁÔÒÉ�Á ÎÁÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Å£ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ detF ÏÂÒÁÔÉÍ, É ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÔÁË, ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏÆÏÒÍÕÌÁ (9-6) ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.9. äÏËÁÖÉÔÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.9.4.2. ðÒÉÍÅÒÙ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÍÁÔÒÉ� 2× 2. íÁÔÒÉ�Á ×ÉÄÁ
(a b0 d)



162 §9.íÁÔÒÉ�ÙÓ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ (ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ) ËÏÌØ�Á R ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙ Å£ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (a b0 d)(x yz w) = (ax+ bz ay + bwdz dw ) = (1 00 1)×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ dw = 1 É dz = 0, ÏÔËÕÄÁ d ÏÂÒÁÔÉÍ, Á w = d−1 É z = 0. ðÏÜÔÏÍÕax = 1, ÏÔËÕÄÁ a ÏÂÒÁÔÉÍ, Á x = a−1. �ÏÇÄÁ × �ÒÁ×ÏÍ ×ÅÒÈÎÅÍ ÕÇÌÕ �ÏÌÕÞÁÅÍÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ay + bd−1 = 0, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ y = −a−1bd−1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
(a b0 d)−1 = (a−1 −a−1bd−10 d−1 )áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù ×ÉÄÁ

(a 0Ó d)ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a, d, É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
(a 0Ó d)−1 = ( a−1 0

−d−1a−1 d−1)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù (a b 0) É (0 b d) ÏÂÒÁÔÉÍÙ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙ ÏÂÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ  É b, É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
(a b 0)−1 = ( 0 −1b−1 −b−1a−1) É (0 b d)−1 = (−−1db−1 −1b−1 0 )éÚ �ÒÏÄÅÌÁÎÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÁÕÓÓÏ×Ù ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÔÒÏË:1) �ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÅ Ë ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÒÏË ÄÒÕÇÏÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÓÌÅ×Á ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔËÏÌØ�Á2) �ÅÒÅÍÅÎÁ Ä×ÕÈ ÓÔÒÏË ÍÅÓÔÁÍÉ3) ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÓÔÒÏËÉ ÓÌÅ×Á ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØ�ÁÚÁÄÁÀÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÍÏÇÕÔ �ÒÉÍÅ-ÎÑÔØÓÑ ÄÌÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ� ÍÅÔÏÄÏÍ çÁÕÓÓÁ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÎÅËÏÍÍÕÔÁ-ÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ.



9.4.îÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ËÏÌØ�Á 1639.4.3. ðÒÉÍÅÒ: ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ ÕÎÉÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�. äÉÁÇÏÎÁÌÉ


∗
∗
∗


 É 


∗

∗
∗


Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÇÌÁ×ÎÏÊ É �ÏÂÏÞÎÏÊ. ë×Á-ÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÊ (ÓÏÏÔ×. ÎÉÖÎÅÊ) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ Õ ÎÅ£ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÓÔÏÑÝÉÅ �ÏÄ (ÓÏÏÔ×. ÎÁÄ) ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁ-ÌØÀ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.11. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ)ËÏÌØ�ÏÍ R ×ÅÒÈÎÉÅ É ÎÉÖÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ �ÏÄËÏÌØ�Á ×Matn(R).åÓÌÉ × ËÏÌØ�Å R ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉ�Á, ÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù Ó ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÕÎÉÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍÉ.ìÅÍÍÁ 9.2ìÀÂÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÕÎÉÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á A = (aij) ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ (× ÔÏÍÞÉÓÌÅ, ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ) ËÏÌØ�ÏÍ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÏÂÒÁÔÉÍÁ, �ÒÉÞ£Í B = A−1 ÔÏÖÅ×ÅÒÈÎÑÑ ÕÎÉÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ Ó ÎÁÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉbij = −aij + j−i∑s=2(−1)s ∑i<�1<:::�s−1<j ai�1a�1�2 · · · a�s−1j (9-14)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÑÍÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÅÔÏÄÏÍ çÁÕÓÓÁ. äÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù 4× 4A = 1 a12 a13 a140 1 a23 a240 0 1 a340 0 0 1ÏÎÏ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÅÍ Ó�ÒÁ×Á ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ




1 a12 a13 a14 1 0 0 00 1 a23 a24 0 1 0 00 0 1 a34 0 0 1 00 0 0 1 0 0 0 1ÚÁÎÕÌÑÅÍ 1-Ê ÓÔÏÌÂÅ� ÎÁÄ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ 2-À ÓÔÒÏËÕ



1 0 a13 − a12a23 a14 − a12a24 1 −a12 0 00 1 a23 a24 0 1 0 00 0 1 a34 0 0 1 00 0 0 1 0 0 0 1



164 úÁÄÁÞÉ Ë §9ÚÁÎÕÌÑÅÍ 2-Ê ÓÔÏÌÂÅ� ÎÁÄ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ 3-À ÓÔÒÏËÕ



1 0 0 a14 − a12a24 − a13a34 + a12a23a34 1 −a12 −a13 + a12a23 00 1 0 a24 − a23a34 0 1 −a23 00 0 1 a34 0 0 1 00 0 0 1 0 0 0 1ÎÁËÏÎÅ�, ÚÁÎÕÌÑÅÍ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÔÏÌÂÅ�, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ 4-À ÓÔÒÏËÕ, �ÏÌÕÞÁÑ Ó�ÒÁ×ÁA−1 = 1 −a12 −a13 + a12a23 −a14 + a12a24 + a13a34 − a12a23a340 1 −a23 −a24 + a23a340 0 1 −a230 0 0 1÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÄÏÂÎÏ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË 1; 2; : : : ; n É ×ÏÓ�ÒÉÎÉ-ÍÁÔØ ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ aij ËÁË ÓÔÒÅÌËÕ, ×ÅÄÕÝÕÀ ÉÚ j × i , Á ÌÅ×ÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÎÁ aij | ËÁË �ÒÏÈÏÄ ÉÚ j × i �Ï ÜÔÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ. �ÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ (9-14) ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏbij ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ×ÓÅÈ ÍÁÒÛÒÕÔÏ×, ×ÅÄÕÝÉÈ ÉÚ j × i, × ËÏÔÏÒÕÀ ×ÓÅ ÍÁÒÛÒÕÔÙ, ÓÏ-ÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ s ÓÔÒÅÌÏË, ×ÈÏÄÉÔ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ (−1)s. ðÏ ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÕÍÎÏÖÁÑ n× (2n)-ÍÁÔÒÉ�Õ A E ÓÌÅ×Á ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ
S = 

1 b12 b13 : : : b1 (n−1) 00 1 b23 : : : b2 (n−1) 0. . . . . . ... ...0 : : : 0 1 b(n−2) (n−1) 00 : : : : : : 0 1 00 : : : : : : : : : 0 1

× ÌÅ×ÏÍ ×ÅÒÈÎÅÍ ÕÇÌÕ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÉÔ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁ (n−1)×(n−1), ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë×ÅÒÈÎÅÊ ÌÅ×ÏÊ ÕÇÌÏ×ÏÊ �ÏÄÍÁÔÒÉ�Å × A, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÊ �ÅÒ×ÙÍÉ (n−1) ÓÔÒÏËÁÍÉÉ ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ n-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÌÅ×ÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÍÁÔÒÉ�ÙS · A E× �ÏÚÉ�ÉÉ (i; n) ÓÕÍÍÕ a1n+b12a2n+b13a3n+ · · · +b1 (n−1)a(n−1) n ×ÓÅÈ ÍÁÒÛÒÕÔÏ×,×ÅÄÕÝÉÈ ÉÚ n × i, × ËÏÔÏÒÕÀ ËÁÖÄÙÊ ÍÁÒÛÒÕÔ ÄÌÉÎÙ s ×ÈÏÄÉÔ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ (−1)s−1.ïÂÎÕÌÑÑ ÜÔÏÔ ÓÔÏÌÂÅ� ÍÅÔÏÄÏÍ çÁÕÓÓÁ, �ÏÌÕÞÁÅÍ × n-Í ÓÔÏÌÂ�Å �ÒÁ×ÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÙÍÁÔÒÉ�Ù ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ bin. �úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §9



úÁÄÁÞÉ Ë §9 165úÁÄÁÞÁ 9.1. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÍÁÔÒÉ�Ù, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ Á) Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ  a 0 00 b 00 0  Â) ÓÏ ×ÓÅÍÉ n× n-ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ.úÁÄÁÞÁ 9.2. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á A ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ, É ×ÓÅ Å£ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÁÑ Ó A, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ f(A),ÇÄÅ f(x) ∈ k[x℄ | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (ÓÒ. Ó ÚÁÄ. 9.8 ÎÉÖÅ).úÁÄÁÞÁ 9.3. îÁ �ÏÂÏÞÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ n × n-ÍÁÔÒÉ�Ù A ÓÔÏÑÔ ÞÉÓÌÁ os(2�=ak) +i sin(2�=ak) Ó ÎÅËÉÍÉ a1; a2; : : : ; an ∈ N, × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ | ÎÕÌÉ. îÁÊÄÉÔÅÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ m, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ Am = E.úÁÄÁÞÁ 9.4. îÁÊÄÉÔÅ × Mat2(k) ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊÁ) X2 = 0 Â) X3 = 0 ×) X2 = X Ç) X2 = E Ä) X2 = −E.úÁÄÁÞÁ 9.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á A ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ �ÏÌÉÎÏÍÉ-ÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ×ÉÄÁ Am + a1Am−1 + · · ·+ am−1A+ amE = 0 , ÇÄÅ ai ∈ k .úÁÄÁÞÁ 9.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á A ∈ Mat2(k) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏ-ÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ.úÁÄÁÞÁ 9.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÎÇÁ 1 �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ Ó×ÏÅÍÕ Ë×Á-ÄÒÁÔÕ.úÁÄÁÞÁ 9.8 (ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÁÔÒÉ�Ù). äÌÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁf = a0xn + a1xn−1 + · · · + an−1x + an ∈ k[x℄ �ÏÌÏÖÉÍ f(A) = a0An + a1An−1 +
· · · + an−1A + anE, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ k[A℄ ⊂ Matn(k) ÏÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ evA : k[x℄ f 7→f(A) - Matn(k)ðÒÉ×ÅÄ£ÎÎÁÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÇÌÁ×ÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ker evA ⊂ k[x℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÍÁÔÒÉ�Ù A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �A(x). Á) õËÁÖÉÔÅ ÈÏÔØ ÏÄÎÕ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ A ∈ Mat2(Z) Ó �A(x) = x2 − 2 É �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Q[A℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ.Â) ðÏÄÂÅÒÉÔÅ A ∈ Mat2(R) Ó R[A℄ ≃ C É Ñ×ÎÏ Ï�ÉÛÉÔÅ ×ÓÅ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈÓÏÓÔÏÉÔ ÜÔÏ �ÏÌÅ.×) îÁÊÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÁÔÒÉ�ÙE = 0 0 : : : 0 −an1 0 : : : 0 −an−10 1 . . . ... ...... . . . . . . 0 −a20 : : : 0 1 −a1


Ç) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dim k[A℄ 6 n.úÁÄÁÞÁ 9.9. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ ÒÁÎÇÉ ÍÁÔÒÉ� A, B É C ÒÁÚÍÅÒÏ×k × `, `×m É m× n ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ: Á) rk (AB) 6 min(rkA; rkB)Â) rk (AB) + rk (BC) 6 rk (ABC) + rk (B) ×) rk (A) + rk (B) 6 rk (AB) + `



166 úÁÄÁÞÉ Ë §9úÁÄÁÞÁ 9.10. éÍÅÀÔÓÑ ÓÅÍØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÂÁÎÏË, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ 910 ÚÁ�ÏÌÎÅÎÁËÒÁÓËÏÊ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÅÍÉ �×ÅÔÏ× ÒÁÄÕÇÉ (× ËÁÖÄÏÊ ÂÁÎËÅ { Ó×ÏÊ �×ÅÔ É ×ÓÅ �×ÅÔÁÒÁÚÎÙÅ). íÏÖÎÏ ÌÉ �ÅÒÅÌÉ×ÁÑ ËÒÁÓËÕ ÉÚ ÂÁÎËÉ × ÂÁÎËÕ (É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÚÍÅ-ÛÉ×ÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ) �ÏÌÕÞÉÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÂÁÎÏË ËÏÌÅÒ, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅÓÅÍØ ËÒÁÓÏË ÓÍÅÛÁÎÙ × ÒÁ×ÎÏÊ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÉ?úÁÄÁÞÁ 9.11 (ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÙ). òÁÚÎÏÓÔØ [A;B℄ = AB − BA ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁ-ÔÏÒÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� A;B ∈ Matn(k). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ A;B;CÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á �ÒÁ×ÉÌÁ ìÅÊÂÎÉ�Á: Á) [A;BC℄ = [A;B℄C +B[A;C℄Â) [A; [B;C℄℄ = [[A;B℄; C℄ + [B; [A;C℄℄ .úÁÄÁÞÁ 9.12. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ (A+B)n ÞÅÒÅÚ AiBj, ÅÓÌÉ Á) [A;B℄ = 0 ; Â*) [A;B℄ = B ;×*) [A;B℄ = A .úÁÄÁÞÁ 9.13 (ÓÌÅÄ). óÕÍÍÁ trA = ∑ aii ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ× Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÏÍ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) ÓÌÅÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ tr [A;B℄ = 0 ∀A;B ∈ Matn(k)Â) tr (C−1AC) = tr (A) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ A ∈ Matn(k) É C ∈ GLn(k) (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÍÁÔÒÉ�Ù Fe = Fee ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁ F : V - V ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁÂÁÚÉÓÁ e, × ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÔÁ ÍÁÔÒÉ�Á)×) ÅÓÌÉ tr (AX) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù X Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÓÌÅÄÏÍ, ÔÏA = �E ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ � ∈ k.úÁÄÁÞÁ 9.14 (ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù). îÅÎÕÌÅ×ÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á A ∈ Matn(k) ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ An = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n∈N. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) ÅÓÌÉ A ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÁ, ÔÏ ÏÂÅ ÍÁÔÒÉ�Ù E ±A ÏÂÒÁÔÉÍÙÂ) ÓÕÍÍÁ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� A É B ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÁ×) A+B ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÁ ÄÌÑ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÈ A É B Ó [A;B℄ = 0Ç*) A+B ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÁ ÄÌÑ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÈ A É B Ó [A; [A;B℄℄ = [B; [B;A℄℄ = 0 .úÁÄÁÞÁ 9.15. ðÕÓÔØ A ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù ×ÉÄÁ f(A), ÇÄÅ f ∈x · k[[x℄℄ �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÒÑÄÙ ÂÅÚ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕ��Õ Ó Ï�Å-ÒÁ�ÉÅÊ f(A) ∗ g(A) def= f(A) + g(A)− f(A)g(A) .úÁÄÁÞÁ 9.16 (ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù). íÁÔÒÉ�Á A ∈ Matn(k) ÎÁÄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ A = E+N , ÇÄÅ N ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÎÁÄ �Ï-ÌÅÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁÔÏÍÕ, ÞÔÏ A 6= E, ÎÏ An = E ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n∈N Â) ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉÎÕÌØ ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ A = eN = ∑k>0Nk=k! ,ÇÄÅ N ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÁ1.úÁÄÁÞÁ 9.17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ∈ Matn(C) ×ÓÔÅ�ÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ ÚÁÄÁ£Ô ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ �ÏÄËÏÌØ�Á C[[z℄℄, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ÁÂÓÏ-ÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÒÑÄÏ×, × ËÏÌØ�Ï C[A℄, �ÒÉÞ£Í ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑ-ÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ F ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ fF;A(z) ∈ C[z℄ ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 (n − 1), ÔÁËÏÊÞÔÏ fF;A(A) = F (A).1ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÍÙ �ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ N0 def= E



úÁÄÁÞÉ Ë §9 167úÁÄÁÞÁ 9.18. ðÕÓÔØ W = V ⊕ V É dimV = n . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) End(W ) ≃ Mat2×2(End(V )).Â) ÅÓÌÉ A;B;C;D ∈ Matn(k), A ÏÂÒÁÔÉÍÁ, É ÒÁÎÇ (2n)× (2n)-ÍÁÔÒÉ�Ù (A BC D)ÒÁ×ÅÎ ÒÁÎÇÕ ÍÁÔÒÉ�Ù A, ÔÏ D = CA−1B×) ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÍÁÔÒÉ�Ù A;B;C;D ∈ Matn(k) ÏÂÒÁÔÉÍÙ, ÔÏ ÍÁÔÒÉ�ÙA−BD−1C ; C −DB−1A ; B −AC−1D ; D − CA−1BÔÏÖÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙ É
(A BC D)−1 = ( (A−BD−1C)−1 (C −DB−1A)−1(B −AC−1D)−1 (D − CA−1B)−1 )úÁÄÁÞÁ 9.19 (ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÞÕÍÙ). îÁ�ÏÍÎÉÍ (ÓÍ. ÚÁÄ. 1.18), ÞÔÏ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï P ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ (ÓÏËÒÁÝ£ÎÎÏ ÞÕÍÏÍ) ÅÓÌÉ ÎÁ Î£ÍÚÁÄÁÎÏ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ x 6 y, ËÏÔÏÒÏÅ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏ1, ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ2 É ËÏÓÏ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ: ÉÚ x 6 y É y 6 È ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x = y. ÞÕÍ P ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏËÏÎÅÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ∀ x; y ∈ P × P ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï [x; y℄ def= { z | x 6 z 6 y } ËÏÎÅÞÎÏ.ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÞÕÍÁÍÉ:Á) N Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ n|mÂ) ËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ X ⊆ YúÁÄÁÞÁ 9.20 (ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ í£ÂÉÕÓÁ). äÌÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÕÍÁ P ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ A (P) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ %(x; y) : P×P - R , ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ ×ÎÕÌØ ÎÁ ×ÓÅÈ �ÁÒÁÈ (x; y), ÎÅ ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ x 6 y, É ÚÁÄÁÄÉÍ ÎÁ Î£ÍÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ%1 + %2 : (x; y) 7−→ %1(x; y) + %2(x; y)%1 ∗ %2 : (x; y) 7−→ ∑x6z6y %1(x; z)%2(z; y)ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) A (P) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ) ËÏÌØ�ÏÍ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊÂ) ÆÕÎË�ÉÑ % ∈ A (P) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÏÂÒÁÔÎÏÊ,ËÏÇÄÁ %(x; x) 6= 0 ∀x∈P×) ÆÕÎË�ÉÑ �(x; y), Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅ ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ÆÕÎË�ÉÉ�(x; y) def= { 1 �ÒÉ x 6 y0 × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈÍÏÖÅÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÁ �Ï ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÆÏÒÍÕÌ3�(x; y) = − ∑x6z<y �(x; z) = − ∑x<z6y �(z; y)1Ô. Å. x 6 x ∀x2Ô. Å. ÉÚ x 6 y É y 6 z ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x 6 z3ÚÁ�ÉÓØ x < y ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ x 6 y É x 6= y



168 úÁÄÁÞÉ Ë §9(� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ íÅÂÉÕÓÁ ÞÕÍÁ P).Ç) ñ×ÎÏ Ï�ÉÛÉÔÅ ÆÕÎË�ÉÀ íÅÂÉÕÓÁ ÄÌÑ ÞÕÍÁ N Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ x|y.Ä) ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ g : P g- R ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÓÕÍÍ�(x) =∑y<x g(y) :ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ g ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÉÚ � �Ï ÆÏÒÍÕÌÅg(x) =∑y<x�(y)�(y; x) :Å) ñ×ÎÏ Ï�ÉÛÉÔÅ ÆÕÎË�ÉÀ í£ÂÉÕÓÁ ÄÌÑ ÞÕÍÁ ×ÓÅÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÄÁÎÎÏÇÏ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ X ⊂ Y É ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÁÑÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ ËÁË �ÆÏÒÍÕÌÁ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ-ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ�(ÄÒÕÇÉÅ �ÒÉÍÅÒÙ ÆÕÎË�ÉÊ É ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ í£ÂÉÕÓÁ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ ÎÁÍ × ÚÁÄ. 3.20,ÚÁÄ. 4.22 (×), ÚÁÄ. 4.28 É ÚÁÄ. 4.31).



§10. ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ10.1. ïÂß£Í. éÎÔÕÉÔÉ×ÎÙÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏ-ÓÔÉ ÎÁÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ× v1; v2; : : : ; vn × n-ÍÅÒÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ × ÎÕÌØ ÏÂß£ÍÁ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÔÉ ×ÅËÔÏÒÙÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ò£ÂÅÒ, ÉÓÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ (ÓÍ. ÒÉÓ. 10⋄1).îÅ ÓÔÁ×Ñ ÓÅÂÅ ÚÁÄÁÞÕ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÂß£Í ÓËÏÌØ-ÎÉÂÕÄØ ÏÂÝÅÊ ÆÉÇÕÒÙ, ÏÔÍÅ-ÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂß£Í �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ, ËÁË ÂÙ ÏÎ ÎÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÌÓÑ, ÄÏÌÖÅÎ ÏÂÌÁÄÁÔØ�Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ä×ÕÍÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ: ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ,ÏÎ ÎÅ ÄÏÌÖÅÎ ÍÅÎÑÔØÓÑ �ÒÉ ��ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÍ �ÅÒÅËÏÓÅ� �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ × ÌÀÂÏÊ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÄÏÌØ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ, ÅÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ×ÙÓÏÔÁ, ËÁË ÎÁÒÉÓ. 10⋄2 (ÉÂÏ �ÏÔÒÅÚÁÅÍÙÊ� �ÒÉ ÜÔÏÍ ËÕÓÏË �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ �ÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ É ��ÒÉ-ÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ� Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ); ×Ï-×ÔÏÒÙÈ �ÒÉ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ �Á-ÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ × � ÒÁÚ ÏÂß£Í ÄÏÌÖÅÎ ÕÍÎÏÖÁÔØÓÑ ÎÁ � (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ ÕÄ×ÏÅÎÉÉÌÀÂÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÂß£Í ÕÄ×ÁÉ×ÁÅÔÓÑ). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÏÂß£Í �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ.
v1

v2

v3

v1

v2v2 + λv1

λv1

v1

v2v2

−v1òÉÓ. 10⋄1. òÉÓ. 10⋄2. òÉÓ. 10⋄3.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.1æÕÎË�ÉÑ ! : V1 × V2 × · · · × Vn - k, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ Õ�ÏÒÑÄÏ-ÞÅÎÎÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ×ÅËÔÏÒÏ× (v1; v2; : : : ; vn) n-ÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á VÞÉÓÌÏ !(v1; v2; : : : ; vn) ∈ k , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÏÊ ÏÂß£ÍÁ (ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ ÏÂß£ÍÏÍ)ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ä×ÕÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ:1) �ÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÊ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÇÏÄÒÕÇÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÏÂß£Í ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ:! ( : : : ; vi + �vj; : : : ; vj; : : : ; ) = ! ( : : : ; vi; : : : ; vj; : : : ; )2) �ÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÏÂß£Í ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏÞÉÓÌÏ: !(v1; : : : ; vi−1; � · vi; vi+1; : : : ; vn) = � · !(v1; : : : ; vi−1; vi; vi+1; : : : ; vn).10.1.1. ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ. çÌÁ×ÎÙÍ ÏÔÌÉÞÉÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ×ÙÛÅ ÆÏÒÍÙ ÏÂß£ÍÁ ÏÔ �ÏÎÑÔÉÑ ÏÂß£ÍÁ, �ÒÉÎÑÔÏÇÏ × ÛËÏÌØÎÏÍ ËÕÒÓÅ ÇÅÏÍÅ-ÔÒÉÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï, ÚÁÌÏÖÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ × (2) : �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÌÀÂÏÇÏÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ ÏÂß£Í ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ −1. îÁÄ �ÏÌÅÍ ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ÏÂß£ÍÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ n◦ 10.1ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÏÂß£ÍÁ, ÎÏ É ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÎÁÂÏÒÁ169



170 §10.ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ×ÅËÔÏÒÏ× (ÓÍ. ÒÉÓ. 10⋄3): �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ �ÁÒÙ ×ÅËÔÏÒÏ× (v1; v2) �Á-ÒÏÊ (−v1; v2) ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ ÕÇÏÌ �Ï×ÏÒÏÔÁ ÏÔ �ÅÒ×ÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÍÅÎÑÅÔÓ×ÏÊ ÚÎÁË ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ, ËÁË É ÎÁÛÁ ÆÏÒÍÁ ÏÂß£ÍÁ. îÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ�ÏÌÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ �ÒÏ ÚÎÁËÉ ÞÉÓÅÌ ÎÅÔ ÓÍÙÓÌÁ, É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÊ (1) É (2)ÂÕÄÅÔ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÏÂß£ÍÁ: ÏÎ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ −1 �ÒÉ �ÅÒÅÍÅÎÅ ÍÅÖÄÕÓÏÂÏÀ ÍÅÓÔÁÍÉ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ× (ÓÍ. ÌÅÍ. 10.1 ÎÉÖÅ).éÚ Ó×ÏÊÓÔ×Á (2) ÔÁËÖÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂß£Í ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÅËÔÏ-ÒÏ× ÎÕÌÅ×ÏÊ: ! ( : : : ; 0; : : : ) = ! ( : : : ; 0 · 0; : : : ) = 0·! ( : : : ; 0; : : : ) = 0 . ðÏÜÔÏÍÕÏÂß£Í ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ: ÓËÁÖÅÍ, ÅÓÌÉv1 = �2v2 + · · · + �nvn ;ÔÏ !(v1; v2; : : : ; vn) = !(v1− �2v2− · · · − �nvn; v2; : : : ; vn) = !(0; v2; : : : ; vn) = 0 .÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂß£Í ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÅÓÌÉ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Á ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.2æÕÎË�ÉÑ � : V1×V2× · · · ×Vm - k, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏ-ÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ÉÚ m ×ÅËÔÏÒÏ×1 ÞÉÓÌÏ �(v1; v2; : : : ; vn) ∈ k , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÏÔ m ×ÅËÔÏÒÏ× (ÉÌÉ, ËÏÒÏÞÅ, ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ m-ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ V ), ÅÓÌÉ � ÌÉÎÅÊÎÁ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ Ó×ÏÅÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ (�ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ) É ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË �ÒÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ Ó×ÏÉÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×ÍÅÓÔÁÍÉ.ìÅÍÍÁ 10.1ïÂß£Í Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÏÔ n = dimV ÁÒÇÕ-ÍÅÎÔÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ! ( : : : ; �v + �w; : : : ) = �! ( : : : ; v; : : : ) + �! ( : : : ; w; : : : ) (10-1)ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÂÁ ÎÁÂÏÒÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ,ÔÏ ÎÁÂÏÒ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÏÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍ, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÂÅÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÕÌÅ×ÙÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÇÏÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . ÷ÙÒÁÚÉ× w ÞÅÒÅÚÜÔÏÔ ÂÁÚÉÓ, ÍÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ w = %v + u, ÇÄÅ u Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ (n−1) ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×. ðÏ �ÅÒ×ÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÏÂß£ÍÁ ÌÅ×ÁÑÞÁÓÔØ (10-1) ÒÁ×ÎÁ! ( : : : ; �v + �w; : : : ) = ! ( : : : ; (�+ �%)v + �u; : : : ) = ! ( : : : ; (�+ �%)v; : : : ) ;Á ×ÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (10-1) ÒÁ×ÎÏ�! ( : : : ; w; : : : ) = �! ( : : : ; %v + u; : : : ) = �! ( : : : ; %v; : : : ) :1�ÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ m ÍÏÖÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ dimV = n



10.2. úÎÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ 171�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, �Ï ×ÔÏÒÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÏÂß£ÍÁ, �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ�! ( : : : ; v; : : : ) + �! ( : : : ; %v; : : : ) = (�+ %�)! ( : : : ; v; : : : )ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÌÅ×ÏÊ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ:!(: : : ; v; : : : ; w; : : : ) = −!(: : : ; w; : : : ; v; : : : ) (10-2)�ÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÔÉ�Á: ÓÎÁ-ÞÁÌÁ �ÒÉÂÁ×ÉÍ w Ë v, �ÏÔÏÍ ÏÔÎÉÍÅÍ v + w ÉÚ w, �ÏÔÏÍ �ÒÉÂÁ×ÉÍ −v Ë v + w:!(: : : ; v; : : : ; w; : : : ) = !(: : : ; v + w; : : : ; w; : : : ) == !(: : : ; v + w; : : : ;−v; : : : ) = !(: : : ; w; : : : ;−v; : : : ) :ðÏ ×ÔÏÒÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÏÂß£ÍÁ ÜÔÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ (10-2). �10.2. ïÔÓÔÕ�ÌÅÎÉÅ: ÚÎÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ. îÁÚÏ×£Í �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÍÅÖÄÕ ÓÏ-ÂÏÀ ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ ÎÅËÏÅÇÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÔÒÁÎÓ�Ï-ÚÉ�ÉÅÊ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.1. õÂÅÄÉÔÅÓØ × ÜÔÏÍ.ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ × ×ÉÄÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ Þ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ,ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Þ£ÔÎÙÍÉ, Á �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÀÝÉÅÓÑ × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÎÅ-Þ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ | ÎÅÞ£ÔÎÙÍÉ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ×ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ (3; 2; 1) ÞÉÓÅÌ (1; 2; 3) ÍÏÖ-ÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ËÁË �12�23�12 É ËÁË �23�12�23, ÇÄÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ �ij ÔÒÁÎÓ�Ï-ÚÉ�ÉÀ i-ÔÏÇÏ É j-ÔÏÇÏ (ÓÞÉÔÁÑ ÓÌÅ×Á) ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÎÁÂÏÒÁ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×Ï×ÓÅ ÎÅÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Þ£ÔÎÙÈ É ÎÅÞ£ÔÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Þ£ÔÎÏÊ É ÎÅÞ£ÔÎÏÊ ÏÄ-ÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÕËÁÖÅÍ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Þ£ÔÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ,ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÊ Å£ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ. âÕÄÅÍ ÉÎÔÅÒ-�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù Sn ×ÓÅÈ ÂÉ-ÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1; 2; : : : ; n} × ÓÅÂÑ, ËÁË× n◦ 1.6.1 (ÓÍ. ÓÔÒ. 18). îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÔÁËÏÊ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ-ÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ g : {1; 2; : : : ; n} - {1; 2; : : : ; n} ÏÔ×ÅÞÁÅÔ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ(g1; g2; : : : ; gn), ÎÁ i-ÔÏÍ ÍÅÓÔÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÉÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ gi = g(i) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g.îÁÚÏ×£Í Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÕÀ �ÁÒÕ ÞÉÓÅÌ (i; j), × ËÏÔÏÒÏÊ 1 6 i < j 6 n, ÉÎ-×ÅÒÓÎÏÊ �ÁÒÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ g ∈ Sn, ÅÓÌÉ g(i) > g(j). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÁÑ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ g ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ (n2)-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÁÒ
{i < j} ⊂ {1; 2; : : : ; n}ÎÁ Ä×Á ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á | ÉÎ×ÅÒÓÎÙÅ �ÁÒÙ É ÎÅÉÎ×ÅÒÓÎÙÅ �Á-ÒÙ. üÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ g É �ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÚÎÅÔ� �ÒÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ g ×�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ.



172 §10.ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Þ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ �ÁÒ ËÁÖÄÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÏ×�Á-ÄÁÅÔ Ó Þ£ÔÎÏÓÔØÀ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ Å£ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ.äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ �ÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ g É ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÉ �ij i-ÔÏ-ÇÏ É j-ÔÏÇÏ (ÓÞÉÔÁÑ ÓÌÅ×Á) ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÁÂÏÒÁ Þ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ �ÁÒ Õ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË g É �ij◦g ÒÁÚÌÉÞÎÁ. ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ g É �ij◦g ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔÄÒÕÇÁ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× gi = g(i) É gj = g(j), ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁ i-ÔÏÍ É j-ÔÏÍÍÅÓÔÁÈ × ÓÌÏ×ÁÈg = (g1; : : : ; gi−1; gi; gi+1; : : : ; gi−1; gj ; gj+1; : : : ; gn)�i;j◦g = (g1; : : : ; gi−1; gj ; gi+1; : : : ; gi−1; gi; gj+1; : : : ; gn) : (10-3)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.2. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Õ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË (10-3) ÉÎ×ÅÒÓÎÏÓÔØ �ÁÒÙ(i; j), Á ÔÁËÖÅ 2(j−i−1) �ÁÒ ×ÉÄÁ (i;m) É (m; j) Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍm ÉÚ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁi < m < j �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÁ1, Á ÉÎ×ÅÒÓÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÁÒ ÏÄÉÎÁËÏ×Á.éÚ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÔÏ ×ÚÑÔÉÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ Ó ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÍÅÎÑÅÔ Þ£Ô-ÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ �ÁÒ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ g ÒÁÚÌÏÖÅÎÁ ×ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ, ÔÏ Þ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ �ÁÒ × ÎÅÊ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑÏÔ Þ£ÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ �ÁÒ × ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁÞ£ÔÎÏÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ, × ËÏÔÏÒÕÀ ÒÁÚÌÏÖÉÌÁÓØ g , É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ,ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ Ó�ÏÓÏÂÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ g × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 10.1 (ÚÎÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ)óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÇÒÕ��Ù �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË × ÍÕÌØÔÉ-�ÌÉËÁÔÉ×ÎÕÀ ÇÒÕ��Õ ÚÎÁËÏ× sgn : Sn -- {±1} , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ sgn(Id) = 1 Ésgn(�ij) = −1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÉ �ij ∈ Sn .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ÁË ËÁË ÌÀÂÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÔÒÁÎÓ-�ÏÚÉ�ÉÊ, ÚÎÁË ×ÓÅÈ Þ£ÔÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÁ×ÅÎ +1, Á ÚÎÁË ×ÓÅÈÎÅÞ£ÔÎÙÈ −1 . ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Þ£ÔÎÙÈ É ÎÅÞ£ÔÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÅ �Å-ÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÜÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ Sn × ÇÒÕ��ÕÚÎÁËÏ×. çÏÍÏÍÏÒÆÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, Ô. Å. ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅsgn(g1g2) = sgn(g1) sgn(g2) ;×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ Þ£ÔÎÏÓÔÉ Þ£ÔÎÁ,Á �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ Þ£ÔÎÏÓÔÉ | ÎÅÞ£ÔÎÁ. �10.2.1. ðÒÉÍÅÒ: �ÒÁ×ÉÌÏ ÎÉÔÏÞÅË. éÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ Þ£ÔÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×-ËÉ ËÁË Þ£ÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ �ÁÒ ÄÁ£Ô ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ Þ£Ô-ÎÏÓÔÉ, × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÏËÁÚÙ×ÁÀÝÉÊÓÑ �ÏÌÅÚÎÙÍ. îÁ�ÉÛÅÍ ÄÒÕÇ �ÏÄ ÄÒÕ-ÇÏÍ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÞÉÓÌÁ 1, 2, . . . , n É ÉÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ g = (g1; g2; : : : ; gn), �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏÓÏÅÄÉÎÉÍ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÉÔÑÍÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÔÅÊ ÎÅ ×ÙÌÅÚÁÌÁ1Ô. Å. ÅÓÌÉ ÂÙÌÉ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÍÉ × g, ÔÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÉÎ×ÅÒÓÎÙÍÉ × g◦〈i; j〉 É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉÂÙÌÉ ÎÅÉÎ×ÅÒÓÎÙÍÉ × g, ÔÏ ÓÔÁÌÉ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÍÉ × g◦〈i; j〉



10.2. úÎÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ 173ÚÁ �ÒÅÄÅÌÙ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ 1n gn g1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 10⋄4) É ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ �Å-ÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÎÉÔÅÊ ÂÙÌÉ �ÒÏÓÔÙÍÉ Ä×ÏÊÎÙÍÉ1. �ÏÇÄÁ Þ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ�ÁÒ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ Þ£ÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÎÉÔÅÊ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.3. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ É ÎÁÊÄÉÔÅ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ �ÒÁ×ÉÌÁ ÎÉÔÏÞÅË Þ£Ô-ÎÏÓÔØ ÔÁÓÕÀÝÅÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ (i1; i2; : : : ; ik; j1; j2; : : : ; jm) , × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÂÏÒÙÎÏÍÅÒÏ× {i�}; {j�} ⊂ {1; 2; : : : ; n} ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, É ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÓÔÒÏÇÏ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï.
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òÉÓ. 10⋄4. sgn(2; 9; 6; 1; 8; 3; 5; 7; 4) = +1 (×ÓÅÇÏ 18 �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ)�ÅÏÒÅÍÁ 10.2îÁ ËÁÖÄÏÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÂß£ÍÁ !. åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙe1; e2; : : : ; en ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ V , ÔÏ ÏÂß£Í �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ×(v1; v2; : : : ; vn) = (e1; e2; : : : ; en)C ; ÇÄÅ C = (ij) ∈ Matn(k) ;×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÂß£Í ÂÁÚÉÓÁ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ!(v1; v2; : : : ; vn) = !(e1; e2; : : : ; en) · detC ; ÇÄÅ (10-4)detC = ∑g∈Sn sgn(g) · g11g22 · · · gnn (10-5)(ÞÉÓÌÏ detC ∈ k ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÍÁÔÒÉ�Ù C).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. æÏÒÍÕÌÙ (10-4), (10-6) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂ-ÝÅÇÏ ÆÁËÔÁ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÇÏ ÄÌÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍ ÏÔ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.ìÅÍÍÁ 10.2ðÕÓÔØ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× w = (w1; w2; : : : ; wm) ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÂÏÒ×ÅËÔÏÒÏ× v = (v1; v2; : : : ; vm) ËÁË v = wC, ÇÄÅ C = (ij) ∈ Matm(k). �ÏÇÄÁÚÎÁÞÅÎÉÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ m-ÆÏÒÍÙ ! ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ v É w Ó×ÑÚÁÎÙÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ !(w1; w2; : : : ; wm) = !(v1; v2; : : : ; vm) · detC .1ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÎÉÔÉ, �ÒÉÞ£Í �Å-ÒÅÓÅÞÅÎÉÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ: =\ , Á ÎÅ �Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ: )(



174 §10.ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ × !(w1; w2; : : : ; wm) ×ÍÅÓÔÏ ËÁÖÄÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ wj = g1jv1 + g2jv2 + · · · + gmjvm É ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÀÏÂß£ÍÁ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×:!(w1; w2; : : : ; wm) = !(∑�1 �11v�1 ;∑�2 �22v�2 ; : : : ;∑�m �mmv�m ) == ∑�1�2 ::: �m �11 · �22 · · · · · �mm · ! (v�1 ; v�2 ; : : : ; v�m) :�ÁË ËÁË �ÒÉ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÏÂß£Í ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÎÅÎÕÌÅ-×ÏÊ ×ËÌÁÄ × �ÏÓÌÅÄÎÀÀ ÓÕÍÍÕ ÄÁÀÔ ÔÏÌØËÏ ÎÁÂÏÒÙ (�1; �2; : : : ; �m), Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÞÉÓÅÌ (1; 2; : : : ; m). ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ g ∈ Sm!(vg1; vg2 ; : : : ; vgm) = sgn(g)!(v1; v2; : : : ; vm) ;ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ∑g∈Sn sgn(g) · g11g22 · · · gnn · !(v1; v2; : : : ; vm). �éÚ (10-4) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÆÏÒÍÙ ÏÂß£ÍÁ !1 , !2 �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ × V ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ e. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ×ÅËÔÏÒÏ× v = eC!1(v1; v2; : : : ; vn) = !1(e1; e2; : : : ; en) detC == !1(e1; e2; : : : ; en)!2(e1; e2; : : : ; en) · !2(e1; e2; : : : ; en) detC == !1(e1; e2; : : : ; en)!2(e1; e2; : : : ; en) · !2(v1; v2; : : : ; vn) :ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÂß£ÍÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÂÁÚÉÓ e1; e2; : : : ; en ∈ V , �ÏÌÏÖÉÍ!(e1; e2; : : : ; en) = 1 É �ÒÏÄÏÌÖÉÍ ÆÏÒÍÕ ! ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ×ÅËÔÏÒÏ×�Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ (10-4), (10-6):!(v1; v2; : : : ; vn) = detC ÄÌÑ (v1; v2; : : : ; vn) = (e1; e2; : : : ; en) · C :ðÏÓËÏÌØËÕ detC ÌÉÎÅÅÎ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÓÔÏÌÂ�Õ ÍÁÔÒÉ�Ù C , �ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ! ÌÉÎÅÊÎÁ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Õ(2) ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂß£ÍÁ, Á �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍ ÉÚ Ó×ÏÊÓÔ×Á (1)×ÅÄ£Ô ÓÅÂÑ ÔÁË:! ( : : : ; vi + �vj; : : : ; vj; : : : ; ) == ! ( : : : ; vi; : : : ; vj; : : : ; ) + �! ( : : : ; vj; : : : ; vj; : : : ; ) :÷ÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ �Ï ÉÄÕÝÅÊ ÓÌÅÄÏÍ ÌÅÍ. 10.3. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, �ÅÒ×ÏÅÓ×ÏÊÓÔ×Ï ÏÂß£ÍÁ ÔÏÖÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, É ÔÅÏÒ. 10.2 �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �



10.3.ó×ÏÊÓÔ×Á Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ 175ìÅÍÍÁ 10.3åÓÌÉ × ÍÁÔÒÉ�Å C ÅÓÔØ �ÁÒÁ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÈ ÓÔÏÌÂ�Ï×, ÔÏ detC = 0 .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ �k = �` �ÒÉ ×ÓÅÈ �. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ � ∈ Sn ÔÒÁÎÓ�Ï-ÚÉ�ÉÀ i-ÔÏÇÏ É j-ÔÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Sn g 7→g� - Sn �ÒÁ-×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÓÁÍÏÊ ÓÅÂÅ ÂÉÅË�ÉÅÊ, É g� 6= g ÎÉ �ÒÉËÁËÏÍ g, ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÓÕÍÍÙ (10-6) ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ �ÁÒÙ×ÉÄÁ sgn(g)·g11g22 · · · gnn+sgn(h)·h11h22 · · · hnn , ÇÄÅ h = g�. úÎÁËÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈsgn(h) = −sgn(g) × ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ �ÁÒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, Á �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, ÔÁË ËÁËhj = g�(j) = gj �ÒÉ j 6= k; `g` �ÒÉ j = kgk �ÒÉ j = `ÏÔËÕÄÁ hjj = gjj �ÒÉ j 6= k; ` É ÓhkkÓg`` = Óg`kÓgk` = Óg``Ógkk (ÉÂÏ �k = �` �ÒÉ×ÓÅÈ �). �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ ÓÏËÒÁÝÁÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. �10.3. ó×ÏÊÓÔ×Á Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ. óÕÍÍÁdetC = ∑g∈Sn sgn(g) · g11g22 · · · gnn (10-6)ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ n×n-ÍÁÔÒÉ�Å C ×ÓÅÍÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ É × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÏËÁ-ÚÁÌÏÓØ ×ÙÂÒÁÎÏ ÒÏ×ÎÏ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÅÔÏË, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÔ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÇÒÁÆÉË ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑ j 7→ g(j) ÉÚ ÎÏÍÅÒÏ× ÓÔÒÏË × ÎÏÍÅÒÁ ÓÔÏÌÂ�Ï×. üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ. ÷ÙÂÒÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ, É ×ÓÅ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÔÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ m! �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏ ÚÎÁËÁÍÉ, ÒÁ×ÎÙÍÉ ÚÎÁËÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË g.îÁ�ÒÉÍÅÒ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ×ÔÏÒÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄdet(11 1221 22) = 1122 − 1221det11 12 1321 22 2331 32 33 = 112233 + 132132 + 122331−
− 112332 − 132231 − 122133(×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÓÎÁÞÁÌÁ ×Ù�ÉÓÁÎÙ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ É Ä×Å �ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ �Å-ÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, �ÏÔÏÍ | ÔÒÉ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÉ).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÄÁÎÎÏÍ ×ÙÛÅ Ï�ÉÓÁÎÉÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ ÓÌÏ-×Á �ÓÔÒÏËÁ� É �ÓÔÏÌÂÅ��, Á �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ g ÎÁ ÏÂÒÁÔÎÕÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ g−1, �Ï



176 §10.ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù. ðÏÓËÏÌØËÕ sgn(g) =sgn(g−1 (ÅÓÌÉ g = �1�2 : : : �k, ÔÏ g−1 = �k�k−1 : : : �1 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÅÈ ÖÅ ÔÒÁÎÓ�Ï-ÚÉ�ÉÊ), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.1ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÍÁÔÒÉ�Ù: detC = detCt. �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.2ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ detC �ÏÌÉÌÉÎÅÅÎ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ É ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ ÓÔÏÌÂ-�Ï× ÍÁÔÒÉ�Ù, É ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉ�Ù. ðÒÉ ÇÁÕÓÓÏ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ ÓÔÒÏË (ÓÏÏÔ×. ÓÔÏÌÂ�Ï×) �ÅÒ×ÏÇÏ ÔÉ�Á Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÅ ÍÅÎÑ-ÅÔÓÑ, �ÒÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÉ�Á | ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË, �ÒÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈÔÒÅÔØÅÇÏ ÔÉ�Á | ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÕ ÖÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÞÔÏ É �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍÁÑ ÓÔÒÏËÁ(ÓÏÏÔ×. ÓÔÏÌÂÅ�). åÓÌÉ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉ�Ù C ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ Å£ ÒÁÚÍÅÒ, ÔÏ detC = 0 .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÄÁÄÉÍ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å kn ÏÂß£Í ! ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ÏÂß£Í ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ !(e1; e2; : : : ; en) = 1 . ðÏÔÅÏÒ. 10.2 Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ detC ÔÏÇÄÁ ÒÁ×ÅÎ ÏÂß£ÍÕ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏÎÁ ÓÔÏÌÂ�Ù ÍÁÔÒÉ�Ù C. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÏÂß£ÍÁ ×ÓÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ × �ÒÅÄÌÏÖÅ-ÎÉÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ, ÏÎÉ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ É ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ�ÒÏ ÓÔÒÏËÉ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉ�Ù C. �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.3det(AB) = det(A) det(B) ∀A;B ∈ Matn(k).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÓÔÏÌÂ�Ù v1; v2; : : : ; vn ∈ kn ÍÁÔÒÉ�Ù A ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉ-ÍÙ, ÔÏ ÓÔÏÌÂ�Ù ÍÁÔÒÉ�Ù AB, ÌÅÖÁÝÉÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔÒÉ�ÙA, ÔÏÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ, É ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÕÌÅ×ÙÅ. åÓÌÉ ÖÅ ×ÅËÔÏÒÙ viÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÚÁÄÁÄÉÍ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å kn Ä×Å ÆÏÒÍÙ ÏÂß£ÍÁ: !e, ÔÁ-ËÕÀ ÞÔÏ ÏÂß£Í ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ !e(e1; e2; : : : ; en) = 1,É !v, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ !v(v1; v2; : : : ; vn) = 1. ðÏ ÔÅÏÒ. 10.2 ÜÔÉ Ä×Å ÆÏÒÍÙ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ detA:!e = !e(v1; v2; : : : ; vn) · !v = det(A) · !v :îÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× w = vB = eAB, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ × ÂÁÚÉÓÅ v ÚÁÄÁÀÔÓÑÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ ÍÁÔÒÉ�Ù B, ÉÍÅÅÔ × ÂÁÚÉÓÅ e ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÅ ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉÍÁÔÒÉ�Ù AB . ðÏ ÔÅÏÒ. 10.2!e(w1; w2; : : : ; wn) = det(AB) É !v(w1; w2; : : : ; wn) = det(B) :éÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ det(AB) = det(A) det(B) . �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 10.1det(AB) = det(BA) ∀A;B ∈ Matn(K).



10.3.ó×ÏÊÓÔ×Á Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ 177óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 10.2íÁÔÒÉ�Á A ∈ Matn(k) ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÏÇÄÁ detA 6= 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÏÚÎÁÞÁÅÔ åÓÌÉ A ÏÂÒÁÔÉÍÁ, ÔÏ det(A) det(A−1) = det(E) = 1,ÏÔËÕÄÁ det(A) 6= 0 . åÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÁ, ÔÏ �Ï ÌÅÍ. 9.1 Å£ ÓÔÏÌÂ�Ù ÌÉÎÅÊÎÏÚÁ×ÉÓÉÍÙ, É ÔÏÇÄÁ detA = 0 �Ï �ÒÅÄÌ. 10.2. �10.3.1. îÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù. ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁË×ÁÄÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ A ÒÁÚÍÅÒÁ n× n É ÎÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A : kn - kn, ÉÍÅÀÝÉÊÍÁÔÒÉ�Õ A × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á kn, ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:
◦ detA 6= 0 ◦ rkA = n ◦ A ÏÂÒÁÔÉÍÁ

◦ ∀ b∈kn ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ax = b ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ
◦ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A : kn - kn ÂÉÅËÔÉ×ÅÎ ◦ kerA = 0 ◦ imA = kn.íÁÔÒÉ�Ù (É Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ), ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÜÔÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏ-ÖÄÅÎÎÙÍÉ.10.3.2. ó�Å�ÉÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÇÒÕ��Á. ÷ÙÂÅÒÅÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÂÁÚÉÓe = (e1; e2; : : : ; en) É ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ F : V - V ÅÇÏÍÁÔÒÉ�Õ Fe, ÔÁË ÞÔÏ F (e) = e Fe (× ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÉÚ n◦ 9.3.2). ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ ×Ù-ÂÏÒÅ ÄÒÕÇÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ " = eCe" ÍÁÔÒÉ�Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ F" = C−1e" FeCe" ,Å£ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ detF" = detC−1e" · detFe · detCe" = detFe ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁÂÁÚÉÓÁ. ðÏÜÔÏÍÕ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ÅÓÔØ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£Î-ÎÙÊ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ detF ∈ k. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ detF ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ËÁË ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÏÂß£ÍÙ ×ÓÅÈ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÏ×× ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ë ÎÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F :det(F ) = ! (Fv1; Fv2; : : : ; Fvn)!(v1; v2; : : : ; vn) ; (10-7)ÇÄÅ ! | ÌÀÂÁÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÂß£ÍÁ ÎÁ V , Á v1; v2; : : : ; vn | ÌÀÂÁÑ ÌÉÎÅÊÎÏÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ×.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ (10-7) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÉ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÆÏÒÍÙ ÏÂß£ÍÁ, ÎÉ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÅËÔÏÒÏ×v1; v2; : : : ; vn .ï�ÅÒÁÔÏÒÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÏÄÉÎ ÏÂÒÁÚÕÀÔ × �ÏÌÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕ��Å GL(V )�ÏÄÇÒÕ��Õ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ SL(V ) É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊÇÒÕ��ÏÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, Ó�Å�ÉÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÓÏÓÔÏ-ÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÏÂß£Í. ó�Å�ÉÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÇÒÕ��Á ËÏ-ÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á kn ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÁÔÒÉ� Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ 1 É ÏÂÏÚÎÁÞÁ-ÅÔÓÑ SLn(k) ⊂ GLn(k) .10.3.3. ðÒÉÍÅÒ: �ÒÁ×ÉÌÏ ëÒÁÍÅÒÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ a1; a2; : : : ; an ∈ knÓÔÏÌÂ�Ù Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ∈ Matn(k) É ÄÏÇÏ×ÏÒÉÍÓÑ, ÞÔÏ det(v1; v2; : : : ; vn)ÏÚÎÁÞÁÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÏ ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ v1; v2; : : : ; vn ∈ kn.÷ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÓÔÏÌÂÅ� x ∈ kn ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊAx = b, ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ b = x1a1+x2a2+ · · · +xnan . éÓ�ÏÌØÚÕÑ



178 §10.ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉÏ�ÉÓÁÎÎÏÅ × �ÒÅÄÌ. 10.2 �Ï×ÅÄÅÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ �ÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÑÈ 1-ÇÏ É 3-ÇÏ ÔÉ�Á, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïdet(a1; : : : ; ai−1; b; ai+1; : : : ; an) == xi · det(a1; : : : ; ai−1; ai; ai+1; : : : ; an) = xi det(A) :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; 2; : : : ; n �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ detAÍÁÔÒÉ�Ù ÓÉÓÔÅÍÙ Ax = b ÎÁ i-ÔÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔÅÌÀ ÍÁÔÒÉ�Ù, ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÉÓÔÅÍÙ ÚÁÍÅÎÏÊ i-ÔÏÇÏÓÔÏÌÂ�Á ÎÁ ÓÔÏÌÂÅ� �ÒÁ×ÙÈ ÞÁÓÔÅÊ. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ ëÒÁÍÅÒÁ.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ detA 6= 0 (ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ) ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ Ax = b ÄÁ£ÔÓÑÆÏÒÍÕÌÁÍÉ xi = det(a1; : : : ; ai−1; b; ai+1; : : : ; an)= det(A) . îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÉÓÔÅÍÁ
{ ax+ by = �x+ dy = �ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ x = (�d−�b)=(ad−b) É y = (a�−�)=(ad−b). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÌÁ-ÇÁÑ (�′�′) = (10) É (�′′�′′) = (01), ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÒÅÛÅÎÉÑ (x′y′) = (ad− b)−1( d

−)É (x′′y′′) = (ad − b)−1(−ba ), �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÓÏÂÏÀ ÓÔÏÌÂ�Ù ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë AÍÁÔÒÉ�Ù A−1, ÉÂÏ (a b d)(x′ x′′y′ y′′) = (1 00 1) . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,A−1 = (ad− b)−1( d −b
− a ) ;ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (9-6).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.5. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ �ÒÁ×ÉÌÁ ëÒÁÍÅÒÁ, ÞÔÏ ÓÔÏÑÝÉÊ × i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ É j-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÜÌÅÍÅÎÔ bij ÍÁÔÒÉ�Ù B = A−1, ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅA ∈ Matn(k), ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ: bij = (−1)i+jA

bjbi=det(A) , ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ A
bjbiÏÂÏÚÎÁÞÅÎ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁÚÍÅÒÁ (n − 1) × (n − 1), ÏÓÔÁÀÝÅÊÓÑ �ÏÓÌÅ×ÙËÉÄÙ×ÁÎÉÑ ÉÚ ÍÁÔÒÉ�Ù A j-ÔÏÊ É ÓÔÒÏËÉ É i-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á.10.4. çÒÁÓÓÍÁÎÏ×Ù ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. ðÏÌÅÚÎÙÍ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏÍ �ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉ-ÑÈ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÁ (ÉÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÈÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×) k 〈�1; �2; : : : ; �n〉 , ËÏÔÏÒÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË ÁÌÇÅ-ÂÒÁ ÏÂÙÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× k[x1; x2; : : : ; xn℄, ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Ù �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ�1; �2; : : : ; �n , × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÏÂÙÞÎÙÈ, ÎÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, Á ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ, Ô. Å. �ÏÄÞÉÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ1�i ∧ �j = −�j ∧ �i É �i ∧ �i = 0 ∀ i; j ; (10-8)1ÅÓÌÉ har(k) 6= 2 ×ÔÏÒÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ÄÌÑ i = j; ÎÁ�ÒÏÔÉ×,× ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ 2 �ÅÒ×ÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÏÂÙÞÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ, ÔÏÇÄÁ ËÁË×ÔÏÒÏÅ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÅÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÏÂÙÞÎÙÈ



10.4.çÒÁÓÓÍÁÎÏ×Ù ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ 179ÇÄÅ ÓÉÍ×ÏÌ �∧ � ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × ÇÒÁÓ-ÓÍÁÎÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ (ÞÔÏÂÙ ÎÅ �ÕÔÁÔØ ÅÇÏ Ó ÏÂÙÞÎÙÍ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅ-ÎÉÅÍ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (10-8) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ�ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ×ÈÏÄÉÔ × ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ× ÍÏÎÏÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ × �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, É ÄÌÑ ËÁ-ÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ I ÉÍÅÅÔÓÑ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ, ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÍÏÎÏÍ,ËÕÄÁ ×ÈÏÄÑÔ ÜÔÉ É ÔÏÌØËÏ ÜÔÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÂÁÚÉÓ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊÁÌÇÅÂÒÙ k 〈�1; �2; : : : ; �n〉 ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ k, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÍÏÎÏÍÙ �I = �i1 ∧ �i2 ∧ · · · ∧ �im ; i1 < i2 < · · · < im . ÷ÓÅ ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ(10-8): �j1 ∧ �j2 ∧ · · · ∧ �jm = sgn(g) · �jg(1) ∧ �jg(2) ∧ · · · ∧ �jg(m) , ÇÄÅ g ∈ Sm |�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ, ×ÙÓÔÒÁÉ×ÁÀÝÁÑ ÉÎÄÅËÓÙ j1; j2; : : : ; jm × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Ù ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ m ÏÂÒÁÚÕÀÔ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (nm), Á ×ÓÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÍÅÅÔÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ dimk 〈�1; �2; : : : ; �n〉 = 2n . íÏÎÏÍÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ ×ÙÛÅ n × çÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊÁÌÇÅÂÒÅ ÎÅÔ, Á ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Ù ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÁÍÏÊ ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÏÂÒÁÚÕÀÔÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÂÁÚÉÓÏÍ �1 ∧ �2 ∧ · · · ∧ �n .ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Ù ÍÏÎÏÍÙ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ(�i1 ∧ �i2 ∧ · · · ∧ �im) ∧ (�j1 ∧ �j2 ∧ · · · ∧ �jk) == (−1)km (�j1 ∧ �j2 ∧ · · · ∧ �jk) ∧ (�i1 ∧ �i2 ∧ · · · ∧ �im)(ÄÌÑ �ÅÒÅÎÅÓÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ k �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �j ÞÅÒÅÚ m �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �i ÔÒÅÂÕÅÔÓÑm ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ). ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ fÉ g ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕf ∧ g = (−1)deg f deg gg ∧ f : (10-9)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Þ£ÔÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó ÌÀÂÙÍÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.6. ï�ÉÛÉÔÅ �ÅÎÔÒ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ (Ô. Å. ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Ù ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÙ, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ).10.4.1. ðÒÉÍÅÒ: ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁÍÅÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÕÓÔØ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Ù �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÅ � = (�1; �2; : : : ; �n) ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÅÎÙ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÉÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Ù �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÅ � = (�1; �2; : : : ; �n) ËÁË � = � · A. �ÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ× ÍÏÎÏÍ �JÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Ù ÍÏÎÏÍÙ �I ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ:�J = �j1 ∧ �j2 ∧ · · · ∧ �jm == (∑i1 �i1ai1j1) ∧ (∑i2 �i2ai2j2 ) ∧ · · · ∧ (∑in �imaimjm ) == ∑16i1<i2<···<in6n�i1 ∧ �i2 ∧ · · · ∧ �in ·∑g∈Sm sgn(g) aig(1)j1aig(2)j2 · · · aig(n)jn ==∑I �I · aIJ ;



180 §10.ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉÇÄÅ I = (j1; j2; : : : ; jm) �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ×ÓÅ ÎÁÂÏÒÙ ÉÚ m ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÎÏÍÅÒÏ×1 6 i1 < i2 < · · · < im 6 n ;Á aIJ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ m×m-�ÏÄÍÁÔÒÉ�Ù × A, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÊ × �Å-ÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ ÓÔÒÏË Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ I É ÓÔÏÌÂ�Ï× Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ J . �ÁËÏÊ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ IJ-ÔÙÍ ÍÉÎÏÒÏÍ m-ÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, IJ-ÔÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ {�J} Ë ÂÁÚÉÓÕ
{�I} × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ m ÒÁ×ÅÎIJ-ÔÏÍÕ ÍÉÎÏÒÕ m-ÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ × ÍÁÔÒÉ�Å �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ � Ë �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÍ � .åÓÌÉ ËÁË-ÌÉÂÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÉÔØ ×ÓÅ ÎÁÂÏÒÙ ÉÚ m ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÉÎÄÅËÓÏ×, ÔÏÍÉÎÏÒÙ m-ÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ × ÍÁÔÒÉ�Å A ÍÏÖÎÏ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ × Ë×ÁÄÒÁÔÎÕÀ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ (aIJ) ÒÁÚÍÅÒÁ (nm) × (nm). üÔÁ ÍÁÔÒÉ�Á ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �mA É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑm-ÔÏÊ ×ÎÅÛÎÅÊ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÍÁÔÒÉ�Ù A .äÌÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÁÔÒÉ�Á (aIJ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ É ÆÏÒÍÕÌÁ �J =∑I �I · aIJ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�1 ∧ �2 ∧ · · · ∧ �n = det(A) · �1 ∧ �2 ∧ · · · ∧ �n (10-10)ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÅÝ£ ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏ-ÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ: ÓÄÅÌÁ× ×ÔÏÒÕÀ ÚÁÍÅÎÕ � = � B, �ÏÌÕÞÉÍ�1 ∧ �2 ∧ · · · ∧ �n = det(B) · �1 ∧ �2 ∧ · · · ∧ �n ;ÏÔËÕÄÁ �1∧ �2∧ · · · ∧ �n = det(A) det(B) · �1∧ �2∧ · · · ∧ �n , ÎÏ, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,� = � BA, ÏÔËÕÄÁ �1 ∧ �2 ∧ · · · ∧ �n = det(BA) · �1 ∧ �2 ∧ · · · ∧ �n . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,det(BA) = det(A) det(B) : (10-11)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.7 (�ÒÉ×ÅÄÅÎÉÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ). ðÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉf(�) =∑ aij �i ∧ �jÎÁÄ ÌÀÂÙÍ �ÏÌÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ�1 ∧ �2 + �3 ∧ �4 + · · · + �2r−1 ∧ �2r (10-12)(ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Á Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (10-12) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ, Á ËÏ-ÏÒÄÉÎÁÔÙ �1; �2; : : : ; �n, × ËÏÔÏÒÙÈ ÆÏÒÍÁ �ÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÔÁËÏÊ ×ÉÄ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ äÁÒÂÕ).



10.4.çÒÁÓÓÍÁÎÏ×Ù ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ 18110.4.2. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ óÉÌØ×ÅÓÔÒÁ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÉÎ-ÄÅËÓÏ× J = (j1; j2; : : : ; jm) �ÏÌÏÖÉÍ deg J = m , |J | =∑� j� , É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚJ = (j1; j2; : : : ; jn−m) = {1; 2; : : : ; n}r JÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÉÎÄÅËÓÏ× ÄÌÉÎÙ deg J = n−m .÷ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Ù ÍÏÎÏÍÙ �J É �I ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈÓÔÅ�ÅÎÅÊ deg J = m É deg I = n−m �ÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ�J ∧ �I = {(−1)|J |+m(m+1)2 �1 ∧ �2 ∧ · · · ∧ �n �ÒÉ I = J0 �ÒÉ I 6= J (10-13)ÇÄÅ (−1)|J |+m(m+1)2 = sgn(j1; j2; : : : ; jm; j1; j2; : : : ; jn−m) | ÜÔÏ ÚÎÁË ÔÁÓÕÀÝÅÊ �Å-ÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ÞÉÔÁÔÅÌÅÍ × Õ�Ò. 10.3.úÁÍÅÎÉÍ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (10-13) �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ � ÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ �, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÙÅ� ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ � = � · A . ÷ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ �ÏÌÕÞÉÍ
(∑K �KaKJ ) ∧ (∑L �LaLI ) = (−1)m(m+1)2 �1 ∧ �2 ∧ · · · ∧ �n∑K (−1)|K|aKJaKI ;ÇÄÅ K �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ×ÓÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÄÌÉÎÙ degK = m. á × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ �ÏÌÕÞÉÍÎÕÌØ �ÒÉ I 6= J É (−1)m(m+1)2 (−1)|J | detA · �1 ∧ �2 ∧ · · · ∧ �n �ÒÉ I = J .óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÎÁÂÏÒÏ× J , I ÉÚ m ÓÔÒÏË ÌÀÂÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊÍÁÔÒÉ�Ù á ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ óÉÌØ×ÅÓÔÒÁ

∑K (−1)|K|+|I|aKJaKI = {detA �ÒÉ I = J0 �ÒÉ I 6= J (10-14)ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÉÄ£Ô �Ï ×ÓÅÍ ÎÁÂÏÒÁÍ K ÉÚ m = degK ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉ�Ù A.ðÒÉ I = J ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (10-14) ÄÁ£Ô ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ1detA =∑K (−1)|K|+|J |aKJaKJ (10-15)ÞÅÒÅÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÍÉÎÏÒÙ aKJ �ÏÒÑÄËÁ m, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÅ × m ÆÉËÓÉÒÏ-×ÁÎÎÙÈ ÓÔÏÌÂ�ÁÈ ÍÁÔÒÉ�Ù A Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ J , É ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ Ë ÎÉÍ ÍÉÎÏ-ÒÙ aJK �ÏÒÑÄËÁ n − m, ÒÁ×ÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑÍ ÍÁÔÒÉ�, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÉÚ A×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÎÉÅÍ ×ÓÅÈ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÍÉÎÏÒ aKJ . ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ(−1)|K|+|J |aKJ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅÍ Ë ÍÉÎÏÒÕ aKJ .óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ × (10-14) �ÒÉ I 6= J
∑K (−1)|K|+|I|aJKaIK = 0 (10-16)1Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÏÂß£Í n-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�Å-ÄÁ ÞÅÒÅÚ ÏÂß£ÍÙ ÅÇÏ m-ÍÅÒÎÙÈ É (n−m)-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ



182 §10.ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÏÂ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÞÕÖÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÄÏ�ÏÌÎÅ-ÎÉÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (10-16) ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÆÏÒÍÕÌÙ (10-15)ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÞÅÒÅÚ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÅ × ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÓÔÏÌÂ-�Ï× J ÍÉÎÏÒÙ aJK ÔÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÍÉÎÏÒÙ ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÎÅ ÎÁ Ó×ÏÉ, Á ÎÁ �ÞÕÖÉÅ�ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ (Á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ Ë ÍÉÎÏÒÁÍ aIK , ÓÏÓÒÅÄÏ-ÔÏÞÅÎÎÙÍ × ÔÅÈ ÖÅ ÓÔÒÏËÁÈ K, ÎÏ × ÄÒÕÇÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÓÔÏÌÂ�Ï× I 6= J).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.8. õÓÔÁÎÏ×ÉÔÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÕÀ ×ÅÒÓÉÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ óÉÌØ×ÅÓÔÒÁ
∑K (−1)|I|+|K|aJKaIK = {detA �ÒÉ I = J0 �ÒÉ I 6= J (10-17)åÓÌÉ ËÁË-ÌÉÂÏ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ (nm) ÎÁÂÏÒÏ× J ÄÌÉÎÙ deg J = m, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ (nm) ÎÁÂÏÒÏ× J ÄÌÉÎÙ n − m ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÁÂÏÒ J ÉÍÅÌ ÔÏÔ ÖÅÎÏÍÅÒ, ÞÔÏ É J , ÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ óÉÌØ×ÅÓÔÒÁ ÚÁ�ÉÛÕÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ�mA · �n−mA∨ = detA · E ;ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁÚÍÅÒÁ (nm) × (nm) , ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ �n−mA∨ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÍÁÔÒÉ�Á, (JI)-ÔÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÅÎ (−1)|J |+|I|aIJ .10.4.3. ðÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á. ðÒÉ m = 1 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (10-15) ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ �Ï ÓÔÏÌÂ�Õ . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅI = (i) É K = (k) ÓÕÔØ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ, Á ÍÉÎÏÒ aKI = aki ÜÔÏ �ÒÏÓÔÏÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÎÅÍÕ ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑÞÅÒÅÚ Aki def= (−1)i+kakiÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ (−1)k+j ÍÉÎÏÒ �ÏÒÑÄËÁ (n − 1), ÒÁ×ÎÙÊÏ�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀ ÍÁÔÒÉ�Ù, ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ A ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÎÉÅÍ k-Ê ÓÔÒÏËÉ Éi-ÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á. æÏÒÍÕÌÙ (10-15) É (10-15) �ÒÉÏÂÒÅÔÁÀÔ ×ÉÄdet(A) = k+j∑k akjAkjk+i∑k akjAki = 0 (10-18)îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ 3× 3 �Ï �ÅÒ×ÏÍÕ ÓÔÏÌÂ�Õ, �ÏÌÕÞÁÅÍdeta11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a33 == a11 (a22a33 − a23a32)− a21 (a12a33 − a13a32) + a31 (a12a23 − a13a22)ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÓÏ ÓÔÒ. 175.



úÁÄÁÞÉ Ë §10 183õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.9. îÁ�ÉÛÉÔÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ Ë (10-18) ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉ-ÔÅÌÑ �Ï ÓÔÒÏËÅ.íÁÔÒÉ�Á, ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ Ë ÍÁÔÒÉ�Å ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÊ Ë ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁÍ ÍÁÔÒÉ�Ù A Â = (âij) Ó âij def= Aji = (−1)i+jaji (10-19)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A. ðÒÉ �ÏÍÏÝÉ �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£Î-ÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ×ÓÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (10-18) ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÒÎÕÔØ × ÏÄÎÕ ÍÁÔÒÉÞÎÕÀ ÆÏÒ-ÍÕÌÕ AÂ = ÂA = det(A) · E = det(A) 0det(A) . . .0 det(A)ÏÔËÕÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ñ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù Ë ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊÍÁÔÒÉ�Å A A−1 = 1detA ÂúÁÍÅÞÁÎÉÅ 10.1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØdetA = ∑g∈Sn sgn(g) · a1g1ag22 · · · angnÏ�ÒÅÄÅÌ£Î ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ËÏÍÍÕ-ÔÁÔÉ×ÎÏÍ ËÏÌØ�Å K.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÔÁËÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÏÔ ÓÔÒÏË É ÏÔ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔÒÉ�Ù,ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ ÓÔÒÏËÉ ÉÌÉ ÓÔÏÌÂ�Ù ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ, É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ detAt = detA, det(AB) = detA · detB.áÌÇÅÂÒÕ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× K 〈�1; �2; : : : ; �n〉 ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÔØ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍ ËÏÌØ�Å K Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ,É ×ÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ × ÓÉÌÅ (ÉÈ ×Ù×ÏÄ ÎÉÇÄÅÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌ ÄÅÌÅÎÉÑ). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÊ �ÏÌÅÚÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 10.3 (ËÒÉÔÅÒÉÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù)ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á A ∈ Matn(K) Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁ-ÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á K ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ det(A) ÏÂÒÁÔÉÍ × K,É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ A−1 = 1det(A)Â .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ A ÏÂÒÁÔÉÍÁ, ÔÏ AA−1 = E, ÏÔËÕÄÁ det(A) det(A−1) = 1 .îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ detA ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ 1detA Â · A = E × ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ óÉÌØ×Å-ÓÔÒÁ. �



184 úÁÄÁÞÉ Ë §10úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §10÷Ï ×ÓÅÈ ÚÁÄÁÞÁÈ Ë ÜÔÏÍÕ �ÁÒÁÇÒÁÆÕ k ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÅ, Á K | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ.úÁÄÁÞÁ 10.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ×ÅÒÈÎÅÊ (ÉÌÉ ÎÉÖÎÅÊ) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù ÒÁ×ÅÎ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.úÁÄÁÞÁ 10.2. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ sgn(n; (n−1); : : : ; 2; 1) É ×ÙÒÁÚÉÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉ�ÙÓ ÎÕÌÑÍÉ �ÒÁ×ÅÅ É ÎÉÖÅ �ÏÂÏÞÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÂÏÞÎÏÊ ÄÉÁÇÏ-ÎÁÌÉ. éÚÍÅÎÉÔÓÑ ÌÉ ÏÔ×ÅÔ, ÅÓÌÉ ÎÕÌÉ ÓÔÏÑÔ ÌÅ×ÅÅ É ×ÙÛÅ �ÏÂÏÞÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ(Á �ÒÁ×ÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÞÁÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÁ)?úÁÄÁÞÁ 10.3. ðÕÓÔØ A ∈ Matn(k) , C ∈ Matm(k), B ∈ Matn×m(k). äÏËÁÖÉÔÅ ×Matm+n(k) ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï det(A B0 C) = det(A) det(C) , ÇÄÅ 0 ∈ Matm×n(k) | ÎÕÌÅ-×ÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á.úÁÄÁÞÁ 10.4. ä×Å ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù 3× 3-ÍÁÔÒÉ�Ù ÚÁ�ÏÌÎÅÎÙ �ÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÔÁË,ÞÔÏ ÎÏÄ ÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÔÒÏËÅ ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å. ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÔÒÅÔØÀ ÓÔÒÏ-ËÕ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÏÌÎÉÔØ �ÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØÍÁÔÒÉ�Ù ÏËÁÚÁÌÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ ÅÄÉÎÉ�Å?úÁÄÁÞÁ 10.5. ÷Ù�ÉÛÉÔÅ ×ÓÅ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ 2×2-ÍÁÔÒÉ�Ù Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ �ÏÌÑ
F2. óËÏÌØËÏ ×ÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ 2× 2-ÍÁÔÒÉ� Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ
Fp?úÁÄÁÞÁ 10.6. þÉÓÌÁ 1; 2; 3; : : : ; n2 ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÏÒÇÁÎÉÚÕÀÔÓÑ × Ë×Á-ÄÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁÚÍÅÒÁ n× n. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÍÁ-ÔÒÉ�.úÁÄÁÞÁ 10.7. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉ�Ù Ó ÎÕÌÑÍÉ ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÉÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ ×Ï ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ.úÁÄÁÞÁ 10.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ 3-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù Ó ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ�Ï ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ É ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÄ ÎÅÀ É ÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ ÎÅ�Ï-ÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ �ÏÄ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ æÉÂÂÏÎÁÞÞÉ.úÁÄÁÞÁ 10.9. äÌÑ �ÒÁ×ÉÌÁ f : N×N - K, �ÅÒÅÒÁÂÁÔÙ×ÁÀÝÅÇÏ �ÁÒÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈÞÉÓÅÌ (i; j) × ÜÌÅÍÅÎÔ f(i; j) ∈ K, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ (f(i; j))∈ Matn(K)Ë×ÁÄÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ Ó j-ÔÙÍÓÔÏÌÂ�ÏÍ ÒÁ×ÅÎ f(i; j). ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÍÁÔÒÉ�:Á) det (�i�j) Â) det(os(�i − �j)) ×) det(�j−1i ) Ç*) det (�j−i−1 (mod n))(ÇÄÅ �1; �2; : : : ; �n É �1; �2; : : : ; �n �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ)úÁÄÁÞÁ 10.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÎÁÂÏÒÁ ÆÕÎË�ÉÊf1; f2; : : : ; fn :M - kÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å M ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ n ÔÏ-ÞÅË x1; x2; : : : ; xn ∈M Ó det (fi(tj)) 6= 0.



úÁÄÁÞÉ Ë §10 185úÁÄÁÞÁ 10.11 (ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏËÁÊÍÌÑÀÝÉÈ ÍÉÎÏÒÁÈ). ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á A ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ Ë×ÁÄÒÁÔÎÕÀ �ÏÄÍÁÔÒÉ�Õ ÒÁÚÍÅÒÁ m ×m, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ ×ÓÅÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ Å£ �ÏÄÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁÚÍÅÒÁ (m+ 1)× (m+ 1) ×ÙÒÏÖÄÅÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ rkA = m.úÁÄÁÞÁ 10.12 (ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù). ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á A ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ At = −A. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) ÌÀÂÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ×ÙÒÏÖÄÅÎÁÂ) Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉ� ÒÁÚÍÅÒÏ× 2× 2 É 4× 4 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ�ÏÌÎÙÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ × ËÏÌØ�ÁÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×úÁÄÁÞÁ 10.13. ÷ÅÒÛÉÎÙ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ � ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ n. íÁÔÒÉ-�Á A� = (aij) ÉÍÅÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ aii, ÒÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÕ ÒÅÂÅÒ, ÓÈÏÄÑÝÉÈ-ÓÑ × i-ÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ aij ÒÁ×ÎÙ ÅÄÉÎÉ�Å, ÅÓÌÉ ×ÅÒÛÉÎÙ i Éj ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ, É ÎÕÌÀ | ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ detA = 0, Á×ÓÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ Aii Ë ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔÎÕÌÑ É ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. åÓÌÉ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÑ, ÒÅÛÉÔÅÚÁÄÁÞÕ × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ � ÄÅÒÅ×Ï. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ � ÄÅÒÅ×Ï, ÅÓÌÉ ÉÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ Aii = 1.úÁÄÁÞÁ 10.14. ÷ÙÑÓÎÉÔÅ, �ÒÉ ËÁËÉÈ a, b,  ÍÁÔÒÉ�Ù ÏÂÒÁÔÉÍÙ É ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ:Á) (1 11 a+ 1)−1 Â) (os' − sin'sin' os' )−1 ×) 1 0 0 b 0a 0 1−1 Ç) 1 a 00 b 00  1−1úÁÄÁÞÁ 10.15. ðÕÓÔØ A(x) = a0xn + a1xn−1 + · · · + an−1x + an, B(x) = b0xm +b1xm−1 + · · · + bm−1x + bm ÉÍÅÀÔ a0b0 6= 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Pd ⊂ k[x℄ (k {ÌÀÂÏÅ �ÏÌÅ) �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 d, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ Pn−1 ⊕ Pm−1 (f;g)7→Ag+Bf- Pm+n−1 . ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÁÄ k ÉÎÁ�ÉÛÉÔÅ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉ�Õ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÉÚ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× {x�} É ÄÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ Å£ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ×ÚÁÉÍÎÏÊ �ÒÏÓÔÏÔÅ A É B.úÁÄÁÞÁ 10.16 (ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ óÉÌØ×ÅÓÔÒÁ). äÌÑ � = 0; 1; 2; : : : ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚd� Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉ�Ù, ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ×ÙËÉÄÙ×ÁÎÉÅÍ �Ï � ÓÔÒÏË É �ÓÔÏÌÂ�Ï× Ó×ÅÒÈÕ, ÓÎÉÚÕ, ÓÌÅ×Á É Ó�ÒÁ×Á ÉÚ ÍÁÔÒÉ�Ù (ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ m 6 n É�ÕÓÔÙÅ ÍÅÓÔÁ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÙ ÎÕÌÑÍÉ)



a0 : : : : : : an−1 ana0 : : : : : : an−1 an. . . . . . . . .a0 : : : : : : an−1 anb0 : : : bm−1 bm. . . . . . . . .. . . . . . . . .b0 : : : bm−1 bmb0 : : : bm−1 bm
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m
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186 úÁÄÁÞÉ Ë §10ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ degÎÏÄ(A;B) �ÁÒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× A É B ÉÚ ÚÁÄ. 10.15 Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ�ÅÒ×ÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÞÌÅÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ d0; d1; d2; : : : ?úÁÄÁÞÁ 10.17 (ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ). ÷ Z[t; a0; b0;�1; �2; : : : ; �n;�1; �2; : : : ; �m℄ �ÏÌÏÖÉÍA(t) def= a0tn + a1tn−1 + · · ·+ an−1t+ an def= a0 n∏i=1 (t− �i)B(t) def= b0tm + b1tm−1 + · · ·+ bm−1t+ bm def= b0 m∏j=1 (t− �j)Á) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á am0 ∏i B (ai) = am0 bn0 ∏i;j (�i − �j) = (−1)mnbn0 ∏j A (�j)(ÜÔÏÔ �ÏÌÉÎÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× A É B É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ-ÓÑ RA;B)Â) ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ RA;B ÒÁ×ÅÎ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀ (10-20)×) ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∀A;B ∈ Z[x℄ ∃ f; g ∈ Z[x℄ : RA;B = fA+ gB × Z[x℄.úÁÄÁÞÁ 10.18. äÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÍÁÔÒÉ� A É B ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅaIJ = (−1)|I|+|J |bJIúÁÄÁÞÁ 10.19. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ �Ï ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÜÌÅÍÅÎÔÁÍ �k det(A)�ai1j1�ai2j2 : : : �aikjkúÁÄÁÞÁ 10.20. äÌÑ A;B ∈ Matn(K) ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÅÊÌÏÒÁ ×K[x; y℄ (x É y | ÓËÁÌÑÒÎÙÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ):det(xA+ yB) = n∑k=0 xkyn−k · tr (�kA) · tr (�n−kA) :úÁÄÁÞÁ 10.21. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ× Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ !ÏÔ ÞÅÔÙÒ£È �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ, ËÏÇÄÁ ! ∧ ! = 0.úÁÄÁÞÁ 10.22* (ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ðÌÀËËÅÒÁ). äÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù A ∈ Mat2×4(K) (2 ÓÔÒÏ-ËÉ É 4 ÓÔÏÌÂ�Á) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Aij 2 × 2-ÍÉÎÏÒ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÊ × i-ÔÏÍ É j-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�ÁÈ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 6 ÞÉÓÅÌ Aij ∈ K ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÏÂÒÁÚÕ-ÀÔ ÎÁÂÏÒ 2 × 2-ÍÉÎÏÒÏ× 2 × 4-ÍÁÔÒÉ�Ù, ËÏÇÄÁ A12A34 − A13A24 + A14A23 = 0.÷ÙÑÓÎÉÔÅ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ 2× 4 ÍÁÔÒÉ�Ù Ó 2× 2 ÎÁÂÏÒÁÍÉ ÍÉÎÏÒÏ×Á) { 2 ; 3 ; 4 ; 5 ; 6 ; 7 } Â) { 3 ; 4 ; 5 ; 6 ; 7 ; 8 }(ÍÉÎÏÒÙ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ �ÒÏÓÔÏ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ). åÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÓ ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, �ÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù.úÁÄÁÞÁ 10.23 (ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ). íÎÏÇÏÞÌÅÎ�A(t) = det(tE −A) = �0tn + �1tn−1 + · · ·+ �n−1t+ �n ∈ K[t℄



úÁÄÁÞÉ Ë §10 187ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÍÁÔÒÉ�Ù A ∈ Matn(K).äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÅÓÌÉ B = CAC−1, ÔÏ �B = �AÂ) (−1)k�k ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ×ÓÅÈ ÍÉÎÏÒÏ× k-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ÇÌÁ×ÎÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ËÏÔÏÒÙÈÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ A (ÔÁËÉÅ ÍÉÎÏÒÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍÉ).×) ddt ∣∣t=0 det(E + tA) = trA Ç*) �A(A) = 0 Ä) dim k[A℄ 6 n ∀ A ∈ Matn(k) .



§11. íÏÄÕÌÉ.11.1. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ. áÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÅ×ÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ1 K (ÉÌÉ ÌÅ×ÙÍ K-ÍÏÄÕÌÅÍ), ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÌÅ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅ-ÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕ��Ù M ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØ�Á: K ×M - M ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:�(�a) = (��)a ∀ a∈M ; ∀�; � ∈ K (11-1)(�+ �)a = �a+ �a ∀ a∈M ; ∀�; � ∈ K (11-2)�(a+ b) = �a+ �b ∀�∈K ; ∀ a; b ∈ K (11-3)óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÁ×ÙÍ K-ÍÏÄÕÌÅÍ, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÁ Ï�Å-ÒÁ�ÉÑ �ÒÁ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕ��Ù M ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØ�Á: M ×K - M ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:(a�)� = a(��) ∀ a∈M ; ∀�; � ∈ K (11-1′)a(�+ �) = a�+ a� ∀ a∈M ; ∀�; � ∈ K (11-2′)(a+ b)� = a�+ b� ∀�∈K ; ∀ a; b ∈ K : (11-3′)÷ÔÏÒÏÅ É ÔÒÅÔØÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á × ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÔ,ÞÔÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÁ. ìÅ×ÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ �ÒÁ×ÏÇÏ ÔÏÌØËÏ �ÅÒ×ÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ a ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁ �, Á �ÏÔÏÍ ÎÁ �, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ × ÌÅ×ÏÍÍÏÄÕÌÅ Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ a ÎÁ ��, Á × �ÒÁ×ÏÍ | Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÑ a ÎÁ ��. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÌÅ×ÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ K |ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ �ÒÁ×ÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍ ËÏÌØ-�ÏÍ K◦, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÅÈ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÞÔÏ K, ÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ �ÏÒÑÄËÏÍÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÈ:a ·K◦
b def= b ·K a :îÁÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ ÍÅÖÄÕ ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÍÏÄÕÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊÒÁÚÎÉ�Ù ÎÅÔ.åÓÌÉ ËÏÌØ�Ï K ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉ�Õ, ÔÏ Ë Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ (11-1) { (11-3′) ÏÂÙÞÎÏÄÏÂÁ×ÌÑÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×Á 1 · a = 1 É a · 1 = a ∀ a∈M :íÏÄÕÌÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÍÉ.÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ËÏÌØ�Ï K Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ, K-ÍÏÄÕÌÉ | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ×ÅË-ÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K. èÏÔÑ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ËÏÍÍÕ-ÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ ÍÏÖÅÔ ÄÁÌÅËÏ ÏÔÓÔÏÑÔØ �Ï Ó×ÏÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÏÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÉÎÔÕÉ�ÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÞÁÓÔÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÅÚÎÏÊ1�ÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ ËÏÌØ�Ï ÎÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ188



11.1.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ 189É �ÒÉ ÒÁÂÏÔÅ Ó ÍÏÄÕÌÑÍÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÞÁÓÔÏ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÄÕÌÅÊ�×ÅËÔÏÒÁÍÉ�, Á ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØ�Á | �ÞÉÓÌÁÍÉ�.äÁÌÅÅ × ÜÔÏÍ ËÕÒÓÅ, ÅÓÌÉ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏ ÎÅ ÏÇÏ×ÁÒÉ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ, ÍÙ ÂÕÄÅÍÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ ÔÏÌØËÏ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÍÉ ÍÏÄÕÌÑÍÉ ÎÁÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍÉ ËÏÌØ�ÁÍÉ ÓÅÄÉÎÉ�ÅÊ É ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ ÒÁÚÎÉ�Ù ÍÅÖÄÕ ÌÅ×ÙÍ É �ÒÁ×ÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× ÍÏÄÕÌÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØ�Á, ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÁ v ∈ V ÎÁÞÉÓÌÏ � ∈ ë É ËÁË � · v, É ËÁË v · � | ËÁË ÍÙ ÕÖÅ �ÏÓÔÕ�ÁÌÉ É ÒÁÎÅÅ.11.1.1. ðÏÄÍÏÄÕÌÉ, ÆÁËÔÏÒ ÍÏÄÕÌÉ É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. áÂÅÌÅ×Á �ÏÄÇÒÕ�-�Á N ⊂ M × K-ÍÏÄÕÌÅ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ K-�ÏÄÍÏÄÕÌÅÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ×ÙÄÅÒÖÉ×ÁÀÔÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØ�Á, Ô. Å.�a ∈ N ∀ a∈N ; ∀�∈K :ðÏÄÍÏÄÕÌØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ É ÏÔ ×ÓÅÇÏ ÍÏ-ÄÕÌÑ.æÁËÔÏÒ ÍÏÄÕÌØ M=N �Ï �ÏÄÍÏÄÕÌÀ N ⊂ M Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×[m℄N = m (mod N) = m+N = {m′ ∈M | m′ −m ∈ N}ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ m∼N m′, ÏÚÎÁÞÁÀ-ÝÅÍÕ, ÞÔÏ m′ −m ∈ N . óÌÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× É ÉÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØ�ÁÏ�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ[m1℄ + [m2℄ = [m1 +m2℄�[m℄ = [�m℄õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÏÄÕÌÑ.çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÉÌÉ K-ÉÌÉ K-ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ) ÍÅÖÄÕ K-ÍÏÄÕÌÑÍÉM É M ′ ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ�� M - M ′ , �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÊ ÓÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØ�Á:'(�v) = �'(v) ∀�∈K ; ∀ v; w ∈M :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÄÕÌÅÊ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ×ÓÅÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÇÏÍÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÁ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��. îÁ�ÒÉÍÅÒ, '(0) = 0 , '(v − w) = '(v) − '(w) É Ô. �..éÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ K-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ' ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ' ÉÍÅÅÔÎÕÌÅ×ÏÅ ÑÄÒÏ ker(') = { a ∈M1 | '(a) = 0 } .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ K-ÍÏÄÕÌÅÊ ' : M1 - M2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ K-�ÏÄÍÏÄÕÌÑÍÉ × M1 É M2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,É �ÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ M1= ker(') ∼- im (').



190 §11.íÏÄÕÌÉ11.2. ïÂÒÁÚÕÀÝÉÅ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× E =
{ei} ⊂M �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÍÏÄÕÌØM , ÅÓÌÉ ×ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ei Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K:a = �1ei1 + �2ei2 + · · · + �nein : (11-4)÷ÅËÔÏÒÙ ei ∈ E ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÍÏÄÕÌÑ M . íÏ-ÄÕÌØ, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ �Ï-ÒÏÖÄÅÎÎÙÍ.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ E ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ, ÅÓÌÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (11-4)ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ a ∈ M . ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÌÉÞÉÅ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ∑�iei =∑�iei ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ∑(�i−�i)ei = 0, × ËÏÔÏÒÏÍ�ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÍÏÄÕÌÑ MÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ, Ô. Å.ËÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÉÄÁ�1ei1 + �2ei2 + · · · + �nein = 0 (11-5)×ÌÅÞ£Ô, ÞÔÏ ×ÓÅ �j = 0. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ (11-5) Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÁÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÍÅÖÄÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÂÁÚÉÓ | ÜÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ÎÅ Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ ÎÉËÁËÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ.íÏÄÕÌØ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÂÁÚÉÓÏÍ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÂÁÚÉÓÁ × ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ×ÓÑËÉÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ �ÏÌÅÍÑ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ. îÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ K, ÉÍÅÀÝÉÍ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÜÔÏÎÅ×ÅÒÎÏ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÏÄÕÌÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ-×ÉÓÉÍ, É ÍÏÄÕÌÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅÔ ÎÅ�ÕÓÔÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÎÁÂÏÒÏ××ÅËÔÏÒÏ×. ðÒÉÞÉÎÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁÌÉÞÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ�1ei1 + �2ei2 + · · · + �nein = 0Ó ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ �j, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÒÁÚÉÔØËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× ÞÅÒÅÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ.11.2.1. ðÒÉÍÅÒ: ÉÄÅÁÌÙ. ìÀÂÏÅ ËÏÌØ�Ï K Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ÓÁÍÉÍÓÏÂÏÊ. åÇÏ �ÏÄÍÏÄÕÌÉ I ⊂ K | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÄÅÁÌÙ ËÏÌØ�Á K . åÓÌÉ ÉÄÅÁÌÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍ, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙÄ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁa; b ∈ K ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ K:a · b− b · a = 0 :�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄÌÑ �ÏÄÍÏÄÕÌÅÊ ËÏÌØ�Á, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ËÏÌØ�ÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×,ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, × ËÏÌØ�Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×K = k[x; y℄ (ÇÄÅ k | �ÏÌÅ) ÉÍÅÅÔÓÑ �ÏÄÍÏÄÕÌØ M , ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×ÂÅÚ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ. óÏÇÌÁÓÎÏ Õ�Ò. 6.7 ÉÄÅÁÌ M ⊂ k[x; y℄ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁ×-ÎÙÍ, Ô. Å. ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎ ÏÄÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ. îÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ Ä×ÕÍÑÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ e1 = x É e2 = y, ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØye1 − xe2 = 0 .



11.2.ïÂÒÁÚÕÀÝÉÅ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ 19111.2.2. ðÒÉÍÅÒ: ÁÂÅÌÅ×Ù ÇÒÕ��Ù. ÷ÓÑËÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á A ÉÍÅÅÔ ËÁÎÏ-ÎÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z, ÚÁÄÁÎÎÕÀ �ÒÁ×ÉÌÏÍn · a def= sgn(n)(a+ a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸n ) ; (11-6)ÇÄÅ sgn(n) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÚÎÁË �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.3. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÁËÓÉÏÍ Z-ÍÏÄÕÌÑ.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á ×ÙÞÅÔÏ× Z=(k) ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË Z-ÍÏÄÕÌØ Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ n · [m℄k def= [nm℄k ;ÇÄÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ [m℄k = m (mod k) ËÌÁÓÓ ÞÉÓÌÁ m �Ï ÍÏÄÕÌÀ k. íÏÄÕÌØ
Z=(k) �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ [1℄k, ËÏÔÏÒÙÊ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀk · [1℄k = 0, É ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ ÎÅ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ × Z-ÍÏÄÕÌÅ Z=(k).éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ k · [1℄k = 0 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×
Z=(k) - Z. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ' × ËÏÌØ�Å Z ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï k · '([1℄k) = '(k · [1℄k) = '(0) = 0 ;ÏÔËÕÄÁ '([1℄k) = 0, �ÏÓËÏÌØËÕ × Z ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ. îÏ ÔÏÇÄÁ ∀ m '([m℄k) ='(m · [1℄k) = m · '([1℄k) = 0 .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ [n℄k �ÏÒÏÖÄÁÅÔ Z-ÍÏÄÕÌØ Z=(k) ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏ Ó k.11.2.3. ðÒÉÍÅÒ: ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ É ËÒÕÞÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ × ËÏÌØ�Å K ÎÅÔ ÄÅÌÉ-ÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ. üÌÅÍÅÎÔ m ÉÚ K-ÍÏÄÕÌÑ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ�m = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ � ∈ K. îÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ � ∈ K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ × ÍÏÄÕÌÅ M , ÅÓÌÉ �m = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ m ∈M .üÌÅÍÅÎÔÙ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÄÍÏÄÕÌØ ×M : ÅÓÌÉ �1m1 = 0 É �2m2 = 0, ÔÏ�1�2(m1±m2) = 0 (�ÒÉÞ£Í �1�2 6= 0, Ô. Ë. × K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ) É �1(�m1) =�2(�m2) = 0 ∀� ∈ K . üÔÏÔ �ÏÄÍÏÄÕÌØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÄÍÏÄÕÌÅÍ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÉÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Tors(M) = {m ∈M | ∃ � 6= 0 : �m = 0 } :åÓÌÉ Tors(M) = 0, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ M | ÍÏÄÕÌØ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ (ÉÌÉ ÞÔÏ MÓ×ÏÂÏÄÅÎ ÏÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ).îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÌÀÂÏÊ �ÏÄÍÏÄÕÌØ ËÏÌØ�Á K, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄÓÏÂÏÊ, Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÏÊ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ K-ÍÏÄÕÌØ Ó×ÏÂÏÄÎÙ ÏÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ. îÁ�ÒÏÔÉ×,× Z-ÍÏÄÕÌÅ ×ÙÞÅÔÏ× Z=(k) ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÒÕÞÅÎÉÑ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ M '- N × Ó×ÏÂÏÄÎÙÊÏÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÍÏÄÕÌØ N �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ Tors(M) × ÎÕÌØ.



192 §11.íÏÄÕÌÉ11.2.4. úÁÄÁÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×. ðÕÓÔØ ÍÏÄÕÌØ M �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁÍÉ ei. �ÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÄÕÌÅÊ ' : M - N ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁ-ÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï ÏÂÒÁÚÁÍ '(ei) ÜÔÉÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×: �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÙÊ×ÅËÔÏÒ a ∈M ËÁË Á =∑�iei É �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ'(a) = '(∑�iei) =∑�i'(ei) :ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÚÁÈÏÔÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ' : M - N ÕËÁÚÁ× ×ÍÏÄÕÌÅ N ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ bi = '(ei) É ÚÁÔÅÍ �ÒÏÄÏÌÖÉ× ' �Ï ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉÎÁ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÄÕÌÑ M ÆÏÒÍÕÌÏÊ '(∑�iei) = ∑�ibi , ÔÏ ÔÁËÏÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅËÏÒÒÅËÔÎÙÍ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ ÞÅÒÅÚ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÙbi = '(ei), ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅÌØÚÑ ×ÙÂÉÒÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ.ìÅÍÍÁ 11.1äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÒÁ×ÉÌÏ ei 7−→ bi ∈ N ËÏÒÒÅËÔÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÌÏÓØ �Ï ÌÉÎÅÊÎÏ-ÓÔÉ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÏÄÕÌÅÊ M - N , ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙËÁÖÄÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ei × ÍÏÄÕÌÅ M ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÂÙ É ÍÅÖÄÕ×ÅËÔÏÒÁÍÉ bi × ÍÏÄÕÌÅ N :�1e1 + �2e2 + · · · + �nen = 0 ⇒ �1b1 + �2b2 + · · · + �nbn = 0 :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÇÏ-ÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ:
∑�iei = 0 ⇒ ∑�ibi =∑�i'(ei) = '(∑�iei) = '(0) = 0 :îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ei ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ É ÍÅÖÄÕ bi, ÔÏ �ÒÏÄÏÌ-ÖÅÎÉÅ �Ï ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ a ∈M ÞÅÒÅÚ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅa = x1e1 + x2e2 + · · · + xnen = y1e1 + y2e2 + · · · + ynen (11-7)×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ∑(xi − yi)ei = 0, Á ÚÎÁÞÉÔ | É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ∑(xi −yi)bi = 0 , ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x1b1+x2b2+ · · ·+xnbn = y1b1+y2b2+ · · ·+ynbn× ÍÏÄÕÌÅ N , Ô. Å. ÞÔÏ '(a) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÉÍ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ (11-7)�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ '(a). �11.2.5. õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÂÁÚÉÓÁ. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× E =

{ei} ⊂ M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ÍÏÄÕÌÑ M , Ô. Å. ÎÉËÁËÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ×ÅË-ÔÏÒÁÍÉ ei ÎÅÔ ×ÏÏÂÝÅ, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : E - N ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E ×�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ K-ÍÏÄÕÌØ N ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÁ K-ÍÏÄÕÌÅÊ ' :M - N . ÷ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ:



11.3.íÁÔÒÉ�Ù ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× 193ìÅÍÍÁ 11.2íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× E = {ei} ⊂M ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ K-ÍÏÄÕÌÑ M , ËÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : E - N ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E × �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÊ K-ÍÏÄÕÌØ N ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ K-ÍÏÄÕÌÅÊ ' :M - N .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÍÙ ÕÖÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ ×ÙÛÅ. äÌÑÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÕÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E ′ ≃ E , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÆÏÒ-ÍÁÌØÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× e′i, ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÅËÔÏÒÁÍ ei ∈ E , ÉÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ K-ÍÏÄÕÌØ N Ó ÂÁÚÉÓÏÍ E ′. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, N ÓÏÓÔÏÉÔÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ ÓÉÍ×ÏÌÏ× e′i ÓËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K, ×ÓÅ ÜÔÉ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ É ÓËÌÁÄÙ-×ÁÀÔÓÑ É ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÞÉÓÌÁ �Ï ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ.ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÌÅÍÍÙ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× E - N , �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ei × e′iÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÏÄÕÌÅÊ ' :M - N . �ÁË ËÁË �Ï�ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÜÌÅÍÅÎÔÙ e′i ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ N , ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍÎÏÖÅÓÔ× E ′ - M , �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ e′i × ei, ÔÁËÖÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÏÄÕÌÅÊ  : N - M . ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ  ' :M - MÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ IdM : M - M ÏÂÁ �ÒÏÄÏÌÖÁÀÔ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉ-ÞÅÓËÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ E ⊂ M ÄÏ K-ÍÏÄÕÌØÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ M - M , ÏÎÉ | ×ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ | ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ:  ' = IdM . ðÏ ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ�ÒÉÞÉÎÅ ' = IdN . �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ' É  ÏÂÒÁÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, ÉÍÏÄÕÌÉ M É N ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÅËÔÏÒÙ e′i ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ÍÏÄÕÌÑ N ,ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ ei �ÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ  ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ × M . �11.3. íÁÔÒÉ�Ù ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×. åÓÌÉ K-ÍÏÄÕÌØ M �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁÍÉ w = (w1; w2; : : : ; wm), Á K-ÍÏÄÕÌØ N | ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ v = (v1; v2; : : : ; vn), ÔÏ×ÓÑËÏÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ K-ÍÏÄÕÌÅÊ F : M - N ÍÏÖÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÍÁÔÒÉ�ÕFvw, × j-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÑÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ F (wj) ÞÅÒÅÚ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ v. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÁÔÒÉ�Á FvwÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ F (w) = vFvw (11-8)(ÇÄÅ F (w) = (F (w1); F (w2); : : : ; F (wr)) , ËÁË × n◦ 9.3.2).ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ Fvw ÎÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á Fvw Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (11-8) ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, É ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ FÍÏÖÎÏ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� × ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅÓÉÓÔÅÍÁÈ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ, ÎÏ ÏÎÏ ÕÄÏÂÎÏ É ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ. åÓÌÉF : M - M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ K-ÍÏÄÕÌÑ M , �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ-ÍÉ w = (w1; w2; : : : ; wm), ÔÏ ×ÍÅÓÔÏ Fww ÍÙ �ÉÛÅÍ Fw É ÎÁÚÙ×ÁÅÍ Fw ÍÁÔÒÉ�ÅÊF × ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ w .ìÅÍÍÁ 11.3åÓÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á Fw ∈ Matn(K) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁ



194 §11.íÏÄÕÌÉF : M - M × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ÔÏ imF ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÂÒÁÚ ÇÏÍÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÁ det(Fw) · IdM : u 7→ u · detFw ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ det(Fw) .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ det(Fw) · IdM ÉÍÅÅÔ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ wÍÁÔÒÉ�Õ det(Fw) · E = FwF̂w . ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚÙ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, Ô. Å. ÓÔÏÌÂ�Ù ÍÁ-ÔÒÉ�Ù w det(Fw) · E = wFwF̂w Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÍÉ ÓÔÏÌÂ�Ï×ÍÁÔÒÉ�Ù wFw = F (w), Ô. Å. ÏÂÒÁÚÏ× ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ �ÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ F , ÞÔÏ ÉÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ. �11.3.1. ðÒÉÍÅÒ: ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï çÁÍÉÌØÔÏÎÁ {ëÜÌÉ. ðÕÓÔØ A ∈ Matn(K) |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÎÁÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ K. îÁÄÅÌÉÍÓ×ÏÂÏÄÎÙÊ K-ÍÏÄÕÌØ Kn ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× K[t℄,�ÏÌÁÇÁÑ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÓÔÏÌÂ�Á v ∈ Kn ÎÁ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎ f(t) = f0 + f1t+ · · ·+ fmtm Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÏÌÂÅ�f(t)v def= f0v + f1Av + f2A2v + · · ·+ fmAmv�ÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÓÔÏÌÂ�Á v ÓÌÅ×Á ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ f(A) | ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÏÄ-ÓÔÁÎÏ×ËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù A × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(t) (ÓÒ. Ó ÚÁÄ. 9.8).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.6. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÁËÓÉÏÍ K[t℄-ÍÏÄÕÌÑ ÄÌÑ Kn.óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e1; e2; : : : ; en ÍÏÄÕÌÑ Kn ÎÁÄ K ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ �ÏÒÏÖÄÁÅÔKn ÎÁÄ K[t℄. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ tId : u 7−→ tu ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t ÉÍÅÅÔ × ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ�ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�Ù: tE É A. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ,ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙ kn × ÎÕÌØ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ × ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ e1; e2; : : : ; enÍÁÔÒÉ�ÅÊ tE − A. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍ. 11.3 ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ det(tE − A) ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ Kn × ÎÕÌØ.îÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ det(tE−A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ K-ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÍÁÔÒÉ-�Á ËÏÔÏÒÏÇÏ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ×ÍÅÓÔÏt × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �A(t) = det(tE − A) . ðÏÓËÏÌØËÕ Kn Ó×ÏÂÏÄÅÎ ÎÁÄ K, ÍÁÔÒÉ�Á�A(A) ÎÕÌÅ×ÁÑ. îÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ�ÅÏÒÅÍÁ 11.1 (ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï çÁÍÉÌØÔÏÎÁ {ëÜÌÉ)îÁÄ ÌÀÂÙÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ K �ÒÉ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÙA ×ÍÅÓÔÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �A(t) = det(tE − A) ∈ K[t℄ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑÎÕÌÅ×ÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á. �íÎÏÇÏÞÌÅÎ �A(t) = det(tE − A) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÏÍ ÍÁÔÒÉ�Ù A. óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÄ. 10.23 ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �A(t) �ÒÉ tkÒÁ×ÅÎ ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ (−1)n−k ÓÕÍÍÅ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÉÎÏÒÏ× �ÏÒÑÄËÁn − k ÍÁÔÒÉ�Ù A. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ �A(t) ÒÁ×ÅÎ (−1)n detA, Á ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ tn−1 ÒÁ×ÅÎ ÍÉÎÕÓ ÓÕÍÍÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉ�Ù A.óÕÍÍÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ trA.éÚ ÔÅÏÒ. 11.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, Ë �ÒÉÍÅÒÕ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ 2×2 ÍÁÔÒÉ�Á A ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔË×ÁÄÒÁÔÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ t2+tr (A) · t+det(A) = 0 (ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ



11.4.òÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔØ 195(9-5) ÎÁ ÓÔÒ. 154), Á ×ÓÑËÁÑ 3× 3 ÍÁÔÒÉ�ÁA = a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a33ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ËÕÂÉÞÅÓËÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ t3− tr (A) · t2+�2(A) · t−det(A) = 0, ÇÄÅ�2(A) = (a11a22 − a12a21) + (a11a33 − a13a31) + (a22a33 − a23a32) :11.4. òÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔØ. ðÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ É �ÒÑÍÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÀÔÓÑ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× (ÓÍ. n◦ 7.3.3).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ Ó ÂÁÚÉÓÁÍÉ
E1 É E2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ E1 ⊔ E2 (E1 É E2 ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×).åÓÌÉ ÎÁÂÏÒ �ÏÄÍÏÄÕÌÅÊ N1; N2; : : : ; Ns ⊂M ÔÁËÏ×, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÌÏÖÅÎÉÑN1 ⊕N2 ⊕ · · · ⊕Ns (a1;a2;:::;as) 7→a1+a2+···+as - MÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ�ÏÄÍÏÄÕÌÅÊ Ni. üÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ a ∈M ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ a = ∑ bi Ó bi ∈ Ni. îÁ�ÒÉÍÅÒ, Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ K-ÍÏ-ÄÕÌØ Ó n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ Kn =K ⊕K ⊕ · · · ⊕K (×ÓÅÇÏ n ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ).ìÅÍÍÁ 11.4äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÍÏÄÕÌØ M ÒÁÓ�ÁÄÁÌÓÑ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ Ä×ÕÈ Ó×ÏÉÈ �ÏÄÍÏÄÕÌÅÊL É N ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ L É N �ÏÒÏÖÄÁÌÉ M É L ∩N = 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÀÒØÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÌÏÖÅÎÉÑ� : L⊕N (a;b)7→a+b - MÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ L É N �ÏÒÏÖÄÁÀÔM , Á ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ (Ô. Å. ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅÑÄÒÁ) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÕÓÌÏ×ÉÀ L∩N = 0 , �ÏÓËÏÌØËÕ (a; b) ∈ ker �⇒ a = −b ∈ L∩N ,É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, a ∈ L ∩N ⇒ (a;−a) ∈ ker � . �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.8. ðÕÓÔØ ÍÏÄÕÌØ M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ M = L ⊕ N Ä×ÕÈÓ×ÏÉÈ �ÏÄÍÏÄÕÌÅÊ L;N ⊂M . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M=N ≃ L É M=L ≃ N .11.4.1. îÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÍÏÄÕÌÉ É ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ �ÏÄÍÏÄÕÌÉ. íÏÄÕÌÉ,ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ × ×ÉÄÅ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ó×ÏÉÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÏÄÍÏÄÕÌÅÊÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍÉ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, Z-ÍÏÄÕÌØ Z ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÑËÉÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÏÄÍÏ-ÄÕÌØ I ⊂ Z | ÜÔÏ ÇÌÁ×ÎÙÊ ÉÄÅÁÌ I = (d), É ÉÚ ÎÁÌÉÞÉÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Z = (d)⊕N



196 §11.íÏÄÕÌÉ×ÙÔÅËÁÌÏ ÂÙ, ÞÔÏ × Z ÅÓÔØ �ÏÄÍÏÄÕÌØ N , ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ �Ï Õ�Ò. 11.8 ÍÏÄÕÌÀ
Z=(d). îÏ ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ô. Ë. × Z ÎÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ.üÔÏÔ �ÒÉÍÅÒ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ K, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÅÜÌÅÍÅÎÔÙ, Õ �ÏÄÍÏÄÕÌÑN ⊂M ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ �ÏÄÍÏÄÕÌÑL ⊂M , ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏM = L⊕N , ËÁË ÜÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÎÁÄ �ÏÌÅÍ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.9. ðÕÓÔØ M = Z2 = Z⊕ Z É N ⊂M | �ÏÄÍÏÄÕÌØ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÊ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (2; 1) É (1; 2) . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ N ≃ Z2, M=N ≃ Z=(3), É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ�ÏÄÍÏÄÕÌÑ L ⊂M , ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ M = L⊕N .11.5. òÁÎÇ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ. ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× × ÂÁÚÉÓÅ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÇÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ M ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÎÇÏÍ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ M É ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÅÔÓÑ rkM .îÁÌÉÞÉÅ × ÍÏÄÕÌÅ M ÂÁÚÉÓÁ (e1; e2; : : : ; em) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒ-ÆÉÚÍ K-ÍÏÄÕÌÅÊ Km = K ⊕K ⊕ · · · ⊕K︸ ︷︷ ︸m - M ;�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ (�1; �2; : : : ; �m) ∈ Km × ×ÅËÔÏÒ �1e1 + �2e2 + · · · + �mem ∈M , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. íÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁM ≃ Kn ×ÏÚÍÏÖÎÏ �ÒÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍ n . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ Ä×Å ÁÌÇÅ-ÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÁÖÎÁ ÓÁÍÁ �Ï ÓÅÂÅ.11.5.1. æÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÑ ÍÏÄÕÌÑ �Ï ÉÄÅÁÌÕ ËÏÌØ�Á. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I ⊂K É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ K-ÍÏÄÕÌÑ M ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ IM ⊂M �ÏÄÍÏÄÕÌØ, ÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÎÙÊ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÏÄÕÌÑ M Ó ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÉÄÅÁÌÁ I:IM = {x1a1 + x2a2 + · · · + xnan | xi ∈ I ; ai ∈M } :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.10. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ IM ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ K-�ÏÄÍÏÄÕÌÅÍ ×M .æÁËÔÏÒ ÍÏÄÕÌØ M=IM ÏÂÌÁÄÁÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ÆÁËÔÏÒËÏÌØ�ÏÍ K=I, ËÏÔÏÒÁÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌÏÍ[�℄I · [a℄[IM ℄ = [�a℄[IM ℄ÇÄÅ ÍÙ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍÉ ÓËÏÂËÁÍÉ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ:[�℄I = � (mod I) ; [a℄[IM ℄ = a (mod [IM ℄) :÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ �′ = � + x É a′ = a + v, ÇÄÅ x ∈ I, v ∈ IM , ÔÏ �′a′ =�a+ (xa+ �v + xv), ÇÄÅ ×ÚÑÔÁÑ × ÓËÏÂËÉ ÓÕÍÍÁ ÌÅÖÉÔ × IM .



11.5.òÁÎÇ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ 197åÓÌÉ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ Ë �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÍÏÄÕÌÅÊ M =M1⊕M2⊕
· · · ⊕Mm, ÔÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ × �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ �ÏËÏÍ�Ï-ÎÅÎÔÎÏ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕM=IM = (M1=IM1)⊕ (M2=IM2)⊕ · · · ⊕ (Mm=IMm) :÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ K-ÍÏÄÕÌÑ M = Kn �ÏÉÄÅÁÌÕ I ⊂ K Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ K=I-ÍÏÄÕÌØM=IM = (K=I)n ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁÎÇÁ.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÒÁÎÇÁ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊ-ÔÉ × ËÏÌØ�Å K ÔÁËÏÊ ÉÄÅÁÌ I, ÞÔÏÂÙ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Ï k = K=I ÂÙÌÏ �ÏÌÅÍ: ÎÁ-ÌÉÞÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ M ≃ Kn ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ M=IM ≃ (K=I)n ≃ kn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ n-ÍÅÒÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÄ k, É ÞÉÓÌÏ n = dimk(M=IM) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ M .11.5.2. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ×ÓÅÇÏ ËÏÌØ�ÁÉÄÅÁÌ I ⊂ K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ � ∈ K r IÉÄÅÁÌ (�; I), �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÊ I É ÜÔÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍ ËÏÌØ�ÏÍ.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Ï K=I Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ ÉÄÅÁÌ I ⊂ K ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ � ∈ K r IÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (�; I) = K ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ (�; I) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉ�Õ, ÞÔÏ× Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �x+y = 1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏx ∈ K É y ∈ I. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ×ÔÏÞÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ [�℄I ÏÂÒÁÔÉÍ × ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Å K=I.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÒÁÎÇÁ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕ-ÌÑ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ËÏÌØ�Å ÉÍÅÅÔÓÑÈÏÔØ ÏÄÉÎ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ.óÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÌÅÍ-ÍÙ ãÏÒÎÁ1 �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÁÖÅ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÌÀÂÏÊ ÏÔÌÉÞ-ÎÙÊ ÏÔ ×ÓÅÇÏ ËÏÌØ�Á ÉÄÅÁÌ J ⊂ K ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÉÄÅÁ-ÌÅ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ×ÓÅÇÏ ËÏÌØ�Á ÉÄÅÁÌÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÄÁÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ J , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÌÅÍÍÙ ãÏÒÎÁ: ÏÎÏ ÎÅ�ÕÓÔÏ, ÞÁÓÔÉÞÎÏÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÏ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ, É ÌÀÂÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÉÄÅ-ÁÌÏ× ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÉÄÅÁÌÅ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ×ÓÅÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÓÅÍÅÊÓÔ×Á.�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÓÒÅÄÉ ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ËÏÌØ�Á ÉÄÅÁÌÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ J , ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÉÄÅÁÌI, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ K r I, ÉÄÅÁÌ (a; I) ! I ÓÏ×�ÁÄ£Ô ÓÏ ×ÓÅÍËÏÌØ�ÏÍ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.11.5.3. íÏÄÕÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ. ðÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ× ÓÉÌÅ É ÄÌÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÏ�ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ1ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÌÅÍÍÁ ãÏÒÎÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅX ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á Y ⊂ X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ x ∈ XÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ∀ y∈Y y 6 x, ÔÏ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ �, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ × ÔÏÍÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ∀x∈X � 6 x⇒ x = � (ÓÍ. ÚÁÄ. 1.19 É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒ. 7.1)



198 úÁÄÁÞÉ Ë §11ÂÁÚÉÓÁ É ÒÁ×ÎÁ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÂÁÚÉÓÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á M=IM ÎÁÄ �ÏÌÅÍ
k = K=I, ÇÄÅ I ⊂ K | ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ËÏÌØ�Á K .úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §11úÁÄÁÞÁ 11.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÁËÔÏÒ ÍÏÄÕÌØ L =M=N Ó×ÏÂÏÄÅÎ, ÔÏM ≃ N⊕L .úÁÄÁÞÁ 11.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÒÑÄËÉ1 ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÄÇÒÕ�� A1; A2; : : : ; An × ÁÂÅ-ÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Å A ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÔÏ ÉÈ ÓÕÍÍÁ × A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ.úÁÄÁÞÁ 11.3. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù Z=(5)⊕Z=(5) × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍ-ÍÕ Ä×ÕÈ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ �ÏÄÇÒÕ��.úÁÄÁÞÁ 11.4. ðÕÓÔØ M | Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ Z-ÍÏÄÕÌØ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e1; e2; : : : ; en Éw = x1e1 + x2e2 + · · · + xnen ∈MÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÄÍÏÄÕÌØ 〈w〉 ⊂M , �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÊ w, ×ÙÄÅÌÑ-ÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ2 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÏÄ(x1; x2; : : : ; xn) = 1.úÁÄÁÞÁ 11.5. ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ Z-�ÏÄÍÏÄÕÌØ M ⊂ Z[x℄, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÏ× Ó Þ£ÔÎÙÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ: Á) ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ? Â) Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ?×) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ N ⊂ Z[x℄, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ M ⊕N = Z[x℄?úÁÄÁÞÁ 11.6 (�ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙÅ Z-ÍÏÄÕÌÉ). Z-ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙÍ,ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ �ÏÄÍÏÄÕÌÑ N ⊂ M ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ�ÏÄÍÏÄÕÌØ L ⊂ M , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ M = L ⊕M . ëÁËÉÅ ÉÚ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ Z-ÍÏÄÕÌÅÊ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙ (ÄÁÌÅÅ m;n > 2 �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ �ÅÌÙÅ):Á) Z Â) Zn ×) Z=(p) Ç) (Z=(p))n Ä) Z=(pm) Å) (Z=(pm))núÁÄÁÞÁ 11.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Hom(M1 ⊕M2; N1 ⊕N2) = 2

⊕�;�=1Hom(M�; N�) .úÁÄÁÞÁ 11.8. ï�ÉÛÉÔÅ ÍÏÄÕÌØ ×ÓÅÈ Z-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× Hom(Z=(m);Z=(n))× ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ Á) m = p�, n = p� (p �ÒÏÓÔÏÅ, �; � ∈ N ÌÀÂÙÅ)Â) ÎÏÄ(m;n) = 1 ×) m;n ÌÀÂÙÅúÁÄÁÞÁ 11.9 (�ÅÌÏÚÎÁÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ). íÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ Q[x℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÌÏ-ÚÎÁÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ f(m) ∈ Z ∀m ∈ Z . îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x(x + 1)=2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÅÌÏÚÎÁÞÎÙÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÌÏÚÎÁÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ Z-�ÏÄÍÏÄÕÌØ M ⊂ Q[x℄ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ k(x) = (x + 1):::(x + k)=k! (ÇÄÅ k > 0 É ÍÙ�ÏÌÁÇÁÅÍ 0 = 1). äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ k ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Q[x℄ ÎÁÄ QÂ) ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ∇ : f(x) 7→ f(x)− f(x− 1) �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ k × k−11ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÏÒÑÄËÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÎÅÊ2Ô. Å. ∃ �ÏÄÍÏÄÕÌØ L ⊂M , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ M = 〈w〉 ⊕ L



úÁÄÁÞÉ Ë §11 199×) ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ k × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ Q[x℄ �Ï -ÂÁÚÉÓÕ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Q ÒÁ×ÅÎ ∇kf(0).Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n+ 1 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× n-ÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ(n)k (x) = (x+ k + 1):::(x+ k + n)=n! (ÇÄÅ 0 6 k 6 n)ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ �ÏÄÍÏÄÕÌÑ M6d ⊂M �ÅÌÏÚÎÁÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 n.Ä) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ1 Md=Z[x℄6d ËÏÎÅÞÅÎ É ×ÙÑÓÎÉÔÅ, ÓËÏÌØËÏ × Î£Í ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ×.Å*) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØ�Ï Z-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× M - M , �ÅÒÅÓÔÁÎÏ-×ÏÞÎÙÈ ÓÏ ×ÓÅÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÓÄ×ÉÇÁ: f(x) 7−→ f(x+ n), ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Z[[∇℄℄, ÇÄÅ
∇ : f(x) 7→ f(x)− f(x− 1) (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ËÏÌØ�Ï ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ).úÁÄÁÞÁ 11.10 (Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÒÅÛ£ÔËÉ). ðÕÓÔØ Z-�ÏÄÍÏÄÕÌØ N ⊂ Zn ÔÁËÏ×, ÞÔÏÆÁËÔÏÒ ÍÏÄÕÌØ Zn=N ËÏÎÅÞÅÎ, É �ÕÓÔØ L = Hom(Zn;Z) ÉN ′ = {' ∈ Hom(Zn;Q) | '(N) ⊂ Z} :ëÁË Ó×ÑÚÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ Zn=N É N ′=L ? ïÄÉÎÁËÏ×Ï ÌÉ Õ ÎÉÈ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×?úÁÄÁÞÁ 11.11 (�ÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÁÂÅÌÅ×Ù ÇÒÕ��Ù). Z-ÍÏÄÕÌØ (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ,ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á) A, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÊ ÏÄÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ.ðÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ Á) ÌÀÂÏÊ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÊ Z-ÍÏÄÕÌØ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Z ÉÌÉ Z=(n)Â) ÍÏÄÕÌØ Z=(n)⊕ Z=(m) �ÉËÌÉÞÅÓËÉÊ , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÎÏÄ(m;n) = 1 .úÁÄÁÞÁ 11.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ËÏÍ-�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R∗>0 ⊂ C∗ É ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÙS1 = {z ∈ C | |z| = 1}úÁÄÁÞÁ 11.13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ n > 3 ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ×Ù-ÞÅÔÏ× × (Z= (2n) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÚÎÁËÏ×
{±1} É �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù Z= (2n−2).úÁÄÁÞÁ 11.14 (ÌÅÍÍÁ îÁËÁÑÍÙ). ðÕÓÔØ × ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍ ËÏÌØ�Å K Ë Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m ⊂ K (ÔÁËÉÅ ËÏÌØ�Á ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑÌÏËÁÌØÎÙÍÉ). äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÇÏ K-ÍÏÄÕÌÑ M ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) ÆÁËÔÏÒ ÍÏÄÕÌØ V =M=mM Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÏÍ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k = K=mÂ) ÅÓÌÉ V = 0 (Ô. Å. M = gM), ÔÏ M = 0 (�ÏÄÓËÁÚËÁ: ÆÉËÓÉÒÕÊÔÅ ÎÅËÏÔÏÒÕÀÓÉÓÔÅÍÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÍÏÄÕÌÑM É ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ IdM ÉÍÅÅÔ Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�Ù | ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ É Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ
m, É ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔÉ2)×) ÅÓÌÉ ËÌÁÓÓÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× w1; w2; : : : ; wm ∈ M ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ V ÎÁÄ k, ÔÏÓÁÍÉ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ M ÎÁÄ K1�ÅÌÏÚÎÁÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 d �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ2ÓÒ. Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÅÌÉ ÉÚ n◦ 11.3.1



200 úÁÄÁÞÉ Ë §11úÁÄÁÞÁ 11.15 (�ÅÌÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ). ðÕÓÔØ A ⊂ B ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ËÏÌØ�Á Ó ÅÄÉÎÉ-�ÅÊ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ b ∈ B ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇÄÒÕÇÕ (ÜÌÅÍÅÎÔ b∈B Ó ÔÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÌÙÍ ÎÁÄ A):Á) bm = a1 bm−1 + · · · + am−1 b+ a0 ÄÌÑ ÎÅËÉÈ m∈N, a1; a2; : : : ; am∈ A;Â) A-ÍÏÄÕÌØ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÊ ×ÓÅÍÉ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÑÍÉ {bi}i>0 , ËÏÎÅÞ-ÎÏ �ÏÒÏÖÄ£Î ÎÁÄ A;×) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ B-ÔÏÞÎÙÊ1 ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØM ⊂ B, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ2bM ⊂M .úÁÄÁÞÁ 11.16 (�ÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ). ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÚÁÄ. 11.15 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ b ∈ B,�ÅÌÙÈ ÎÁÄ A, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÌÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ A × B. åÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó A,ÔÏ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÙÍ × B. åÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó B, ÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅA ⊂ B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÌÙÍ (Á B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÌÏÊ A-ÁÌÇÅÂÒÏÊ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) �ÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ A × B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄËÏÌØ�ÏÍ × BÂ) ÜÌÅÍÅÎÔ  ∈ C ⊃ B ⊃ A, �ÅÌÙÊ ÎÁÄ �ÅÌÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ A × B, �ÅÌ É ÎÁÄ A×) ÅÓÌÉ �ÏÌÅ B ⊃ A �ÅÌÏ ÎÁÄ A, ÔÏ A ÔÏÖÅ �ÏÌÅÇ) ÅÓÌÉ �ÅÌÏÓÔÎÏÅ B ⊃ A �ÅÌÏ ÎÁÄ A, É A �ÏÌÅ, ÔÏ B ÔÏÖÅ �ÏÌÅ.úÁÄÁÞÁ 11.17 (ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ËÏÌØ�Á). ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï, �ÅÌÏÚÁ-ÍËÎÕÔÏÅ × Ó×Ï£Í �ÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØ�Ï ÎÏÒÍÁÌØÎÏ (ÅÓÌÉ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÑ,ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ ÄÌÑ ËÏÌÅ� Z É Q[x1; x2; : : : ; xn℄).úÁÄÁÞÁ 11.18 (ÌÅÍÍÁ çÁÕÓÓÁ {ëÒÏÎÅËÅÒÁ {äÅÄÅËÉÎÄÁ).Á) ðÕÓÔØ A ⊂ B | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ËÏÌÅ�. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ fg Ä×ÕÈ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f; g ∈B[x℄ �ÅÌÙ ÎÁÄ A , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ É Õ f É Õ g �ÅÌ3 ÎÁÄA.Â) ðÕÓÔØ A | ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌØ�Ï Ó �ÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ F. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÅ fg Ä×ÕÈ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f; g ∈ F[x℄ ÌÅÖÉÔ × A[x℄ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ É f , É g ÌÅÖÁÔ × A[x℄.úÁÄÁÞÁ 11.19. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ B ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ F �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÇÏ �ÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á A.Á) ðÕÓÔØ b ∈ B ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ F É ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �b ∈ F[x℄.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ b �ÅÌ ÎÁÄ A, ÔÏ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �b �ÅÌÙ ÎÁÄ A.Â) ðÕÓÔØ ËÏÌØ�Ï A ÎÏÒÍÁÌØÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÅÌÏÓÔÉ b ∈ B ÎÁÄ A ÎÅ-ÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ b ÂÙÌ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ F É ÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ�ÏÌÉÎÏÍ �b ÎÁÄ F ÌÅÖÁÌ × A[x℄.1ÁÂÅÌÅ×Á �ÏÄÇÒÕ��Á M ⊂ B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ B-ÔÏÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ bM = 0 ⇒ b = 02�ÏÄÓËÁÚËÁ: �ÒÉ ×Ù×ÏÄÅ ×) ÉÚ Á) ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ det(F ) ·M ⊂ F (M) ∀M F- M3�ÏÄÓËÁÚËÁ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ×Ó£ × �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÍ × ÚÁÄ. 4.19 ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ C ⊃ B ⊃ A, ÇÄÅ ÏÂÁÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ä×ÕÞÌÅÎÏ×



§12. ëÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÁÍÉ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×12.1. �ÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ. ÷ÓÀÄÕ × ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ K �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÌØ�Ï ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×. ÷ÓÅ K-ÍÏÄÕÌÉ�Ï ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÍÉ. äÏÇÏ×ÏÒÉÍÓÑ �ÏÎÉÍÁÔØ�ÏÄ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÒÁÎÇÁ ÎÕÌØ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÏÄÕÌØ.ìÅÍÍÁ 12.1÷ÓÑËÉÊ �ÏÄÍÏÄÕÌØ N ⊂ Km Ó×ÏÂÏÄÅÎ É ÉÍÅÅÔ rk (N) 6 m .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÎÄÕË�ÉÑ �Ï m . åÓÌÉ m = 1 , ÔÏ �ÏÄÍÏÄÕÌØ N ⊂ ë | ÜÔÏÇÌÁ×ÎÙÊ ÉÄÅÁÌ (d) ⊂ K. åÓÌÉ d = 0, ÔÏ N = 0 Ó×ÏÂÏÄÅÎ ÒÁÎÇÁ ÎÕÌØ. åÓÌÉ d 6= 0,ÔÏ (d) Ó×ÏÂÏÄÅÎ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ d, �ÏÓËÏÌØËÕ xd = yd ⇒ (x− y)d = 0 ⇒ x = y , Ô. Ë. ×K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ m > 1. âÕÄÅÍ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ ×ÅËÔÏÒÙ v ∈ Km ÓÔÒÏÞËÁÍÉ ÉÈ ËÏ-ÏÒÄÉÎÁÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e1; e2; : : : ; em ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑKm. �ÏÇÄÁ �ÅÒ×ÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x1(v) ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× v ∈ N ÏÂÒÁÚÕÀÔÉÄÅÁÌ × K. åÓÌÉ ÏÎ ÎÕÌÅ×ÏÊ, ÔÏ N ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × Ó×ÏÂÏÄÎÏÍ ÍÏÄÕÌÅ ÒÁÎÇÁ m− 1Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e2; : : : ; em , É �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ Ó×ÏÂÏÄÅÎ ÒÁÎÇÁ 6 (m − 1) . åÓÌÉ ÉÄÅÁÌ�ÅÒ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÚ N ÎÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ, ÔÏ ÜÔÏ | ÇÌÁ×ÎÙÊ ÉÄÅÁÌ (d) ⊂ KÓ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ d 6= 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ v1 ∈ N ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ×ÅËÔÏÒ Ó �ÅÒ×ÏÊËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ d . �ÏÇÄÁ N = K · v1 ⊕ N ′, ÇÄÅ N ′ ⊂ N | �ÏÄÍÏÄÕÌØ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× Ó ÎÕÌÅ×ÏÊ �ÅÒ×ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, (K · v1)∩N ′ = 0, ÉÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ v ∈ N �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ �v1 +w, ÇÄÅ � = x1(v)=x1(v1) (ÄÅÌÅ-ÎÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÅÒ×ÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× v ∈ N ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁd = x1(v1)) , Á w = v − �v1 ∈ N ′. íÏÄÕÌØ Kv1, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒÏÍ v1, Ó×Ï-ÂÏÄÅÎ ÒÁÎÇÁ 1, �ÏÓËÏÌØËÕ × ÏÂßÅÍÌÀÝÅÍ Ó×ÏÂÏÄÎÏÍ ÍÏÄÕÌÅ Km ÎÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ.íÏÄÕÌØ N ′ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × Ó×ÏÂÏÄÎÏÍ ÍÏÄÕÌÅ ÒÁÎÇÁ m− 1 Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e2; : : : ; em ,É �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ Ó×ÏÂÏÄÅÎ ÒÁÎÇÁ 6 (m − 1) . ðÏÜÔÏÍÕ N = K · v1 ⊕ N ′ Ó×ÏÂÏÄÅÎÒÁÎÇÁ 6 m . �12.1.1. éÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ Ï Ó×ÏÂÏÄÎÙÈÍÏÄÕÌÑÈ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÅÏÒÅÍÁ 12.1 (ÏÂ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ)äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÄÍÏÄÕÌÑ N Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ M ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× K × ÍÏÄÕÌÅ M ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÁÚÉÓ (e1; e2; : : : ; em), ÔÁËÏÊ ÞÔÏÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ �1e1; �2e2; : : : ; �nen �ÅÒ×ÙÈ n 6 m ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ × N É ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ �i ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ×ÓÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅÍÎÏÖÉÔÅÌÉ �j Ó j < i. îÁÂÏÒ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ �1; �2; : : : ; �n Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅ-ÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØ�Á ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÔÁËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ.íÎÏÖÉÔÅÌÉ �1; �2; : : : ; �n, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄ£Ô ÒÅÞØ × ÔÅÏÒÅÍÅ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÎ-×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ �ÏÄÍÏÄÕÌÑ N ⊂ M , Á ÂÁÚÉÓÙ e1; e2; : : : ; em ∈ M201



202 §12.ëÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÁÍÉ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×É �1e1; �2e2; : : : ; �nen ∈ N | ×ÚÁÉÍÎÙÍÉ ÂÁÚÉÓÁÍÉ ÍÏÄÕÌÑ M É �ÏÄÍÏÄÕÌÑN ⊂ N . ïÓÔÁÔÏË ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÂÕÄÅÔ �ÏÓ×ÑÝ£Î ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒ. 12.1.12.1.2. íÁÔÒÉÞÎÁÑ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÉÅ-ÎÉ-ÂÕÄØ ÂÁÚÉÓÙ w = (w1; w2; : : : ; wm) ⊂ M , v = (v1; v2; : : : ; vn) ⊂ N É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ Cwv ÍÁÔÒÉ�Õ, × j-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÑÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ vj ×ÂÁÚÉÓÅ w, ÔÁË ÞÔÏ v = wCwv . îÁÂÏÒÙ ×ÅËÔÏÒÏ× w′ = wFww′ É v′ = vGvv′ ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÁÍÉ × M É N , ËÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉ�Ù Fww′ É Gvv′ ÏÂÒÁ-ÔÉÍÙ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ K, É �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÂÁÚÉÓÏ× w É v Ë ÂÁÚÉÓÁÍ w′ = wFww′ Év′ = vGvv′ , ÍÁÔÒÉ�Á Cwv �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ × ÍÁÔÒÉ�Õ Cw′v′ = F−1ww′CwvGvv′ .ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ GLk(K) ⊂ Matk(K) ÇÒÕ��Õ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÍÁÔÒÉ� . õÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ (ÔÅÏÒ. 12.1) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÕÝÅ-ÓÔ×Ï×ÁÎÉÀ ÔÁËÉÈ ÍÁÔÒÉ� F ∈ GLm(K) É G ∈ GLn(K), ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�ÁD = F−1CwvG = �1 0. . .0 �n0 
 (12-1)ÉÍÅÅÔ dij = 0 �ÒÉ i 6= j, Á ËÁÖÄÙÊ Å£ �ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ� ÜÌÅÍÅÎÔ dii = �i ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ ×ÓÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ djj = �j  j < i . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÎÁÌÉÞÉÅ ÔÁËÉÈ ÍÁÔÒÉ�ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ e = wF ÍÏÄÕÌÑ M É ÂÁÚÉÓvG = wCvwG = eF−1CvwG = eD = (�1e1; �2e2; : : : ; �nen)�ÏÄÍÏÄÕÌÑ N Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÍÉ ×ÚÁÉÍÎÙÍÉ ÂÁÚÉÓÁÍÉ.12.1.3. îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �k ÍÁÔÒÉ�Ù (12-1) ÏÔ ×ÙÂÏÒÁÍÁÔÒÉ� F É G, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (12-1). äÁÄÉÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÕÀÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÀ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÏÓËÏÌØËÕ �i ...�j �ÒÉ i > j, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÅÒ-×ÙÈ k ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �1�2 · · ·�k ÒÁ×ÎÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍÕ ÏÂÝÅÍÕ ÄÅÌÉÔÅÌÀ×ÓÅÈ k × k-ÍÉÎÏÒÏ× ÍÁÔÒÉ�Ù D (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k = 1; : : : ; n). ïÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ×ÓÅÈ k × k-ÍÉÎÏÒÏ× ÄÁÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÙA ÞÅÒÅÚ �k(A). �ÏÇÄÁ k-ÔÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ �k ÒÁ×ÅÎ�k = �k(D)=�k−1(D) = �k(Cwv)=�k−1(Cwv) ;�ÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÄÁÌÅÅ ÌÅÍÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �k(Cwv) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÏ× w ⊂M É v ⊂ N .ìÅÍÍÁ 12.2äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ∈ Matm×n(K) É ÌÀÂÙÈ F ∈ GLm(K) É G = GLn(K) ÓÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á�k(AG) = �k(A) = �k(FA) :



12.1.�ÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ 203äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ �ÅÒ×ÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �k(AG) = �k(A) (×ÔÏÒÏÅ �Ï-ÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÎÅÇÏ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉ ÎÁÂÏÒÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÈ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ � = (�1; �2; : : : ; �m) , � = (�1; �2; : : : ; �n) , � = (�1; �2; : : : ; �n) , Ó×ÑÚÁÎ-ÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ: � = � · A É � = � · G = � · (AG) . âÁÚÉÓÎÙÅÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Ù ÍÏÎÏÍÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ k ÏÔ ÜÔÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó×ÑÚÁÎÙ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÍÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ, ÍÁÔÒÉ�Ù ËÏÔÏÒÙÈ �kA, �kG É �k(AG) ÓÕÔØ ÍÁÔÒÉ-�Ù k × k-ÍÉÎÏÒÏ× ÍÁÔÒÉ� A, G É AG. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ�k(AG), ×ÙÒÁÖÁÀÝÅÅ ÍÏÎÏÍÙ ÏÔ � ÞÅÒÅÚ ÍÏÎÏÍÙ ÏÔ �, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�É-ÅÊ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ Ó ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ �kG É �kA, ×ÙÒÁÖÁÀÝÉÈ ÍÏÎÏÍÙ ÏÔ � ÞÅÒÅÚÍÏÎÏÍÙ ÏÔ �, Á ÍÏÎÏÍÙ ÏÔ � | ÞÅÒÅÚ ÍÏÎÏÍÙ ÏÔ �, ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�k(AG) = �kA · �kG . �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, k × k-ÍÉÎÏÒÙ ÍÁÔÒÉ�Ù AG Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÍÉ k× k-ÍÉÎÏÒÏ× ÍÁÔÒÉ�Ù A, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, �k(AG) ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ �k(A). ðÏÓËÏÌØËÕ A = (AG) · G−1 É �k(A) = �k(AG) · �k(G−1), ÔÏ É ÎÁÏÂÏ-ÒÏÔ, �k(A) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ �k(AG). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �k(A) É �k(AG) ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ. �12.1.4. ïÂÏÂÝ£ÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅ-ÏÒÅÍÕ ÏÂ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ, ÎÁÍ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ó ÔÁËÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù F É G, ÞÔÏÂÙ ÍÁÔÒÉ-�Á F−1CG ÂÙÌÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ, �ÒÉÞ£Í ËÁÖÄÙÊ ÉÚ Å£ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÄÅÌÉÌ ÂÙ ×ÓÅ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ (ÓÔÏÑÝÉÅ �ÒÁ×ÅÅ É ÎÉÖÅ). ÷ ÄÕÈÅ ÍÅÔÏÄÁ çÁÕÓÓÁÂÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÂÁ-ÚÉÓÏ× (ÓÒ. Ó n◦ 9.2.4). ëÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÚÁÍÅÎÑÔØ �ÁÒÕ ÂÁ-ÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× a, b × ÍÏÄÕÌÅ M ÉÌÉ × ÍÏÄÕÌÅ N ÎÁ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉa′ = �a+ �b É b′ = a+ Æb, ÔÁË ÞÔÏ(a′; b′) = (a; b) · (� � Æ) ; ÇÄÅ �Æ − � = 1 ; (12-2)ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÏÂÏÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍÉ. ðÒÉ-ÍÅÎÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Ë ÂÁÚÉÓÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÁÍ (a; b) = (vi; vj) �ÏÄÍÏÄÕÌÑN ÓÏÓÔÏÉÔ × ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ i-ÔÏÇÏ É j-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Ï× ∗i É ∗j ÍÁÔÒÉ�Ù Cwv Ó�ÒÁ×ÁÎÁ 2× 2 ÍÁÔÒÉ�Õ (� � Æ) ;ÞÔÏ ÚÁÍÅÎÑÅÔ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÍÉ �∗i + �∗j, ∗i + Æ∗j É ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÔÏÌÂ�Ï×. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× (a; b) =(wi; wj) ÏÂßÅÍÌÀÝÅÇÏ ÍÏÄÕÌÑ M ÕÍÎÏÖÁÅÔ i-ÔÕÀ É j-ÔÕÀ ÓÔÒÏËÉ i∗ É j∗ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù Cwv ÓÌÅ×Á ÎÁ 2× 2 ÍÁÔÒÉ�Õ
(� � Æ)−1 = ( Æ −

−� � ) ;Ô. Å. ÚÁÍÅÎÑÔ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÍÉ Æi∗ − �j∗, −i∗+ �j∗, É ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÔÒÏË.



204 §12.ëÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÁÍÉ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×ìÅÍÍÁ 12.3ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ (12-2) �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÌÀÂÕÀ �ÁÒÕ ÓÔÏÑÝÉÈ × ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅÉÌÉ × ÏÄÎÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (�; �), ÔÁËÉÈ ÞÔÏ � ∤ � É � ∤ � , �ÁÒÏÊ (d; 0), ÇÄÅd = ÎÏÄ(�; �).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ � = ad, � = bd É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, �b = �a. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍd = ÎÏÄ(�; �) × ×ÉÄÅ d = �x+ �y. �ÏÇÄÁ 1 = ax+ by. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,det(x −by a) = 1É ÅÓÌÉ � É � ÓÔÏÑÔ × ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏÞËÅ, ÔÏ �ÏÄÏÊÄ£Ô ÔÁËÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Ó�ÒÁ×Á(�; �)(x −by a) = (d; 0)Á ÅÓÌÉ × ÏÄÎÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å | ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÓÌÅ×Á, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ. ��ÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÅ�ÅÒØ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍ-ÍÙ:ìÅÍÍÁ 12.4ìÀÂÁÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á C ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÏÂÏÂÝ£ÎÎÙÍÉÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï× �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë �ÄÉÁÇÏÎÁÌØ-ÎÏÍÕ� ×ÉÄÕ (12-1).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÎÑÑ �Ï ÌÅÍ. 12.3 �ÁÒÙ (a; b) ÎÅ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÒÕÇÄÒÕÇÕ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÓÔÏÑÝÉÈ × ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÉÌÉ × ÏÄÎÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å �ÁÒÁ-ÍÉ (ÎÏÄ(a; b); 0), Á ÔÁËÖÅ �ÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÓÔÒÏËÁÍ É ÓÔÏÌÂ�ÁÍ ÇÁÕÓÓÏ×Ù ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ-ÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �ÅÒ×ÏÇÏ É ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÉ�Ï×, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙÌÅ×ÙÊ ×ÅÒÈÎÉÊ ÕÇÌÏ×ÏÊ ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ 11 ÓÔÁÌ ÒÁ×ÅÎ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍÕ ÏÂÝÅÍÕÄÅÌÉÔÅÌÀ ×ÓÅÈ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÜÔÏÍ, �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ�ÏËÁ × ÍÁÔÒÉ�Å ÅÓÔØ ÎÅ ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ 11 ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØÅ£ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÄÅÁÌ (11) ÓÔÒÏÇÏ Õ×ÅÌÉÞÉÌÓÑ.ðÕÓÔØ ÎÅ ÄÅÌÑÝÉÊÓÑ ÎÁ 11 ÜÌÅÍÅÎÔ a ÓÔÏÉÔ × �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÉÌÉ �ÅÒ×ÏÍÓÔÏÌÂ�Å. åÓÌÉ a|11, ÔÏ ÍÙ �ÒÏÓÔÏ �ÏÍÅÎÑÅÍ a É 11 ÍÅÓÔÁÍÉ, �ÅÒÅÓÔÁ×É× ÓÔÒÏËÉÉÌÉ ÓÔÏÌÂ�Ù. åÓÌÉ a ∤ Ó11, ÔÏ ÍÙ ÚÁÍÅÎÉÍ �ÁÒÕ (11; a) ÎÁ (ÎÏÄ(11; a); 0) �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÉÚ ÌÅÍ. 12.3. åÓÌÉ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ É �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�ÁÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 11, Á a ÓÔÏÉÔ ÓÔÒÏÇÏ ÎÉÖÅ É ÓÔÒÏÇÏ ÌÅ×ÅÅ 11, ÔÏ ÍÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÚÁÎÕ-ÌÉÍ ×ÓÅ ËÒÏÍÅ 11 ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ É �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á, ÄÏÂÁ×É× ËÏ ×ÓÅÍÓÔÏÌÂ�ÁÍ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ËÒÁÔÎÙÅ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á, Á ËÏ ×ÓÅÍ ÓÔÒÏËÁÍ | �ÏÄÈÏÄÑ-ÝÉÅ ËÒÁÔÎÙÅ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ. ë ÜÌÅÍÅÎÔÕ a �ÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÕÔ ÄÏÂÁ×ÌÑÔØÓÑ ÞÉÓÌÁ,ËÒÁÔÎÙÅ 11, É ÏÎ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÅ ÄÅÌÑÝÉÍÓÑ ÎÁ 11. ðÒÉÂÁ×ÌÑÑ ÔÕ ÓÔÒÏËÕ, ÇÄÅÏÎ ÓÔÏÉÔ, Ë �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍ × �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏÞËÅ ËÏ�ÉÀ ÜÔÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ,�ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÓÔÒÏÇÏ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÍ ÉÄÅÁÌ (11) ÔÁË, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ Ï�ÉÓÙ×ÁÌÉ.



12.2.ðÒÉÍÅÒ: �ÏÄÒÅÛ£ÔËÉ × Zm. 205ðÏÓËÏÌØËÕ × ËÏÌØ�Å K ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ �Å�ÏÞÅËÓÔÒÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÉÄÅÁÌÏ×, ÍÙ ÒÁÎÏ ÉÌÉ �ÏÚÄÎÏ �ÏÌÕÞÉÍ ÍÁÔÒÉ-�Õ, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 11. åÓÌÉ ÚÁÎÕÌÉÔØ Õ ÔÁËÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ×ÓÅËÒÏÍÅ 11 ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ É �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á, ÔÏ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÄÍÁ-ÔÒÉ�Ù, ÓÔÏÑÝÅÊ × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÔÒÏËÁÈ É ÓÔÏÌÂ�ÁÈ, ÂÕÄÕÔ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ 11. ðÏÉÎÄÕË�ÉÉ, ÜÔÕ �ÏÄÍÁÔÒÉ�Õ ÍÏÖÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÑÍÉ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï×, ÎÅ ÚÁÔÒÁÇÉ×ÁÀÝÉÈ �ÅÒ×ÕÀ ÓÔÒÏËÕ É �ÅÒ×ÙÊ ÓÔÏÌÂÅ�ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù. üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÌÅÍÍÕ É ÔÅÏÒ. 12.1. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.1. ðÒÉ�ÉÛÅÍ Ë ÍÁÔÒÉ�Å C ∈ Matm×n(K) Ó�ÒÁ×Á É ÓÎÉÚÕ ÅÄÉÎÉÞ-ÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁÚÍÅÒÏ× m × m é n × n ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ç-ÏÂÒÁÚÎÁÑ ÔÁÂÌÉ�Á ×ÉÄÁ C EE , É �ÒÉ×ÅÄ£Í ÍÁÔÒÉ�Õ C Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕ D,ÄÅÌÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï× ÓÒÁÚÕ ×Ï ×ÓÅÊ ç-ÏÂÒÁÚÎÏÊÔÁÂÌÉ�Å. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÊÓÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÔÁÂÌÉ�Å D FG ÍÁÔÒÉ�Ù FÉ G ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ FCG = D .12.2. ðÒÉÍÅÒ: �ÏÄÒÅÛ£ÔËÉ × Zm. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛ£ÔËÅ Zm�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÁÂÅÌÅ×Õ �ÏÄÇÒÕ��Õ L ⊂ Zm . ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏ-ÖÉÔÅÌÑÈ × Zm ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ u1; u2; : : : ; um, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉm1u1; m2u2; : : : ; m`u` �ÅÒ×ÙÈ ` ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ × L ËÁËÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ Z. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ L ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛ£ÔËÏÊ (Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ
Z-ÍÏÄÕÌÅÍ), É ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ ÍÏÄÕÌØ

Zm=L ≃ Z(m1) ⊕ · · · ⊕ Z(m`) ⊕ Zm−` : (12-3)÷ÙÑÓÎÉÍ, Ë �ÒÉÍÅÒÕ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÁ �ÏÄÒÅÛ£ÔËÁ L ⊂ Z3, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÁÑ ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉÍÁÔÒÉ�Ù ó = 126 51 72 3330 15 18 960 30 36 18 (12-4)äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÅÒÅÊÄ£Í Ë ×ÚÁÉÍÎÙÍ ÂÁÚÉÓÁÍ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÏÄ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÍÁÔÒÉ�Ù (12-4) ÒÁ×ÅÎ 3, É ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÌÕÞÉÔØ −3 × �ÏÚÉ�ÉÉ (1; 4), �ÒÉÂÁ×ÌÑÑË 1-Ê ÓÔÒÏËÅ ÕÞÅÔ×ÅÒ£ÎÎÕÀ 2-À:



6 −9 0 −330 15 18 960 30 36 18 :õÍÎÏÖÁÅÍ 1-À ÓÔÒÏËÕ ÎÁ −1 É ÍÅÎÑÅÍ ÍÅÓÔÁÍÉ �ÅÒ×ÙÊ É �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÔÏÌÂ�Ù



3 9 0 −69 15 18 3018 30 36 60 :



206 §12.ëÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÁÍÉ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÎÕÌÉÔØ ÌÅ×ÙÊ ÓÔÏÌÂÅ� É ×ÅÒÈÎÀÀ ÓÔÒÏËÕ ×ÎÅ ÌÅ×ÏÇÏ ÕÇÌÏ-×ÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÏÔÎÉÍÁÑ ÉÚ 2-Ê É 3-Ê ÓÔÒÏË �ÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 1-Ê ÓÔÒÏËÉ,Á ÚÁÔÅÍ ÉÚ 2-ÇÏ É 4-ÇÏ ÓÔÏÌÂ�Ï× �ÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 1-ÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á


3 0 0 00 −12 18 480 −24 36 96úÁÎÕÌÑÅÍ 3-À ÓÔÒÏËÕ, ÏÔÎÉÍÁÑ ÉÚ ÎÅ£ ÕÄ×ÏÅÎÎÕÀ 2-À, É ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÎÏÄ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ× ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, �ÒÉÂÁ×ÌÑÑ ËÏ 2-ÍÕ ÓÔÏÌÂ�Õ 3-Ê


3 0 0 00 6 18 480 0 0 0ïÓÔÁ£ÔÓÑ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ ÔÒÅÔÉÊ ÓÔÏÌÂÅ� ÎÁ ÍÅÓÔÏ ×ÔÏÒÏÇÏ É ÚÁÎÕÌÉÔØ 3-Ê É 4-ÊÓÔÏÌÂ�Ù, ÄÏÂÁ×ÌÑÑ Ë ÎÉÍ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ×ÔÏÒÏÇÏ


3 0 0 00 6 0 00 0 0 0�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, L ≃ Z2, Á Z3=L ≃ Z=(3)⊕ Z=(6)⊕ Z .óÏÇÌÁÓÎÏ n◦ 9.2, �ÒÏÄÅÌÁÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÔÒÏË ÚÁ-ËÌÀÞÁÌÉÓØ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÓÌÅ×Á ÎÁ



−1 4 03 −11 00 −2 1 = 1 −4 00 1 00 0 1−1 0 00 1 00 0 1 1 0 0

−3 1 0
−6 0 11 0 00 1 00 −2 1 ;Á �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÔÏÌÂ�Ï× | × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ Ó�ÒÁ×Á ÎÁ




0 0 0 10 1 0 00 0 1 01 0 0 01 −3 0 20 1 0 00 0 1 00 0 0 11 0 0 00 1 0 00 1 1 00 0 0 11 0 0 00 1 −3 −80 0 1 00 0 0 1 =
= 0 0 0 10 1 −3 −80 1 −2 −81 −3 9 26 :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.2. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ �ÒÏÄÅÌÁ× �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÑ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï× Ó ç-ÏÂÒÁÚÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ C EE (ËÁË × Õ�Ò. 12.1).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÂÁÚÉÓ × ÒÅÛ£ÔËÅ L ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ×ÅËÔÏÒÙ3u1 = 4 É 6u2 = 2 + 3 − 3 4 ;



12.2.ðÒÉÍÅÒ: �ÏÄÒÅÛ£ÔËÉ × Zm. 207ÇÄÅ 2, 3, 4 ÓÕÔØ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÔÒÉ ÓÔÏÌÂ�Á ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù C, Á u1, u2 | �ÅÒ-×ÙÅ Ä×Á ×ÅËÔÏÒÁ ×ÚÁÉÍÎÏÇÏ  L ÂÁÚÉÓÁ ÏÂßÅÍÌÀÝÅÊ ÒÅÛ£ÔËÉ Z3, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ ÍÁÔÒÉ�Ù U = −1 4 03 −11 00 −2 1−1 = 11 4 03 1 06 2 1õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.3. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ �ÏÄÒÅÛ£ÔËÕ L ⊂ Zm ⊂
Qm, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÕÀ ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ ÍÁÔÒÉ�Ù C ∈ Matm×n(Z), ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕ-ÇÕ: Á) rkL = m Â) ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á Zm=LËÏÎÅÞÎÁ×) Q-ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ L × Qm ÒÁ×ÎÁ ×ÓÅÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ QmÇ) ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉ�Ù C (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ËÁË ÍÁÔÒÉ�Á ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Q) ÒÁ×ÅÎ m12.2.1. óÏÉÚÍÅÒÉÍÙÅ �ÏÄÒÅÛ£ÔËÉ. ðÏÄÒÅÛ£ÔËÉ L ⊂ Zm, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀ-ÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙÍÉ Ó Zm.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔÉ Ó Zm �ÏÄÒÅÛ£ÔËÉ L, ÚÁ-ÄÁÎÎÏÊ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù C,ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ × ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÉÎÏÒ �ÏÒÑÄËÁ m, Á ÄÌÑ ÏÔÙÓ-ËÁÎÉÑ ÒÁÎÇÁ L ÍÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ C ÉÌÉ Ct (ÓÍÏÔÒÑ �Ï ÔÏÍÕ, × ËÁËÏÊ ÉÚ ÍÁÔÒÉ�ÍÅÎØÛÅ ÓÔÒÏË) ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Q ÍÅÔÏÄÏÍ çÁÕÓÓÁ Ë ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÍÕ ×ÉÄÕ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12.1óÔÏÌÂ�Ù ÍÁÔÒÉ�Ù C ∈ Matn(Z) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÕÀ�ÏÄÒÅÛ£ÔËÕ L ⊂ Zn, ËÏÇÄÁ detC 6= 0. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ |Zn=L| = | detC| (ÉÎÁÞÅÇÏ×ÏÒÑ, ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÆÁËÔÏÒÅ �Ï ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÏÊ �ÏÄÒÅÛ£ÔËÅ ÒÁ×ÎÏ ÏÂß£ÍÕ�ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ÌÀÂÏÊ Å£ ÂÁÚÉÓ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × Zm ÂÁÚÉÓ u1; u2; : : : ; um, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉm1u1; m2u2; : : : ; m`u` �ÅÒ×ÙÈ ` ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ× L. ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ,�ÅÒÅÈÏÄÕ Ë ÔÁËÉÍ ÂÁÚÉÓÁÍ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÍÁÔÒÉÞÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï F−1CG = D, ÇÄÅD = m1 . . . 0m`0 0 . . .


Á F;G ∈ GLn(Z) ÏÂÒÁÔÉÍÙ × Matn(Z). óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌ. 10.3, ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ ÍÁÔÒÉ� FÉ G ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ Z ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ detF = ±1 É detG = ±1. ðÏÜÔÏÍÕ

| detC| = detD ÎÕÌÅ×ÏÊ, ÅÓÌÉ ` < n, É ÒÁ×ÅÎ m1m2 : : : mn, ÅÓÌÉ ` = n. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍÓÌÕÞÁÅ Zn=L = ⊕i Z=(mi), ÏÔËÕÄÁ | detC| = |Zn=L|. �



208 §12.ëÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÁÍÉ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×12.3. �ÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÑÈ. ÷ÍÅÓÔÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÎÁ-ÂÏÒÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ �1; �2; : : : ; �n ÉÎÏÇÄÁ ÂÙ×ÁÅÔ ÕÄÏÂÎÅÅ ÉÍÅÔØ ÄÅ-ÌÏ Ó ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÄÉÚßÀÎËÔÎÙÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ×ÓÅÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ pn �ÒÏÓÔÙÈp ∈ K, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ �1; �2; : : : ; �n ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. �ÏÞ-ÎÅÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; : : : ; n ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ�i = pmi1i1 pmi2i2 · · · pmikiiki× ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ pij �ÒÏÓÔÙ É pij 6= pik �ÒÉ j 6= k . îÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÄÉÚß-ÀÎËÔÎÏÅ1 ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ pmijij , ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÜÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ �ÏÄÍÏÄÕÌÑ N ⊂M .îÁÂÏÒ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ �1; �2; : : : ; �n ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×Á-ÅÔÓÑ �Ï ÎÁÂÏÒÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÉÔØ ×ÓÅ ÓÔÅ-�ÅÎÉ ËÁÖÄÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ p, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ,ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÉÈ �ÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÎÅ ÕÂÙ×ÁÌÉ, É ÏÔ�ÒÁ×ÉÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÉÚ ÓÔÅ�ÅÎÅÊËÁÖÄÏÇÏ p × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ �n, ÓÔÅ�ÅÎØ, �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÕÀÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ | × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �n−1 É Ô. Ä. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅ-ÌÉÔÅÌÅÊ 32 32 3 3 323 23 22 25 57ÄÁ£Ô ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ:�5 = 32 · 23 · 5 · 7�4 = 32 · 23 · 5�3 = 3 · 22�2 = 3 · 2�1 = 3éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÓÔÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ �Ï ÓÔÒÏËÁÍ ÄÉÁÇÒÁÍ-ÍÙ àÎÇÁ, ÚÁ�ÉÓÁ× × �ÅÒ×ÕÀ ÓÔÒÏËÕ × �ÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÔÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏÞÉÓÌÁ, ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÌÉÞÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÏÌÅÅ ×ÓÅÇÏ, ×Ï ×ÔÏÒÕÀ ÓÔÒÏËÕ | ÓÔÅ-�ÅÎÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ �Ï ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ × ÎÁÂÏÒÅ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ �ÒÏÓÔÏÇÏÞÉÓÌÁ É Ô. Ä., ÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ÏËÁÚÁ×ÛÉÈÓÑ × ÏÄÎÏÍÓÔÏÌÂ�Å, ÓÏÓÔÁ×ÑÔ �ÒÏÞÉÔÁÎÎÕÀ Ó�ÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ-ÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÉÅË�ÉÑ ÍÅÖÄÕ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍÉ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ×2 �1; �2; : : : ; �n ∈ K, × ËÏÔÏÒÙÈ �i|�j �ÒÉ i < j, É ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍÉ ÎÁÂÏÒÁ-ÍÉ ÉÚ (×ÏÚÍÏÖÎÏ �Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ) ÓÔÅ�ÅÎÅÊ pm�� �ÒÏÓÔÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×3.1ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÔÅ�ÅÎØ pm, ×ÈÏÄÑÝÁÑ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÒÏ×ÎÏ k ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ �i, �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ × ÉÔÏÇÏ×ÏÍ ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ k ÒÁÚ2ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ3ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ



12.3.�ÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÑÈ 20912.3.1. óÔÒÏÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ. ïÓÔÁÔÏË ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁÂÕÄÅÔ �ÏÓ×ÑÝ£Î ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 12.2 (ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÑÈ)÷ÓÑËÉÊ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× K ÉÚÏ-ÍÏÒÆÅÎ ÍÏÄÕÌÀ ×ÉÄÁ M = Kn0 ⊕ K(pn11 ) ⊕ · · · ⊕ K(pn�� ) (12-5)ÇÄÅ p� ∈ K | �ÒÏÓÔÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ). ä×Á ÔÁËÉÈ ÍÏÄÕÌÑKn0 ⊕ K(pn11 ) ⊕ · · · ⊕ K(pn�� ) É Km0 ⊕ K(qm11 ) ⊕ · · · ⊕ K(qm�� )ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n0 = m0, � = � É ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÍÏÖÎÏ�ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ n� = m� , Á p� ÂÙÌÉ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÙ Ó q� . �îÁÂÏÒ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ pnii , �Ï ËÏÔÏÒÙÍ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÑ × �ÒÁ×ÙÈ ÓÌÁÇÁÅ-ÍÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (12-5) (ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÍÏÇÕÔ ×ÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ �Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÅ-ÓÑ), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÍÏÄÕÌÑM . ðÏ ÜÔÏÊ �ÒÉÞÉÎÅÔÅÏÒ. 12.2 ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÏÂ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÑÈ12.3.2. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (12-5). ðÕÓÔØM �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁÍÉ v1; v2; : : : ; vN . �ÏÇÄÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ' : KN -- M , �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔ-ÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ KN × ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ vi, ÓÀÒØÅËÔÉ-×ÅÎ É M ≃ KN= ker('), ÇÄÅ ker' ⊂ KN ÅÓÔØ ÍÏÄÕÌØ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÅÊÍÅÖÄÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ vi (ÓÒ. Ó n◦ 8.4.2). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅ-ÌÑÈ, × KN ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÁÚÉÓ u1; u2; : : : ; uN , ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ�1u1; �2u2; : : : ; �N−n0uN−n0�ÅÒ×ÙÈ (N − n0) ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ × ker'. �ÏÇÄÁM = KN= ker(') = K(�1) ⊕ · · · ⊕ K(�N−n0) ⊕Kn0 :òÁÚÌÏÖÉÍ ËÁÖÄÙÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ �i × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �i = pmi1i1 pmi2i2 · · · pmisiisi . �ÏÇÄÁ �Ï ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ (ÓÍ. Õ�Ò. 6.13)K(�i) = K(pmi1i1 ) ⊕ K(pmi2i2 ) ⊕ · · · K(pmisiisi ) ;ÞÔÏ É �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ×ÉÄÁ (12-5). þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÇÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ,ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÔÁËÏ×ÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅÅÇÏ ÉÎÇÒÅÄÉÅÎÔÏ× ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÏÄÕÌÑ M .



210 §12.ëÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÁÍÉ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×12.3.3. ïÔÝÅ�ÌÅÎÉÅ ËÒÕÞÅÎÉÑ. óÕÍÍÁK(pn11 ) ⊕ · · · ⊕ K(pn�� )× ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (12-5) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ �ÏÄÍÏÄÕÌØ ËÒÕÞÅÎÉÑTors(M) = {w ∈M | ∃� 6= 0 : �w = 0} :é ÉÚ ÆÁËÔÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (12-5) ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 12.1÷ÓÑËÉÊ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ É �ÏÄÍÏÄÕÌÑ ËÒÕÞÅÎÉÑ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÏÊÍÏÄÕÌØ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ Ó×ÏÂÏÄÅÎ). ��ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ n0 × (12-5) ÅÓÔØ ÒÁÎÇ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ M=Tors(M) É, ÔÅÍÓÁÍÙÍ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (12-5).12.3.4. ïÔÝÅ�ÌÅÎÉÅ p-ËÒÕÞÅÎÉÑ. äÁÄÉÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÀ�ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ×ÓÅÈ ÔÅÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑTors(M) = K(pn11 ) ⊕ · · · ⊕ K(pn�� ) ; (12-6)× ËÏÔÏÒÙÈ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÑ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ �ÒÏÓÔÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÁÓÓÏ�É-ÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ �ÒÏÓÔÙÍ p ∈ K. îÁÚÏ×£Í p-ËÒÕÞÅÎÉÅÍ × M �ÏÄÍÏÄÕÌØTorsp(M) = {w ∈M | ∃k > 0 : pkw = 0} ;ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÍÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÔÅ�Å-ÎÉ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ p ∈ K . ÷ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ pk ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ Ó qm, ÅÓÌÉ�ÒÏÓÔÏÅ q ÎÅ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏ Ó p, ËÌÁÓÓ pk ÏÂÒÁÔÉÍ × K=(qm), É ÚÎÁÞÉÔ, ÇÏÍÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ pkK=(qm) x7→pkx - K=(qm)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ×ÉÄÁK=(pm) × (12-6) | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ �ÏÄÍÏÄÕÌØ p-ËÒÕÞÅÎÉÑ Torsp(M) ⊂ Tors(M),ËÏÔÏÒÙÊ ÔÏÖÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (12-6), Á ÉÚ ÎÁÌÉÞÉÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ(12-6) ×ÙÔÅËÁÅÔóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 12.2÷ÓÑËÉÊ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ �ÏÄÍÏÄÕÌÅÊ p-ËÒÕÞÅÎÉÑ (�Ï ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÙÍ p ∈ K, ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ p-ËÒÕÞÅÎÉÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ). �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.4. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 'n : K=(pm) x7→pnx- K=(pm) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ pn. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 'n = 0 �ÒÉ n > m, Á �ÒÉim'n ≃ K= (pm−n) É ker'n ≃ K= (pn) ≃ K= (pm)im'n



12.4.ðÒÉÍÅÒ: ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÅ ÁÂÅÌÅ×Ù ÇÒÕ��Ù 21112.3.5. éÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ p-ËÒÕÞÅÎÉÑ. äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒ. 12.2 ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Ä×Á ÍÏÄÕÌÑ p-ËÒÕÞÅÎÉÑT = K(pn1) ⊕ · · · ⊕ K(pnk) É W = K(pm1) ⊕ · · · ⊕ K(pm`)ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ k = ` É (�ÏÓÌÅ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ �ÅÒÅÓÔÁ-ÎÏ×ËÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ) ni = mi ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i.÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï n1 + · · · + nk , ÂÁÚÏ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ K=(p) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÍÏÄÕÌÀ ×ÉÄÁK(pm1) ⊕ · · · ⊕ K(pm`)ÔÏÌØËÏ �ÒÉ ` = 1 É m1 = 1. ðÏÓËÏÌØËÕ K=(p) ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ p,�Ï Õ�Ò. 12.4 ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÍÏÄÕÌÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÑÍÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔK=(p). îÏ ÔÏÇÄÁ ÏÂÁ ÍÏÄÕÌÑ ÓÕÔØ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K=(p), ÉÉÈ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × WÔÏÖÅ ÏÄÎÏ.ðÕÓÔØ, �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÌÀÂÏÊ ÍÏÄÕÌØ T Ó n1+· · ·+nk < n ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÍÏÄÕÌÀWÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ k = ` É ×ÓÅ ni = mi �ÏÓÌÅ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ �ÅÒÅÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ. åÓÌÉ ÍÏÄÕÌØT Ó n1 + · · ·+ nk = n ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÍÏÄÕÌÀ W , ÔÏ ÑÄÒÁ É ÏÂÒÁÚÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ p × ÏÂÏÉÈ ÍÏÄÕÌÑÈ ÔÏÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. óÏÇÌÁÓÎÏ Õ�Ò. 12.4, ÑÄÒÏÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ p �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ×ÉÄÁK=(p). ëÁË É ×ÙÛÅ, ÜÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K=(p), É Ä×Á ÔÁËÉÈ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏ-ÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ×ÉÄÁ K=(p) × T É W ÏÄÉÎÁËÏ×Ï. ïÂÒÁÚÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ p × T É × W �Ï Õ�Ò. 12.4 ÉÚÏÍÏÒÆÎÙpT ≃ ⊕�:n�>1K=(pn�−1) É pW ≃ ⊕�:m�>1K=(pm�−1) :ðÏ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÍÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × ÏÂÏÉÈ ÓÕÍÍÁÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÉ �ÏÓÌÅ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ �ÅÒÅÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ ËÁÖÄÏÅ n� > 1 ÓÏ×�ÁÄ£Ô Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÍ m� > 1, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. �ÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÑÈ �ÏÌÎÏ-ÓÔØÀ ÄÏËÁÚÁÎÁ.12.4. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÅ ÁÂÅÌÅ×Ù ÇÒÕ��Ù. åÓÌÉ K = Z,ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÑÈ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÈ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��.�ÅÏÒÅÍÁ 12.3÷ÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÁÄÄÉ-ÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕ��
Zr ⊕ Z(pn11 ) ⊕ · · · ⊕ Z(pn�� ) (12-7)



212 úÁÄÁÞÉ Ë §12ÇÄÅ p� ∈ N | �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ). ä×Å ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈÇÒÕ��Ù
Zr ⊕ Z(pn11 ) ⊕ · · · ⊕ Z(pn�� ) É Zs ⊕ Z(qm11 ) ⊕ · · · ⊕ Z(qm�� )ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ r = s, � = � É (�ÏÓÌÅ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ) n� = m� É p� = q� �ÒÉ ×ÓÅÈ �. �åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��ÙA × ×ÉÄÅ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕ�� (12-7) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ.12.4.1. çÒÕ��Ù, ÚÁÄÁÎÎÙÅ �ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ�. îÁ �ÒÁË-ÔÉËÅ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Ó ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑÍÉ: ÁÂÅÌÅ×ÁÇÒÕ��Á A, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ a1; a2; : : : ; an, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÑÍ 




�11a1 + �12a2 + · · · + �1nan = 0�21a1 + �22a2 + · · · + �2nan = 0�31a1 + �32a2 + · · · + �3nan = 0
· · · · · · · · · · · · · · ·��1a1 + ��2a2 + · · · + �mnan = 0 ; (12-8)ÇÄÅ �ij ∈ Z . ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÔÁËÁÑ ÇÒÕ��Á A �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÆÁËÔÏÒ

Zn=M , ÇÄÅ �ÏÄÒÅÛ£ÔËÁ M ⊂ Zn �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏËÁÍÉ �1; �2; : : : ; �m ÍÁÔÒÉ�Ù(�ij).÷ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (12-7) ÇÒÕ��Ù A ÒÁÎÇ r Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏÒÁ×ÅÎ n− rk (�ij), Á ÓÔÅ�ÅÎÉ pnii ÓÕÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ �ÏÄÒÅÛ£ÔËÉ M ⊂
Zn, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÛÌÁ ÒÅÞØ × ÓÁÍÏÍ ÎÁÞÁÌÅ n◦ 12.3.ðÒÏ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ w = x1a1 + x2a2 + · · · + xnan ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ ÎÕÖÎÏÚÎÁÔØ, ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÎ ÏÔ ÎÕÌÑ × A ÉÌÉ ÎÅÔ, É ÅÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ ËÁËÏ× ÅÇÏ �ÏÒÑÄÏË1ord (w). ÷ÙÑÓÎÉÔØ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ, ÒÁÂÏÔÁÑ ÎÅ × ×ÎÕÔÒÉ ÍÏÄÕÌÑ Zn ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ Z, Á× ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ ÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Qn ⊃ Zn ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Q.åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒ w ∈ Qn ÎÅ ÌÅÖÉÔ × Q-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉ�Ù (�ij),ÔÏ ÎÉËÁËÏÅ ÅÇÏ �ÅÌÏÅ ËÒÁÔÎÏÅ mw ÎÅ ÌÅÖÉÔ × M , Ô. Å. w 6= 0 × A É ordw =∞ .åÓÌÉ ÖÅ w = �1�1 + �2�2 + · · · + �m�m , ÇÄÅ �i = pi=qi ∈ Q ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙÅÄÒÏÂÉ, ÔÏ ord (w) = ÎÏË(q1; q2; : : : ; qm) . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ qi = 1 (Ô. Å. ×ÓÅ�i ∈ Z), ÔÏ w = 0 × ÆÁËÔÏÒ ÇÒÕ��Å A = Zn=M .úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §12úÁÄÁÞÁ 12.1. éÚÏÍÏÒÆÎÙ ÌÉ ÁÂÅÌÅ×Ù ÇÒÕ��Ù Z=(6)⊕ Z=(36) É Z=(12)⊕ Z=(18) ?1ÎÁ�ÏÍÎÉÍ (ÓÍ. n◦ 4.4.3), ÞÔÏ �ÏÒÑÄËÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ w × ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Å ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ n ∈ N, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ nw = 0 (ÅÓÌÉ ÔÁËÏÇÏ ÎÅÔ, �ÏÌÁÇÁÀÔ ord (w) =∞



úÁÄÁÞÉ Ë §12 213úÁÄÁÞÁ 12.2. îÁ�ÉÛÉÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (12-7) ÄÌÑ (ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ) ÁÂÅÌÅ-×ÙÈ ÇÒÕ�� Z=(6), Z=(12), Z=(24) É Z=(60) .úÁÄÁÞÁ 12.3. îÁ�ÉÛÉÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (12-7) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ���ÏÒÑÄËÁ 4, 6, 8, 12, 16, 24, 36, 48.úÁÄÁÞÁ 12.4. îÁ�ÉÛÉÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (12-7) ÄÌÑ (ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ) ÁÂÅÌÅ-×ÙÈ ÇÒÕ��1: Á) Hom(Z=(6);Z=(12))Â) Hom(Z=(12);Z=(6))×) Hom(Z=(12);Z=(18)) Ç) Hom(Z=(4);Z=(8)) Ä) Hom(Z=(2)⊕ Z=(2);Z=(8))úÁÄÁÞÁ 12.5. åÓÔØ ÌÉ × ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Å Z=(2)⊕ Z=(16) �ÏÄÇÒÕ��Á, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁÑÁ) Z=(2)⊕ Z=(8) Â) Z=(4)⊕ Z=(4) ×) Z=(2)⊕ Z=(2)⊕ Z=(2)úÁÄÁÞÁ 12.6. óËÏÌØËÏ �ÏÄÇÒÕ�� �ÏÒÑÄËÏ× 2 É 6 × ÎÅ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Å�ÏÒÑÄËÁ 12?úÁÄÁÞÁ 12.7. îÁ�ÉÛÉÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (12-7) ÄÌÑ ÆÁËÔÏÒÁ ÒÅÛ£ÔËÉ Z3�Ï �ÏÄÒÅÛ£ÔËÅ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ: Á) (7; 2; 3), (21; 8; 9), (5;−4; 3)Â) (4; 5; 3), (5; 6; 5), (8; 7; 9) ×) (2;−4; 6), (6;−6; 10), (2; 5; 8), (6; 0; 5)Ç) (−81;−6;−33), (60; 6; 24), (−3; 6;−3), (18; 6; 6)Ä) (−62;−8;−26), (40; 10; 16), (22;−8; 10), (20; 2; 8)úÁÄÁÞÁ 12.8. îÁÊÄÉÔÅ × ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Å, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ a1, a2, a3 �ÏÒÑ-ÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ Á) a1 + 2a3, ÅÓÌÉa1 + a2 + 4a3 = 2a1 − a2 + 2a3 = 0Â) 32a1 + 31a3, ÅÓÌÉ 2a1 + a2 − 50a3 = 4a1 + 5a2 + 60a3 = 0úÁÄÁÞÁ 12.9. ðÕÓÔØ a = [1℄9 ∈ Z=(9), É b = [1℄27 ∈ Z=(27). îÁ�ÉÛÉÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (12-7) ÄÌÑ ÆÁËÔÏÒ ÇÒÕ��Ù Z=(9)⊕Z=(27) �Ï �ÏÄÇÒÕ��Å, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊÜÌÅÍÅÎÔÏÍ 3a+ 9b .úÁÄÁÞÁ 12.10. ðÕÓÔØ �ÏÒÑÄÏË ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù A ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁm. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × A ÅÓÔØ �ÏÄÇÒÕ��Á �ÏÒÑÄËÁ m .úÁÄÁÞÁ 12.11. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏm ∈ N ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÒÑÄËÁm × Ä×ÕÈ ËÏÎÅÞÎÙÈÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��ÁÈ A É B ÏÄÉÎÁËÏ×Ï. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ≃ B .úÁÄÁÞÁ 12.12. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ A, B, C ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ ÇÌÁ×-ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ A⊕ C ≃ B ⊕ C. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ≃ B .úÁÄÁÞÁ 12.13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ �ÏÄÍÏÄÕÌØ É ÌÀÂÏÊ ÆÁËÔÏÒ ÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞÎÏ�ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×2 ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÙ.úÁÄÁÞÁ 12.14. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÒÁÎÇÅ m×n-ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÁÄËÏÌØ�ÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×: ÓÔÏÌÂ�Ù É ÓÔÒÏËÉ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù M ∈ Matm×n(K)1ÞÅÒÅÚ Hom(A;B) × ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Z-ÍÏÄÕÌØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÉÚ Z-ÍÏÄÕÌÑ A ×
Z-ÍÏÄÕÌØ B2× ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ Î£ÔÅÒÏ×ÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ (ÓÍ. n◦ 6.4)



214 úÁÄÁÞÉ Ë §12�ÏÒÏÖÄÁÀÔ ×Km ÉKn Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ �ÏÄÍÏÄÕÌÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ÒÁÎÇÁ, ÒÁ×ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÕÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï×.úÁÄÁÞÁ 12.15. ðÕÓÔØ v1; v2; v3 ∈ Z3 ⊂ R3 | ÔÒÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÎÁÄ R �ÅÌÙÈ×ÅËÔÏÒÁ, L ⊂ Z3 | �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÊ ÉÍÉ Z-�ÏÄÍÏÄÕÌØ, ð | ÎÁÔÑÎÕÔÙÊ ÎÁ ÜÔÉ×ÅËÔÏÒÙ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂß£Í ð (ÒÁ×ÎÙÊ ÞÉÓÌÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÆÁËÔÏÒ ÍÏÄÕÌÅ Z3=L) ÒÁ×ÅÎ × + Ç=2 + Ò=4 + 1, ÇÄÅ ×, Ç É Ò ÓÕÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á�ÅÌÙÈ ÔÏÞÅË, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ×ÎÕÔÒÉ ÓÁÍÏÇÏ ð, ÓÔÒÏÇÏ ×ÎÕÔÒÉ ÅÇÏ ÇÒÁ-ÎÅÊ É ÓÔÒÏÇÏ ×ÎÕÔÒÉ ÅÇÏ Ò£ÂÅÒ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ? ïÂÏÂÝÉÔÅ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ.úÁÄÁÞÁ 12.16. ðÕÓÔØ k | �ÏÌÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ
k[t℄=(f) G- k[t℄=(f) ;�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÊ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ t, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎ g(t) = G([1℄) , ÇÄÅ [1℄ = 1 (mod f).úÁÄÁÞÁ 12.17. ðÕÓÔØ k| �ÏÌÅ. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÇÏ-ÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× Hom(k[x℄=(f);k[x℄=(g)) k[x℄-ÍÏÄÕÌÑ k[x℄=(f) × k[x℄-ÍÏÄÕÌØ k[x℄=(g)× ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ Á) f = p�, g = p� , ÇÄÅ p ∈ k[x℄ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, Á �; � ∈ N ÌÀÂÙÅÂ) ÎÏÄ(f; g) = 1



§13. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ13.1. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×. üÔÏÔ �ÁÒÁÇÒÁÆ �ÏÓ×ÑÝ£Î Ï�ÉÓÁÎÉÀ ÌÉ-ÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× F : V - V , ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÎÁÄ ÚÁÄÁÎÎÙÍ �ÏÌÅÍ k. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙU1 F1- U1 É U2 F2- U2ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ (ÉÌÉ �ÏÄÏÂÎÙÍÉ), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ' : U1 ∼- U2 ;ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÝÉÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F1 ÎÁ U1 Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F2 ÎÁU2 × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ U1 '
∼
- U2U1F1 6

∼'- U2F26

ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ, Ô. Å. 'F1 = F2' ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, F2 = 'F1'−1.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ä×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F É G ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÉÚÏ-ÍÏÒÆÎÙ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ C ∈ GL(V ), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ G = óáó−1. ÷ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ G �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ F ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅÍ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ C.ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅÂÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ V F- V ÎÁ ÂÏÌØÛÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å V �ÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑ F ÎÁ ÍÅÎØÛÉÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ⊂ V .ðÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ F -ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ F (U) ⊂ U .ï�ÅÒÁÔÏÒ V F- V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÍÏÖÎÏÒÁÚÌÏÖÉÔØ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ Ä×ÕÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ F -ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×,É ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ | × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t × ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Å
k[t℄= (tn) ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍ (ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ �ÏÌÅÍ k ÉÍÅÀÔÓÑ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉ-ÍÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ).ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÎÅ-ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ F -ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ðÏÜÔÏÍÕ �ÏÌÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÌÉ-ÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÁÄ ÚÁÄÁÎÎÙÍ �ÏÌÅÍ k ×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈÄ×ÕÈ ÚÁÄÁÞ:1) Ï�ÉÓÁÔØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ×ÓÅ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ;2) ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ×�ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ. 215



216 §13.ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍïÂÅ ÜÔÉ ÚÁÄÁÞÉ ÒÅÛÁÅÔ ÉÄÕÝÁÑ ÎÉÖÅ ÔÅÏÒ. 13.1.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙV F- V É V ∗ �F ∗ V ∗ÌÉÂÏ ÏÂÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙ, ÌÉÂÏ ÏÂÁ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 13.1ìÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÄ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ k �ÏÄÏÂÅÎ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t × �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÆÁËÔÏÒËÏÌÅ�
k[t℄(pm1i (t)) ⊕ · · · ⊕ k[t℄(pmkk (t)) ; (13-1)ÇÄÅ ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ p�(t) ∈ k[t℄ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ É ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ. ëÁÖÄÏÅ �ÒÑÍÏÅÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÅ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏ. ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ× ÓÕÍÍÁÈ

k[t℄(pm1i (t)) ⊕ · · · ⊕ k[t℄(pmkk (t)) É k[t℄(qn1i (t)) ⊕ · · · ⊕ k[t℄(qn`` (t))ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ k = `, É �ÒÑÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÍÏÖÎÏ�ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ p� = q� É m� = n� �ÒÉ ×ÓÅÈ �.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÄÁÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F : V - V ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÚÁÄÁÎÉÀ ÎÁ V ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× k[t℄. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,ÓÔÒÕËÔÕÒÁ k[t℄-ÍÏÄÕÌÑ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ k-ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÌÉÞÉÅÍ ÒÏ×ÎÏ ÏÄ-ÎÏÊ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ | ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× v ∈ V ÎÁ t ∈ k[t℄. åÓÌÉÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ Å£ �ÒÁ×ÉÌÏÍ t · v = F (v) , ÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× v ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙf ∈ k[t℄ ÂÕÄÅÔ ÚÁÄÁ×ÁÔØÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ g(t)·v = [g(F )℄(v) É Ó×ÏÊÓÔ×Á (11-1){(11-3) ÉÚÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÄÕÌÑ ÂÕÄÕÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ (ÓÒ. Ó n◦ 11.3.1). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ k[t℄-ÍÏÄÕÌØ,�ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÔÁËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÉÚ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ V F- V , ÞÅÒÅÚ VF .�ÁË ËÁË �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÍÏÄÕÌØ VF ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£Î: ÌÀÂÏÊÂÁÚÉÓ e1; e2; : : : ; en ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ �ÏÒÏÖÄÁ-ÅÔ VF ÎÁÄ k[t℄. ðÏ ÔÅÏÒ. 12.2 ÍÏÄÕÌØ VF ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏÍÏÄÕÌÑ k[t℄⊕r É ÍÏÄÕÌÅÊ ×ÉÄÁ k[t℄=(pm), ÇÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ p� [t℄ ∈ k[t℄ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉ-ÍÙ É �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ1. ðÏÓËÏÌØËÕ Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ k[t℄⊕r ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ ËÁË×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ k, × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á VFÅÇÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,VF ≃ k[t℄(pm1i (t)) ⊕ · · · ⊕ k[t℄(pmkk (t))1�ÒÏÓÔÙÅ pi ∈ K × ÔÅÏÒ. 12.2 Ï�ÒÅÄÅÌÑÌÉÓØ K-ÍÏÄÕÌÅÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØ�Á K; �ÒÉ K = k[t℄ ÜÔÁ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÕÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÔÁÒÛÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× pi ÂÙÌÉ ÒÁ×ÎÙ ÅÄÉ-ÎÉ�Å



13.1.ëÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× 217É Ï�ÅÒÁÔÏÒ F : V - V �ÅÒÅÈÏÄÉÔ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ × Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅ-ÎÉÑ ÎÁ t.çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ k[t℄-ÍÏÄÕÌÅÊ VF '- WG, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ �Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍ VÉ W Ó Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ F : V - V É G : W - W | ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ' : V - W ;�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÅ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ t, Ô. Å. ÔÁËÏÅ ÞÔÏ 'F1 = F2'. ðÏÜÔÏ-ÍÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ F É G ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ k[t℄-ÍÏÄÕÌÉ VF É WG. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒ. 12.2 ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÓÔØ ÍÏÄÕÌÅÊ (13-1) ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ ÉÈ �ÒÑÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÉÅ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÂÙÌÉ ÒÁ×ÎÙ É ÉÍÅÌÉ ÒÁ×ÎÙÅ �ÏËÁÚÁÔÅÌÉ. éÚ ÜÔÏÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ×ÙÔÅËÁÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÓÅ �ÒÑÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ k[t℄=(pm) × (13-1) ÄÁÌÅÅ ÎÅ ÒÁÚÌÏ-ÖÉÍÙ. �13.1.1. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ. äÉÚßÀÎËÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ1 ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÏ× pm�� , ÓÔÏÑÝÉÈ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (13-1), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ V F- V É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ El(F ).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 13.1ìÉÎÅÊÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ F É G �ÏÄÏÂÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Õ ÎÉÈ ÏÄÉÎÁ-ËÏ×ÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ: El(F ) = El(G) .óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 13.2íÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[t℄ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ V F- V , ËÏÇÄÁÏÎ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F .13.1.2. íÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ �ÒÉ×ÅÄ£Î-ÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p ∈ k[t℄ �ÏÌÏÖÉÍmp(F ) = max (m ∈ N ∪ {0} | pm ∈ El(F ))(ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, mp(F ) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ p ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ). éÚ ÔÅÏÒ. 13.1×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �F (t) ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ,ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F , ÒÁ×ÅÎ�F (t) =∏p pmp(F )(�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �Ï ×ÓÅÍ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÍ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ p ∈ k[t℄). íÎÏÇÏÞÌÅÎ �F (t)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F (ÓÒ.  ÚÁÄ. 7.31).1�ÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ pm ×ÈÏÄÉÔ × ÎÅÇÏ ÒÏ×ÎÏ ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ,ÓËÏÌØËÏ �ÒÑÍÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ×ÉÄÁ k[t℄=(pm) ×ÈÏÄÉÔ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ V



218 §13.ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ13.1.3. ðÒÉÍÅÒ: ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉ-ÍÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ | ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ. ìÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ V F- V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÁ-ÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÉÎ-×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. îÁÚ×ÁÎÉÅ ×ÙÚ×ÁÎÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÙÂÒÁÔØ × VÂÁÚÉÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ui ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ F -ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ F ÎÁ ÜÔÉ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÂÕÄÅÔ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔØ �Ï�ÒÁ×ÉÌÕ ui 7→ �iui, Ô. Å. ÍÁÔÒÉ�Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F × ÂÁÚÉÓÅ u ÂÕÄÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ.ìÅÍÍÁ 13.1ï�ÅÒÁÔÏÒ V F- V ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁf(F ) = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ f ∈ k[t℄, �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÀÝÅÇÏÓÑ ÎÁÄ k ×�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÔÅÏÒ. 13.1 ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ V F- V ÉÚÏÍÏÒ-ÆÅÎ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t × �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ËÏÌÅ� ×ÙÞÅÔÏ×
k[t℄(t− �1) ⊕ · · · ⊕ k[t℄(t− �n) (13-2)ÇÄÅ × ÎÁÂÏÒÅ ÞÉÓÅÌ �1; �2; : : : ; �n ∈ k ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÅÓÑ. ðÕÓÔØ�1; �2; : : : ; �sÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ �ÏÌÎÙÊ Ó�ÉÓÏË ×ÓÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ. �ÏÇÄÁ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ f(t) = (t−�1)(t−�2) · · · (t−�s) ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ×Ó£ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï(13-2). �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, f(F ) = 0 .îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ g(F ) = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g ∈ k[t℄, ÔÏ ÕÍÎÏÖÅ-ÎÉÅ ÎÁ g(t) ÄÏÌÖÎÏ ÁÎÎÕÌÉÒÏ×ÁÔØ �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌÅ� (13-1), ËÏÔÏÒÏÊÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Ï�ÅÒÁÔÏÒ V F- V , Á ÚÎÁÞÉÔ, g ÄÏÌÖÅÎ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁÒÎÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F . åÓÌÉ g Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÔÏ × ÓÉÌÕ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁ�ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ F ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ ÓÒÅÄÉÜÔÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (13-1) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (13-2) É FÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 13.3åÓÌÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒ V F- V ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ, ÔÏ ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÉÎ×ÁÒÉ-ÁÎÔÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÔÏÖÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÏ (ÎÁ ÜÔÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å).13.1.4. ðÒÉÍÅÒ: ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ. îÁ�ÏÍÎÉÍ (ÓÍ. ÚÁÄ. 7.19),ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F : V - V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ Fm = 0ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m ∈ N. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÏÍ tm, ×ÓÅ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎÑÍÉ t. ðÏÜÔÏÍÕ,



13.1.ëÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× 219ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒ. 13.1, ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÎÁ t × �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌÅ� ×ÉÄÁ
k[t℄(t�1) ⊕ · · · ⊕ k[t℄(t�k) (13-3)É Ä×Á ÔÁËÉÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ×ÙÓÔÒÏÅÎÎÙÅ × �ÏÒÑÄËÅ (ÎÅÓÔÒÏÇÏÇÏ) ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÎÁÂÏÒÙ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ�1 > �2 > · · · > �kÕ ÎÉÈ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ�ÏÌÅÍ k ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ �.äÅÊÓÔ×ÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t ÎÁ ÂÁÚÉÓ k[t℄= (tm), ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ËÌÁÓÓÏ×e0 = tm−1 (mod tm); e1 = tm−2 (mod tm); : : : ; em−1 = 1 (mod tm)�ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ 0 ← e0 ← e1 ← e2 ← · · · ← em−2 ← em−1 É ÚÁÄÁ£ÔÓÑÍÁÔÒÉ�ÅÊ Jm(0) def= 


0 1 0 · · · 00 0 1 . . . ...... . . . . . . . . . 00 . . . . . . 10 0 · · · 0 0

ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÊ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ËÌÅÔËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ m .�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ V F- V , ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÇÏ ÄÉÁ-ÇÒÁÍÍÅ àÎÇÁ �, × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓ, ×ÅËÔÏÒÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÍÅÝÁ-ÀÔÓÑ × ËÌÅÔËÉ ÜÔÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÔÁË, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ×ÅËÔÏÒ × ÌÅ×ÙÊ ÓÏÓÅÄÎÉÊ, Á ×ÅËÔÏÒÙ ÓÁÍÏÇÏ ÌÅ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á | × ÎÕÌØ:

!

0← •← •← •← •← •← •0← •← •← •← •← •0← •← •← •0← •← •← •0← •← •

(13-4)âÁÚÉÓ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ (ÉÌÉ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÙÍ) ÂÁÚÉÓÏÍ, ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÅÍÕ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁàÎÇÁ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÉËÌÏ×ÙÍ ÔÉ�ÏÍ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔ-ÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F , Á ÎÁÂÏÒÙ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÓÔÏÑÝÉÅ �Ï ÓÔÒÏËÁÍ ÄÉÁÇÒÁÍ-ÍÙ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÙÍÉ �Å�ÏÞËÁÍÉ.ï�ÉÓÁÔØ �ÉËÌÏ×ÏÊ ÔÉ� ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ É Õ×ÉÄÅÔØ ÅÇÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-ÍÏÓÔØ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÍÏÖÎÏ É ÎÅ �ÒÉÂÅÇÁÑ Ë ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÏÎ-ÎÏÊ ÔÅÏÒ. 13.1. óÕÍÍÁ ÄÌÉÎ �ÅÒ×ÙÈ m ÓÔÏÌÂ�Ï× ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ � ÒÁ×ÎÁ dimkerFm,ÏÔËÕÄÁ ÄÌÉÎÁ m-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ � ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ËÁË�tm = dimkerFm − dimkerFm−1 :



220 §13.ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ13.1.5. ðÒÉÍÅÒ: ÖÏÒÄÁÎÏ×Á ËÌÅÔËÁ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ t = �+(t−�) × ÆÁËÔÏÒËÏÌØ�Å V = k[t℄=((t− �)m) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÕÍÍÕ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ� IdV : f 7−→ � fÉ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ � : f 7−→ (t− �) · f , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ(t− �)m−1 ; (t− �)m−2 ; : : : ; (t− �) ; 1ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÖÏÒÄÁÎÏ×Õ �Å�ÏÞËÕ ÄÌÉÎÙ m = dimV . ÷ ÂÁÚÉÓÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t ÚÁÄÁ£ÔÓÑ Ä×ÕÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊJm(�) def= 


� 1� 1. . . . . .� 1�



(13-5)(ÎÕÌÉ × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ). üÔÁ ÍÁÔÒÉ�Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊËÌÅÔËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ m Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ �.13.1.6. öÏÒÄÁÎÏ×Á ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. åÓÌÉ �ÏÌÅ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁ-ÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ × k[t℄ ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ Ä×Õ-ÞÌÅÎÁÍÉ (t−�). ðÏ ÔÅÏÒ. 13.1 ×ÓÑËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ V F- V × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÄÏÂÅÎÏ�ÅÒÁÔÏÒÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t × �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌÅ�
k[t℄((t− �1)m1) ⊕ · · · ⊕ k[t℄((t− �s)ms) (13-6)É Ä×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ �ÏÄÏÂÎÙ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ �ÒÑÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ×ÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÈ ÍÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÄÒÕÇ ÓÄÒÕÇÏÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙÅ �i É mi ÂÙÌÉ ÒÁ×ÎÙ. äÅÊÓÔ×ÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (13-6) ÂÙÌÏ Ï�ÉÓÁÎÏ ÎÁÍÉ ×ÙÛÅ. íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 13.4 (ÖÏÒÄÁÎÏ×Á ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ)îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ k ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ V F- V × VÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÁÚÉÓ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉ�Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ÉÍÅÅÔ ÂÌÏÞÎÙÊ ×ÉÄ




Jm1(�1) Jm2(�2) . . . Jmk(�k)

 (13-7)�Ï ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÔÏÑÔ ÖÏÒÄÁÎÏ×Ù ËÌÅÔËÉJm1(�1); Jm2(�2) : : : ; Jmk(�k)



13.2.áÎÎÕÌÉÒÕÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ 221×ÉÄÁ (13-5) (ÞÉÓÌÁ �i É mi ÍÏÇÕÔ �Ï×ÔÏÒÑÔØÓÑ), Á × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ ÓÔÏÑÔÎÕÌÉ. ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÂÌÏËÏ× ÍÁÔÒÉ�Á (13-7) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁÔÁËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. ä×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �ÏÄÏÂÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÍÁÔÒÉ�Ù(13-7) ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÂÌÏËÏ×. �ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13.1íÁÔÒÉ�Á (13-7) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F . ÷ÓÑ-ËÉÊ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉ�Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ÉÍÅÅÔ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÕÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F .13.2. áÎÎÕÌÉÒÕÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. óÕÄÉÔØ Ï ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÈÏ�ÅÒÁÔÏÒÁ V F- V ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ F ÎÁ V ÍÏÖÎÏ �Ï ÔÏÍÕ,ËÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F .ðÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÎÅÔÒÕÄÎÏ. á ÉÍÅÎÎÏ, ×ÙÂÅ-ÒÅÍ × V ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ v = (v1; v2; : : : ; vn), É �ÕÓÔØ Fv |ÍÁÔÒÉ�Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁF × ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. ÷ ÓÉÌÕ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á çÁÍÉÌØÔÏÎÁ {ëÜÌÉ (ÓÍ. n◦ 11.3.1), ÈÁÒÁËÔÅ-ÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ det(tE − Fv) ∈ k[t℄ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ.èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÁÔÒÉ�Ù Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ FÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �F (t) = det(t · IdV − F ) ∈ k[t℄. �ÏÖÄÅÓÔ×Ï çÁÍÉÌØÔÏÎÁ {ëÅÌÉÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �F (F ) = 0 .ìÅÍÍÁ 13.2ðÕÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F : V - V (ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ k) ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÏÍ q ∈ k[t℄ , ËÏÔÏÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ r �Ï�ÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×: q(t) = q1(t) · q2(t) · · · · · qr(t) , ÎÏÄ(qi; qj) = 1 ∀ i; j . ðÏÌÏÖÉÍQj = q=qj = ∏� 6=j q� . �ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:1) ∀ j im (Qj(F )) ⊂ ker (qj(F ))2) ∀ i 6= j ker (qi(F )) ∩ ker (qj(F )) = 03) �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á im (Qj(F )) ÌÉÎÅÊÎÏ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ V .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÏÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ q(F ) = qj(F )◦Qj(F ) = 0 . ÷ÔÏ-ÒÏÅ | ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ×ÚÁÉÍÎÏÊ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× qi(t) É qj(t) ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ hi(t) É hj(t), ÔÁËÉÅ ÞÔÏ 1 = hi(t)qi(t)+hj(t)qj(t) . ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ× ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï t = F É �ÒÉÍÅÎÑÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒ E = hi(F )◦qi(F ) + hj(t)◦qj(F ) Ë ÌÀ-ÂÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ v ∈ ker (qi(F )) ∩ ker (qj(F )) , ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏv = Ev = hi(F )◦qi(F )v + hj(t)◦qj(F )v = 0 :



222 §13.ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ�ÒÅÔØÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ×ÚÁÉÍÎÏÊ �ÒÏÓÔÏÔÙÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Q1; Q2; : : : ; Qr. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ H1; H2; : : : ; Hr ∈ k[t℄ : 1 = ∑QjHj.ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï t = F É �ÒÉÍÅÎÑÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ Ë ÌÀÂÏÍÕ v ∈ V ,×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ v = Ev =∑Qj(F )Hj(F )v ∈∑ im (Qj(F )) . �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 13.5÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÌÅÍ. 13.2 �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ×ÓÅÈ ÔÅÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ker (qj(F )) = imQj(F ), ËÏÔÏÒÙÅ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ. �13.2.1. ðÒÉÍÅÒ: ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. îÅÎÕÌÅ×ÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï ×ÉÄÁ V� = ker(� IdV − F ) = {v ∈ V | F (v) = �v}ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÅÍ � ∈ k. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V��ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÓËÁÌÑÒÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �.÷ÓÅ � ∈ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ V� 6= 0, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ (ÉÌÉÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ) Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �. óÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÁ F ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ SpeF É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó�ÅËÔÒÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F . ðÏÓËÏÌØËÕÕÓÌÏ×ÉÅ ker(� IdV −F ) 6= 0 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ det(� IdV −F ) = 0 (ÓÍ. n◦ 10.3.1),Ó�ÅËÔÒ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ÍÏÖÎÏ ÉÎÁÞÅ Ï�ÉÓÁÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÒÎÅÊ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �F (t) = det(� IdV −F ). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ï�ÅÒÁÔÏÒ V F- VÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ dimV ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÆÁËÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌ. 13.5: ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ FÎÁ ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ
∏�∈SpeF(t− �)(� ÂÅÚ �Ï×ÔÏÒÅÎÉÊ �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ×ÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ), É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ,ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ. ïÔÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ ÚÁÏÄÎÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÏÔ ÔÅÏÒ. 13.1 ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÒÉÔÅÒÉÑÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ÉÚ ÌÅÍ. 13.1: ÅÓÌÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÏÍ ×ÉÄÁ∏� (t−�), ÔÏ �Ï ÓÌ. 13.5 �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × �ÒÑÍÕÀÓÕÍÍÕ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V� = ker(F − �E).îÅÎÕÌÅ×ÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ v ∈ V� ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏ-ÒÁ F Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ �. éÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÎÁÂÏÒÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× Ó �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÌÉÎÅÊÎÏÎÅÚÁ×ÉÓÉÍ. äÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÁÌÉÞÉÅ Õ ÎÅÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÉÚÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×. åÓÌÉ ×ÓÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ÉÚ×ÅÓÔÎÙ (ÉÌÉ,ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ), ÔÏÏÔÙÓËÁÎÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× É ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ó×ÏÄÉÔÓÑ ËÒÅÛÅÎÉÀ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (� IdV − F ) v = 0, ÉÍÅÀÝÉÈÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ (ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ � ∈ SpeF ).



13.2.áÎÎÕÌÉÒÕÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ 223óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 13.6îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ k ÌÀÂÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄ-ÎÉÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 13.7îÁÄ �ÏÌÅÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R ÌÀÂÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ÉÌÉÄ×ÕÍÅÒÎÙÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ �F = q1q2 : : : qm, ÇÄÅ ×ÓÅ qi ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ (É ÎÅ ÏÂÑ-ÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ). åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ, ÔÏ Õ F ÅÓÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÓ ÔÁËÉÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ. åÓÌÉ ×ÓÅ qi Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ, �ÒÉÍÅÎÉÍ ÎÕÌÅ×ÏÊÏ�ÅÒÁÔÏÒ ∏ q�(F ) = 0 Ë ËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ v ∈ V É ÎÁÊÄ£Í ÔÁ-ËÏÅ i, ÞÔÏ w = qi+1(F )qi+2(F ) · · · qm(F )v 6= 0, Á qi(F )w = 0. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ F (Fw) ÌÅÖÉÔ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ w É Fw, ËÏÔÏÒÁÑ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ,Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÍÅÒÎÙÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ SpeF ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ËÏÒÎÅÊ ÌÀÂÏÇÏÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÅÇÏ F .13.2.2. ðÒÉÍÅÒ: ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ. ï�ÅÒÁÔÏÒ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÅÊ, ÅÓÌÉF 2 = Id . éÎ×ÏÌÀ�ÉÑ F = IdV ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÁÑ ÉÎ×Ï-ÌÀ�ÉÑ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ F 2−1 = (F +1)(F −1) = 0,ÏÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÁ, É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-ÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V = V+ ⊕ V−  ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ±1 :V± = ker(Id∓ F ) = im(Id± F ) = {v ∈ V | Fv = ±v} ;É ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ v = v+ + v−, ÇÄÅv+ = (v + Fv)=2 ∈ V+ É v− = (v − Fv)=2 ∈ V− :13.2.3. ðÒÉÍÅÒ: �ÒÏÅËÔÏÒÙ. ï�ÅÒÁÔÏÒ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÏÍ, ÅÓ-ÌÉ F 2 = F . òÁ×ÅÎÓÔ×Ï F (F − 1) = 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏimF = ker(F − 1) = {v | F (v) = v} É V = kerF ⊕ imF :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÑËÉÊ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÅË�ÉÅÊ V = ker(F )⊕ im (F )ÎÁ imF ×ÄÏÌØ kerF . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Id − F ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÍ�Ï-ÔÅÎÔÏÍ, �ÒÏÅËÔÉÒÕÀÝÉÍ V ÎÁ kerF ×ÄÏÌØ imF . îÁÏÂÏÒÏÔ, ÌÀÂÏÍÕ �ÒÑÍÏÍÕÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ V = U ⊕ W ÏÔ×ÅÞÁÀÔ Ä×Á ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ: �ÒÏÅËÔÏÒ�U : V -- U ×ÄÏÌØ W É �ÒÏÅËÔÏÒ �W : V -- U ×ÄÏÌØ W , ËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÑÚÁÎÙÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ �U + �W = 1 É �U�W = �W�U = 0 .



224 §13.ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ13.2.4. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÒÎÅ×ÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. åÓÌÉ �ÏÌÅ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁ-ÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÌÀÂÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ�F (t) = ∏�∈SpeF(t− �)m� ; :ÇÄÅ m� ÒÁ×ÎÏ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ËÏÒÎÑ � ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ�F (t) = det(t Id− F ) :ëÁÖÄÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï K� = ker (� Id− F )m� ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÏÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V� = ker (� Id− F ) . ðÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï K� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅ×ÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F , ÏÔ×ÅÞÁ-ÀÝÉÍ ËÏÒÎÀ �� . óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌ. 13.5 �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊËÏÒÎÅ×ÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×: V = ⊕�∈SpeF K� :üÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅ×ÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F .ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.1÷ Ï�ÉÓÁÎÉÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F , ÄÁÎÎÏÍ × ÔÅÏÒÅÍÅ (ÔÅÏÒ. 13.1), ËÏÒÎÅ×ÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï K� ⊂ V �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌÅ� k[t℄= ((t− �)m), ÏÔ×ÅÞÁ-ÀÝÉÈ ×ÓÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍ (t − �)m ∈ El(F ) Ó ÄÁÎÎÙÍ � ∈ SpeF , ÉÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÎÏ ËÁËK� = ⋃n∈N

ker(� Id− F )n :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ � 6= � ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (t − �) ÏÂÒÁÔÉÍ �Ï ÍÏÄÕÌÀÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (t − �)m, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ (t − �) × ËÁÖÄÏÍ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Å
k[t℄= ((t− �)m) Ó � 6= � ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (13-1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍÉ, ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÒÎÅ×ÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï K� ÔÒÁÎÓ-×ÅÒÓÁÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ×ÓÅÈ k[t℄= ((t− �)m) Ó � 6= �. îÁ�ÒÏÔÉ×, ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ×ÉÄÁ k[t℄= ((t− �)m) ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ1 ÓÔÅ�ÅÎØÀ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ� Id− F . �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.5. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ËÏÒÎÅ×ÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅ Ï�ÉÒÁ-ÀÝÅÅÓÑ ÎÁ (ÔÅÏÒ. 13.1) ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÖÏÒÄÁ-ÎÏ×ÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, É �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K� = ∪m>1 ker(F − ��E)m Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ×ÓÅÈ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÙÈ ËÌÅÔÏË Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉ-ÅÍ �� (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ×ÓÅÈ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÙÈ ËÌÅÔÏË Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÚÎÁÞÅÎÉÅÍ � ÒÁ×ÅÎ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ � ËÁË ËÏÒÎÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ).1Á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁ×ÎÏÊ mt−�(F ) | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÉÚ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ F ×ÉÄÁ(t − �)m (ÓÒ. Ó n◦ 13.1.2); �ÏÓËÏÌØËÕ �F (t) (ËÁË É ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ)ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ, ËÒÁÔÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÕÀ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ � × �F (t) ÚÁ×ÅÄÏÍÏÎÅ ÍÅÎØÛÅ mt−�(F )



13.3.ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ 22513.3. ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ. åÓÌÉ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ V F - VÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V (ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ k) �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÅÎ ÓÏ�ÅÒÁÔÏÒÏÍ V G- V , Ô. Å. FG = GF , ÔÏ ÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(F )ÏÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F �ÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ G × ÓÅÂÑ:G(ker(f(F ))) ⊂ ker(f(F )) É G(im (f(F ))) ⊂ im (f(F )) :÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, f(F ) v = 0 ⇒ f(F )Gv = Gf(F ) v = 0 É, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,v = f(F )w ⇒ Gv = Gf(F )w = f(F )Gw :÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V� = ker(F − �E) É ËÏÒÎÅ×ÙÅ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á K� = ⋃n ker(� Id − F )n Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÌÀÂÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ G, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÇÏ Ó F . óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÌÀ-ÄÅÎÉÑ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÞÁÓÔÏ:ìÅÍÍÁ 13.3îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒÏ× ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÂÝÉÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ. îÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ ÌÀÂÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÉÁÇÏ-ÎÁÌÉÚÏ×ÁÎÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ × ÏÄÎÏÍ ÏÂÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÎÄÕË�ÉÑ �Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. åÓÌÉ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉ-ÎÉ�Å ÉÌÉ ÅÓÌÉ ×ÓÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÓËÁÌÑÒÎÙ, ÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ (ÇÏÄÉÔÓÑ ÌÀÂÏÊÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÌÀÂÏÊ ÂÁÚÉÓ). åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÅÓÔØÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÊ, ÔÏ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÉÍÅÀÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÒÁÚÍÅÒ-ÎÏÓÔØ É ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ ÄÌÑ ×ÓÅÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×, �ÒÉÞ£Í ÅÓÌÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÂÙÌÉ ÄÉÁ-ÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙ ×Ï ×Ó£Í �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÔÏ ÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÂÕÄÕÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙ ÎÁ ÜÔÉÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ (ÓÍ. ÓÌ. 13.3).ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÎÉÍ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕË�ÉÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ. ��ÅÏÒÅÍÁ 13.2 (ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ öÏÒÄÁÎÁ)äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ k ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÁÒÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× Fs É Fn, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ Fn ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÅÎ, Fs ÄÉÁÇÏ-ÎÁÌÉÚÕÅÍ, F = Fs+Fn É FsFn = FnFs. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ Fs É Fn Ñ×ÌÑÀÔÓÑÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÏÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ F ËÁË Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t × �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅÆÁËÔÏÒ ËÏÌÅ�
k[t℄((t− �1)m1) ⊕ · · · ⊕ k[t℄((t− �s)ms) : (13-8)ðÕÓÔØ �1; �2; : : : ; �r ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ �ÏÌÎÙÊ Ó�ÉÓÏË ×ÓÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ �i ∈ k,×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ × (13-8). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; 2; : : : ; r ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ



226 §13.ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍai ∈ N, ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅÅ ×ÓÅÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ (t − �i) ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × (13-8).ðÏ ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f1; f2; : : : ; fr ∈ k[t℄,ÔÁËÉÅ ÞÔÏ f� ≡ { 1 (mod (t− ��)a� )0 (mod (t− ��)a�) �ÒÉ � 6= � :åÓÌÉ �� 6= 0, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ t ÏÂÒÁÔÉÍ �Ï ÍÏÄÕÌÀ (t− ��)a� , É ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎg�(t), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ t · g�(t) ≡ �� (mod (t− ��)a� ) . äÌÑ �� = 0, �ÏÌÏÖÉÍ g� = 0.÷ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ps(t) = t r∑�=1 g�f� ÎÅ ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÉÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑÍps(t) ≡ �� (mod (t− ��)a� )ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ps(t) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ËÁÖÄÏÍÆÁËÔÏÒÅ k[t℄= ((t− ��)m) ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (13-8) ËÁË ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ��. �ÅÍ ÓÁ-ÍÙÍ, Ï�ÅÒÁÔÏÒ Fs = ps(F ) ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ. ï�ÅÒÁÔÏÒ Fn = F − Fs ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁËÁÖÄÏÍ ÆÁËÔÏÒÅ k[t℄= ((t− ��)m) ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ t−�� É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ,ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÅÎ. âÕÄÕÞÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ F , Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ Fs É Fn �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ É Ó F . éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÒÅÂÕÅÍÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×Fs É Fn, Á ÔÁËÖÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÈ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ.ðÕÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ F = F ′s+F ′n ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÏÓËÏÌØËÕF ′s É F ′n �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, ÏÎÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙ É Ó F = F ′s + F ′n,Á ÔÁËÖÅ Ó �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍÉ ×ÙÛÅ Fs É Fn, Ñ×ÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ F . îÏÔÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V� Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ Fs �ÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÏÍ F ′s × ÓÅÂÑ, É F ′s ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ ÎÁ V�. åÓÌÉ ÂÙ F ′s ÉÍÅÌ ÎÁ V� ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ×ÅËÔÏÒ v Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ � 6= �, ÔÏ ×ÅËÔÏÒ v ÂÙÌ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÄÌÑÏ�ÅÒÁÔÏÒÁ Fn − F ′n = Fs − F ′s Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ � − �, ÞÔÏÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Fn − F ′n ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÅÎ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.6. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, F ′s ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ V� ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ �, ÏÔËÕÄÁ F ′s = Fs,É F ′n = F − F ′s = F − Fs = Fn. �ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13.2ï�ÅÒÁÔÏÒÙ Fs É Fn ÉÚ ÔÅÏÒ. 13.2 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏÊ1(ÉÌÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÏÊ) É ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒ V F- V �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ V × ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W ⊂ V , ÔÏ ÅÇÏ ÖÏÒÄÁÎÏ-×Ù ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Fs, É Fn ÔÏÖÅ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ U × W .1ÉÎÄÅËÓ �s� × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ Fs �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÍÅÎÎÏ ÏÔ semisimple; ÔÅÒÍÉÎ ��ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏÊ��ÒÉÛ£Ì ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ, ÇÄÅ ÏÂßÅËÔÙ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ �ÏÄÏÂßÅËÔÏ× (×ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×,Ô. Å. | ÎÁÄ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ | ÓËÁÌÑÒÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ) �ÒÉ-ÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÏÓÔÙÍÉ, Á �ÒÑÍÙÅ �ÒÏÓÔÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× (× ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÅÏ�ÅÒÁÔÏÒÙ) �ÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙÍÉ



13.4.æÕÎË�ÉÉ ÏÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ 22713.4. æÕÎË�ÉÉ ÏÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ. ðÕÓÔØ �ÏÌÅ k = C. íÙ ÈÏÔÉÍ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÅ V F- VevF : C[z℄ f 7→f(F ) - End(V ) (13-9)ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ evF : C - End(V ), Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÇÏ ÎÁ ÂÏÌØÛÅÊ ÁÌÇÅÂÒÅ
C ⊃ C[x℄ ÆÕÎË�ÉÊ f : C - C. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ �ÏÄÈÏÄ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÜÔÏÊÚÁÄÁÞÉ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ f ∈ C ËÁË �ÒÅÄÅÌ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×1 fn , É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ f(F ) ËÁË �ÒÅÄÅÌ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×fn(F ) ∈ End(V ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ C É EndV ÓÈÏÄÉ-ÍÏÓÔØ, É �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ f(F ) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ f , Á ÎÅ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑË f �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×2.áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ×ÚÇÌÑÄ ÎÁ ÚÁÄÁÞÕ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÁËÉÅ ÂÙ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ evF : C - End(V ),ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉ-ÞÅÓËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, Á Ï�ÅÒÁÔÏÒ f(F ) ∈ EndV ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �ÒÉ�ÏÍÏÝÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÌÏÖÅÎÉÊ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÞÅÒÅÚ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ F× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V É ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ f É Å£ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ× ÔÏÞËÁÈ � ∈ SpeF .çÏ×ÏÒÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, �ÒÉÞÉÎÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× fn(F ), ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÁÑ �ÒÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ f(F )ÌÅÖÉÔ × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å C[F ℄, ÌÉÎÅÊÎÏ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÑÍÉFm Ó 0 6 m < dimV , É �ÏÜÔÏÍÕ �ÒÅÄÅÌ ÔÁËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ F ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÍÅÎØÛÅÊ3 dimV . üÔÏÔ ��ÒÅÄÅÌØÎÙÊ� ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ f(F ). íÙ ÂÕÄÅÍÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ Pf;F (F ).ðÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï ÆÕÎË�ÉÉ fÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ F ÎÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Á ÌÉÛØ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �FÏ�ÅÒÁÔÏÒÁ F , É ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(F ) = Pf;F (F ) É f(G) = Pf;G(G) ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊÖÅ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÈ F É G �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ F É G ××ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ ÒÁÚÎÙÅ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙPf;F (t) 6≡ Pf;G(t) (mod �F (t)) :ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ V F- V É W G- W �ÏÄÏÂÎÙ, Ô. Å.G = CFC−1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ó : V ∼- W , ÔÏ É ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ1ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ f = ∑ akzk ÜÔÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ×ÓÀÄÕ × C ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ, ÔÏ ×ËÁÞÅÓÔ×Å fn ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÓÕÍÍÕ �ÅÒ×ÙÈ n ÞÌÅÎÏ× ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ2ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ �Ï�ÒÏÂÏ×ÁÔØ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÜÔÕ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ, ÉÓ-�ÏÌØÚÕÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × C[x℄ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ËÒÕÇÅ, Á × ËÁÞÅÓÔ×ÅÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × EndV �ÏÜÌÅÍÅÎÔÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÍÁÔÒÉ� Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×, ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÍÙÈ × ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V3ÅÓÌÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ × EndV ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ limn→∞

(�Fn+�Gn) = � limn→∞
Fn+� limn→∞

Gn (ËÏÇÄÁ ÏÂÁ�ÒÅÄÅÌÁ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ), ÔÏ �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×, ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÝÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ, ÔÏÖÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÜÔÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ



228 §13.ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍÎÉÈ �ÏÄÏÂÎÙ: f(G) = Cf(F )C−1, �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ fn(G) = Cfn(F )C−1×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, �ÒÉÂÌÉÖÁÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÀ f , Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ,ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÎÙÍ É × �ÒÅÄÅÌÅ1.�Å�ÅÒØ ÄÁÄÉÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F ∈ EndV ÉÍÅÅÔÓ�ÅËÔÒ SpeF = {�1; �2; : : : ; �r} ⊂ C É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ�F = ∏�∈SpeF(t− �)m�(ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏm� ÒÁ×ÎÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉmt−�(F ), ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÅÊÓÑ ÓÒÅÄÉÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ (t−�)m ∈ El(F ), ÓÍ. n◦ 13.1.2). âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÕ
C ⊃ C[x℄ ÆÕÎË�ÉÊ f : C - C �ÒÉÓ�ÏÓÏÂÌÅÎÎÏÊ Ë ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕevF : C[z℄ - C[F ℄ = C[t℄= (�F ) (13-10)×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÅ F , ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ∈ C ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÄÌÑ ËÁÖÄÏ-ÇÏ � ∈ SpeF �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × ×ÉÄÅf(z) = f(�)+ f ′(�)1! (z−�)+ · · ·+ f (m�−1)(�)(m� − 1)! (z−�)m�−1+g�(z) · (z−�)m� (13-11)Ó g� ∈ C . åÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ C �ÒÉÓ�ÏÓÏÂÌÅÎÁ Ë ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒÅ F , ÔÏ ÏÎÁ �ÒÉÓ�ÏÓÏÂÌÅÎÁ É Ë ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ ×ÓÅÈ �ÏÄÏÂÎÙÈF Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÈ CFC−1. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ (13-10) ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ C ÎÁÂÏÒ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÁÌÇÅÂÒevG : C - C[G℄ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÄÌÑ ×ÓÅÈ G = CFC−1 É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍevCFC−1(f) = C · evF (f) · C−1 :úÁÍÅÞÁÎÉÅ 13.1. áÌÇÅÂÒÁ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× f(z) = ∑ akzk, ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏ-ÄÑÝÉÈÓÑ × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ z0 ∈ C, �ÒÉÓ�ÏÓÏÂÌÅÎÁ Ë ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÎÁ ÌÀÂÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÅ: ÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ (13-11) ÎÁÄÏ �ÒÏÓÔÏ �ÅÒÅÒÁÚ-ÌÏÖÉÔØ ÒÑÄ f �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ (z − �) × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z0 = �. âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉÓ�ÏÓÏÂÌÅÎÎÏÊ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÅ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌ-ÇÅÂÒÁ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ C - C, ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÀÝÉÈÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ � ∈ SpeF × ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ, ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞ-ËÁÈ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÆÕÎË�ÉÑ th z �ÒÉÓ�ÏÓÏÂÌÅÎÁ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀÎÁ ÌÀÂÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÅ, Ó�ÅËÔÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ 2�ik, k ∈ Z.1ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ EndV É EndW ÂÙÌÁ ÔÁËÏÊ,ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ EndV - EndW ÂÙÌÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ



13.4.æÕÎË�ÉÉ ÏÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ 229�ÅÏÒÅÍÁ 13.3äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å V ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÉÑ (13-10) ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ C , �ÒÉÓ�ÏÓÏÂÌÅÎÎÕÀ Ë ÜÔÏÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ C × ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎ-ÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Pf;F , ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ Pf;F (F ) = f(F ), ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ (ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ)ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Pf;F (t) ∈ C[t℄ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÍÅÎØÛÅÊ dimV , ÔÁËÏÊ ÞÔÏP (k)f;F (�) = f (k)(�) ∀ k = 0; 1; : : : ; m� − 1 :× ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ � ∈ SpeFäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÚÕÞÉÔØ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ C ÇÏÍÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ evF ÎÁ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÅ F × ËÌÁÓÓÅ �ÏÄÏÂÎÙÈÏ�ÅÒÁÔÏÒÏ× | �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÎÁ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÌÁÓÓÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÉÚÎÅÇÏ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ. ÷ÏÚØÍ£Í × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÁËÏ×ÏÇÏ F Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t ×�ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌÅ�
C[t℄((t− �1)s1) ⊕ · · · ⊕ C[t℄((t− �r)sr) (13-12)ÉÚ ÔÅÏÒ. 13.1 (ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÙ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÄÅÌÉÔÅÌÑÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F É ÍÏÇÕÔ �Ï×ÔÏÒÑÔØÓÑ).ðÕÓÔØ ÉÓËÏÍÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ evF ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ C ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÅÇÏÏÂÒÁÚ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F , Ï�ÅÒÁÔÏÒ evF (f) ÄÌÑf ∈ C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ t, ËÏÔÏÒÙÊÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f̃(t). �ÁË ËÁË evF Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒ, ÉÚÎÁÌÉÞÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ (13-11) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ f̃(t) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ(13-12) ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎf(�) + f ′(�)(t− �) + · · · + f (m�−1)(t− �)m�−1=(m� − 1)! + (t− �)m� g̃�(t) :�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ �ÒÑÍÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ ×ÉÄÁ C[t℄= ((t− �)k) × ÓÕÍÍÅ (13-12)f̃(t) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÌÁÓÓ

[f(�) + f ′(�)(t− �) + · · · + f (m�−1)(t− �)m�−1=(m� − 1)!] (mod (t− �)m�)îÏ �Ï ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÌÁÓÓf̃(t) (mod �F (t))ÓÒÁ×ÎÉÍÙÊ Ó f(�) + f ′(�)(t − �) + · · · + f (m)(�)(t − �)m=m! (mod (t− �)m�)ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ � ∈ SpeF . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ evF ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ
C ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚsm� f = m−1∑k=0 f (k)(�) (t− �)k (mod (t− �)m)



230 §13.ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ(m−1)-ÓÔÒÕÀ ÆÕÎË�ÉÉ f × ÔÏÞËÅ � ∈ C, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÕÀ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ÆÁËÔÏÒËÏÌØ�Á C[t℄= ((t− �)m) , É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅs : C -
∏�∈SpeF C[t℄((t− �)m�) ; (13-13)ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ C ÎÁÂÏÒ Å£ ÓÔÒÕÊ

(sm�1−1�1 f; : : : ; sm�r−1�r f)× ÔÏÞËÁÈ Ó�ÅËÔÒÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.8. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (13-13) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍÁÌÇÅÂÒ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ C Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ�ÒÑÍÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ ×ÉÄÁ C[t℄= ((t− �)k) × ÓÕÍÍÅ (13-12) ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÌÁÓÓÓÔÒÕÉ sm�−1� f , ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ C × ÁÌÇÅÂÒÕÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F .ðÏÓËÏÌØËÕ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎ Pf;F ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÏÂÒÁÚ �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ (13-13), ÞÔÏ É ÆÕÎË�ÉÑ f , ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ (13-12) ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË f̃ . �13.4.1. ðÒÉÍÅÒ: ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ. úÁ-ÄÁÞÕ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ n-ÔÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ an ∈ C, ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÝÅÊ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ m-ÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁan = �1an−1 + �2an−2 + · · · + �man−m ;ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÙ Å£ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ m ÞÌÅÎÏ× (a0; a1; : : : ; am−1) , ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÁÔØ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ m×m -ÍÁÔÒÉ�Õ
S = 0 0 · · · 0 �m1 0 . . . 0 �m−10 1 . . . ... ...... . . . . . . 0 �20 · · · 0 1 �1


õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ an, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚm �ÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈÞÌÅÎÏ×, Ó�ÒÁ×Á ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ S, �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÄ×ÉÇÕ ÜÔÏÇÏ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ×�ÒÁ×Ï: (ak+1; ak+2; : : : ; ak+m) · S = (ak+2; ak+3; : : : ; ak+m+1)ðÏÜÔÏÍÕ n-ÔÙÊ ÞÌÅÎ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ an ÒÁ×ÅÎ �ÅÒ×ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ ×ÅËÔÏÒÁ(a0; a1; : : : ; am−1) · Sn = (an; an+1; : : : ; an+m−1) :



13.4.æÕÎË�ÉÉ ÏÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ 231�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÄÁÞÁ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ an �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ó×ÏÄÉÔÓÑË ÚÁÄÁÞÅ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ n-ÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �ÒÁ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ S,�ÒÉÞ£Í ÒÅÛÉ× ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÍÙ ÂÅÚ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÓÍÏÖÅÍ ÎÁÈÏÄÉÔØ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ an Ó ÌÀÂÙÍÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ (a0; a1; : : : ; am−1).îÁÊÔÉ Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ Sn ÎÅÔÒÕÄÎÏ �Ï ÔÅÏÒ. 13.3. ðÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÜÔÏÎÁ �ÒÉÍÅÒÅ ÍÁÔÒÉ�Ù S = (0 11 1)ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÔÏÒÕÀ ÚÁÄÁ£Ô ÓÄ×ÉÇ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ æÉÂÂÏÎÁÞÞÉ 'n,Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ an = an−1 + an−2 .èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ�S(t) = det( t −1
−1 t− 1) = t2 − t− 1 = (t− �+)(t− �−) ; :ÇÄÅ �± = (1 ± √5)=2. úÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) = xn ÎÁ ÔÏÞËÁÈ Ó�ÅËÔÒÁ S ÓÕÔØf (�±) = �n±. éÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Pf;S(t) = at+ b ÌÉÎÅÅÎ1 É ÎÁÈÏÄÉÔÓÑÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ { a �+ + b = �n+a �− + b = �n− :òÅÛÁÑ ÉÈ, �ÏÌÕÞÁÅÍa = �n+ − �n−�+ − �− ; b = �n+ − a �+ = �n−1+ − �n−1−�+ − �− ;Sn = aS + bE = (b aa a+ b)âÅÒÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÎÁÞÁÌÏ '0 = 0, '1 = 1, �ÏÌÕÞÁÅÍ ('n; 'n+1) = (0; 1) · Sn,ÏÔËÕÄÁ 'n = a = (1+√52 )n

−
(1−√52 )n

√5(ÓÒÁ×ÎÉÔÅ ÜÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Ó �ÒÏÄÅÌÁÎÎÙÍ ÒÁÎÅÅ × n◦ 5.3.1 ÎÁ ÓÔÒ. 75).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.2ó�ÅËÔÒ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ f(F ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÉÓÅÌ f(�) Ó � ∈ SpeF . åÓÌÉ f ′(�) 6= 0,ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ (t − �)m ∈ El(F ) ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁÒÎÙÍ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍ (t − f(�))m ∈ El(f(F )) Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ f(F ). åÓÌÉ f ′(�) = 0, ÔÏÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ×ÉÄÁ (t− �)m ∈ El(F ), ÉÍÅÀÝÉÅ m > 1, ÒÁÓ�ÁÄÁÀÔÓÑ ×ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ (t− f(�))` ∈ El(f(F )), ÉÍÅÀÝÉÈ ` < m.1ÔÁË ËÁË dimV = 2



232 úÁÄÁÞÉ Ë §13äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒ. 13.3 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÉÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÁÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ f̃ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉ-ÍÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÉÄÁ C[t℄= ((t− �)k) × ÓÕÍÍÅ (13-12) ÓÕÔØ S = f(�) · Id ÉN = f ′(�) ·�+ 12 f ′′(�) ·�2+ · · · , ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ � ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ (t− �), �ÉËÌÏ×ÏÊ ÔÉ� ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÖÏÒÄÁ-ÎÏ×ÏÊ �Å�ÏÞËÉ ÄÌÉÎÙ k. åÓÌÉ f ′(�) 6= 0, ÔÏ Nk−1 = f ′(�)m−1 · �k−1 6= 0. ðÏÜÔÏÍÕ�ÉËÌÏ×ÏÊ ÔÉ� N ÔÏÖÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ �Å�ÏÞËÉ ÄÌÉÎÙ k. ðÒÉ f ′(l) = 0 É m > 1ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Nm = 0 ÎÁÓÔÕ�ÉÔ �ÒÉm < k, ÔÁË ÞÔÏ �ÉËÌÏ×ÏÊ ÔÉ� N ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÙÈ �Å�ÏÞÅË. �úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §13úÁÄÁÞÁ 13.1. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØ-ÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ.úÁÄÁÞÁ 13.2. åÓÔØ ÌÉ × Matn(C) �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (n + 1), ÓÏÓÔÏÑÝÅÅÉÚ �Ï�ÁÒÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÍÁÔÒÉ�?úÁÄÁÞÁ 13.3. ï�ÅÒÁÔÏÒ Rn - Rn ÉÍÅÅÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉ�Õ Ó ÞÉÓÌÁÍÉ�1; �2; : : : ; �n ÎÁ �ÏÂÏÞÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ É ÎÕÌÑÍÉ × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ. ëÏÇÄÁ ÔÁËÏÊÏ�ÅÒÁÔÏÒ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ (ÎÁÄ R)?úÁÄÁÞÁ 13.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V × �ÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ× ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÍ IdV = �1+�2+· · ·�s× ËÏÔÏÒÙÈ �2 = � É �i�j = �j�i = 0 ∀ i 6= j.úÁÄÁÞÁ 13.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× FG = GF ÖÏÒÄÁÎÏ×ÙËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÉÈ ÓÕÍÍÙ ÒÁ×ÎÙ ÓÕÍÍÁÍ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ: (F+G)s = Fs+GsÉ (F +G)n = Fn +Gn .úÁÄÁÞÁ 13.6. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × Q3, ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÄÌÑ�ÁÒÙ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× Ó ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ A =  5 −1 −1
−1 5 −1
−1 −1 5  É B = −6 2 32 −3 63 6 2.úÁÄÁÞÁ 13.7. òÁÓËÌÁÓÓÉÆÉ�ÉÒÕÊÔÅ  ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÏÄÏÂÉÑ1 F 7→ CFC−1 ×ÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù × Mat2(Fp), GL2(Fp) É SL2(Fp) ÄÌÑ p = 2; 3; 5.úÁÄÁÞÁ 13.8. îÁÊÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ R Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F : R4 - R4,ÍÁÔÒÉ�Á ËÏÔÏÒÏÇÏ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ




5 5 1 −102 5 −2 −90 −1 1 03 4 0 −81Ô. Å. �ÒÉ×ÅÄÉÔÅ Ó�ÉÓÏË �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÏÄÏÂÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÉÚ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÇÒÕ��Ù �ÏÄÏÂÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÍÁÔÒÉ� ÜÔÏÇÏ Ó�ÉÓËÁ



úÁÄÁÞÉ Ë §13 233ÒÁÚÌÏÖÉÔÅ ÅÇÏ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ (ÎÁÄ R) ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, É ÎÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÒÏ-ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F , ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÜÔÏÍÕÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ.úÁÄÁÞÁ 13.9. îÁÊÄÉÔÅ (ÎÁÄ �ÏÌÅÍ C) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ É ËÏÒ-ÎÅ×ÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ÖÏÒÄÁÎÏ×Õ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ C4 - C4,ÍÁÔÒÉ�Á ËÏÔÏÒÏÇÏ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÔÁ ÖÅ, ÞÔÏ É × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ.úÁÄÁÞÁ 13.10. îÁÊÄÉÔÅ ÖÏÒÄÁÎÏ×Ù ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÍÁÔÒÉ� (ÎÁÄ �ÏÌÅÍ C)Á) 2 1 −2 70 4 −4 52 3 −6 71 1 −3 2 Â) 3 1 −3 92 4 −6 93 3 −7 91 1 −3 2 ×) −2 −8 1 −66 11 −6 08 10 −9 −6
−7 −11 7 2 Ç) n n− 1 n− 2 · · · 10 n n− 1 · · · 20 0 n · · · 3... . . . . . . . . . ...0 · · · 0 0 n




Ä) 0 1 0 · · · 00 0 1 . . . ...... . . . . . . . . . 00 . . . . . . 11 0 · · · 0 0

úÁÄÁÞÁ 13.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÅÓËÁÌÑÒÎÏÊ Ë×Á-ÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁÎÇÁ 1 ÒÁ×ÎÁ 2.úÁÄÁÞÁ 13.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏÏ�ÅÒÁÔÏÒÁ F : V - V ÒÁ×ÎÁ dimV , ÔÏ ×ÓÑËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÊ ÓF , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ F .úÁÄÁÞÁ 13.13. ðÕÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F : V - VÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× g1g2. ðÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ F -ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÎÁ ËÏ-ÔÏÒÙÅ F ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ × Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ g1 É g2.úÁÄÁÞÁ 13.14. ðÕÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F : V - VÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ É ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ d. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dimV = d É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ-×ÏÇÏ v ∈ V ×ÅËÔÏÒÙ v, Fv, . . . , F d−1v ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ × V .úÁÄÁÞÁ 13.15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ trF = trF 2 = · · · = trFn = 0 .úÁÄÁÞÁ 13.16. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Matn×n ×ÓÅÈ n×n-ÍÁÔÒÉ� É Ó×ÑÖÅÍ Ó ÄÁÎ-ÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A = (a�;�) ∈ Matn×n ÔÒÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ Matn×n - Matn×n:LA : X 7→ A ·X ; RA : X 7→ X ·A ; AdA : X 7→ AdA(X) = A ·X ·A−1÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÈ ÓÌÅÄÙ É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ �ÒÉ Á) n = 2 Â) n = 3 ×) ÌÀÂÏÍ n .úÁÄÁÞÁ 13.17. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ W �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ×ÔÏÒÏÊÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (x0; x1) Ó ÂÁÚÉÓÏÍ (x20 ; 2x0x1 ; x21 ). ó×ÑÖÅÍ Ó ÄÁÎ-ÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A ∈ Mat2(k) Ï�ÅÒÁÔÏÒ S2A : W - W , �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ f(x0; x1) ×f ((x0; x1) ·A) . îÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉ�Õ É ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ Å£ ÓÌÅÄ É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ.



234 úÁÄÁÞÉ Ë §13úÁÄÁÞÁ 13.18. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ k[x1; x2; : : : ; xn℄6n �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ-�ÅÎÉ 6 n. îÁÊÄÉÔÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÉËÏÒÎÅ×ÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ï�ÅÒÁÔÏ-ÒÏ×: Á) ddx × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÆÕÎË�ÉÊ sin(x), os(x), . . . , sin(nx),os(nx)Â) ddz ÎÁ (n+ 1)-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÊ C - C ×ÉÄÁ1f(z) = e�z(a0 + a1z + · · ·+ anzn)×) x ddx ÎÁ k[x℄6n É ∑xi ��xi ÎÁ k[x1; x2; : : : ; xn℄6n �ÒÉ har(k) = 0Ç) f(x) 7→ f(x− 1; y + 1) × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÍÏÎÏÍÏ× xnym Ó 0 6 m;n 6 2Ä) f(x) 7→ 1∫0 (x2y + xy2)f(y) dy ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R[x℄63Å) f(x) 7→ f(ax+ b) (a, b | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ) ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å k[x℄6nÖ) Matm×n(k) X 7→AX - Matm×n(k), ÇÄÅ A ∈ Matm(k) ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ Ë×Á-ÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á Ó ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ �A(x) ∈ k[x℄ .÷ÙÑÓÎÉÔÅ, ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙ ÌÉ ÜÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ (ÎÁÄ ÔÅÍ �ÏÌÅÍ, ÇÄÅ ÏÎÉ ÚÁÄÁÎÙ).úÁÄÁÞÁ 13.19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ � Õ ÄÁÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÅÇÏ ÖÏÒÄÁ-ÎÏ×ÙÈ ËÌÅÔÏË Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ �.úÁÄÁÞÁ 13.20. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÓÏ�ÒÑÖÅÎÁ Ó×ÏÅÊ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ.úÁÄÁÞÁ 13.21. îÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ G, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÊ Ó ÌÀÂÙÍÏ�ÅÒÁÔÏÒÏÍ, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÍ Ó F , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ F .úÁÄÁÞÁ 13.22. ðÕÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ A É B ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ AB−BA = B.ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ B ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÅÎ.úÁÄÁÞÁ 13.23* (ÌÅÍÍÁ âÁÒÔÁ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �Ï-ÌÅÍ ÌÀÂÙÅ Ä×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A É B, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ rk (AB −BA) = 1, ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ.úÁÄÁÞÁ 13.24. äÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ ÌÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ A3−6A2+11A− 6E = 0?úÁÄÁÞÁ 13.25. îÁÊÄÉÔÅ ÖÏÒÄÁÎÏ×Õ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ËÌÅÔ-ËÉ Jm(�)2 Á) �ÒÉ � 6= 0 Â) �ÒÉ � = 0.úÁÄÁÞÁ 13.26. òÅÛÉÔÅ × Mat2(C) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ X2 = ( 3 1
−1 5) É X2 = (6 23 7)1× ËÕÒÓÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÔÁËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Ë×ÁÚÉÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÁÍÉ ×ÅÓÁ � É ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 n



úÁÄÁÞÉ Ë §13 235úÁÄÁÞÁ 13.27. îÁÊÄÉÔÅ ( 1 1
−1 3)50 É (7 −44 −8)50úÁÄÁÞÁ 13.28. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ Á) An Â) sinA ×) osA Ç) eA ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�A = (1 23 0) É A = (1 23 2)úÁÄÁÞÁ 13.29. îÁÊÄÉÔÅ f(Jm(�)) , ÇÄÅ f : R - R| ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉÔÏÞËÉ � ∈ R ÆÕÎË�ÉÑ, Á Jm(�) | ÖÏÒÄÁÎÏ×Á ËÌÅÔËÁ ÒÁÚÍÅÒÁ m×m Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ �.úÁÄÁÞÁ 13.30. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á Z Ó Z2 =  4 −5 71 −4 9

−4 0 5 ?



òÁÚÄÅÌ IVçÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ
§14. å×ËÌÉÄÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á14.1. å×ËÌÉÄÏ×Á ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. ðÕÓÔØ V | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R . æÕÎË�ÉÑ( ∗ ; ∗ ) : V × V - R ;ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ �ÁÒÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u;w ∈ V ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (u;w) ∈ R ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ (ÉÌÉ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ) ÎÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ É �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ. ðÅÒ×ÏÅÓ×ÏÊÓÔ×Ï ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ×ÔÏÒÏÍ, Ô. Å. ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË(�1u1 + �2u2 ; �1w1 + �2w2) =∑i;j �i�j(ui; wj) :÷ÔÏÒÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (u;w) = (w; u) ÄÌÑ ×ÓÅÈ u;w ∈ V . ðÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÏÓÔØ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ××ÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×: (v; v) > 0 ∀ v 6= 0 .÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V , ÓÎÁÂÖ£ÎÎÏÅ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕ-ÒÏÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍ.íÏÄÅÌØÎÙÍÉ �ÒÉÍÅÒÁÍÉ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÌÏÓ-ËÏÓÔØ É ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÅ Å×ËÌÉÄÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÉÚÕÞÁÅÍÙÅ × ÛËÏÌØÎÙÈ ËÕÒÓÁÈ�ÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ É ÓÔÅÒÅÏÍÅÔÒÉÉ. ÷ÓÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÏÎÑÔÉÑ, ÉÍÅÀÝÉÅÓÑ × ÜÔÉÈ�ÛËÏÌØÎÙÈ� �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ, ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ �ÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ × ÌÀÂÏÅ Å×ËÌÉÄÏ×Ï �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.14.1.1. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Rn ÉÍÅÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ Å×-ËÌÉÄÏ×Õ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ × ËÏÔÏÒÏÊ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ×u = (x1; x2; : : : ; xn) É w = (y1; y2; : : : ; yn)ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (u;w) = x1y1 + x2y2 + · · · + xnyn (14-1)ËÏÔÏÒÁÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ É �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ.236



14.1.å×ËÌÉÄÏ×Á ÓÔÒÕËÔÕÒÁ 23714.1.2. ðÒÉÍÅÒ: �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ÉÍÅÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ(f; g) = b∫a f(x)g(x) dx : (14-2)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ É �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ.åÓÌÉ �ÏÎÉÍÁÔØ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÒÑÍÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÏÎ-ÔÉÎÕÁÌØÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈÔÏÞËÁÍ ÏÔÒÅÚËÁ, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (14-2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ(14-1). üÔÁ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ×ÁÒÉÁ�ÉÉ. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ×ÍÅ-ÓÔÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÄÒÕÇÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÆÕÎË�ÉÊ, ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ïf 6≡ 0 ⇒ b∫a f 2(x) dx 6= 0 ;ÉÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (14-2) ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á | ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ×ÁÒØÉÒÏ×ÁÔØ ÓÁÍÏ �ÏÎÑÔÉÅÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (ÉÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ É Ô. �.) ÉÌÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ Ó×ÅÓÏÍ (ÓÍ. ÚÁÄ. 14.19). ÷-ÔÒÅÔØÉÈ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÔÒÅÚÏË ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÏÂÌÁ-ÓÔØÀ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ É Ô. �.14.1.3. ïÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁ�ÉÑ çÒÁÍÁ {ûÍÉÄÔÁ. ÷ÅËÔÏÒÙ u;w ∈ V ÎÁÚÙ×Á-
e1 = u1

|u1|

w2

|w2|
= e2

u1

u2
u1 − (u1, e1) · e1 = w2

U1

v1

|(u1,e1)|òÉÓ. 14⋄1. ÷ÔÏÒÏÊ ÛÁÇÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁ�ÉÉ.
ÀÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ (u;w) = 0 . îÁÂÏÒ �Ï�ÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ×ÅË-ÔÏÒÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÎÁÂÏ-ÒÏÍ. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ , ÅÓÌÉ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ Ë×Á-ÄÒÁÔÙ ×ÓÅÈ ÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÎÙ 1.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ uÅ×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e = uCue Ó ×ÅÒÈ-ÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ �ÅÒÅÈÏÄÁ Cue.áÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÂÁÚÉ-ÓÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏ�ÅÓÓÏÍ çÒÁÍÁ{ûÍÉÄ-ÔÁ. ïÎ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÊÚÁÍÅÎÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u1; u2; : : : ; un ×ÅËÔÏÒÁÍÉ wk = uk − vk−1, ÇÄÅ ×ÅËÔÏÒ vk−1 ×Ù-ÂÉÒÁÅÔÓÑ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ Uk−1 �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× u1; u2; : : : ; uk−1 ÔÁË,ÞÔÏÂÙ wk ÏËÁÚÁÌÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ËÏ ×ÓÅÍ ×ÅËÔÏÒÁÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Uk−1 (ÓÍ.ÒÉÓ. 14⋄1).á ÉÍÅÎÎÏ, �ÏÌÏÖÉÍ ÎÁ �ÅÒ×ÏÍ ÛÁÇÕ w1 = u1 É e1 = w1=|w1|, ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ |v|ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÁ |v| = √(v; v) ×ÅËÔÏÒÁ v. �ÏÇÄÁ (e1; e1) = 1



238 §14.å×ËÌÉÄÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÉ e1 �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÔÏ ÖÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÞÔÏ É u1. ðÕÓÔØ ÎÁ (k − 1)-ÔÏÍ ÛÁÇÕ ÎÁÍÉ ÕÖÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ ×ÅËÔÏÒÙ e1; e2; : : : ; ek−1 ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÏÒÔÏ-ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ Uk−1 ×ÅËÔÏÒÏ× u1; u2; : : : ; uk−1. ðÏÌÏ-ÖÉÍ wk = uk − (uk; e1) · e1 − (uk; e2) · e2 − · · · − (uk; ek−1) · ek−1 . �ÏÇÄÁ × ÓÉ-ÌÕ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ× e1; e2; : : : ; ek−1 ÉÍÅÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï(wk; ei) = (uk; ei) − (uk; ei)(ei; ei) = 0 . ðÏÌÁÇÁÑ ek = wk=|wk| ÏËÁÚÙ×ÁÅÍÓÑ × ÉÓ-ÈÏÄÎÏÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÄÌÑ (k + 1)-ÇÏ ÛÁÇÁ.14.2. íÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ. ó ÌÀÂÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ×ÅËÔÏÒÏ× u = (u1; u2; : : : ; um) Å×-ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ ÉÈ �ÔÁÂÌÉ�Õ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ� | Ë×ÁÄÒÁÔ-ÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ �Ï�ÁÒÎÙÈ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊGu = ((ui; uj)) :ïÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ çÒÁÍÁ ÎÁÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ× u. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÁÔÒÉ�Á çÒÁÍÁÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ, Á ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ.åÓÌÉ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× w = (w1; w2; : : : ; wm) ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÂÏÒ×ÅËÔÏÒÏ× w = (w1; w2; : : : ; wm) ËÁË w = uCuw, ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á çÒÁÍÁ Gw �ÅÒÅÓÞÉÔÙ-×ÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ Gu �Ï ÆÏÒÍÕÌÅGw = CtuwGwCuw ; (14-3)ÇÄÅ ÍÁÔÒÉ�Á Ctuw ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÁ Ë Cwv. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,(vi; vj) = (∑� �iw� ;∑� �jw�) =∑�;� �i · (w�; w�) · �j ==∑� ti� ·∑� (w�; w�) · �j :üÔÁ ×ÙËÌÁÄËÁ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÏËÒÁÝ£ÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉÞÎÕÀ ÚÁ�ÉÓØ × ÄÕÈÅ n◦ 9.3, ÅÓÌÉÄÏÇÏ×ÏÒÉÔØÓÑ �ÏÎÉÍÁÔØ �ÏÄ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ×ÅËÔÏÒÏ× v; u ∈ V ÉÈ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ vu def= (v; u). ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÉ ÍÁÔÒÉ�Á çÒÁÍÁGw = wtwÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÓÔÏÌÂ�Á ×ÅËÔÏÒÏ× wt ÎÁ ÓÔÒÏËÕ ×ÅËÔÏÒÏ× w É, �ÏÄÓÔÁ-×É× w = vCvW , �ÏÌÕÞÁÅÍGw = wtw = (vCvw)t v Cvw = Ctvwvtv Cvw = CtvwGvCvw :14.2.1. ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ çÒÁÍÁ. ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ detGv ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ Gv ÎÁ-ÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ× v ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ çÒÁÍÁ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ×.ìÅÍÍÁ 14.1ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ× v1; v2; : : : ; vm ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ, ÉÅÇÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ × ÎÕÌØ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ×.



14.3.å×ËÌÉÄÏ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ 239äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× v1; v2; : : : ; vm ÏÒÔÏ-ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e1; e2; : : : ; en. �ÏÇÄÁ v = eCev ÉGv = CtevGeCev = CtevECev = CtevCevåÓÌÉ n < m, ÔÏ rkGv 6 rkCev 6 m < n É detGv = 0. åÓÌÉ n = m, ÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ vÔÏÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ, É detCev 6= 0, Á detGv = detCtev ·detCev = det2 Cev > 0 . �14.2.2. ðÒÉÍÅÒ: ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ {û×ÁÒ�Á. äÌÑ ÎÁÂÏ-ÒÁ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ× v; w ∈ V ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïdet((v; v) (v; w)(w; v) (w;w)) > 0ÉÚ ÌÅÍÍÙ (ÌÅÍ. 14.1) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ(v; v) · (w;w) > (v; w)2 ; (14-4)É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ v É w �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ.îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (ÌÅÍ. 14.1), ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÅ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å Rn ÉÚ n◦ 14.1.1 ×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË(x21 + x22 + · · · + x2n)(y21 + y21 + · · · + y2n) > (x1y1 + x1y1 + · · · + xnyn)2É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ëÏÛÉ {âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ. ïÎÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ÌÀÂÙÈÄ×ÕÈ ÎÁÂÏÒÏ× ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ x1; x2; : : : ; xn É y1; y2; : : : ; yn É ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ×ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÉ ÎÁÂÏÒÙ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ.îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (ÌÅÍ. 14.1), ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÅ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ ÉÚ n◦ 14.1.2 ×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË
( b∫a f 2(x) dx) · ( b∫a g2(x) dx) > ( b∫a f(x)g(x) dx)2 :É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï û×ÁÒ�Á. ïÎÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f É g É ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÆÕÎË�ÉÉ f ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ.14.3. å×ËÌÉÄÏ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. äÌÉÎÁ ×ÅËÔÏÒÁ É ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ×ÅËÔÏÒÁÍÉÏ�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ:

|v| def= √(v; v) (14-5)os(v̂w) def= (v; w)
|v| · |w| (14-6)



240 §14.å×ËÌÉÄÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁéÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (14-4) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (14-6) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-ÎÏ ÌÅÖÉÔ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÓÉÎÕÓÁ [−1; 1℄, Á ÄÌÉÎÁ (14-5) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ:
∀ u;w |u|+ |w| > |u+ w| : (14-7)÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ: |u+ w|2 = |u|2 + |w|2 + 2(u;w) 6 |u|2 + |w|2 + 2|u| · |w|.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × (14-7) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ×ÅË-ÔÏÒÙ u É w ÓÏÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÙ (�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ Ó ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÏÍ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÉÚ-×ÅÓÔÎÙ ÄÌÉÎÙ ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ(v; w) = (|v + w|2 − |v − w|2)=4 = (|v + w|2 − |v|2 − |w|2)=2 : (14-8)÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, |v ± w|2 = (v ± w; v ± w) = (v; v)± 2(v; w) + (w;w) .14.3.1. å×ËÌÉÄÏ× ÏÂß£Í É ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒ. 10.2 ÎÁ ÌÀÂÏÍ ×ÅË-ÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ-ÓÔÉ ÆÏÒÍÁ ÏÂß£ÍÁ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÁËÕÀ ÆÏÒÍÕ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.ìÅÍÍÁ 14.2ïÂß£Í ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÄÉÎÁËÏ×Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ u = (u1; u2; : : : ; un) É w = (w1; w2; : : : ; wn) Ä×Á ÏÒÔÏÎÏÒ-ÍÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ �ÅÒÅÈÏÄÏÍ w = uCuw. ðÏÓËÏÌØËÕE = Gw = CtuwGuCuw = CtuwECuw = CtuwCuw ;ÂÅÒÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ det2 Cuw = 1, ÏÔËÕÄÁ detCuw = ±1. �ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.1 (Å×ËÌÉÄÏ× ÏÂß£Í É ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ)ïÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ÏÂß£Í, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ, Á ÂÁÚÉÓÙ, �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÇÏ �Ï ÚÎÁËÕ ÏÂß£ÍÁ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ. æÉËÓÁ�ÉÑ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅV ÏÄÎÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÆÏÒÍ ÏÂß£ÍÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ ÉÍÅ-ÀÔ ÏÂß£ÍÙ ±1, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÂÏÒÏÍ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ ÎÁ V . áÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÆÏÒÍ ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ ×ÅËÔÏÒÏ× (v1; v2; : : : ; vn) ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍ ÏÂß£ÍÏÍ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ÜÔÉ ×ÅËÔÏÒÙ, ÉÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Vol (v1; v2; : : : ; vn) . ïÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn,�ÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ +1 ÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ.ìÅÍÍÁ 14.3Vol 2(v1; v2; : : : ; vn) = detGv.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e = (e1; e2; : : : ; en), É�ÕÓÔØ v = eCev. �ÏÇÄÁ Vol 2(v1; v2; : : : ; vn) = det2 Cev = det (CtevCev) = detGv. �



14.4.ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ 24114.4. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ. å×ËÌÉÄÏ×Á ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÚÁÄÁ£Ô ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅg : V u 7→( ∗ ; u ) - V ∗ ; (14-9)�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ×ÅËÔÏÒ u × ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ gu : w 7→ (w; u). üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v 6= 0 ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ gv ∈ V ∗ ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅgv(v) = (v; v) > 0É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅ-ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (14-9) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, É ÌÀÂÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒ-ÍÕ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ó ÎÅ-ËÏÔÏÒÙÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.3. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á Ge∗e ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÂÁÚÉÓÅ e �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V É Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÅÍÕ ÂÁÚÉÓÅ e∗ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ∗ ÓÏ×�Á-ÄÁÅÔ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ çÒÁÍÁ Ge.14.4.1. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁe = (e1; e2; : : : ; en)�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ e∗1; e∗2; : : : ; e∗n ∈ V ∗, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × V ∗, ÔÁËÖÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉÓ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ e∨1 ; e∨2 ; : : : ; e∨n ∈ V , ËÏÔÏÒÙÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (e∨i ; ej) = { 0; �ÒÉ i 6= j ;1; �ÒÉ i = j : (14-10)âÁÚÉÓ e∨1 ; e∨2 ; : : : ; e∨n �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×Ï Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ë ÂÁ-ÚÉÓÕ e1; e2; : : : ; en. îÁ�ÒÉÍÅÒ, Å×ËÌÉÄÏ×Ï Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ë ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ÂÁ-ÚÉÓÕ ÂÕÄÅÔ ÏÎ ÓÁÍ, Á Å×ËÌÉÄÏ×Ï Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ {ei}ÂÕÄÅÔ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× {ei=(ei; ei)}.ðÏ Õ�Ò. 14.3, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ× Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e∨i × ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÂÁ-ÚÉÓÅ ei ÓÕÔØ ÓÔÏÌÂ�Ù ÍÁÔÒÉ�Ù G−1e1;e2;:::;en, ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÍÁÔÒÉ�Å çÒÁÍÁ Ge1;e2;:::;enÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ: e∨ = eG−1e : (14-11)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.4. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÏ, É �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ e∨∨i = ei.ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v ∈ V �Ï ÌÀÂÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕe1; e2; : : : ; en ÓÕÔØ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ó ×ÅËÔÏÒÁÍÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ:v =∑i ei · (v; e∨i ) (14-12)(ÞÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÜÔÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ e∨i ÄÌÑËÁÖÄÏÇÏ i).



242 §14.å×ËÌÉÄÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á14.4.2. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁU ⊂ V �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏU⊥ = g−1(Ann (U)) = {w ∈ V | (u;w) = 0 ∀u∈U }ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÏÍ Ë U . éÚ ÔÅÏÒ. 8.2 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ U ⇄ U⊥ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÏÂÏ-ÒÁÞÉ×ÁÀÝÕÀ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ, �ÒÉÞ£ÍU⊥⊥ = U ; (U ∩W )⊥ = U⊥ +W⊥ ; (U +W )⊥ = U⊥ ∩W⊥ :ìÅÍÍÁ 14.4 (ÏÂ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÉ)ðÕÓÔØ U ⊂ V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÌÀÂÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁV (×ÏÚÍÏÖÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ). �ÏÇÄÁ V = U ⊕ U⊥, É ÏÂÒÁÚ �U(v) �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v ∈ V �ÒÉ �ÒÏÅË�ÉÉ �U : V -- U ×ÄÏÌØ U⊥ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÌÀÂÙÍ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ Ó×ÏÊÓÔ×:1) �U (v) = ∑�(v; u∨) · u�, ÇÄÅ u1; u2; : : : ; uk É u∨1 ; u∨2 ; : : : ; u∨k ÌÀÂÙÅ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U2) (v; u) = (�U(v); u) ∀u∈U3) v − �U (v) ∈ U⊥4) |v − �U (v)| < |v − u| ∀u∈U ; u 6= �U(v)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ U ∩U⊥ = 0, �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÅËÔÏÒ u ∈ U ∩U⊥ ÉÍÅÅÔ(u; u) = 0 . þÔÏÂÙ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ U + U⊥ = V , ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ × U �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊÂÁÚÉÓ u1; u2; : : : ; uk É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ×ÅËÔÏÒ �U(v) ∈ U ÆÏÒÍÕÌÏÊ (1). �ÏÇÄÁ ÏÎ Á×-ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ (2), �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁu∨j �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ:
(�U(v); u∨j ) = (∑� (v; u∨) · u� ; u∨j ) = (v; u∨) ;Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ É ÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U . îÁÏÂÏÒÏÔ,×ÅËÔÏÒ �U(v), ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ (2), ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (14-12) ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑÞÅÒÅÚ ÂÁÚÉÓ u �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (1). C ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Ó×ÏÊÓÔ×Ï (2) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓ×ÏÊÓÔ×Õ (3):(v; u) = (�U(v); u) ∀u∈U ⇐⇒ (v − �U(v); u) ∀u∈U�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ v �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ËÁË v = �U(v)+ (v−�U(v)), ÇÄÅ �ÅÒ×ÏÅÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÌÅÖÉÔ × U , Á ×ÔÏÒÏÅ × U⊥. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, V = U ⊕U⊥, Ó×ÏÊÓÔ×Á (1),(2), (3) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ É �ÒÏÅË�ÉÑ V ÎÁ U ×ÄÏÌØ U⊥ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔv × �U(v) .



14.5.ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ 243ïÓÔÁ£ÔÓÑ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ w = �U(v) ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ëv ×ÅËÔÏÒ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U . ðÏÓËÏÌØËÕ v − w ∈ U⊥, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ u ∈ U ÉÍÅÅÍ
|v − (w + u)|2 = ( (v − w)− u ; (v − w)− u ) == (v − w; v − w) + (u; u) = |v − w|2 + |u|2 :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ v É w+u �ÒÉ u 6= 0 ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍÅÖÄÕ v É w. �14.4.3. ðÒÉÍÅÒ: ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÏÍ É �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ. îÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï |v− �U(v)| < |v− u| ∀u∈U ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÕÇÌÏ×.á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ×ÅËÔÏÒ v 6∈ U⊥, ÔÏ ×ÅËÔÏÒ w = �U(v) ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏ-ÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ×ÅËÔÏÒ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ,ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÕÍ ÕÇÌÏ×minu∈U v̂u = v̂w ; ÇÄÅ w = �U(v):÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÕÇÌÁ v̂u ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅos(v̂u) = (v; u)

|v| · |u| ;ðÏ ÌÅÍ. 14.4 (v; u) = (w; u) . ÷ ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ {û×ÁÒ�Á(14-4) ÍÁËÓÉÍÕÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (w; u)=|u| = (w; u=|u|) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ u=|u| ÓÏÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎ Ó w.õÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÏÍ v 6∈ U⊥ É ×ÅËÔÏÒÏÍ �U(v) ∈ U ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÇÌÏÍÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÏÍ v É �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ U . åÓÌÉ v ∈ U⊥, ÔÏ (v; u) = 0 ∀u∈UÉ v �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÌÀÂÏÍÕ u ∈ U .14.5. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ. ìÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F : V - V ÎÁÅ×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÉÌÉ ÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊ, ÅÓÌÉÏÎ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÄÌÉÎÙ ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ×:
∀ v∈V |Fv| = |v| :éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (14-8) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÄÌÉÎÁÍÉ ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ-ÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ É ÓËÁÌÑÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ:

∀ v; w (Fv; Fw) = (v; w) :éÚ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÒÔÏÇÏ-ÎÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÉÎÙ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÎÏ É ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ,É �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ × ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ.îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ× ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÖÅ ÂÁÚÉÓ, ÔÏ ÏÎ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓ-ÎÙÈ, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÌÀÂÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ.



244 §14.å×ËÌÉÄÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á14.5.1. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á. åÓÌÉ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒ F ÉÍÅÅÔ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e = (e1; e2; : : : ; en) ÍÁÔÒÉ�ÕFe, Ô. Å. F (e) = e Fe , ÔÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ ÎÁÂÏÒÁ F (e) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÕE = GF (e) = F teGeFe = F teEFe = F teFeíÁÔÒÉ�Á C ∈ Matn(R) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ CtC = E ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÅÓÌÉ C−1 = Ct . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ fÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉ�Á × ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ (Á ÚÎÁÞÉÔ, É ×ÌÀÂÏÍ) ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÂÙÌÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ (ÓÏÏÔ×. ÍÁÔÒÉ�Ù) ×ÙÔÅËÁÅÔ,ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÜÔÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ (ÓÏÏÔ×. ÍÁÔÒÉ�Ù) ÒÁ×ÅÎ ±1. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØ-ÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ +1 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ. ïÎÉ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × ÂÁÚÉÓ ÔÏÊ ÖÅ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙÏ�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ −1 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÅÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÂÁÚÉÓÁ ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÕÀ.ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÏÂÒÁÚÕÀÔ × �ÏÌ-ÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕ��Å GL(V ) �ÏÄÇÒÕ��Õ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊÇÒÕ��ÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ O(V ) ⊂ GL(V ). ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ SO(V ) = O(V ) ∩ SL(V )ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÊ (ÉÌÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ. óÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÇÒÕ��Ù ÍÁÔÒÉ� (Ô. Å. ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏÅ×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn) ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ On(R) É SOn(R).�ÅÏÒÅÍÁ 14.1ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ Å×ËÌÉÄÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ-ÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÏÄÎÏÍÅÒ-ÎÙÈ É Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F . óÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅÚÎÁÞÅÎÉÑ F ÎÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÒÁ×ÎÙ ±1. îÁ Ä×Õ-ÍÅÒÎÙÈ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ�Ï×ÏÒÏÔÏÍ, Ô. Å. ÚÁÄÁ£ÔÓÑ × �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ
(os' − sin'sin' os' ) ; ' ∈ RäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï dimV . åÓÌÉdimV = 1, ÔÏ Fv = �v É ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (FV; Fv) = (v; v) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ � = ±1.üÔÏ ÚÁÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.ðÕÓÔØ dimV > 1. ðÏ ÓÌ. 13.7 F ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ÉÌÉ Ä×ÕÍÅÒÎÙÍ ÉÎ×Á-ÒÉÁÎÔÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ. ðÕÓÔØ U | ÔÁËÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ðÏ ÌÅÍ. 14.4V = U ⊕ U⊥. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ U⊥ ÔÏÖÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ.ðÏÓËÏÌØËÕ ker(F ) = 0, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ F ÎÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï UÂÉÅËÔÉ×ÎÏ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, F−1u ∈ U ∀u ∈ U . ðÏÜÔÏÍÕ ∀u ∈ U É ∀w ∈ U⊥�ÏÌÕÞÁÅÍ (Fw; u) = (Fw; FF−1u) = (w;F−1u) = 0 , Ô. Å. Fw ∈ U⊥ ∀w∈U⊥ .ðÏ ÉÎÄÕË�ÉÉ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U⊥, Á Ó ÎÉÍ É V , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ �Ï�ÁÒ-ÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ É Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.



14.5.ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ 245ïÓÔÁ£ÔÓÑ Ï�ÉÓÁÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ F ÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.÷ÙÂÅÒÅÍ × Î£Í ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e1; e2 É ÚÁ�ÉÛÅÍ F ÍÁÔÒÉ�ÅÊF = (a b d) :õÓÌÏ×ÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ F tF = E ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ
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òÉÓ. 14⋄2. ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ�Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ.

ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ




a2 + 2 = 1b2 + d2 = 1ab + d = 0òÅÛÅÎÉÑ �ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÕÔØa = os'  = sin'b = sin d = os �ÒÅÔØÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÕÇÌÙ ' É  ÓÏ-ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ sin( +') = 0, ÏÔËÕÄÁ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ�ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÂÏÒÏÔÏ×,  = ' ÉÌÉ  = � − '. ÷�ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ
(os' − sin'sin' os' )É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �Ï×ÏÒÏÔÏÍ ÎÁ ÕÇÏÌ '. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ

(os' sin'sin' − os')É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ e1 É f(e1) (ÓÍ.ÒÉÓ. 14⋄2). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑÍÉ ±1 . �14.5.2. ðÒÉÍÅÒ: ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊÏ�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �Ï ÔÅÏÒ. 14.1 × �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍÂÁÚÉÓÅ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ×ÉÄÁ os' − sin' 0sin' os' 00 0 ±1 . ÷ÓÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á × ÓÕÍÍÕ ÔÒ£È ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ±1 ÔÁËÖÅ ÏÈ×ÁÔÙ×ÁÀÔÓÑ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ É ÏÔ×ÅÞÁÀÔ �Ï×Ï-ÒÏÔÁÍ ÎÁ ÕÇÌÙ ' = 0 É ' = �. úÎÁÞÅÎÉÀ +1 × �ÒÁ×ÏÍ ÎÉÖÎÅÍ ÕÇÌÕ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ�Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ ' ×ÏËÒÕÇ ÏÓÉ e3 (ÜÔÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ), Á ÚÎÁÞÅÎÉÀ −1 |



246 §14.å×ËÌÉÄÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÔÁËÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÊ ÎÁ e1, e2(ÜÔÏ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÑËÉÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ × ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �Ï×ÏÒÏÔÏÍ ×ÏËÒÕÇ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÓÉ (ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ)ÉÌÉ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÔÁËÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒ-ÎÏÊ ÏÓÉ �Ï×ÏÒÏÔÁ (ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ). üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ËÁË ÔÅÏ-ÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ.14.6. áÆÆÉÎÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï VÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ k . íÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ1 �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÏÍ ÎÁÄ V , ÅÓÌÉ Ó ËÁÖÄÏÍÕ v ∈ V ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÄ×ÉÇÁ (ÉÌÉ�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÎÏÓ) �v : A - A , ÔÁË ÞÔÏ�0 = IdA ; �u◦�w = �u+w ∀ v; w ∈ V (14-13)
∀ p; q ∈ A ∃ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ v ∈ V : �v(p) = q (14-14)òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V .õÓÌÏ×ÉÑ (14-13) ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ �ÅÒÅÎÏÓÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÂÅÌÅ×ÕÇÒÕ��Õ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á A, É ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÓÄ×ÉÇÕ �v ÎÁ ×ÅËÔÏÒv Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÄ×ÉÇ �−v ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ −v.éÎÁÞÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÎÏÓ �v ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË Ï�ÅÒÁ�ÉÀ �ÏÔËÌÁ-ÄÙ×ÁÎÉÑ� ×ÅËÔÏÒÁ v ∈ V ÏÔ ÔÏÞÅË p ∈ A, É ÍÙ ÞÁÓÔÏ ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ p+ v ×ÍÅÓÔÏ�v(p). åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ × ÓÉÌÕ Ó×ÏÊÓÔ×Á (14-14) ×ÅËÔÏÒ v, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ q = p+ v, ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ −→pq. ðÒÏÄÕËÔÉ×ÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÅÇÏ ÓÅÂÅ ËÁË ÓÔÒÅÌËÕ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ× ÔÏÞËÅ p ∈ A É ËÏÎ�ÏÍ × ÔÏÞËÅ q ∈ A. ó×ÏÊÓÔ×Á (14-13) ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ
−→pp = 0 É −→pq +−→qr = −→pr ∀ p; q; r ∈ A :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.5. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ −→pq = −−→qp É ÞÔÏ −→pq = −→rs ⇐⇒ −→ps = −→qr.14.6.1. áÆÆÉÎÉÚÁ�ÉÑ É ×ÅËÔÏÒÉÚÁ�ÉÑ. éÚ ×ÓÑËÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á V ÍÏÖÎÏ ÉÚÇÏÔÏ×ÉÔØ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï A(V ) ÎÁÄ V , ÔÏÞËÁÍÉ ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÙ v ∈ V , Á �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÎÏÓ �w : V - V �Å-ÒÅ×ÏÄÉÔ v × v + w. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï A(V ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÉÚÁ�ÉÅÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . �ÏÞËÉ p �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á A(V ) �ÒÏÄÕËÔÉ×ÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅËÁË �ËÏÎ�Ù� ÒÁÄÉÕÓ ×ÅËÔÏÒÏ× −→0p = p − 0, ×Ù�ÕÝÅÎÎÙÈ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ 0(ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ).îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÕ p × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÁÆ-ÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å A ÎÁÄ V , ÔÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ q ∈ A Å£ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÁ −→pq ∈ V ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ (14-14), ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÉÚA É ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÉÚ V . üÔÁ ÂÉÅË�ÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÉÚÁ�ÉÅÊ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á A Ó ÎÁÞÁÌÏÍ (ÉÌÉ Ó �ÅÎÔÒÏÍ) × ÔÏÞËÅ p ∈ A. îÁÂÏÒ p; e1; e2; : : : ; en,ÇÄÅ e1; e2; : : : ; en | ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ × V , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÉÌÉ ÒÅ�ÅÒÏÍ) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V .1ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓÈÉÔÒÏÓÔÎÏÊ ËÁÌØËÏÊ Ó ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ aÆne (ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ)



14.6.áÆÆÉÎÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 24714.6.2. âÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ. ÷ÅËÔÏÒÉÚÁ�ÉÑ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ p. åÓÌÉ ÍÙ �Ï�ÙÔÁÅÍÓÑ �ÒÉ�ÏÍÏÝÉ ×ÅËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × p �ÅÒÅÎÅÓÔÉ Ó V ÎÁ A Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ×ÅËÔÏÒÏ× É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÞÉÓÌÁ, �ÏÌÁÇÁÑ�1q1 + �2q2 + · · · + �mqm def= p+ �1−→pq1 + �2−→pq2 + · · · + �m−→pqm ; (14-15)ÔÏ, ×ÚÑ× ×ÅËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ Ó �ÅÎÔÒÁÍÉ × p1 É × p2, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞËÉÓ1 = p1 + �1−→p1q1 + �2−→p1q2 + · · · + �m−→p1qmÓ2 = p2 + �1−→p2q1 + �2−→p2q2 + · · · + �m−→p2qmÒÁÚÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ −→12 = (1−∑i �i) · −→p1p2 .�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ ÔÏÞÅË (14-15) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ
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òÉÓ. 14⋄3. íÏÍÅÎÔÙ ÓÉÌ.

ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ p, ËÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ Å£ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÒÁ×ÎÁÅÄÉÎÉ�Å. �ÁËÉÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÎÁ-ÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ.îÁÚ×ÁÎÉÅ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏÔÏÞËÁ  = ∑�iqi ÜÔÏ �ÅÎÔÒ ÔÑ-ÖÅÓÔÉ ÔÏÞÅË q1; q2; : : : ; qm × ÔÏÍÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ
−→q1 +−→q2 + · · · +−→qm = 0 :÷ ÍÅÈÁÎÉËÅ ×ÅËÔÏÒ −→qi ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ ÍÏÍÅÎÔÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞ-ËÉ  ÓÉÌÙ ÔÑÖÅÓÔÉ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÊÎÁ ÇÒÕÚ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ×ÅÓÁ, �ÏÍÅ-Ý£ÎÎÙÊ × ÔÏÞËÕ qi ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏ ÌÅÖÁÝÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á A. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÕÍÍÙÍÏÍÅÎÔÏ× ÎÕÌÀ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÛÁÒÎÉÒÎÏ ÚÁËÒÅ�Ì£ÎÎÏÅ × ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï A ÂÕÄÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ × ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÉ (ÎÅ ÂÕÄÅÔ ËÒÕÔÉÔØÓÑ) �ÏÄ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÅÍ �ÒÉÌÏÖÅÎÎÙÈ ÓÉÌ.âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÔÏÞÅË q1; q2; : : : ; qm É ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏ-ÒÁ ×ÅÓÏ× �1; �2; : : : ; �m∈ k Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ∑�i 6= 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÁÑ ÔÏÞËÁ  ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ�1−→p1 + �2−→p2 + · · · + �m−→pm = 0 : (14-16)üÔÁ ÔÏÞËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÎÔÒÏÍ ÔÑÖÅÓÔÉ ÔÏÞÅË pi Ó ×ÅÓÁÍÉ �i (ÓÍ. ÒÉÓ. 14⋄3)É ÒÁ×ÎÁ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ = m∑i=1 �iqi�1 + �1 + · · · + �m : (14-17)



248 §14.å×ËÌÉÄÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÏÞËÁ , Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (14-17) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÕÓÌÏ×ÉÀ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ (14-16), É ÅÓÌÉ ÅÝ£ ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÉ 1 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏÕÓÌÏ×ÉÅ �1−→1p1+�2−→1p2+ · · · +�m−→1pm = 0 , ÔÏ, �ÏÞÌÅÎÎÏ ×ÙÞÉÔÁÑ ÉÚ ÎÅÇÏ (14-16),�ÏÌÕÞÉÍ (∑�i) · −→1 = 0.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.6 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÇÒÕ��ÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÍÁÓÓ). ðÕÓÔØ ÔÏÞËÉ pi ÉÍÅÀÔ×ÅÓÁ �i Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÕÍÍÏÊ � = ∑�i É �ÅÎÔÒÏÍ ÔÑÖÅÓÔÉ × ÔÏÞËÅ p, Á ÔÏÞËÉqj ÉÍÅÀÔ ×ÅÓÁ �j Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÕÍÍÏÊ � = ∑�j É �ÅÎÔÒÏÍ ÔÑÖÅÓÔÉ × ÔÏÞËÅ q.ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ � + � 6= 0 �ÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÎÁÂÏÒÏ×ÔÏÞÅË1 ÒÁ×ÅÎ �ÅÎÔÒÕ ÔÑÖÅÓÔÉ ÔÏÞÅË p É q, ×ÚÑÔÙÈ Ó ×ÅÓÁÍÉ � É �.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÈ ÜÔÏÇÏ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ ÉÓÈÏÄ-ÎÙÈ ÔÏÞÅË.14.6.3. ðÒÉÍÅÒ: ×Ù�ÕËÌÙÅ ÆÉÇÕÒÙ × Rn. ðÕÓÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÏÌÅ k = R.âÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ ∑�i · pi ÔÏÞÅË ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ �i > 0. óÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ×Ù�ÕËÌÙÈÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÔÏÞÅË ÆÉÇÕ-ÒÙ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÜÔÏÊ ÆÉÇÕÒÙ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ onv(�).æÉÇÕÒÁ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÁÑ ÓÏ Ó×ÏÅÊ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ.óÏÇÌÁÓÎÏ Õ�Ò. 14.6, ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅËÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÔÏÞÅË Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÔÙÓËÁÎÉÀ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅËÉÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ�ÁÒ ÔÏÞÅË. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÆÉÇÕÒÙ � ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ p; q ∈ � × � ÓÏÄÅÒÖÁÌÓÑ É ÓÏÅÄÉÎÑ-ÀÝÉÊ ÉÈ ÏÔÒÅÚÏË[pq℄ def= onv{p; q} = {�p+ �q | �+ � = 1 ; �; � > 0} :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.7. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÆÉÇÕÒ ×Ù�ÕËÌÏ, É ÞÔÏonv(�) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ×ÓÅÈ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ �.14.6.4. áÆÆÉÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : A1 - A2 ÁÆÆÉÎÎÙÈ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÁÄ ×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ V1 É V2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ,ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÞËÁ p ∈ A1, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ F ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ DpFÉÚ ×ÅËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ A1 Ó ÎÁÞÁÌÏÍ p × ×ÅËÔÏÒÉÚÁ�ÉÀ A2 Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × F (p)V1 DpF - V2 : DpF (−→pq) = −−−−−−→F (p)F (q) (14-18)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ (14-18) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F . îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ(14-18) ÌÉÎÅÊÎÏ ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÔÏÞËÉ p ∈ A1, ÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅDr : −→rq 7−→ −−−−−−−→F (p1)F (q1)1ÄÏ�ÕÓËÁÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÂÏÒÙ ÔÏÞÅË �ÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ | × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ� ÏÄÉÎÁËÏ-×ÙÈ ÔÏÞÅË ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÉÈ ×ÅÓÏ×



14.7.íÅÔÒÉËÉ, ÎÏÒÍÙ É ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ 249�ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ �Ï ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ r ∈ A1 ÔÏÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏ É ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó Dp, ÔÁË ËÁËÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v = −→rq = −→pq −−→pr ∈ V1DrF (v) = −−−−−−→F (r)F (q) = −−−−−−→F (p)F (q)−−−−−−−→F (p)F (r) == DpF (−→pq)−DpF (−→pr) = DpF (−→pq −−→pr) = Fp(v) :ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ �ÒÏÓÔÏ DF ×ÍÅÓÔÏ DpF . áÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅF : A1 - A2ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï Ó×ÏÅÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÕDF : V1 - V2ËÁË ÔÏÌØËÏ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÏÂÒÁÚ F (p) ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ A1. �ÏÇÄÁF (q) = F (p) +DF (−→pq) :÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ä×Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F É G Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÏÍ DF = DGÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÎÏÓ: ×ÅËÔÏÒ vFG = −−−−−−→F (p)G(p) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ×ÙÂÏÒÁ ÔÏÞËÉ p ∈ A1 É G = �vFG◦F : (14-19)÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÏÌÅ k ÜÔÏ R ÉÌÉ C, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ �ÏÎÑÔÉÅÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉÎÑÔÏ × ËÕÒÓÅ ÁÎÁÌÉÚÁ. îÁ�ÏÍÎÉÍ,ÞÔÏ × ÁÎÁÌÉÚÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÏÍ (�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑF : A1 - A2× ÔÏÞËÅ p ∈ A1 ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ DpF : V1 - V2, ÔÁËÏÊ ÞÔÏF (q) = F (p) +DpF (−→pq) + o(|−→pq|) ;ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ |−→pq| ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÄÌÉÎÁ1 ×ÅËÔÏÒÁ −→pq. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈÔÁËÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÍÉ × ÔÏÞËÅ p. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÄ �ÏÌÑÍÉ R É C ×ÓÀÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÉ ÉÍÅÀÔ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÊ (ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ p) ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ.14.7. íÅÔÒÉËÉ, ÎÏÒÍÙ É ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ. ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÞÉ-ÔÁÔÅÌÑ ÎÁ�ÏÍÉÎÁÅÍ ×ËÒÁÔ�Å ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÆÁËÔÙ ÉÚ ËÕÒÓÁ ÁÎÁÌÉÚÁ,ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÁÍ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.1ËÁË Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÌÉÎÕ ×ÅËÔÏÒÁ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ × §20



250 §14.å×ËÌÉÄÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á14.7.1. íÅÔÒÉËÉ É ÎÏÒÍÙ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ % : X ×X - R , ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ∀ x; y; z ∈ X Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ%(x; y) = %(y; x) (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ)%(x; y) > 0 (�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ)%(x; y) = 0⇒ x = y (ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ)%(x; z) 6 %(x; y) + %(y; z) (ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ)åÓÌÉ X ÜÔÏ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ Rn, ÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÔÁ-ËÉÍÉ ÍÅÔÒÉËÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ �ÅÒÅÎÏÓÏ×É ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÞÉÓÌÁ. ðÅÒ×ÏÅ ÔÒÅÂÏ×Á-ÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ %(x; y) = %(−→xy) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ×ÅËÔÏÒÁ −→xy ∈ Rn, Á ÎÅ ÏÔÓÁÍÉÈ ÔÏÞÅË x É y. ÷ÔÏÒÏÅ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ %(�v) = |�|%(v) ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v ∈ Rn .æÕÎË�ÉÑ || ∗ || : V v 7→||v|| - R ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅV ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ, ÅÓÌÉ ∀�∈R É ∀ v; w ∈ V ÏÎÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ
||v|| > 0 (�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ)
||v|| = 0⇒ v = 0 (ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ)
||� · v|| = |�| · ||v|| (ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ)
||v + w|| 6 ||v||+ ||w|| (ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÑËÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÏ× ÍÅÔÒÉ-ËÁ × ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÄ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ VÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ V : %(x; y) = ||−→xy||.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.8. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ∀ v; w ∈ V ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÀ ∀ v; w ∈ V ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ||w − v|| > ∣∣ ||w|| − ||v|| ∣∣.14.7.2. íÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ. ÷ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X ÆÉÇÕÒÁB"(p) = {q ∈ X | %(p; q) 6 "} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ "-ÛÁÒÏÍ1 Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ p ∈ X.ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ⊂ X, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ Ó×ÏÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÉÎÅËÏÔÏÒÙÊ "-ÛÁÒ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ, É ÚÁÄÁÀÔÎÁ X ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ä×ÕÈ É ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÔÏÖÅ ÏÔËÒÙÔÙ.äÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ Z = RnrU ÄÏ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×ÁÍÉ. �ÏÞËÁ p ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÉÇÕÒÙ � ⊂ Rn, ÅÓÌÉ ÆÉ-ÇÕÒÁ � ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ "-ËÕÂ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÎÕ-ÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË ÆÉÇÕÒÙ � ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ◦�. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈÍÎÏÖÅÓÔ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ �, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÆÉÇÕÒÙ � É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �.�ÏÞËÉ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ Rnr� ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÎÅÛÎÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÆÉÇÕÒÙ �, Á ÔÏÞËÉ,1�ÏÄ " ÍÙ ×ÓÅÇÄÁ �ÏÎÉÍÁÅÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ



14.7.íÅÔÒÉËÉ, ÎÏÒÍÙ É ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ 251ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÎÉ ×ÎÅÛÎÉÍÉ, ÎÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÉÌÉÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ, ÓÍÏÔÒÑ �Ï ÔÏÍÕ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÌÉ ÏÎÉ ÆÉÇÕÒÅ �.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË � ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ��.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.10. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ p ∈ �� ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ "-ÛÁÒ B"(p) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁË ÔÏÞËÉ ÉÚ �, ÔÁË É ÔÏÞËÉ, ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ �, É ÞÔÏp 6∈ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÎÅÛÎÅÊ , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ �∩B"(p) = ∅ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ " > 0.14.7.3. ðÒÉÍÅÒ: ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ ÎÁ Rn ÜÔÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÔÏ�ÏÌÏ-ÇÉÑ, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ ||(x1; x2; : : : ; xn)||st def= maxi |xi| (ÍÁËÓÉÍÕÍ ÍÏÄÕÌÑËÏÏÒÄÉÎÁÔ). íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÕ ÎÏÒÍÕ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ. ÷ ÜÔÏÊ ÎÏÒÍÅ "-ÛÁ-ÒÙ | ÜÔÏ "-ËÕÂÙ ÷" = {(x1; x2; : : : ; xn) | |xi − pi| ≤ " ∀ i}É ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ RnÏÔËÒÙÔÏ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ, ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÏÊ p ∈ U × UÌÅÖÉÔ É ÎÅËÏÔÏÒÙÊ "-ËÕÂ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ É ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÖÅ ×Ù�ÕËÌÙ.14.7.4. �Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÎÏÒÍ. çÏ×ÏÒÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ × Rn �ÒÉ×ÑÚÁÎÏ Ë ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔ. ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, É �ÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ× ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÎÏÒÍÙ ÎÁ Rn ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ.ìÅÍÍÁ 14.5ìÀÂÁÑ ÎÏÒÍÁ ÎÁ Rn ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ei ∈ Rn ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ É�ÏÌÏÖÉÍ M = maxi ||ei||. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ Rn
||v|| = ∥∥∥∑ xiei∥∥∥ 6∑ |xi| · ||ei|| 6 nM maxi |xi| = nM · ||v||stÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ " > 0 �ÒÉ ||v − w||st < Æ = "=2nM ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï∣∣ ||v|| − ||w|| ∣∣ 6 ||v − w|| < nM · ||v − w||st < " . �ìÅÍÍÁ 14.6äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÏÒÍÙ || ∗ || ÎÁ Rn ÍÏÖÎÏ �ÏÄÏÂÒÁÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅËÏÎÓÔÁÎÔÙ � É M ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ×ÓÅÈ v ∈ Rn ×Ù�ÏÌÎÑÌÉÓØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á� · ||v||st 6 ||v|| 6M · ||v||st : (14-20)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. çÒÁÎÉ�Á K ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ 1-ËÕÂÁ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅK = {v ∈ Rn | ||v||st = 1}



252 §14.å×ËÌÉÄÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁËÏÍ�ÁËÔÎÁ, É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ || ∗ || ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁ ÎÅÊ Ó×ÏÉÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ M = sup(||v|| | v ∈ K) É � = inf(||v|| | v ∈ K), �ÒÉÞ£Í� > 0, Ô. Ë. ÉÎÁÞÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌÁ ÂÙ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ × K �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ vi ∈ K Ó
||vi|| → 0, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ É ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÎÏÒÍÙ || ∗ || ÏÚÎÁÞÁÌÏÂÙ lim vi = 0 ∈ K, ÞÔÏ ÎÅ ÔÁË. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, 0 < � 6 ||w|| 6 M < ∞ ÄÌÑ×ÓÅÈ w ∈ K. ðÏÌÁÇÁÑ w = v=||v||st ∈ K �ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v 6= 0 ÔÒÅÂÕÅÍÏÅÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (14-20). �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 14.1ìÀÂÁÑ ÎÏÒÍÁ ÉÎÄÕ�ÉÒÕÀÔ ÎÁ Rn ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ (ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ × ËÏÔÏ-ÒÏÊ ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ).14.7.5. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÎÏÒÍ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÏÒÍÙ || ∗ || ÎÁ ×ÅË-ÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn Å£ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅB1(0) = {v ∈ V | ||v|| 6 1} (14-21)ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, ÚÁÍËÎÕÔ1, �ÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÕÌÑ, ÓÏÄÅÒÖÉÔÎÕÌØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÉ, É ×Ù�ÕËÌ, �ÏÓËÏÌØËÕ

||�v + �w|| 6 �||v||+ �||w|| 6 1
∀ v; w Ó ||v||; ||w|| 6 1 É ∀ �; � > 0 Ó � + � = 1 . îÏÒÍÁ || ∗ || ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï ÅÄÉÎÉÞÎÏÍÕ ÛÁÒÕ (14-21) ËÁË

||v|| = inf(� ∈ R>0 | v ∈ �B1(0)) : (14-22)ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 14.1æÏÒÍÕÌÙ (14-21) É (14-22) ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔ ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÕÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ×Ù�ÕËÌÙÍÉ ÆÉÇÕ-ÒÁÍÉ × Rn, ÉÍÅÀÝÉÍÉ ÎÕÌØ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ, É ÎÏÒÍÁÍÉ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ó ÕÞ£ÔÏÍ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ, ÎÁÍ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ,ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ v 7→ ||v||� = inf(� ∈ R>0 | v ∈ ��) , �ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ �Ï �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊÆÉÇÕÒÅ �, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ Rn. îÅ×ÙÒÏ-ÖÄÅÎÎÏÓÔØ É ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ �ÒÉ n = 1, ÇÄÅÏÎÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÙ. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ: ∀ v; w ∈ VÔÏÞËÁ q = v + w
||v||� + ||w||� = ||v||�

||v||� + ||w||� · v
||v||� + ||w||�

||v||� + ||w||� · w
||w||�Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ ÌÅÖÁÝÉÈ × � ÔÏÞÅË v=||v||�É w=||w||�. ðÏÜÔÏÍÕ q ∈ �, É ÚÎÁÞÉÔ ||v + w||� 6 ||v||� + ||w||�. �1ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÎÏÒÍÙ



úÁÄÁÞÉ Ë §14 25314.7.6. å×ËÌÉÄÏ×Ù ÎÏÒÍÙ.ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × n◦ 14.3 Å×ËÌÉÄÏ×Á ÄÌÉÎÁ ×ÅËÔÏ-ÒÁ |v| =√(v; v), Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ V . �ÁËÉÅ ÎÏÒÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ-ÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍÉ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÎÏÒÍÙ ÎÁ V ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï�ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ1:
|v + w|2 + |v − w|2 = 2 (|v|2 + |w|2) : (14-23)ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÎÏÒÍÁ ÎÁ R2 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ, ÔÁË ËÁË × ÎÅÊÉ ÓÔÏÒÏÎÙ, É ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÏÒÔÙ,ÉÍÅÀÔ ÎÏÒÍÕ 1.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 14.2îÏÒÍÁ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn Å×ËÌÉÄÏ×Á ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅ£ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ (14-23).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÏÒÍÙ ÍÙÍÏÖÅÍ �ÏÌÏÖÉÔØ (v; w) = (||v + w|| − ||v − w||) =4 . üÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÎÅ×ÙÒÏ-ÖÄÅÎÎÁÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ V × V .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.12. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ || ∗ || ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ �ÁÒÁÌÌÅ-ÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÔÏ (v1 + v2; w) = (v1; w) + (v2; w) É (v; w1 + w2) = (v; w1) + (v; w2).éÚ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ×ÙÔÅËÁÅÔ Å£ ÂÉÌÉÎÅÊ-ÎÏÓÔØ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÌÉÎÅÊÎÙÍ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÍ Ó �ÅÌÙÍÉ, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, É ÓÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. âÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÌÀÂÙÍ ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÍ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÔÓÀÄÁ × ÓÉÌÕ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉÎÏÒÍÙ. �úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §14úÁÄÁÞÁ 14.1. îÁÊÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÁ) ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x1 + x2 + · · ·+ xn = 0 × RnÂ) �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (1; 2; 2− 1), (1; 1;−5; 3), (3; 2; 8;−7) × R4×) × ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÉ Ë �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ.úÁÄÁÞÁ 14.2. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÚÁÄÁÀÝÕÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅË �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ, ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ × R4 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ:





2x1 + x2 + 3x3 − x4 = 03x1 + 2x2 − 2x4 = 03x1 + x2 + 9x3 − x4 = 0 :1ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÞÅÔÙÒ£È ÓÔÏÒÏÎ



254 úÁÄÁÞÉ Ë §14úÁÄÁÞÁ 14.3 (ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ). áÆÆÉÎÎÁÑ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ × Å×ËÌÉ-ÄÏ×ÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÜÔÏ ÆÉÇÕÒÁ�a; = {x ∈ V |(a; x) = }ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÅÓÌÉ �a; ∩�b;d = ∅, ÔÏ a É b �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÂ) ÅÓÌÉ a É b �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ, ÔÏ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ÌÉÂÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉ-ÂÏ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, É ÎÁ�ÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ, ×ÙÒÁÖÁÀÝÕÀ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ �a; É �b;d ÞÅÒÅÚ a; b ∈ V É ; d ∈ R.úÁÄÁÞÁ 14.4 (ÁÆÆÉÎÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÎÁÂÏÒÁÁÆÆÉÎÎÙÈ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ �a� ;� ÌÉÂÏ �ÕÓÔÏ, ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ �Å-ÒÅÎÏÓÏÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ U⊥ Ë ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ U ×ÅËÔÏÒÏ× a�(× �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ � = ⋂� �a� ;� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ dimU⊥, Á U⊥ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÏÍ ÜÔÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á).úÁÄÁÞÁ 14.5. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÉ p0; p1; : : : ; pk ∈ Rn ÎÅ ÌÅÖÁÔ × (k − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ�ÌÏÓËÏÓÔÉ. îÁÊÄÉÔÅ çí� ÒÁ×ÎÏÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÏÔ ×ÓÅÈ pi.úÁÄÁÞÁ 14.6 (ÓÆÅÒÙ). æÉÇÕÒÁ Sn−1;r = {x ∈ Rn | |−→x| = r} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (n−1)-ÍÅÒÎÏÊÓÆÅÒÏÊ ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ  ∈ Rn. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ n+ 1ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ × ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÏÞÅË × Rn �ÒÏÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ (n−1)-ÍÅÒÎÁÑÓÆÅÒÁ.úÁÄÁÞÁ 14.7 (ËÕÂ). óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ n-ÍÅÒÎÙÍ ËÕÂÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅËIn = {(x1; x2; : : : ; xn) ∈ Rn | |xi| 6 1 ; i = 1; : : : ; n} :Á) îÁÒÉÓÕÊÔÅ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ Ä×ÕÍÅÒÎÕÀ �ÒÏÅË�ÉÀ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ 4-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕ-ÂÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÉÄÎÙ ËÁË ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ.Â) îÁÒÉÓÕÊÔÅ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ �ÒÁÚ×ÅÒÔËÕ� 3-ÍÅÒÎÏÊ ��Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ� 4-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕ-ÂÁ Ó ÕËÁÚÁÎÉÑÍÉ, ËÁË ÅÅ ÓËÌÅÉ×ÁÔØ × 4-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.×) äÁÊÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ k-ÍÅÒÎÏÊ ÇÒÁÎÉ In É �ÏÄÓÞÉÔÁÊÔÅ Õ In ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÇÒÁÎÅÊËÁÖÄÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 0 6 k 6 (n− 1).Ç) ÷ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ In ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ. óËÏÌØËÏ ×ÓÅÇÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ Õ In?Ä) óËÏÌØËÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ × In, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊÄÉÁÇÏÎÁÌÉ?Å) îÁÊÄÉÔÅ ÄÌÉÎÕ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ In É ÅÅ �ÒÅÄÅÌ �ÒÉ n→∞Ö) ÷ ËÁËÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÄÅÌÑÔ ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉÎÁ ÎÅ£ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ In?Ú) óËÏÌØËÏ Õ In ÏÓÅÊ É (n− 1)-ÍÅÒÎÙÈ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ?É) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÄÉÕÓ Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ÏËÏÌÏ In ÛÁÒÁ É ÅÇÏ �ÒÅÄÅÌ �ÒÉ n→∞Ë) îÁÊÄÉÔÅ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ In É ÅÇÏ Ò£ÂÒÁÍÉ, Á ÔÁËÖÅ ÉÈ�ÒÅÄÅÌÙ �ÒÉ n→∞Ì) îÁÊÄÉÔÅ × In ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ É ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ m-ÍÅÒ-ÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ.



úÁÄÁÞÉ Ë §14 255úÁÄÁÞÁ 14.8. ï�ÉÛÉÔÅ É ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï 3-ÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×, �ÏÌÕÞÁ-ÀÝÉÈÓÑ × ÓÅÞÅÎÉÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ 4-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ × R4 ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏ-ÓÔÅÊ x1 + x2 + x3 + x4 = t , ÇÄÅ −4 6 t 6 4 .úÁÄÁÞÁ 14.9 (ÓÉÍ�ÌÅËÓ). óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ n-ÍÅÒÎÙÍ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏÍ �n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×Ù-�ÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ËÏÎ�Ï× ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn+1�n = {(x0; x1; : : : ; xn) ∈ Rn+1 | ∑x� = 1 & x� > 0 ∀�} :Á) îÁÒÉÓÕÊÔÅ 1-ÍÅÒÎÙÊ É 2-ÍÅÒÎÙÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓÙ É ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ Ä×ÕÍÅÒÎÙÅ �ÒÏ-ÅË�ÉÉ 3-È 4-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÉÈ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÉÄÎÙ ËÁË ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ.Â) îÁÒÉÓÕÊÔÅ �ÒÁÚ×ÅÒÔËÕ� 3-ÍÅÒÎÏÊ ��Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ� 4-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ Ó ÕËÁ-ÚÁÎÉÅÍ, ËÁË Å£ ÓËÌÅÉ×ÁÔØ.×) äÁÊÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ k-ÍÅÒÎÏÊ ÇÒÁÎÉ �n É �ÏÄÓÞÉÔÁÊÔÅ Õ �n ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÇÒÁ-ÎÅÊ ËÁÖÄÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 0 6 k 6 (n− 1).Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × �n ÍÏÖÎÏ ×�ÉÓÁÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÛÁÒ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÒÁÄÉÕÓ ÜÔÏ-ÇÏ ÛÁÒÁ, É ÅÇÏ �ÒÅÄÅÌ �ÒÉ n→∞.Ä) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏËÏÌÏ �n ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÛÁÒ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÒÁÄÉÕÓÜÔÏÇÏ ÛÁÒÁ, É ÅÇÏ �ÒÅÄÅÌ �ÒÉ n→∞.Å) îÁÊÄÉÔÅ ÄÌÉÎÕ ×ÙÓÏÔÙ É Å£ �ÒÅÄÅÌ �ÒÉ n→∞.Ö) îÁÊÄÉÔÅ × �n ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÒÅÂÒÏÍ É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÅÇÏ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÎØÀ.Ú) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ 1 6 m 6 (n− 1) ÎÁÊÄÉÔÅ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ �ÒÏÔÉ-×ÏÌÅÖÁÝÉÍÉ m É (n−m− 1)-ÍÅÒÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ.úÁÄÁÞÁ 14.10. ÷ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÍ ÞÅÔÙÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ ÓÉÍ�ÌÅËÓÅ ABCDE ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚX ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ �ÅÎÔÒÙ ÇÒÁÎÅÊ ABC É CDE. ðÒÏÈÏÄÑÝÁÑÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ X �ÒÑÍÁÑ Y Z �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ �ÒÑÍÕÀ AE × ÔÏÞËÅ Y , Á �ÌÏÓËÏÓÔØBCD | × ÔÏÞËÅ Z. îÁÊÄÉÔÅ −−→XY : −−→Y Z.úÁÄÁÞÁ 14.11 (ÏÂß£Í ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ). 0-ÍÅÒÎÁÑ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÁÑ �ÉÒÁÍÉÄÁ | ÜÔÏ ÔÏÞËÁ.1-ÍÅÒÎÁÑ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÁÑ �ÉÒÁÍÉÄÁ ×ÙÓÏÔÙ k | ÜÔÏ �1k = · · ·︸ ︷︷ ︸k . 2-ÍÅÒÎÁÑÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÁÑ �ÉÒÁÍÉÄÁ ×ÙÓÏÔÙ k | ÜÔÏ�2k = �11 +�12 + · · ·+�1k = k8
>>>>>>>><
>>>>>>>>:

k︷ ︸︸ ︷ :áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, n-ÍÅÒÎÁÑ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÁÑ �ÉÒÁÍÉÄÁ ×ÙÓÏÔÙ k �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ k (n −1)-ÍÅÒÎÙÈ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÙÈ �ÉÒÁÍÉÄ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ×ÙÓÏÔÙ, �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ × ÓÔÏ�ËÕ×ÄÏÌØ n-ÔÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏÓÉ: �nk = �n−11 +�n−12 + · · ·+�n−1k . óËÏÌØËÏ ËÕÂÉ-ËÏ× ÕÊÄ£Ô ÎÁ Å£ �ÏÓÔÒÏÊËÕ É ËÁË ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÏÂßÅÍ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ Ë ÏÂßÅÍÕÓÉÍ�ÌÅËÓÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÕ É ×ÓÅ ÓÏÓÅÄÎÉÅ Ó ÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ?úÁÄÁÞÁ 14.12. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ ÏÂßÅÍ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ ÞÅÒÅÚ (k − 1)-ÍÅÒÎÙÊ ÏÂßÅÍÅÇÏ ÇÒÁÎÉ É ÄÌÉÎÕ Ï�ÕÝÅÎÎÏÊ ÎÁ ÎÅ£ ×ÙÓÏÔÙ.



256 úÁÄÁÞÉ Ë §14úÁÄÁÞÁ 14.13. ëÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅËÔÏÒÏ× ÍÏÖÎÏ ×Ù�ÕÓÔÉÔØ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏ-ÏÒÄÉÎÁÔ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÂÙÌÉÔÕ�ÙÍÉ?úÁÄÁÞÁ 14.14. ï�ÉÛÉÔÅ É ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï 3-ÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×, �ÏÌÕÞÁ-ÀÝÉÈÓÑ × ÓÅÞÅÎÉÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ 4-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ �4 ⊂ R5 ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÍÉ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ: Á) x1 = onst Â) x1 + x2 = onst .úÁÄÁÞÁ 14.15 (ËÏËÕÂ). ÷Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ËÏÎ�Ï× ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏ-ÒÏ× É �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ Ë ÎÉÍ ×ÅËÔÏÒÏ× × Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ËÏËÕÂÏÍCn (ÏÎ �ÏÄÏÂÅÎ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ �ÅÎÔÒÏ× ÇÒÁÎÅÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ËÕÂÁ).Á) úÁÄÁÊÔÅ ËÏËÕÂ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×.Â) îÁÒÉÓÕÊÔÅ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ Ä×ÕÍÅÒÎÕÀ �ÒÏÅË�ÉÀ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ 4-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÏ-ËÕÂÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÉÄÎÙ ËÁË ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ.×) îÁÒÉÓÕÊÔÅ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ �ÒÁÚ×ÅÒÔËÕ� 3-ÍÅÒÎÏÊ ��Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ� 4-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÏ-ËÕÂÁ Ó ÕËÁÚÁÎÉÑÍÉ, ËÁË ÅÅ ÓËÌÅÉ×ÁÔØ × 4-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.Ç) îÁÊÄÉÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÇÒÁÎÅÊ ËÁÖÄÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.Ä) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÄÉÕÓÙ ×�ÉÓÁÎÎÏÇÏ É Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ÛÁÒÏ× É ÉÈ �ÒÅÄÅÌÙ �ÒÉ n→∞.úÁÄÁÞÁ 14.16 (ÏËÔÁ�ÌÅËÓ). îÁÒÉÓÕÅÍ × R4 ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ËÕÂ I4 É ËÏËÕÂ ó̃4, ËÏ-ÔÏÒÙÊ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ËÏËÕÂÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × �ÅÎÔÒÁÈ ÇÒÁÎÅÊ I4 ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ Ó�ÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ Ó ÔÁËÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏËÕÂÁ ó̃4 �Ï�ÁÌÉ ÎÁÏ�ÉÓÁÎÎÕÀ ×ÏËÒÕÇ I4 ÓÆÅÒÕ. ÷Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ×ÅÒÛÉÎ ËÕÂÁ I4É ËÏËÕÂÁ ó̃4 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏËÔÁ�ÌÅËÓÏÍ O4.Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á ÏÒ-ÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ R4, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈO4 × ÓÅÂÑ, ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×Õ-ÅÔ1 ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÆÌÁÇÏ×: �×ÅÒÛÉÎÁ, �ÒÉÍÙËÁÀÝÅÅ Ë ÎÅÊ ÒÅÂÒÏ, �ÒÉÍÙËÁÀÝÁÑË ÎÅÍÕ 2-ÍÅÒÎÁÑ ÇÒÁÎØ, �ÒÉÍÙËÁÀÝÁÑ Ë ÎÅÊ 3-ÍÅÒÎÁÑ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÎØ�.Â) ðÏÄÓÞÉÔÁÊÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÇÒÁÎÅÊ ËÁÖÄÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.×) îÁÊÄÉÔÅ ÄÌÉÎÙ Ò£ÂÅÒ É ÒÁÄÉÕÓ ×�ÉÓÁÎÎÏÇÏ × ÏËÔÁ�ÌÅËÓ ÛÁÒÁ.Ç) ëÁË ×ÙÇÌÑÄÑÔ 3-ÍÅÒÎÙÅ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÎÉ É ËÁËÏ×Ù ÉÈ 3-ÍÅÒÎÙÅ ÏÂß£ÍÙ?Ä) ëÁË ×ÙÇÌÑÄÑÔ 2-ÍÅÒÎÙÅ ÇÒÁÎÉ É ËÁËÏ×Ù ÉÈ �ÌÏÝÁÄÉ?Å) îÁÊÄÉÔÅ 4-ÍÅÒÎÙÊ ÏÂß£Í ÏËÔÁ�ÌÅËÓÁ.úÁÄÁÞÁ 14.17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Å×ËÌÉÄÏ× ÏÂß£Í n-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ ÒÁ×ÅÎ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ (n− 1)-ÍÅÒÎÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÏÂß£ÍÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÅÇÏ (n− 1)-ÍÅÒ-ÎÏÊ ÇÒÁÎÉ ÎÁ ÄÌÉÎÕ Ï�ÕÝÅÎÎÏÊ ÎÁ ÜÔÕ ÇÒÁÎØ ×ÙÓÏÔÙ.úÁÄÁÞÁ 14.18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ËÏÎ�Á ×ÅËÔÏÒÁ v ÄÏ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÂÁÚÉÓÏÍ u1; u2; : : : ; uk ÒÁ×ÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ çÒÁÍÁdetGv;u1;u2;:::;uk=detGu1;u2;:::;uk .úÁÄÁÞÁ 14.19. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (f; g) ÎÁ R[x℄ , ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÆÏÒ-ÍÕÌÁÍÉ Á) 1∫
−1 f(x)g(x) dx√1− x2 Â) +∞∫0 f(x)g(x)e−xdx1Ô. Å. �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÆÌÁÇ × ÌÀÂÏÊ



úÁÄÁÞÉ Ë §14 257×) +∞∫
−∞

f(x)g(x)e−x2dxÇ) 1∫
−1 f(x)g(x) dx Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍÉ, É ÓÒÁ×ÎÉÔÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉ-ÚÁ�ÉÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ {x�} × ÜÔÉÈ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÈÓ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ä) ìÁÇÇÅÒÁ Ln(x) = ex dndxn (e−xxn)Å) üÒÍÉÔÁ En(x) = ex2 dndxn e−x2 Ö) ìÅÖÁÎÄÒÁ Pn(x) = dndxn (1− x2)nÚ) þÅÂÙÛÅ×Á Tn(x) = os(n arosx)úÁÄÁÞÁ 14.20. îÁÊÄÉÔÅ min 1∫

−1 P 2(x) dx �Ï ×ÓÅÍ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ P ÓÔÅ�Å-ÎÉ k. åÓÌÉ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÒÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ k = 2; 3; 4 .úÁÄÁÞÁ 14.21. îÁÊÄÉÔÅ ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë sinx ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ [−�; �℄ Óo ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ �∫
−� P (x)Q(x) dx.úÁÄÁÞÁ 14.22. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (A;B) = tr (ABt) ÚÁÄÁ£Ô Å×-ËÌÉÄÏ×Õ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Matn(R) É ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÄÏ�ÏÌ-ÎÅÎÉÑ Ë �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍ Á) ÂÅÓÓÌÅÄÎÙÈÂ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ×) ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ Ç) ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�.úÁÄÁÞÁ 14.23 (�ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ ëÜÌÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ K 7−→ (E −K)(E +K)−1 ÚÁÄÁ£Ô ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÍÁ-ÔÒÉ�ÁÍÉ É ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ ÂÅÚ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ −1.úÁÄÁÞÁ 14.24. äÌÑ k ÔÏÞÅË p1; p2; : : : ; pk Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚDp1;p2;:::;pk ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ k × k ÍÁÔÒÉ�Õ Ó dij = |−→pipj|2, ÞÅÒÅÚ Cp1;p2;:::;pk | ÍÁ-ÔÒÉ�Õ ÒÁÚÍÅÒÁ (k+1)× (k+1), �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÎÉÅÍ Ë D Ó×ÅÒÈÕ É ÓÌÅ×ÁÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ É ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á É ÎÕÌÑ × ÌÅ×ÏÍ ×ÅÒÈÎÅÍ ÕÇÌÕ, Á ÞÅÒÅÚGw1;w2;:::;wm | ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ ÎÁÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ× wi. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ:Á) detG−→p0p1;−→p0p2;··· ;−→p0pn = (−1)n+12n detCp0;p1;:::;pn (ÒÁÚÍÅÒ Õ ÍÁÔÒÉ� ÒÁÚÎÙÊ!)Â) p0; p1; : : : ; pn ∈ Rn ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ⇐⇒ detCp0;p1;:::;pn = 0×) p0; p1; : : : ; pn+1 ∈ Rn ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ÉÌÉ × ÏÄÎÏÊÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÏÇÄÁ detDp0;p1;:::;pn+1 = 0Ç) ÓÉÍ�ÌÅËÓ [p0; p1; : : : ; pn℄ Ó �ÒÅÄ�ÉÓÁÎÎÙÍÉ ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÔÏÒÏÎ `ij = |pipj| ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÍÉÎÏÒÙ1 ÍÁÔÒÉ�Ù (`2ij) ×ÓÅÈ1Ô. Å. Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ �ÏÄÍÁÔÒÉ�, ÇÌÁ×ÎÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ËÏÔÏÒÙÈÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù



258 úÁÄÁÞÉ Ë §14�ÏÒÑÄËÏ× 2 6 r 6 (n+ 1) ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ É ÉÍÅÀÔ ÚÎÁË (−1)r−1Ä) Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÄÉÕÓÁ ÛÁÒÁ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÏËÒÕÇ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ [p0; p1; : : : ; pn℄, ÒÁ×ÅÎR2 = −12 detDp0;p1;:::;pndetCp0;p1;:::;pn :úÁÄÁÞÁ 14.25 (ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ). äÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ e ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ �e : v 7→ v − 2(v; e) e ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ e⊥.ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, É Ï�ÉÛÉÔÅ ÅÇÏ ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ É ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.úÁÄÁÞÁ 14.26. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉ-ÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ × ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓ-ËÏÓÔÑÈ (ÓÍ. ÚÁÄ. 14.25) É ÞÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ Þ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ.úÁÄÁÞÁ 14.27. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �v, �� É %v;', ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÓÄ×ÉÇ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ v,ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ � É �Ï×ÏÒÏÔ ×ÏËÒÕÇ ÏÓÉ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ vÎÁ ÕÇÏÌ ' �ÒÏÔÉ× þó, ÅÓÌÉ ÇÌÑÄÅÔØ ×ÄÏÌØ v. ÷ÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÈÎÉÖÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ× Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù, É ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ×ÙÒÁÚÉÔÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÙÄ×ÉÖÅÎÉÑ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÞÅÒÅÚ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÉÚ ÌÅ×ÏÊÁ) ��1◦��2 = %v;' Â) ��1◦��2 = �v ×) ��◦%u;'◦�� = %v; Ç) %u;'◦%w; = �v◦%v;#Ä) %u;'◦��◦%u;−' = ��2 Å) %u;'◦��1 = ��2 Ö) �u2◦��2◦�u1◦��1 = �v◦%v;' , ÇÄÅ ui ‖ �i.úÁÄÁÞÁ 14.28. ÷ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ �ÏÌÅÍ) ÚÁÄÁ-ÎÙ ÔÏÞËÉ p1; p2; : : : ; pk. ðÒÑÍÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÏÄÎÕ ÉÚ ÔÏÞÅË pi Ó (ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÎÙÍ)ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÏÍ Ói ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÄÉÁÎÏÊ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÍÅ-ÄÉÁÎÙ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ , É ÎÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ −→pi : −→i.úÁÄÁÞÁ 14.29 (ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ). ÷ n-ÍÅÒÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔ-ÒÁÎÓÔ×Å A ÚÁÄÁÎÙ (n + 1) ÔÏÞÅË a0; a1; : : : ; an, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ × ÏÄÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ×ÅÓÏ×(�0; �1; : : : ; �n) Ó ∑�i = 1ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÁ  = ∑�iai ÔÏÞÅË ai Ó ×ÅÓÁÍÉ �i Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅË�ÉÅÊ ÍÅÖÄÕ ÔÁËÉÍÉÎÁÂÏÒÁÍÉ ×ÅÓÏ× É ÔÏÞËÁÍÉ  ∈ A. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ  ∈ R2, ×ÅÓÁ (�; �; )ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÁÎÎÏÇÏ △ ABC ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ: Á) �; �;  > 0Â) �; � > 0 ;  < 0 ×) � = � Ç) �; � > 1=3 ;  > 0 Ä) � > � Å) � > � > É ÎÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ×ÅÓÁ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ:Ö) ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ △ ABC ÒÁÚÒÅÚÁÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ ÍÅÄÉÁÎÁÍÉ (ÉÈ ×ÓÅÇÏ 6)Ú) ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÙÅ △ ABC ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅÇÏ �ÅÎÔÒÁ ÔÑÖÅÓÔÉ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ3 É 1=3.úÁÄÁÞÁ 14.30. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ËÏÍ�ÁËÔÁ ËÏÍ�ÁËÔ.úÁÄÁÞÁ 14.31 (ÔÅÏÒÅÍÁ èÅÌÌÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ×Ù�ÕËÌ-ÙÈ ÆÉÇÕÒ K1;K2; : : : ;Km ⊂ Rn ÌÀÂÙÅ (n + 1) ÆÉÇÕÒ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ, ×ÓÅ



úÁÄÁÞÉ Ë §14 259É ×ÓÅ m ÆÉÇÕÒ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ1, Á ÔÁËÖÅ �ÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒÙ, �ÏËÁÚÙ×ÁÀ-ÝÉÅ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÎÅÌØÚÑ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ, Á ÞÉÓÌÏ n+1 ÎÅÌØÚÑ ÕÍÅÎØÛÉÔØ.úÁÄÁÞÁ 14.32. ÷ÅÒÎÁ ÌÉ ÔÅÏÒÅÍÁ èÅÌÌÉ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ Á) ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈÂ) ÎÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÆÉÇÕÒ?úÁÄÁÞÁ 14.33. ðÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ × ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å A ÎÁÄ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ x ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �(x) > , ÇÄÅ  ∈ R, � ∈ V ∗ . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ ÁÆÆÉÎ-ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÄ�ÏËÒÙÔÉÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅÉÚ n+ 1 �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.úÁÄÁÞÁ 14.34 (ÔÅÏÒÅÍÁ àÎÇÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ �ÌÏÓËÁÑ ËÌÑËÓÁ ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ2
6 1 ÚÁËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÌÀÄ�ÅÍ ÒÁÄÉÕÓÁ 1=√3, É �ÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁÎÁ ËÌÑËÓÙ Â�ÏÌØÛÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ.úÁÄÁÞÁ 14.35. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Å×ËÌÉÄÏ×Ï ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ %(p; q) = |−→pq| ÎÁ Rn ËÁË ÆÕÎË�ÉÀÄ×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ % : Rn × Rn - R . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ, ÉÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ %′(p; q) : Rn×Rn - R × ÔÏÞËÅ (p; q) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ×ÅËÔÏÒ (−→v ;−→w ) �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ:%′(p; q)[−→v ;−→w ℄ = (−→pq ; −→w −−→v )%(p; q) = |−→w | os(')− |−→v | os( ) ;ÇÄÅ ' | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ −→w É −→pq, Á  | ÍÅÖÄÕ −→v É −→pq.

1ÏÄÉÎ ÉÚ Ó�ÏÓÏÂÏ× | ÉÎÄÕË�ÉÑ �Ïm, ÎÁÞÉÎÁÑ Óm = n+2, ÎÏ ÂÕÄØÔÅ ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÙ: ×ÏÚÍÏÖ-ÎÏ, ÞÔÏ ÎÅ ×ÓÅ (n+2) ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ × �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ ×ÓÅÈ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÉÚ (n+1) ÆÉÇÕÒ, ÓÌÕÖÁÔ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ Ó×ÏÅÊ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ (× ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÌÅÚÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑÓ n = 2; 3)2ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÍÅÖÄÕÅ£ ÔÏÞËÁÍÉ



§15. çÒÕ��Ù15.1. çÒÕ��Ù �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. íÏÄÅÌØÎÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ ÎÅÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ�� |ÜÔÏ ÇÒÕ��Ù �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. îÁ�ÏÍÎÉÍ (ÓÍ. n◦ 1.6), ÞÔÏ ÎÅ�ÕÓÔÏÊ ÎÁÂÏÒ G ×ÚÁ-ÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X × ÓÅÂÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X, ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ g ∈ G × GÌÅÖÉÔ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g−1, Á ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÑÍÉ f; g ∈ G × G ÌÅÖÉÔ É ÉÈ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ fg. üÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔ,ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ IdX ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ × G, �ÏÓËÏÌØËÕ IdX = g−1gÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G .åÓÌÉ ÇÒÕ��Á G ËÏÎÅÞÎÁ, ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÎÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ |G| É ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ �ÏÒÑÄËÏÍ ÇÒÕ��Ù G. äÌÑ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÙ �ÉÛÅÍ gx ×ÍÅÓÔÏ g(x)ÄÌÑ g ∈ G, x ∈ X.15.1.1. ïÒÂÉÔÙ. óÏ ×ÓÑËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ G ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X Ó×Ñ-ÚÁÎÏ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ x∼G y ÎÁ X, ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ y = gx ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏg ∈ G. éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ: ÏÎÏ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ x = IdXx, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-ÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ y = gx ⇐⇒ x = g−1y, É ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ y = gx Éz = hy ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ z = (hg)x.ëÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x ∈ X �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ∼G ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Gx ÉÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÂÉÔÏÊ x �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ G. ïÎ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË, ËÏÔÏÒÙÅÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ x, �ÒÉÍÅÎÑÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÉÚ ÇÒÕ��Ù G. éÚÏÂÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÙ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÔÏÞÅË ÉÌÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÉÌÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏÒÂÉÔ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÆÁËÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X �Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÀ ÇÒÕ��Ù G É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ X=G .15.1.2. ðÒÉÍÅÒ: ÄÌÉÎÁ ÏÒÂÉÔÙ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ×ÏÒÂÉÔÅ (ÅÓÌÉ ÏÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Å£ ÄÌÉÎÏÊ. ÷ÓÅ ÏÒÂÉÔÙ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��ÙÉÍÅÀÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÄÌÉÎÕ. þÔÏÂÙ Ó×ÑÚÁÔØ |Gx| Ó |G| ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ2 evx : G g 7→gÈ-- Gx : (15-1)óÌÏÊ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÉ x.ïÎ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ x ÎÁ ÍÅÓÔÅ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑStabG(x) = {g ∈ G | gx = x} (15-2)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.1. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ StabG(x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ × ÇÒÕ��Å G.óÌÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (15-1) ÎÁÄ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÔÏÞËÏÊ y ∈ Gx ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ x × y É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÓËÏÌØËÏ1ÜÔÏ ÌÅÇËÏ Õ×ÉÄÅÔØ É ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ: ÅÓÌÉ gx = hy ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ g; h ∈ G, ÔÏ x = g−1hyÉ ∀ f ∈G fx = fg−1hy ∈ Gy, Ô. Å. Gx ⊂ Gy; �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ Gx ⊃ Gy ÓÌÅÄÕÅÔÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á y = h−1gx2�ÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË �ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ�ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ260



15.1.çÒÕ��Ù �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ 261Stab(x), �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÌÅ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ×ÙÂÒÁÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ f : x 7→ y É ÎÁ ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅf−1 : y 7→ x Lf : {g ∈ G | gx = x} g 7→fg - {h ∈ G | hx = y}Lf−1 : {h ∈ G | hx = y} g 7→f−1g - {g ∈ G | gx = x}ÏÂÒÁÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÂÉÅËÔÉ×ÎÙ. íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÁÖ-ÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 15.1 (ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÄÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔÙ)äÌÉÎÁ ÏÒÂÉÔÙ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ �ÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÎÁ ÎÅ£ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ G ÒÁ×ÎÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ �ÏÒÑÄËÁ ÇÒÕ��Ù Ë �ÏÒÑÄËÕ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ: |G(x)| = |G| : |StabG(x)| . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÉÎÙ ×ÓÅÈ ÏÒÂÉÔ É �ÏÒÑÄËÉÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏ× ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ �ÏÒÑÄËÁ ÇÒÕ��Ù. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 15.1óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÙ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ × ÏÄÎÏÊ ÏÒÂÉÔÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù, ÉÍÅÀÔÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ �ÏÒÑÄÏË. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.2 (ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÓÔØ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏ×). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ) ÇÒÕ��Ù G ⊂ Aut (X) É ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈÔÏÞÅË x É y = f(x), ÌÅÖÁÝÉÈ × ÏÄÎÏÊ ÏÒÂÉÔÅ, ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ fAdf : g 7−→ fgf−1ÚÁÄÁ£Ô ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ��1 Adf : StabG(x) ∼- StabG(y) .15.1.3. çÒÕ��Ù ÆÉÇÕÒ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÉÇÕÒÙ � ⊂ R3 , ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � - �,�ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ � ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÏ× R3 - R3, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ ÆÉÇÕÒÕ � × ÓÅÂÑ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÊ ÆÉÇÕÒÙ �. íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÕ ÇÒÕ��Õ �ÏÌÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÆÉÇÕÒÙ �É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ O� . ðÏÄÇÒÕ��Õ SO� ⊂ O�, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÉÎÄÕ�É-ÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ R3 - R3, ÍÙ ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÆÉÇÕÒÙ �.åÓÌÉ ÆÉÇÕÒÁ � ⊂ R3 ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ � ⊂ R3, ÔÏ ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÆÉÇÕÒÙ � ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÏÌÎÏÊ: ÂÅÒÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅ-ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÉÚ ÇÒÕ��Ù ÆÉÇÕÒÙ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ �, ÍÙ�ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÆÉÇÕÒÕ � ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ,ËÁË É ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.3. éÚÇÏÔÏ×ØÔÅ ÍÏÄÅÌÉ �ÑÔÉ �ÌÁÔÏÎÏ×ÙÈ ÔÅÌ | ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, ÏË-ÔÁÜÄÒÁ, ËÕÂÁ, ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ É ÉËÏÓÁÜÄÒÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 15⋄4 { ÒÉÓ. 15⋄6 ÎÉÖÅ).1Ô. Å. ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ É �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÉÈ ÏÂÒÁÚÏ×



262 §15.çÒÕ��Ù15.1.4. ðÒÉÍÅÒ: ÇÒÕ��Ù ÄÉÜÄÒÏ×. çÒÕ��Á �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ �ÌÏÓËÏÇÏ n-ÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ, ÌÅÖÁÝÅÇÏ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R3 ÔÁË, ÞÔÏ ÅÇÏ �ÅÎÔÒ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÎÕÌÅ, ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Dn É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÔÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÄÉÜÄÒÁ.ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÄÉÜÄÒ | Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉË | ×ÏÚÎÉËÁÅÔ �ÒÉ n = 2. üÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-

òÉÓ. 15⋄1. çÒÕ��Á Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉËÁ D2.
ÎÁÑ ÌÕÎÏÞËÁ Ó Ä×ÕÍÑ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, ÉÚÏÂÒÁÖ£ÎÎÁÑ ÎÁ ÒÉÓ. 15⋄1. çÒÕ��Õ D2 ÔÁËÏÊÌÕÎÏÞËÉ1 ÉÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ËÁËÓ ÇÒÕ��Õ Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÏËÒÕÇ ÌÕÎÏÞ-ËÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÌÉ ËÁË ÇÒÕ��Õ×�ÉÓÁÎÎÏÇÏ × ÎÅ£ ÒÏÍÂÁ, ÅÓÌÉ ÔÏÌØ-ËÏ ÏÎÉ ÎÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ.üÔÁ ÇÒÕ��Á ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÔÒ£È �Ï-×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ 180◦ ×ÏËÒÕÇ �ÅÒ�ÅÎÄÉ-ËÕÌÑÒÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÏÓÅÊ, ÏÄÎÁ ÉÚËÏÔÏÒÙÈ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÙÌÕÎÏÞËÉ, ÄÒÕÇÁÑ | ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ Å£ ÓÔÏÒÏÎ, Á ÔÒÅÔØÑ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ �ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ ÌÕÎÏÞËÉ É �ÒÏÈÏÄÉÔ Å£ �ÅÎÔÒ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÏÅ ÎÅÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÄÉÜÄÒÁÌØÎÏÊ ÌÕÎÏÞËÉ ÄÏÌÖÎÏ ÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ ÌÉÂÏ Å£ ÓÔÏÒÏ-ÎÙ, ÌÉÂÏ Å£ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÌÉÂÏ ÔÏ É ÄÒÕÇÏÅ ÓÒÁÚÕ, Á ÒÏ×ÎÏ ÜÔÏ É �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÒÉÔÒ£È �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ �Ï×ÏÒÏÔÁÈ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.4. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ D2 ≃ Z=(2)⊕ Z=(2).
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òÉÓ. 15⋄2. ïÓÉ ÄÉÜÄÒÏ× ÄÌÑ n = 4; 5; 6.äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ n > 2 ÇÒÕ��Á ÄÉÜÄÒÁ Dn ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 2n Ä×ÉÖÅÎÉÊ: n�Ï×ÏÒÏÔÏ× ×ÏËÒÕÇ �ÅÎÔÒÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÕÇÌÙ 2�k=n Ó k = 0; 1; : : : ; (n−1)(�ÒÉ k = 0 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ) É n ÏÓÅ×ÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ(Ô. Å. �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ 180◦ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ �ÒÉÎÅÞ£ÔÎÏÍ n ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ É ÓÅÒÅÄÉÎÕ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Á �ÒÉ Þ£ÔÎÏÍn| ÞÅÒÅÚ �ÁÒÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ É ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈÓÔÏÒÏÎ (Í. ÒÉÓ. 15⋄2).1ÄÉÜÄÒÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á D2 ÉÎÏÇÄÁ ÅÝ£ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÅÔ×ÅÒÔÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ëÌÅÊÎÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÁ-ÅÔÓÑ V4



15.1.çÒÕ��Ù �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ 263÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, n ×ÅÒÛÉÎ ÄÉÜÄÒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÄÎÕ ÏÒÂÉÔÕ ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ù, É ÓÔÁ-ÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ, ÏÓÔÁ-×ÌÑÀÝÅÇÏ Ä×Å ÓÏÓÅÄÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÁ ÍÅÓÔÅ, É ÏÓÅ×ÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÍÅÎÑÀÝÅÊ ÉÈÍÅÓÔÁÍÉ. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ÄÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔÙ (ÔÅÏÒ. 15.1 ÎÁ ÓÔÒ. 261) |Dn| = 2n,É ÚÎÁÞÉÔ, ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ËÒÏÍÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÉÏÔÒÁÖÅÎÉÊ × Dn ÎÅÔ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÇÒÕ��Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ D3 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÛÅÓÔÉ Ä×ÉÖÅÎÉÊ: ÔÏÖÄÅ-
1

2 3
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òÉÓ. 15⋄3. çÒÕ��ÁÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

ÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ, Ä×ÕÈ �Ï×ÏÒÏÔÏ× � , �−1 ÎÁ ±120◦ ×ÏËÒÕÇ �ÅÎÔÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÔÒ£ÈÏÓÅ×ÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ �ij ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅÇÏ ÍÅÄÉÁÎ(ÓÍ. ÒÉÓ. 15⋄3).åÓÌÉ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÞÉÓÌÁÍÉ 1, 2, 3 É ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ËÁÖÄÏÍÕ Ä×ÉÖÅ-ÎÉÀ ÉÚ ÇÒÕ��Ù ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÍÕÀÉÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ×ÅÒÛÉÎ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ D3 ⊂ - S3 = Aut ({1; 2; 3}) : (15-3)ÉÚ ÇÒÕ��Ù D3 × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕ��Õ S3 . ðÏ-ÓËÏÌØËÕ ×ÅËÔÏÒÙ, ÉÄÕÝÉÅ ÉÚ �ÅÎÔÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ × ×ÅÒÛÉÎÙ, ÌÉÎÅÊÎÏ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ R2, Ï�Å-ÒÁÔÏÒ, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁÍÅÓÔÅ, ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ.�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (15-3) ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ, Á ÔÁË ËÁË �ÏÒÑÄÏË ÏÂÅÉÈ ÇÒÕ��ÒÁ×ÅÎ 6, ÏÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ �Ï×ÏÒÏÔÙ ÎÁ ±120◦ ÏÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ (2; 3; 1) , (3; 1; 2) , Á ÏÓÅ×ÙÅ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÉ | Ó ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÑÍÉ �23 = (1; 3; 2) , �13 = (3; 2; 1) , �12 = (2; 1; 3) .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.5. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÔÁÂÌÉ�Ù ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÇÒÕ�� D3, D4 É D5, ÁÎÁÌÏ-ÇÉÞÎÙÅ ÔÁÂÌÉ�Å (1-25) ÎÁ ÓÔÒ. 16.15.1.5. ðÒÉÍÅÒ: ÇÒÕ��Á ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ. ðÏÌÎÁÑ ÇÒÕ��Á �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁ-ÜÄÒÁ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 24 = 4 · 6 Ä×ÉÖÅÎÉÊ, �ÏÓËÏÌØËÕ 4 ×ÅÒÛÉÎÙÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÏÄÎÕ ÏÒÂÉÔÕ ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ù, Á ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ×ÅÒÛÉÎÙ ÅÓÔØÛÅÓÔÉÜÌÅÍÅÎÔÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (Á ÉÍÅÎÎÏ, �ÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÅÊ ÜÔÏÊ ×ÅÒ-ÛÉÎÅ ÇÒÁÎÉ).óÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 12 = 4 · 3 Ä×ÉÖÅÎÉÊ: 4 ×ÅÒÛÉÎÙÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÏÄÎÕ ÏÒÂÉÔÕ É ÄÌÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��Ù, ÎÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��Å ÓÏÓÔÏÉÔ ×ÓÅÇÏ ÉÚ ÔÒ£È Ä×ÉÖÅÎÉÊ | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ É Ä×ÕÈ�Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ ÕÇÌÙ ±120◦ ×ÏËÒÕÇ �ÒÑÍÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ×ÅÒÛÉÎÕ Ó �ÅÎÔÒÏÍ�ÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÅÊ ÇÒÁÎÉ (ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ × �ÌÏÓËÏÓÔÑÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕÉ ÏÓØ �ÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÅÊ ÇÒÁÎÉ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ).ðÏÌÎÙÊ Ó�ÉÓÏË ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÔÁËÏ×: ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ, 4 · 2 = 8 �Ï-×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ ÕÇÌÙ ±120◦ ×ÏËÒÕÇ �ÒÑÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ É �ÅÎÔÒ



264 §15.çÒÕ��Ù�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ ÇÒÁÎÉ, Á ÔÁËÖÅ 3 �Ï×ÏÒÏÔÁ ÎÁ 180◦ ×ÏËÒÕÇ �ÒÑÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑ-ÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ Ò£ÂÅÒ (ÓÍ. ÒÉÓ. 15⋄4).÷ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��Å, �ÏÍÉÍÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ �Ï×ÏÒÏÔÏ×, ÉÍÅÅÔÓÑ 6 ÏÔ-
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òÉÓ. 15⋄4. ðÌÏÓËÏÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ �34É ÏÓØ �Ï×ÏÒÏÔÁ ÎÁ 180◦(ÒÁ×ÎÏÇÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ �12�34).

ÒÁÖÅÎÉÊ × �ÌÏÓËÏÓÔÑÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÒÅÂÒÏ É ÓÅÒÅÄÉÎÕ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÇÏË ÎÅÍÕ ÒÅÂÒÁ. þÔÏÂÙ Ï�ÉÓÁÔØ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ 6 ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÔÅÔÒÁ-ÜÄÒÁ, ÚÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÞÉÓÌÁÍÉ1, 2, 3, 4 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅ �ÏÌ-ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÕÀ ÇÒÕ��Õ S4, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ Ä×É-ÖÅÎÉÀ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÍÕÀ ÉÍ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ×ÅÒÛÉÎ. ëÁË É ÄÌÑ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÎßÅËÔÉ×-ÎÏ1.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �ij ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÔÅ-ÔÒÁÜÄÒÁ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚÓÅÒÅÄÉÎÕ ÒÅÂÒÁ [i; j℄ É �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖ-ÎÏÅ ÒÅÂÒÏ. ûÅÓÔØ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ �ij �ÅÒÅ-ÈÏÄÑÔ × ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÉ ÂÕË× i É j. ðÏ-×ÏÒÏÔÙ ÎÁ ±120◦, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÓÏ-ÂÏÊ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ �ij�jk Ó�Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ i , j , k, �ÅÒÅÈÏÄÑÔ× �ÉËÌÉÞÅÓËÉÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÂÕË× i , j ,k. �ÒÉ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÎÁ ±180◦ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ ÏÓÅÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÓÅÒÅÄÉÎÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ Ò£ÂÅÒ, ÜÔÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÅÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÉ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÁÒ ÂÕË×:�12�34 = (2; 1 ; 4; 3) ; �13�24 = (3; 4 ; 1; 2) ; �14�23 = (4; 3 ; 2; 1) :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.6. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÔÒÉ �Ï×ÏÒÏÔÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÅÔ×ÅÒÔÎÕÀ ÇÒÕ��Õ ëÌÅÊÎÁ V4 = D2 = Z=(2)⊕ Z=(2).÷ ÉÔÏÇÅ, �ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÅ� ÛÅÓÔØ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÄÏÌÖÎÙ ÏÔ×Å-ÞÁÔØ ÛÅÓÔÉ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍ ×ÅÒÛÉÎ:
|1234〉 ; |1243〉 ; |1324〉 ; |1342〉 ; |1423〉 ; |1432〉 :çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÏÎÉ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ �Ï×ÏÒÏÔÁÍÉ ÎÁ ±90◦ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÙÈ,�ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ Ò£ÂÅÒ Ó �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÔÒÁÖÅ-ÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ É �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ�Ï×ÏÒÏÔÁ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.7. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ ÜÔÉ 6 Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÞÅÒÅÚ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ × �ÌÏÓËÏÓÔÑÈ.1×ÅËÔÏÒÙ, ÉÄÕÝÉÅ ÉÚ �ÅÎÔÒÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ × ×ÅÒÛÉÎÙ, ÌÉÎÅÊÎÏ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ R3). ðÏÓËÏÌØËÕ

|S4| = 24, ÜÔÏ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ



15.2.áÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ ÇÒÕ��Ù 26515.1.6. ðÒÉÍÅÒ: �ÏÌÎÁÑ É ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÇÒÕ��Ù ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ. óÏÂÓÔ×ÅÎ-ÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 15⋄5) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 6 · 4 = 24 �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ ÕÇÌÙ2�k=5 (ÇÄÅ k = 1; 2; 3; 4) ×ÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒÙ �ÒÏÔÉ×Ï�Ï-ÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, 10 · 2 = 20 �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ ÕÇÌÙ ±2�=3 ×ÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ,�ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, 15 �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ 180◦ ×ÏËÒÕÇÏÓÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ Ò£ÂÅÒ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, É ÔÏ-ÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. ÷ �ÏÌÎÏÊ ÇÒÕ��Å ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ �ÏÍÉÍÏ ÜÔÉÈ 60Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÉÈ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ Ó �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ�ÅÎÔÒÁ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ.

òÉÓ. 15⋄5. äÏÄÅËÁÜÄÒ. òÉÓ. 15⋄6. éËÏÓÁÜÄÒ.õÂÅÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÉÍÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÇÒÕ��Ù ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÉÓÞÅÒ-�Ù×ÁÀÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÒÏ×ÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ×ÙÛÅ | ×ÙÞÉÓÌÉ× �ÏÒÑÄËÉ ÏÂÅÉÈ ÇÒÕ���Ï ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ÄÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔÙ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÅÎÔÒÙ ÇÒÁÎÅÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÏÂÒÁÚÕ-ÀÔ ÏÄÎÕ ÏÒÂÉÔÕ ÄÌÉÎÙ 12. óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ �ÅÎÔÒÁ ÇÒÁÎÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ Ä×É-ÖÅÎÉÊ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ ÜÔÕ ÇÒÁÎØ × ÓÅÂÑ. ÷ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��Å ÏÎ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ10 Ä×ÉÖÅÎÉÊ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÇÒÕ��Õ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ | �ÑÔÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ �Ï-×ÏÒÏÔÏ× ×ÏËÒÕÇ �ÒÑÍÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ �ÅÎÔÒ ÇÒÁÎÉ Ó �ÅÎÔÒÏÍ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, É�ÑÔÉ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ × �ÌÏÓËÏÓÔÑÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÏÓØ ÇÒÁÎÉ É�ÅÎÔÒ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��Å �ÏÒÑÄÏË ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏ-ÒÁ ÇÒÁÎÉ ÒÁ×ÅÎ 5. éÔÁË, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 12 · 5 = 60,Á ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ | ÉÚ 12 · 10 = 60 Ä×ÉÖÅÎÉÊ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.8. ðÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ �ÏÌÎÙÅ ÇÒÕ��Ù ËÕÂÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 15⋄7), ÏËÔÁÜÄÒÁ(ÓÍ. ÒÉÓ. 15⋄8) É ÉËÏÓÁÜÄÒÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 15⋄6) ÓÏÓÔÏÑÔ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ 48, 48 É120 Ä×ÉÖÅÎÉÊ, Á ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ | ÉÚ 24, 24 É 60.15.2. áÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ ÇÒÕ��Ù. íÎÏÖÅÓÔ×Ï G, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ G × G - G , ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (g1; g2) ∈G × G ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g1g2 ∈ G, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ



266 §15.çÒÕ��ÙÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á:ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ: ∀ f; g; h ∈ G (fg)h = f(gh) (15-4)ÎÁÌÉÞÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù: ∃ e ∈ G : ∀ g ∈ G eg = ge = g (15-5)ÎÁÌÉÞÉÅ ÏÂÒÁÔÎÙÈ : ∀ g ∈ G ∃ g−1 ∈ G : gg−1 = g−1g = e (15-6)çÒÕ��Á, × ËÏÔÏÒÏÊ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ: ∀ f; g ∈ G fg = gf (15-7)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ (ÉÌÉ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ). ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÇÒÕ��Å G(ÅÓÌÉ ÏÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÒÑÄËÏÍ ÇÒÕ��Ù G É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ |G| .

òÉÓ. 15⋄7. ëÕÂ. òÉÓ. 15⋄8. ïËÔÁÜÄÒ.15.2.1. ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ. üÌÅÍÅÎÔ e, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏ-ÇÏ �ÏÓÔÕÌÉÒÕÅÔÓÑ × (15-5), Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈÄ×ÕÈ ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× e′ É e′′ ÉÍÅÅÍ e′ = e′e′′ = e′′.ó×ÏÊÓÔ×Ï (15-6) ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÓÌÁÂÉÔØ ÄÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÄÌÑËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ G ÌÅ×ÏÇÏ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ f : fg = e É �ÒÁ×ÏÇÏ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏh: gh = e, ÎÅ ÔÒÅÂÕÑ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÓÏ×�ÁÄÁÌÉ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï f =h ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ, �ÏÓËÏÌØËÕ f = fe = f(gh) = (fg)h =eh = h . üÔÏ ÖÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g−1 = f = hÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï g ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. íÉÎÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÇÒÕ��ÕÍÏÖÎÏ É ÄÁÌØÛÅ:õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.9. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ × ÕÓÌÏ×ÉÉ (15-5) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÓÕÝÅ-ÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÏÄÎÏÊ ÔÏÌØËÏ ÌÅ×ÏÊ ÅÄÉÎÉ�Ù (Ô. Å. ÔÁËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ e, ÞÔÏ ∀ g ∈ Geg = g), Á × ÕÓÌÏ×ÉÉ (15-6) | ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ÔÏÌØËÏ ÌÅ×ÏÇÏ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ.15.2.2. ðÏÄÇÒÕ��Ù.ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏH ⊂ G × ÇÒÕ��Å G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÄÇÒÕ�-�ÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÇÒÕ��Õ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ, ÉÍÅÀÝÅÊÓÑ× G. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ h ∈ H ⇒ h−1 ∈ H É h1; h2 ∈ H ⇒ h1h2 ∈ H . ðÒÉ ÜÔÏÍÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ e ∈ G Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÏËÁÖÅÔÓÑ × H, ÔÁË ËÁË e = hh−1 ÄÌÑ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ h ∈ H, É ×ÓÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á (15-4){(15-6) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÂÕÄÕÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.10. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÇÒÕ��Å G



15.2.áÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ ÇÒÕ��Ù 267Á) (g1g2 · · · gk)−1 = g−1k · · · g−12 g−11Â) �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÏÄÇÒÕ�� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ×) H ⊂ G �ÏÄÇÒÕ��Á ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ h1; h2 ∈ H ⇒ h1h−12 ∈ H .15.2.3. ðÒÉÍÅÒ: �ÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕ��Ù É �ÏÄÇÒÕ��Ù. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁ g �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÇÒÕ��Ù G �ÏÌÏÖÉÍ g0 = e É g−n = (g−1)n. �ÏÇÄÁ ×ÓÅ �Å-ÌÙÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ gm ÓÏÓÔÁ×ÑÔ × G �ÏÄÇÒÕ��Õ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄ-ÇÒÕ��ÏÊ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ g É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ 〈g〉 . üÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ�ÏÄÇÒÕ��Á × G, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ g . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÁÂÅÌÅ×Á É, ÂÕÄÕÞÉ ÁÂÅÌÅ×ÏÊÇÒÕ��ÏÊ Ó ÏÄÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ, ÇÒÕ��Á 〈g〉 ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÌÉÂÏ Z, ÌÉÂÏ Z=(n).÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, 〈g〉 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ'g : Z - G ;�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÇÏ m × gm. åÓÌÉ ker'g = 0, ÔÏ 'g : Z ∼- 〈g〉 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÏÍ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ g ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË É �ÉÛÕÔord g = ∞. åÓÌÉ ker'g 6= 0, ÔÏ ker'g = (n), ÇÄÅ n ∈ N | ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ gn = e , É 〈g〉 = im'g = Z=(n) . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ �ÏÒÑÄÏËÜÌÅÍÅÎÔÁ g ÒÁ×ÅÎ n É �ÉÛÕÔ ord (g) = n.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ÍÏÖÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔØ ÌÉÂÏ ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ n ∈ N, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ gn = e, ÌÉÂÏ ËÁË �ÏÒÑÄÏË |〈g〉|× �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ G.çÒÕ��Á G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ × ÎÅÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ GÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕ��Ù Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÅÇÏ �ÅÌÙÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÑÍÉ, Ô. Å. G = 〈g〉.üÌÅÍÅÎÔ g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù G.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, É ×ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ±1 .áÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á ×ÙÞÅÔÏ× Z=(10) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, É × ËÁÞÅÓÔ×ÅÅ£ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ËÌÁÓÓÏ× [±1℄6, [±3℄6(ÏÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ 6 ËÌÁÓÓÏ× ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ×ÙÞÅ-ÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ 7 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ É �ÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ Å£ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÙ.ìÅÍÍÁ 15.1üÌÅÍÅÎÔ h = gk ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ�-�Ù G = 〈g〉 �ÏÒÑÄËÁ n, ËÏÇÄÁ ÎÏÄ(k; n) = 1 .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ 〈h〉 ⊂ 〈g〉 , ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÅ 〈h〉 ⊂ 〈g〉 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ,ÞÔÏ ordh > n. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï hm = gmk = e ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ mk ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n . ðÒÉÎÏÄ(n; k) = 1 ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ m ÄÅÌÑÝÅÍÓÑ ÎÁ n, ÔÁË ÞÔÏ × ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ ordh > n . åÓÌÉ ÖÅ n = n1d É k = k1d Ó d > 1, ÔÏ hn1 = gkn1 = gnk1 = e,Ô. Å. ordh 6 n1 < n . �



268 §15.çÒÕ��Ù15.2.4. ðÒÉÍÅÒ: �ÉËÌÙ × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å Sn. ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ� ∈ Sn ;�Ï ËÒÕÇÕ �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÁÑ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ m > 2 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×1i1 → i2 → · · · → im−1 → im → i1 (15-8)É ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÉËÌÏÍ ÄÌÉÎÙ m.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.12. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ k-ÔÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ �ÉËÌÁ ÄÌÉÎÙm Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÏÍÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÏÄ(k;m) = 1 .ãÉËÌ (15-8) ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ� = |i1; i2; : : : ; im〉 ; (15-9)ÎÅ ÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ �ÉËÌ (15-8) ÉÍÅÅÔ m ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÁ�ÉÓÅÊ(15-9), �ÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.13. óËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ × Sn ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÉËÌÏ× ÄÌÉÎÙ k ?�ÅÏÒÅÍÁ 15.2ëÁÖÄÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ g ∈ Sn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÉËÌÏ×:g = �1�2 · · · �k : (15-10)ìÀÂÙÅ Ä×Á �ÉËÌÁ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙ: �i�j = �j�i, É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ(15-10) ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �ÉËÌÏ× ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÎÏÖÅÓÔ×Ï X = {1; 2; : : : ; n} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÚßÀÎËÔÎÙÍ ÏÂß-ÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÏÒÂÉÔ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù 〈g〉. ëÁÖÄÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄx g7−→ g(x) g7−→ g2(x) g7−→ g3(x) g7−→ · · · (15-11)É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÏÍ: �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ËÏÎÅÞÎÏ, × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ(15-11) ÂÕÄÕÔ �Ï×ÔÏÒÅÎÉÑ, Á ÔÁË ËÁË g �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÒÁÚÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × ÒÁÚÎÙÅ,�ÅÒ×ÙÍ ÉÚ �Ï×ÔÏÒÉ×ÛÉÈÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÎÎÏ ÓÔÁÒÔÏ×ÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x . �Á-ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ g �ÉËÌÉÞÅÓËÉ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ËÁÖÄÏÊ ÏÒ-ÂÉÔÙ ÇÒÕ��Ù 〈g〉, Ô. Å. Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÉËÌÏ×. îÁÏ-ÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ g Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÉËÌÏ×(15-10), ÔÏ ÜÔÉ �ÉËÌÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÒÂÉÔÁÍÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù 〈g〉 ÎÁÍÎÏÖÅÓÔ×Å X . îÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ �ÉËÌÙ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙ. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.14. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×Á �ÉËÌÁ �1; �2 ∈ Sn �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙ ÒÏ×ÎÏ× Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÑÈ: ÌÉÂÏ ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ËÏÇÄÁ �2 = � s1 , �ÒÉÞ£Í ×ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÁ �ÉËÌÁ ÉÍÅÀÔ ÒÁ×ÎÕÀ ÄÌÉÎÕ, ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÕÀ Ó s .1ÞÉÓÌÁ i1; i2; : : : ; im ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍÉ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÉÌÉ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍÉ



15.3.çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ 26915.2.5. ãÉËÌÏ×ÏÊ ÔÉ� �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ. îÁ�ÉÓÁÎÎÙÊ × �ÏÒÑÄËÅ ÎÅÓÔÒÏÇÏÇÏÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÎÁÂÏÒ ÄÌÉÎ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÉËÌÏ×, × ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ �Å-ÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ g ∈ Sn (×ËÌÀÞÁÑ �ÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ ÏÄÉÎ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ, ËÏ-ÔÏÒÙÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ g ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ), �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ n-ËÌÅÔÏÞÎÕÀÄÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎÇÁ. üÔÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÉËÌÏ×ÙÍ ÔÉ�ÏÍ (ÉÌÉ ÄÉÁÇÒÁÍ-ÍÏÊ �ÉËÌÏ×) �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ g É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �(g) .îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁg = (6; 5; 4; 1; 8; 3; 9; 2; 7) = |1; 6; 3; 4〉|2; 5; 8〉|7; 9〉 = 1 6 3 42 5 87 9ÉÍÅÅÔ �ÉËÌÏ×ÏÊ ÔÉ� , Ô. Å. �(6; 5; 4; 1; 8; 3; 9; 2; 7) = (4; 3; 2) . åÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ �ÉËÌÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á � = (1; 1; : : : ; 1) (ÏÄÉÎ ÓÔÏÌÂÅ� ×ÙÓÏÔÙ n)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ Id. äÉÁÇÒÁÍÍÕ � = (n) (ÏÄÎÁ ÓÔÒÏËÁÄÌÉÎÙ n) ÉÍÅÀÔ (n− 1)! �ÉËÌÏ× ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ n.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.15. óËÏÌØËÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å Sn ÉÍÅÀÔÚÁÄÁÎÎÙÊ �ÉËÌÏ×ÏÊ ÔÉ�, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; 2; : : : ; n mi �ÉËÌÏ×ÄÌÉÎÙ i ?15.2.6. ðÒÉÍÅÒ: �ÏÒÑÄÏË É ÚÎÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ. ðÏÒÑÄÏË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉg ∈ Sn ÒÁ×ÅÎ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÏÂÝÅÍÕ ËÒÁÔÎÏÍÕ ÄÌÉÎ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÉËÌÏ×,ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÏÒÑÄÏË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ(3; 12; 7; 9; 10; 4; 11; 1; 6; 2; 8; 5) = |1; 3; 7; 11; 8〉|2; 12; 5; 10〉|4; 9; 6〉 ∈ S12ÒÁ×ÅÎ 5 · 4 · 3 = 60. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÎÅÚÁ×É-ÓÉÍÙÈ �ÉËÌÏ× Õ�ÒÏÝÁÅÔ ÍÎÏÇÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÚ �ÒÁ×ÉÌÁ ÎÉÔÏÞÅË(ÓÍ. n◦ 10.2.1) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÚÎÁË �ÉËÌÁ ÄÌÉÎÙ ` ÒÁ×ÅÎ (−1)`−1. ðÏÜÔÏÍÕ �ÅÒÅ-ÓÔÁÎÏ×ËÁ Þ£ÔÎÁ , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ Þ£ÔÎÏ ÞÉÓÌÏ Å£ �ÉËÌÏ× Þ£ÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.16. îÁÊÄÉÔÅ Þ£ÔÎÏÓÔØ g = (6; 5; 4; 1; 8; 3; 9; 2; 7) ∈ S9 É ×ÙÞÉ-ÓÌÉÔÅ g15.15.3. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÕ�� ' : G1 - G2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏ-ÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ, Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈg; h ∈ G1 × ÇÒÕ��Å G2 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ '(gh) = '(g)'(h).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.17. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.�ÅÒÍÉÎÙ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ, ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÀ ÇÒÕ�� ÄÁÌÅÅ �Ï ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ ÂÕÄÕÔ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕ��.îÁÍ ÕÖÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌÏÓØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÇÒÕ��. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÇÒÕ��ÁÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å S3, Á �ÏÌÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÔÅÔÒÁ-ÜÄÒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å S4 (ÏÂÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÔÄ×ÉÖÅÎÉÀ ÆÉÇÕÒÙ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÍÕÀ ÉÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ×ÅÒÛÉÎ).



270 §15.çÒÕ��Ù15.3.1. ðÒÉÍÅÒ: ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ËÕÂÁ Ó S4. úÁÎÕÍÅÒÕ-ÅÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ËÕÂÁ �ÉÆÒÁÍÉ 1, 2, 3, 4 (ÎÁ ÒÉÓ. 15⋄9 ÏÎÉ �ÒÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÎÁ ËÏÎ�ÁÈÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ) É ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ×ÒÁÝÅÎÉÀ ËÕÂÁ ÏÓÕÝÅ-ÓÔ×ÌÑÅÍÕÀ ÉÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÕÂ : SOËÕÂ ∼- S4 : (15-12)�ÅÒÅ×ÏÄÉÔ 6 �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ ±90◦ × 6 �ÉËÌÏ× ÄÌÉÎÙ 4 �ÉËÌÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á , 8
1

2 3

4

1′

2′3′

4′òÉÓ. 15⋄9. 4 ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ É 3 �ÁÒÙ�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÁ.

�Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ ±120◦ | × 8 �ÉËÌÏ× ÄÌÉ-ÎÙ 3 �ÉËÌÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á , 3 �Ï×ÏÒÏ-ÔÁ ÎÁ ±180◦ ×ÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁ-ÎÅÊ, | × 3 �ÁÒÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÔÒÁÎÓ�Ï-ÚÉ�ÉÊ �ÉËÌÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á , Á 6 �Ï×ÏÒÏ-ÔÏ× ÎÁ 180◦ ×ÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ Ò£-ÂÅÒ, | × 6 �ÒÏÓÔÙÈ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ �É-ËÌÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á . �ÁË ËÁË ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑÇÒÕ��Á ËÕÂÁ �Ï Õ�Ò. 15.8 ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÅÔ-ÓÑ ÜÔÉÍÉ 24 �Ï×ÏÒÏÔÁÍÉ, Á S4 | �Å-ÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ, ÇÏÍÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ (15-12) ÂÉÅËÔÉ×ÅÎ.15.3.2. ó×ÏÊÓÔ×Á ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×. ìÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ��' : G1 - G2�ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉ�Õ e1 ÇÒÕ��Ù G1 × ÅÄÉÎÉ�Õ e2 ÇÒÕ��Ù G2. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,' (e1)' (e1) = ' (e1e1) = ' (e1)É, ÕÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ ' (e1)−1 ∈ G2, �ÏÌÕÞÁÅÍ ' (e1) = e2.äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ' (g−1) = '(g)−1, �ÏÓËÏÌØËÕ' (g−1)'(g) = ' (g−1g) = ' (e1) = e2 :óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ G1 - G2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ× ÇÒÕ��Å G2 .ðÏÌÎÙÊ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÅÄÉÎÉ�Ù e2 ∈ G2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ' ÉÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ker' def= '−1 (e2) = {g ∈ G1 | '(g1) = e2} :ñÄÒÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ × G1, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× '(g) = e2 É '(h) = e2×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï '(gh) = '(g)'(h) = e2e2 = e2, Á ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á '(g) = e2 |ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï '(g−1) = '(g)−1 = e−12 = e2 .



15.3.çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ 271ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.1ëÁÖÄÙÊ ÎÅ�ÕÓÔÏÊ ÓÌÏÊ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕ�� ' : G1 - G2 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÑÄÒÏÍ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ '(g1) = g2. åÓÌÉ h ∈ ker', Ô. Å. '(h) = e2, ÔÏ '(g1h) ='(g1)'(h) = g2. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÌÅ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ g1: h 7→ g1h �Å-ÒÅ×ÏÄÉÔ ker' × ÓÌÏÊ '−1(g2) . îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ g ∈ '−1(g2) , Ô. Å. '(g) = g2, ÔÏ'(g−11 g) = '(g1)−1'(g) = e2 , É ÚÎÁÞÉÔ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÌÅ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ g−11 :g 7→ g−11 g �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÓÌÏÊ ' ÎÁÄ g2 × ker' . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ Ä×Á ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ1 '−1(e2) hg1h -� g−11 gg '−1(g2) ;ËÏÔÏÒÙÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÂÒÁÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. ðÏ �ÒÅÄÌ. 1.4 ÏÂÁ ÏÎÉ ÂÉÅËÔÉ×ÎÙ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 15.2äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ�� G1 '- G2 ÂÙÌ ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÌÏÓØ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 15.3äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕ�� G1 '- G2 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
|im (')| = |G1|=| ker(')| : (15-13)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÏÒÑÄÏË ÑÄÒÁ É �ÏÒÑÄÏË ÏÂÒÁÚÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ �ÏÒÑÄËÁÇÒÕ��Ù |G1|. �15.3.3. ðÒÉÍÅÒ: Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ S4 -- S3. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÔÒÉ ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏ-ÅÄÉÎÑÀÝÉÅ �ÅÎÔÒÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÁ (ÎÁ ÒÉÓ. 15⋄9 | �ÒÏÚÒÁÞ-ÎÙÅ, Ó×ÅÔÌÙÅ É Ô£ÍÎÙÅ) �ÉÆÒÁÍÉ 1, 2, 3 É ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ×ÒÁÝÅÎÉÀ ËÕÂÁÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÍÕÀ ÉÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÜÔÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ×. ðÏÌÕÞÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ËÕÂÁ × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕ��Õ S3.' : SOËÕÂ - S3 (15-14)åÇÏ ÑÄÒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÒÁÝÅÎÉÊ, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÔÒ£È �ÅÒ�ÅÎ-ÄÉËÕÌÑÒÎÙÈ ÏÓÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ. ëÒÏÍÅÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÔÁËÉÈ ×ÒÁÝÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÔÒÉ | �Ï-×ÏÒÏÔÙ ÎÁ ±180◦ ×ÏËÒÕÇ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÓÅÊ. ÷ÍÅÓÔÅ Ó ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ ÇÒÕ��Å Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉËÁ D2 ÉÚ�ÒÉÍÅÒÁ n◦ 15.1.4. ðÏÜÔÏÍÕ | ker'| = 4, É �Ï (15-13) |im'| = 24=4 = 6 = |S3| .�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ' Ü�ÉÍÏÒÆÅÎ, É �ÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÉÚ S3 ÄÏÌ-ÖÅÎ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÒÏ×ÎÏ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È �Ï×ÏÒÏÔÏ× ËÕÂÁ. üÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË: 8 �Ï-×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ ±120◦ ×ÏËÒÕÇ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ �ÅÒÅÊÄÕÔ × Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÉËÌÁ ÄÌÉÎÙ1ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ ÓÒÁ×ÎÉÔØ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÄÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔÙ(ÔÅÏÒ. 15.1 ÎÁ ÓÔÒ. 261)



272 §15.çÒÕ��Ù3, Á 6 �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ 180◦ ×ÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ �ÒÏÔÉ×Ï�Ï-ÌÏÖÎÙÈ Ò£ÂÅÒ É 6 �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ ±90◦ �ÅÒÅÊÄÕÔ × ÔÒÉ �ÉËÌÁ ÄÌÉÎÙ 2.ðÒÉÎÉÍÁÑ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (15-14) ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��Ù Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ S4, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍS4 -- S3 (15-15)ÑÄÒÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ 3 �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ(2; 1; 4; 3) ; (3; 4; 1; 2) ; (4; 3; 2; 1)�ÉËÌÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á É ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.18. ñ×ÎÏ Ï�ÉÛÉÔÅ ÏÂÒÁÚ É �ÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �ÒÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ (15-15) .15.3.4. úÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÇÒÕ��Ù. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ Þ£ÔÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏËÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÑÄÒÏ ÚÎÁËÏ×ÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁsgn : Sn -- {±1} ;É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ × Sn �ÏÒÑÄËÁ n!=2. ðÏ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÍ �ÒÉÞÉ-ÎÁÍ1 ÜÔÁ �ÏÄÇÒÕ��Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÔÏÊ ÚÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ (ÉÌÉ ÇÒÕ��ÏÊÞ£ÔÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ2An def= ker(sgn) ⊂ Sn :15.3.5. ðÒÉÍÅÒ: Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍSOÄÏÄ -- A5. îÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ

òÉÓ. 15⋄10. ïÄÉÎ ÉÚ �ÑÔÉ ËÕÂÏ×,ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÅ.

(ÓÍ. ÒÉÓ. 15⋄10) ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ 5 ËÕÂÏ× Ó ×ÅÒ-ÛÉÎÁÍÉ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.19. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ×ÏÓØÍÉ-×ÅÒÛÉÎÎÙÊ ÛÅÓÔÉÇÒÁÎÎÉË, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ �Ï-ËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÎÁ ÒÉÓ. 15⋄10 ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍÉ Ä×ÅÎÁ-Ä�ÁÔÉ ÇÒÁÎÅÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÕÂÏÍ, ÉÞÔÏ ÔÁËÉÈ ËÕÂÏ× ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ 5.úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÜÔÉ ËÕÂÙ �ÉÆÒÁÍÉ 1, 2, 3, 4, 5É ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ Ä×ÉÖÅÎÉÀ ÉÚ ÇÒÕ��ÙÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÍÕÀ ÉÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕËÕÂÏ×. íÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÇÒÕ��ÙÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕ��Õ S5: ÄÏÄ : SOÄÏÄ - S5 (15-16)ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ (ÓÒ. Ó (n◦ 15.1.6)), ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÁÍÉ60 �Ï×ÏÒÏÔÏ× �ÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÕÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ 60 Þ£ÔÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË: 6 · 4 = 241ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÔÏÍÅ, ËÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÔÅÏÒÉÀ çÁÌÕÁ2ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÁÑ × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ ÂÕË×Á �á� ËÁË ÒÁÚ É �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ alternate



15.4.äÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å 273�Ï×ÏÒÏÔÁ ÎÁ ÕÇÌÙ 2�k=5 Ó k = 1; 2; 3; 4 ×ÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒÙ�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÔ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 5(Ô. Å. ×ÓÅ 24 �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �ÉËÌÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á ), 10·2 = 20 �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ ÕÇÌÙ
±2�=3 ×ÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ,ÒÅÁÌÉÚÕÀÔ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 3 (Ô. Å. ×ÓÅ 20 �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË �ÉËÌÏ×ÏÇÏÔÉ�Á ), 15 �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ 180◦ ×ÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ �ÒÏ-ÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ Ò£ÂÅÒ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÔ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÁÒÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ (Ô. Å. ×ÓÅ 10 �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË �ÉËÌÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á ); ÎÁËÏÎÅ�, ÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÅÒÅÊÄ£Ô × ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ. óÏÇÌÁÓÎÏn◦ 15.1.6, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÅÔÓÑ ÛÅÓÔØÀÄÅÓÑÔØÀ �ÅÒÅ-ÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ �Ï×ÏÒÏÔÁÍÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (15-16) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÏÍ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ É ÚÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ A5.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ �ÒÉÍÅÒÁ n◦ 15.1.5 �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÕ�-�Ù ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ Ë �ÏÌÎÏÊ ÎÅ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔ ÎÏ×ÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ËÕÂÏ×. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅ-ÌÅ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ OÄÏÄ - S5 ÉÚ �ÏÌÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ × S5 , ÚÁÄÁÎÎÙÊÔÅÍ ÖÅ �ÒÁ×ÉÌÏÍ, ÞÔÏ É ÒÁÎØÛÅ, ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÑÄÒÏ | �ÅÎÔÒÁÌØÎÁÑÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÕÂÏ× (× ÓÉÌÕ ÉÈ �ÅÎ-ÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ). ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (15-16) É ÒÁ×ÅÎ A5, Á �ÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊÞ£ÔÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ËÕÂÏ× × OÄÏÄ ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×: ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ�ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ �Ï×ÏÒÏÔÏ× É ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.20. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á S5 ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ �ÏÌ-ÎÏÊ ÇÒÕ��Å ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ.15.4. äÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕ��Á, Á X | ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Aut (X) ÇÒÕ��Õ ×ÓÅÈ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊÉÚ X × ÓÅÂÑ.çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ G '- Aut (X) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù G ÎÁ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Å X ÉÌÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÇÒÕ��Ù G Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X. åÓÌÉ�ÏÎÑÔÎÏ, Ï ËÁËÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÉÄ£Ô ÒÅÞØ, ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ'(g) : X - X Ë ÔÏÞËÅ x ∈ X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏ ÞÅÒÅÚ gx .ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÒÁÚ '(G) ⊂ Aut (X) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, Ë ÎÅ-ÍÕ �ÒÉÍÅÎÉÍÏ ×Ó£ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ × n◦ 15.1.2 É n◦ 15.1.2. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï XÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ × ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÒÂÉÔ Gx = {gx | g ∈ G} É × ÓÌÕÞÁÅ,ËÏÇÄÁ ÇÒÕ��Á G ËÏÎÅÞÎÁ, ÄÌÉÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÏÒÂÉÔÙ Gx Ó×ÑÚÁÎÁ Ó �ÏÒÑÄËÏÍ ÓÔÁ-ÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁ StabG(x) = {g ∈ G | gx = x} ÆÏÒÍÕÌÏÊ |Gx| · |StabG(x)| = |G|. ÷ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÏÒÑÄËÉ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏ× ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ÏÄÎÏÊ ÏÒÂÉÔÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù.äÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÅÄÉÎÉ�Ù ÜÌÅ-ÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ X ÂÅÚ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË. äÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÍ , ÅÓÌÉ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ × ÌÀÂÕÀÄÒÕÇÕÀ ÔÏÞËÕ ËÁËÉÍ-ÎÉÂÕÄØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÉÚ ÇÒÕ��Ù G . äÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁÚÙ×Á-



274 §15.çÒÕ��ÙÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ (ÉÌÉ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ), ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÅÄÉÎÉ�Ù ÜÌÅÍÅÎÔÇÒÕ��Ù ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ X ÎÅÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ , Ô. Å. ÅÓÌÉ ker' = 0. �ÏÞÎÏÅ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔ G Ó ÇÒÕ��ÏÊ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ '(G) ⊂ Aut (X).úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÇÒÕ��Á ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÁËÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÅÊ.15.4.1. ðÒÉÍÅÒ: ÌÅ×ÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ X ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕ��Ù G. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ L : G - Aut (X) , ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅÜÌÅÍÅÎÔÕ g ∈ G �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Lg : X x7→gx - X ÌÅ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ g ,ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÅ×ÙÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù G ÎÁ ÓÅÂÅ.üÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Ó×ÏÂÏÄÎÏ É ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ. ðÅÒ×ÏÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï gx =x ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ g = e, ×ÔÏÒÏÅ | ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ G ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ y =gx ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ g (ÏÂÁ ÜÔÉÈ ÆÁËÔÁ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ó�ÒÁ×Á ÎÁ x−1 ∈ G).âÕÄÕÞÉ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ, ÌÅ×ÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÔÏÞÎÏ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÌÀÂÁÑÁÂÓÔÒÁËÔÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ ËÁË ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÒÕ��Á �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÊ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÌÅ×ÙÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÇÒÕ�� ÒÅÁÌÉÚÕÀÔ ÁÄ-ÄÉÔÉ×ÎÕÀ ÇÒÕ��Õ R ÇÒÕ��ÏÊ ÓÄ×ÉÇÏ× Lv : x 7−→ x+ v ÞÉÓÌÏ×ÏÊ �ÒÑÍÏÊ , Á ÍÕÌØ-ÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÕÀ ÇÒÕ��Õ R∗ | ÇÒÕ��ÏÊ ÇÏÍÏÔÅÔÉÊ L� : x 7−→ �x �ÒÏËÏÌÏÔÏÊ�ÒÑÍÏÊ R∗ = Rr {0} .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.21 (�ÒÁ×ÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ-×ÌÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÕ g ∈ G ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Rg : XG x7→xg−1
- XG �ÒÁ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÎÁ g−1 ÚÁÄÁ£Ô Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ1 ÇÒÕ��Ù G ÎÁ ÓÅÂÅ.15.4.2. ðÒÉÍÅÒ: �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅAd : G - Aut (G) ; (15-17)ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÕ g ∈ G Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ Adg ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ gAdg : G h 7→ghg−1

- G ; (15-18)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù G ÎÁ ÓÅÂÅ. ÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÌÅ×ÏÇÏÓÄ×ÉÇÁ Lg ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ Adg Ñ×ÌÑÅÔÓÑÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ G × G.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.22. õÂÅÄÉÔÅÓØ × ÜÔÏÍ É �ÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (15-17) ÔÏÖÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕ��.äÒÕÇÏÅ ×ÁÖÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÏÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÚÁËÌÀÞÁÅÔ-ÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ Ó×ÏÂÏÄÎÏ É ÎÅ ÔÏÞÎÏ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÇÒÕ��Á G ÁÂÅÌÅ×Á, ×ÓÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (15-18) ÉÓÞÅÒ-�Ù×ÁÀÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, É ÑÄÒÏ �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ×ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÊ ÇÒÕ��ÏÊ.1�ÏÑ×ÌÅÎÉÅ g−1 ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ: �ÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÕ g ∈ G ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ�ÒÁ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ g Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, Á ÁÎÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (Ô. Å. ÏÂÏÒÁÞÉ-×ÁÅÔ �ÏÒÑÄÏË ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÈ)



15.4.äÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å 275÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ker(Ad) ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÏ ÔÁËÉÍÉ g ∈ G, ÞÔÏ ghg−1 = h ÄÌÑ ×ÓÅÈh ∈ G. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ gh = hg É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ gËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÇÒÕ��Ù.ðÏÄÇÒÕ��Á ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÈ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÇÒÕ��Ù G ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÎÔÒÏÍ ÇÒÕ��Ù G É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑZ(G) = {g ∈ G | ∀h∈G gh = hg} :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÑÄÒÏ �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ | ÜÔÏ �ÅÎÔÒ ÇÒÕ��Ù G.ïÂÒÁÚ �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ Á×ÔÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÏ× ÇÒÕ��Ù G É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Int(G) = AdG = im(Ad) ⊂ Aut (G) . á×ÔÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÙ, ÎÅ �Ï�Á×ÛÉÅ × ÏÂÒÁÚ �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÎÅÛÎÉÍÉ.15.4.3. ðÒÉÍÅÒ: ÄÅÊÓÔ×ÉÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÂÕË× ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ k-ÂÕË×ÅÎÎÙÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ A = {a1; a2; : : : ; ak} É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï X ×ÓÅÈ n-ÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÓÌÏ× w, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ Ó ÅÇÏ �ÏÍÏÝØÀ.éÎÁÞÅ X ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊw : {1; 2; : : : ; n} - A :óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ � ∈ Sn �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ w 7→ w�−1, ËÏÔÏÒÏÅ�ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÂÕË×Ù × ÓÌÏ×ÁÈ ÔÁË, ËÁË �ÒÅÄ�ÉÓÙ×ÁÅÔ1 �. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ�ÏÌÕÞÉÌÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù Sn ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÓÌÏ×.ïÒÂÉÔÁ ÓÌÏ×Á w ∈ X �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ù ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÓÌÏ×,ÇÄÅ ËÁÖÄÁÑ ÂÕË×Á ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÒÁÚ, ÓËÏÌØËÏ × ÓÌÏ×Å w.óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ Stab(w) ÓÌÏ×Á w, × ËÏÔÏÒÏÍ ÂÕË×Á ai ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ mi ÒÁÚ (ÄÌÑËÁÖÄÏÇÏ i = 1; : : : ; k), ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÂÕË×É ÉÍÅÅÔ �ÏÒÑÄÏË |Stab(w)| = m1! ·m2! · · · · ·mk! . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÉÎÁ ÏÒÂÉÔÙÔÁËÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÒÁ×ÎÁ ÍÕÌØÔÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÍÕ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÕ
|Snw| = |Sn|

|Stab(w)| = n!m1! ·m2! · · · · ·mk! = ( nm1 : : : mk) :üÔÏÔ �ÒÉÍÅÒ ÌÉÛÎÉÊ ÒÁÚ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÙÅ ÏÒÂÉÔÙ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÒÁÚÎÕÀÄÌÉÎÕ, É �ÏÒÑÄËÉ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏ× ÔÏÞÅË ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÏÒÂÉÔ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÍÉ.15.4.4. ðÒÉÍÅÒ: ËÌÁÓÓÙ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÓÔÉ × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å. ðÅ-ÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ Adg(�) = g�g−1 , ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ � = (�1; �2; : : : ; �n) ∈Sn, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; 2; : : : ; n �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ g(i) × g(�i). îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ ÓÏ�ÒÑÖÅ-ÎÉÉ �ÉËÌÁ � = |i1; i2; : : : ; ik〉 ∈ Sn �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ g = (g1; g2; : : : ; gn) �ÏÌÕÞÉÔÓÑ�ÉËÌ |g(i1); g(i2); : : : ; g(ik)〉 .1Ô. Å. �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÓÌÏ×Ï w = a�1a�2 : : : a�n × ÓÌÏ×Ï a��−1(1)a��−1(2) : : : a��−1(n) , ÎÁ i-ÔÏÍ ÍÅÓÔÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÔÏÉÔ ÔÁ ÂÕË×Á, ÎÏÍÅÒ ËÏÔÏÒÏÊ × ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÓÌÏ×Å w �ÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ � ×ÎÏÍÅÒ i



276 §15.çÒÕ��ÙðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.2ïÒÂÉÔÙ �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù Sn ÎÁ ÓÅÂÅ ×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ n-ËÌÅÔÏÞÎÙÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ. ïÒÂÉÔÁ, ÏÔ×ÅÞÁ-ÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ �, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË �ÉËÌÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á �. åÓÌÉ ÄÉÁ-ÇÒÁÍÍÁ � ÉÍÅÅÔ mi ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ i (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; 2; : : : ; n), ÔÏ �ÏÒÑÄÏË�ÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒÁ C(�) ÌÀÂÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �ÉËÌÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á � ÒÁ×ÅÎz� = 1m1 ·m1! · 2m2 ·m2! · · · · · nmn ·mn! = n∏�=1m�!�m�É ÄÌÉÎÁ �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÊ ÏÒÂÉÔÙ ÔÁËÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÒÁ×ÎÁ n! · z−1� .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ � ×ÅÓÁn ÎÅ�Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÍÉÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ n �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ � ∈ Sn �ÉËÌÏ×ÏÇÏ ÔÉ-�Á � , ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÉËÌÏ×, ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï �É-ËÌÉÞÅÓËÉ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÑ. äÅÊÓÔ×ÉÅ ×ÎÕ-ÔÒÅÎÎÅÇÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Adg ÎÁ ÔÁËÕÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ � ÓÏÓÔÏÉÔ × �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g ËÏ ×ÓÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÑ, Ô. Å. × ÚÁÍÅÎÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ iÞÉÓÌÏÍ gi. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÌÀÂÏÅ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÄÉÁ-ÇÒÁÍÍÙ �, Ô. Å. �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÚ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏËÚÁÄÁÎÎÏÇÏ �ÉËÌÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á. üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.÷ÔÏÒÙÅ Ä×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Ä×Á ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ� ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ � , ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÏÔÌÉ-ÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×× ÓÔÒÏËÁÈ É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÓÔÒÏË ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊÄÌÉÎÙ ËÁË ÅÄÉÎÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ. �15.4.5. ðÒÉÍÅÒ: �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÒÂÉÔ. ðÏÄÓÞ£Ô ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÆÁËÔÏÒÅX=G ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X �Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÀ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù G ÎÁÔÁÌËÉ×ÁÅÔÓÑÎÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÕÀ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ: �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÉÎÙ Õ ÏÒÂÉÔ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÅ, ÞÉÓÌÏÏÒÂÉÔ �ÒÁÚÎÏÇÏ ÔÉ�Á� �ÒÉÄ£ÔÓÑ �ÏÄÓÞÉÔÙ×ÁÔØ �Ï ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ, ÚÁÏÄÎÏ ÕÔÏÞÎÑÑ�Ï ÈÏÄÕ ÄÅÌÁ, ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ �ÏÄ �ÔÉ�ÏÍ ÏÒÂÉÔÙ�. òÁÚÏÍ �ÒÅÏÄÏÌÅÔØÏÂÅ ÜÔÉ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ�ÅÏÒÅÍÁ 15.3 (ÆÏÒÍÕÌÁ ðÏÌÉÁ{âÅÒÎÓÁÊÄÁ)ðÕÓÔØ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á G ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏg ∈ G ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Xg = {x ∈ X | gx = x} = {x ∈ X | g ∈ Stab(x)} ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ g. �ÏÇÄÁ |X=G| = |G|−1 ∑g∈G |Xg| .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F ⊂ G×X ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÁÒ (g; x), ÔÁËÉÈÞÔÏ gx = x. éÎÁÞÅ F ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ËÁË F = ⊔x∈X Stab(x) = ⊔g∈GXg. ðÅÒ×ÏÅ ÉÚÜÔÉÈ Ï�ÉÓÁÎÉÊ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ �ÒÏÅË�ÉÉ F - X, ×ÔÏÒÏÅ | ÉÚÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ �ÒÏÅË�ÉÉ F - G . óÏÇÌÁÓÎÏ ×ÔÏÒÏÍÕ Ï�ÉÓÁÎÉÀ, |F | = ∑g∈G |Xg|.



15.4.äÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å 277ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ |F | = |G| · |X=G|. ÷ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÙ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÏÄÎÏÊ ÏÒÂÉÔÅ, ÉÍÅÀÔÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ �ÏÒÑÄÏË, É ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ �ÏÒÑÄËÏ× �Ï ×ÓÅÍ ÔÏÞËÁÍ ÏÒÂÉÔÙ ÒÁ×ÎÁ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ �ÏÒÑÄËÁ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁ ÎÁ ÄÌÉÎÕ ÏÒÂÉÔÙ, Ô. Å. |G|. óËÌÁÄÙ×ÁÑ �Ï×ÓÅÍ ÏÒÂÉÔÁÍ, �ÏÌÕÞÁÅÍ |F | = |G| · |X=G| = ∑g∈G |Xg|. �
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�14-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÂÕÓÙòÉÓ. 15⋄11. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÏÖÅÒÅÌØÑ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ÂÕÓÉÎ.



278 úÁÄÁÞÉ Ë §1515.4.6. ðÒÉÍÅÒ: ÏÖÅÒÅÌØÑ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ Õ ÎÁÓ ÉÍÅÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ �ÏÆÏÒÍÅ ÂÕÓÉÎÙ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �×ÅÔÏ× (ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÂÕÓÉÎ ËÁÖÄÏÇÏ �×ÅÔÁ ÎÅÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÏ). óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÖÅÒÅÌÉÊ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÆÏÒÍÙ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÚ 6ÂÕÓÉÎ? ïÔ×ÅÔÏÍ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÒÂÉÔ ÇÒÕ��Ù ÄÉÜÄÒÁ D6ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË ×ÅÒÛÉÎ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ × n �×ÅÔÏ×.çÒÕ��Á D6 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 12 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×: ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ e, Ä×ÕÈ�Ï×ÏÒÏÔÏ× �±1 ÎÁ ±60◦, Ä×ÕÈ �Ï×ÏÒÏÔÏ× �±2 ÎÁ ±120◦, �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ� 3, ÔÒ£È ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ �14, �23, �36 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ É ÔÒ£È ÏÔ-ÒÁÖÅÎÉÊ �14, �23, �36 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÒÅÄÉÎÎÙÈ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÏ× Ë ÓÔÏÒÏÎÁÍ.åÄÉÎÉ�Á ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ×ÓÅ n6 ÒÁÓËÒÁÓÏË. òÁÓËÒÁÓËÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, �ÏËÁÚÁÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 15⋄11 ÎÉÖÅ (ÏÄÉÎÁ-ËÏ×ÙÍ ÏÔÔÅÎËÁÍ ÓÅÒÏÇÏ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ �×ÅÔÁ). âÅÒÑ ÎÁ ÜÔÉÈ ÒÉÓÕÎËÁÈ×ÓÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ ÓÏÞÅÔÁÎÉÑ �×ÅÔÏ×, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, n, n2, n3, n4 É n3ÒÁÓËÒÁÓÏË. ðÏ ÔÅÏÒ. 15.3 ÉÓËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ 6-ÂÕÓÉÎÎÙÈ ÏÖÅÒÅÌÉÊ ÒÁ×ÎÏ112 · (n6 + 3n4 + 4n3 + 2n2 + 2n)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.23. ðÏÄÓÞÉÔÁÊÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÖÅÒÅÌÉÊ ÉÚ 7, 8, 9, É 10 ÂÕÓÉÎ.úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §15úÁÄÁÞÁ 15.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G Ó ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉG×G - G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ∀ a; b ∈ G ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑax = b É ya = b ÉÍÅÀÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ.úÁÄÁÞÁ 15.2 (ÇÒÕ��Á Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÈ ÅÄÉÎÉ�). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅQ8 = {±e; ±i; ±j; ±k}ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÔÁË, ÞÔÏ e Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉ�ÅÊ, �ÍÉÎÕÓ ÎÁ ÍÉÎÕÓ ÄÁ£Ô �ÌÀÓ�, Éi2 = j2 = k2 = −eij = k jk = i ki = jji = −k kj = −i ik = −jðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Q8 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ. éÚÏÍÏÒÆÎÙ ÌÉ Q8 É D4?úÁÄÁÞÁ 15.3. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù × ÇÒÕ��ÁÈ ÄÉÜÄÒÏ× D4 É D6 .úÁÄÁÞÁ 15.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù ÔÏÖÅ �ÉËÌÉÞÅ-ÓËÁÑ.



úÁÄÁÞÉ Ë §15 279úÁÄÁÞÁ 15.5. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÏÒÑÄËÏ× ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕ��Ù G:Á) åÓÌÉ gm = Id, ÔÏ ord (g) ËÏÎÅÞÅÎ É ÎÁ�ÅÌÏ ÄÅÌÉÔ mÂ) ∀ f; g ∈ G ord (f) = ord (gfg−1) ×) ∀n∈N ord (gn) = ord (g)=ÎÏÄ(n; ord (g))Ç) åÓÌÉ fg = gf , ÔÏ ord (fg) ÎÁ�ÅÌÏ ÄÅÌÉÔ ÎÏË(ord (f); ord (g)).úÁÄÁÞÁ 15.6. þÅÍÕ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÅÎ ord (fg), ÅÓÌÉ ord (gf) = n ?úÁÄÁÞÁ 15.7. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï Þ£ÔÎÏÓÔÉ �ÏÒÑÄËÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÎÅÞ£ÔÎÏÊ �ÅÒÅ-ÓÔÁÎÏ×ËÉ?úÁÄÁÞÁ 15.8. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ 100-À ÓÔÅ�ÅÎØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ (3; 5; 4; 1; 2) .úÁÄÁÞÁ 15.9. óËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× S5 ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏ �ÒÉ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ( 3; 5; 1; 2; 4 )?úÁÄÁÞÁ 15.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÎÅÞ£ÔÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ × ÌÀÂÏÊ ÇÒÕ�-�Å ÍÏÖÎÏ ÉÚ×ÌÅÞØ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ.úÁÄÁÞÁ 15.11 (ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ). ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ � ∈ Sn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÊ (ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÅÊ), ÅÓÌÉ �2 = Id . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ × Å£ �ÉËÌÏ×ÏÍ ÔÉ�Å×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 1 É �ÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 2Â) ÌÀÂÏÊ �ÉËÌ � ∈ Sn ÄÌÉÎÙ > 3 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ Ä×ÕÈ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÊ.úÁÄÁÞÁ 15.12 (ÚÁÄÁÞÁ î.î.ëÏÎÓÔÁÎÔÉÎÏ×Á). ÷ ÇÏÒÏÄÅ N ÒÁÚÒÅÛÁÀÔÓÑ ÌÉÛØ �ÒÏ-ÓÔÙÅ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÅ ÏÂÍÅÎÙ Ë×ÁÒÔÉÒ1, �ÒÉÞ£Í × ÔÅÞÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÄÎÑ ËÁÖÄÏÍÕÖÉÔÅÌÀ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÏÂÍÅÎÁ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁ Ä×Á ÄÎÑÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÌÀÂÏÊ, ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÓÌÏÖÎÙÊ ÏÂÍÅÎ?úÁÄÁÞÁ 15.13. éÚ ÉÇÒÙ �15� ×ÙËÏ×ÙÒÑÌÉ ÆÉÛËÉ �1� É �2�, �ÏÍÅÎÑÌÉ ÉÈ ÍÅÓÔÁÍÉ ÉÚÁÓÕÎÕÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏ. õÄÁÓÔÓÑ ÌÉ ×ÅÒÎÕÔØ ÔÁËÕÀ �ÏÚÉ�ÉÀ × ÉÓÈÏÄÎÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ,ÓÌÅÄÕÑ �ÒÁ×ÉÌÁÍ ÉÇÒÙ?úÁÄÁÞÁ 15.14. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÀÔ �ÏÒÑÄÏË Ä×Á,ÁÂÅÌÅ×Á.úÁÄÁÞÁ 15.15. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÉÍÅÒÏ× ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕ��, × ËÏ-ÔÏÒÙÈ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË.úÁÄÁÞÁ 15.16. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á G �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ g1; g2; : : : ; gk ∈ G,ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× gi (×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ó �Ï-×ÔÏÒÅÎÉÑÍÉ). ðÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÌÉ Á) ÇÒÕ��Á Sn �ÉËÌÁÍÉ |1; 2〉 É
|1; 2; 3; : : : ; n〉 ?Â) ÚÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á An 3-�ÉËÌÁÍÉ |1; 2; 3〉 ; |1; 2; 4〉 ; : : : ; |1; 2; n〉 ?1ËÏÇÄÁ A ×ßÅÚÖÁÅÔ × Ë×ÁÒÔÉÒÕ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁ×ÛÕÀ B, Á B | × Ë×ÁÒÔÉÒÕ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁ×ÛÕÀA; ×ÓÅ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÏÂÍÅÎÙ, ÓËÁÖÅÍ, ËÏÇÄÁ A ×ßÅÚÖÁÅÔ × Ë×ÁÒÔÉÒÕ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁ×ÛÕÀ B,B| × Ë×ÁÒÔÉÒÕ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁ×ÛÕÀ C, Á ÕÖÅ C | × Ë×ÁÒÔÉÒÕ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁ×ÛÕÀ A, ÚÁ�ÒÅÝÅÎÙ



280 úÁÄÁÞÉ Ë §15úÁÄÁÞÁ 15.17. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÁÑ Ä×ÕÍÑ ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÍÉ É ÏÔÌÉÞÎÙÍÉ ÏÔ ÅÄÉÎÉ�Ù ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑÍÉ1, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕ��Å ÄÉÜÄÒÁ.úÁÄÁÞÁ 15.18. ëÁËÉÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ Á) ×ÅÒÛÉÎ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ Â) ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ËÕÂÁÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑÍÉ ÜÔÉÈ ÆÉÇÕÒ?úÁÄÁÞÁ 15.19. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ �ÑÔÉ �ÌÁÔÏÎÏ×ÙÈ ÔÅÌ ÎÁÊÄÉÔÅ ÄÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔ ×ÓÅÈÔÏÞÅË ÜÔÏÇÏ ÔÅÌÁ �ÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÎÁ ÎÉÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ É ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��ÙÔÅÌÁ É Ñ×ÎÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ ÏÒÂÉÔÙ, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÎØÛÅ �ÏÒÑÄËÁ ÇÒÕ��Ù.úÁÄÁÞÁ 15.20. îÁÊÄÉÔÅ �ÏÒÑÄÏË ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ É ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��Ù 4-ÍÅÒÎÏÇÏÁ) ËÕÂÁ Â) ËÏËÕÂÁ2 ×) ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ Ç) ÏËÔÁ�ÌÅËÓÁ3.úÁÄÁÞÁ 15.21 (�ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÇÒÕ��). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅF ×H = {(f; h) | f ∈ F ; h ∈ H}ÇÒÕ�� F É H Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ4 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ(f1; h1) · (f2; h2) def= (f1 · f2 ; h1 · h2)É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á G ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ �ÒÑÍÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ Ä×ÕÈ Ó×ÏÉÈ �ÏÄ-ÇÒÕ�� F;H ⊂ G ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ:1) F ∩H = {e}, ÇÄÅ e ∈ G | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù G;2) fh = hf ∀ f ∈F É ∀h∈H ;3) ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ g = fh Ó f ∈ F É h ∈ H .úÁÄÁÞÁ 15.22. ðÒÉ ËÁËÉÈ n ÇÒÕ��Á ÄÉÜÄÒÁ Dn ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Z=(2)× Z=(n) ?úÁÄÁÞÁ 15.23. íÏÖÅÔ ÌÉ �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Dm × Z=(n) ÂÙÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Dmn ?úÁÄÁÞÁ 15.24. õ ËÁËÉÈ �ÌÁÔÏÎÏ×ÙÈ ÔÅÌ �ÏÌÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ �ÒÑÍÏÍÕ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÀ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÎÁ ÇÒÕ��Õ ÚÎÁËÏ× {±1}?úÁÄÁÞÁ 15.25. ÷ÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁËÉÅ ÉÚ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÇÒÕ�� ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:Á) D8 , D4 × Z=(2) , Q8 × Z=(2)Â) S4 , D12 , D6×Z=(2) , D3×Z=(2)×Z=(2) , D3×Z=(4) , Q8×Z=(3) , D4×Z=(3)úÁÄÁÞÁ 15.26. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÇÒÕ��Ù G É H, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÒÁÚÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÒÑÄËÁ k (ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ k ∈ N), ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.ðÕÓÔØ �ÒÉ ×ÓÅÈ k ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÒÑÄËÁ k × ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕ��ÁÈ G É H ÏÄÉ-ÎÁËÏ×Ï. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ G ≃ H ÄÌÑ Á) ÌÀÂÙÈ Â) ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕ�� GÉ H ?1ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÅÄÉÎÉ�Á2ÓÍ. ÚÁÄ. 14.153ÓÍ. ÚÁÄ. 14.164ÜÔÁ ÇÒÕ��Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÇÒÕ�� F É H



úÁÄÁÞÉ Ë §15 281úÁÄÁÞÁ 15.27. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á Sn ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁX = {1; 2; : : : ; n} :ï�ÉÛÉÔÅ ÏÒÂÉÔÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ1 ÄÅÊÓÔ×ÉÑ Sn ÎÁ Á) X2 Â) X3 (ÄÌÑ n > 3)×) Xm (ÄÌÑ n > m)úÁÄÁÞÁ 15.28. óÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á ËÕÂÁ S4 ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ V (×ÅÒÛÉÎ)É E (Ò£ÂÅÒ) ËÕÂÁ. ï�ÉÛÉÔÅ ÏÒÂÉÔÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ S4 ÎÁ Á) V × VÂ) V × E ×) E × E × EúÁÄÁÞÁ 15.29. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Ó ×ÉÄÕ ÂÕÓ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÉÚ Á) 4 Â) 7 ×) 8 Ç) 9ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ �Ï ÆÏÒÍÅ ÂÕÓÉÎ n ÒÁÚÎÙÈ �×ÅÔÏ×2?úÁÄÁÞÁ 15.30. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÎÙÈ ÎÁ ×ÉÄ ×ÅÒ£×ÏÞÎÙÈ ÆÅÎÅÞÅË ÆÏÒÍÙÁ) Â)ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ ÉÚ ÎÅÒÁÚÌÉÞÉÍÙÈ �Ï ÄÌÉÎÅ É ÆÏÒÍÅ ËÕÓÏÞËÏ× ×ÅÒ£×ÏË n ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÈ �×ÅÔÏ×3?úÁÄÁÞÁ 15.31. ëÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ×ÓÅÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù, ÄÅÊÓÔ×Õ-ÀÝÉÊ ÂÅÚ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË?

1ÅÓÌÉ G ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ X1; X2; : : : ; Xm, ÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ G ÎÁ X1 ×X2 × · · · ×Xm ÚÁÄÁ£ÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌÏÍ g : (x1; x2; : : : ; xm) 7→ (gx1; gx2; : : : ; gxm)2ÚÁ�ÁÓ ÂÕÓÉÎ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ �×ÅÔÏ× ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ3ÚÁ�ÁÓ ÎÉÔÅÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ �×ÅÔÏ× ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ



282 §16.óÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ
§16. óÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ16.1. �ÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ. ó ËÁÖÄÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ H ⊂ G Ó×ÑÚÁÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÇÒÕ��Ù G × ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÉÄÁgH def= {gh | h ∈ H} ; (16-1)ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÌÅ×ÙÍÉ ÓÍÅÖÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ (ÉÌÉ ÌÅ×ÙÍÉ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ) �ÏÄÇÒÕ��Ù H× ÇÒÕ��Å G .ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 16.1ìÀÂÙÅ Ä×Á ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ g1H É g2H ÌÉÂÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÌÉÂÏ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÌÀÂÏÍÕ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ: g−11 g2 ∈ H , g−12 g1 ∈ H.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ g1h1 = g2h2 ∈ g1H ∩ g2H, ÔÏ ÏÂÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁg−11 g2 = h1h−12 É g−12 g1 = h2h−11ÌÅÖÁÔ × H. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ÈÏÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÌÅÖÉÔ × H,ÔÏ × H ÌÅÖÉÔ É ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÎÅÍÕ ×ÔÏÒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, É ÔÏÇÄÁg1H = g2 (g−12 g1)H ⊂ g2H É g2H = g1 (g−11 g2)H ⊂ g1H ;Ô. Å. g1H = g2H. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.1. úÁÄÁÄÉÍ ÎÁ ÇÒÕ��Å G ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ∼H , �ÏÌÁÇÁÑ g1∼H g2ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ g1 = g2h ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ h ∈ H. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ, É �ÏÌÕÞÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌ. 16.1.16.1.1. éÎÄÅËÓ �ÏÄÇÒÕ��Ù. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÌÅ×ÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× �ÏÄÇÒÕ�-�Ù H ⊂ G ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ G=H, Á ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × Î£Í (ÅÓÌÉ ÏÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÏÍ �ÏÄÇÒÕ��Ù H × ÇÒÕ��Å G É ÉÎÏÇÄÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ[G : H℄ def= |G=H| :�ÅÏÒÅÍÁ 16.1 (ÔÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÏÂ ÉÎÄÅËÓÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù)ðÏÒÑÄÏË É ÉÎÄÅËÓ ÌÀÂÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù H × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Å G ÎÁ-�ÅÌÏ ÄÅÌÑÔ �ÏÒÑÄÏË ÇÒÕ��Ù É [G : H℄ = |G| : |H| .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÌÅ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÙ g2g−11 É g1g−12 : g1H Lg2g−11 -� Lg1g−12 g2HÑ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÂÉÅË�ÉÑÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÓÏÓÔÏÑÔÉÚ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÒÁ×ÎÏÇÏ |eH| = |H| . �



16.2.æÁËÔÏÒ ÇÒÕ��Ù 283õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.2. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ �ÒÁ×ÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÉÚ Õ�Ò. 15.21ÎÁ �ÏÄÇÒÕ��Õ H ⊂ G ÚÁÄÁ£Ô ÄÅÊÓÔ×ÉÅ R : H ⊂ - Aut (XG) �ÏÄÇÒÕ��Ù H ÎÁXG �ÒÁ×ÙÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÍÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÙ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÓÕÔØ ÌÅ×ÙÅÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ �ÏÄÇÒÕ��Ù H, É ∀x∈XG StabH(x) = {e} . ðÏÌÕÞÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁÎÏ×ÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÅÄÌ. 16.1 É ÔÅÏÒ. 16.1.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 16.1ðÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÎÁ�ÅÌÏ ÄÅÌÉÔ �ÏÒÑÄÏË ÇÒÕ��Ù.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ G ÒÁ×ÅÎ �ÏÒÑÄËÕ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ ÉÍ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù 〈g〉 ⊂ G. �16.1.2. ðÒÁ×ÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÅÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù G × ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ �ÒÁ×ÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓ-ÓÏ× (ÉÌÉ �ÒÁ×ÙÈ ÓÄ×ÉÇÏ×) Hg def= {hg | h ∈ H} : (16-2)�ÏÄÇÒÕ��Ù H ⊂ G . óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ × Õ�Ò. 16.2, �ÒÁ×ÙÅ ÓÍÅÖ-ÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ �ÏÄÇÒÕ��Ù H Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÒÂÉÔÁÍÉ ÔÏÞÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ �ÏÄÇÒÕ��Ù HÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å XG ÌÅ×ÙÍÉ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ:L : H ⊂ - Aut (XG) ;�ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔ h ∈ H ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ Lh : x 7→ hx .ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï hx = x ×ÌÅÞ£Ô ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï h = e, ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÙ ×ÓÅÈÔÏÞÅË x ∈ XG ÓÏÓÔÏÑÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕÄÌÉÎÙ ×ÓÅÈ ÏÒÂÉÔ ÌÅ×ÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ �ÏÄÇÒÕ��Ù H ÎÁ XG ÒÁ×ÎÙ |H|,É ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ��ÒÁ×ÕÀ� ×ÅÒÓÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ: ÞÉÓÌÏ �ÒÁ×ÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈËÌÁÓÓÏ× ÌÀÂÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù H × ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Å G ÒÁ×ÎÏ |G| : |H| .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.3. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ �ÒÁ×ÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÁÎÁ-ÌÏÇ �ÒÅÄÌ. 16.1.16.2. æÁËÔÏÒ ÇÒÕ��Ù. ðÏ�ÙÔËÁ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÌÅ×ÙÈÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× G=H ÎÅÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù G ÆÏÒÍÕÌÏÊ(g1H) · (g2H) def= (g1g2)H ; (16-3)×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅËÏÒÒÅËÔÎÁ: ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÚÁ�ÉÓÉ g1H = f1H É g2H = f2H ÏÄÎÉÈÉ ÔÅÈ ÖÅ ËÌÁÓÓÏ× ÍÏÇÕÔ �ÒÉ×ÏÄÉÔØ Ë ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ËÌÁÓÓÁÍ (g1g2)H 6= (f1f2)H .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.4. ÷ÏÚØÍÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å G ÇÒÕ��Õ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ S3, Á × ËÁÞÅÓÔ×ÅH ⊂ G �ÏÄÇÒÕ��Õ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÉ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÉ �12. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (16-3) × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅËÏÒÒÅËÔÎÁ.õÍÎÏÖÅÎÉÅ (16-3) ÉÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ ËÁË ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÏÚÍÏÖ-ÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÌÅ×ÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× G=H, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÁË-ÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ G g 7→gH-- G=H , ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÇÒÕ��Ù ÚÁ-ÄÁ×ÁÅÍÙÊ ÉÍ ÌÅ×ÙÊ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕ��. ðÏÜÔÏÍÕ,



284 §16.óÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ (16-3) ËÏÒÒÅËÔÎÁ, �ÏÄÇÒÕ��Á H ⊂ G ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕ��. ñÄÒÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÇÒÕ�� ÏÂÌÁÄÁÀÔ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÍ ÄÏ�ÏÌÎÉ-ÔÅÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ×ÙÄÅÌÑÀÝÉÍ ÉÈ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ �ÒÏÞÉÈ �ÏÄÇÒÕ��. á ÉÍÅÎÎÏ,ÅÓÌÉ ' : G1 - G2 | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ É H = ker', ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G É ÌÀÂÏÇÏh ∈ H ÜÌÅÍÅÎÔ ghg−1 ÌÅÖÉÔ × H, �ÏÓËÏÌØËÕ' (ghg−1) = '(g)'(h)' (g−1) = '(g)e'(g)−1 = e :�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G ÍÙ ÉÍÅÅÍ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ gHg−1 ⊂ H. âÅÒÑ × Î£Íg−1 ×ÍÅÓÔÏ g, �ÏÌÕÞÁÅÍ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ g−1Hg ⊂ H, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÀ H ⊂gHg−1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, gHg−1 = H ÄÌÑ ×ÓÅÈ g ∈ G.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 16.1ðÏÄÇÒÕ��Á H ⊂ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ (ÉÌÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ) , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏ-ÇÏ g ∈ G ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï gHg−1 = H , ÉÌÉ (ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ) gH = Hg .íÙ ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ H ⊳G ×ÍÅÓÔÏ H ⊂ G, ÅÓÌÉ H | ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 16.2äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÒÁ×ÉÌÏ g1H · g2H = (g1g2)H ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÌÏ ÎÁ G=HÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÒÕ��Ù, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ �ÏÄÇÒÕ��Á H ÂÙÌÁ ÎÏÒ-ÍÁÌØÎÁ × G.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ: ÅÓÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ G -- G=HÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕ�� Ó ÑÄÒÏÍ H, É ÚÎÁÞÉÔ, H ÎÏÒÍÁÌØÎÁ.îÁÏÂÏÒÏÔ, �ÕÓÔØ H ÎÏÒÍÁÌØÎÁ, É �ÕÓÔØ f1H = g1H É f2H = g2H. ëÁËÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × �ÒÅÄÌ. 16.1, ÜÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ h1 = g−11 f1É h2 = g−12 f2 ÏÂÁ ÌÅÖÁÔ × H. éÚ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ H ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔg−12 h1g2 ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ × H. õÍÎÏÖÁÑ ÅÇÏ Ó�ÒÁ×Á ÎÁ h2 ∈ H, ÍÙ ÔÁËÖÅ �ÏÌÕÞÉÍÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ H, Ô. Å. g−12 (g−11 f1) g2 (g−12 f2) = g−12 g−11 f1f2 = (g1g2)−1 (f1f2) ∈ H .óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, (g1g2)H = (f1f2)H , É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÏÒ-ÒÅËÔÎÏ. ÷ÓÅ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÇÒÕ��Ù Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜÔÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Á×-ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÓÌÅÄÕÀÔÓÑ ÉÚ G: ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × G=H ×ÙÔÅËÁÅÔÉÚ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ × G(g1H · g2H) · g3H = (g1g2)H · g3H = ((g1g2)g3)H == (g1(g2g3))H = g1H · (g2g3)H = g1H · (g2H · g3H) ;ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ × G=H Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ eH = H, ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ËÌÁÓÓÕ gHÑ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ g−1H . �ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 16.2íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×1 G=H ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù H ⊂ G, ÎÁÄÅÌ£Î-ÎÏÅ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ (16-3), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÏÍ (ÉÌÉ ÆÁËÔÏÒ ÇÒÕ��ÏÊ)1ÍÙ ÎÅ ÕÔÏÞÎÑÅÍ Ï ËÁËÉÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ | ÌÅ×ÙÈ ÉÌÉ �ÒÁ×ÙÈ | ÉÄ£Ô ÒÅÞØ, �ÏÓËÏÌØËÕÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù ÌÅ×ÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó �ÒÁ×ÙÍÉ: ∀ g∈G gH = Hg



16.2.æÁËÔÏÒ ÇÒÕ��Ù 285ÇÒÕ��Ù G �Ï ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Å H. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ�� G g 7→gH-- G=HÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ. ÷ÌÏÖÅÎÉÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÙH × ÇÒÕ��Õ G ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ H ⊳ G.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 16.2ìÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ�� G1 '- G2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÁÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ G1 -- G1= ker' É ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÁ G1= ker' ⊂ - G2 , �ÅÒÅ×ÏÄÑ-ÝÅÇÏ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ g ker' ∈ G1= ker' × ÜÌÅÍÅÎÔ '(g) ∈ G2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÌÏÊ '−1(g2) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ 'ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ g2 ∈ G2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÅ×ÙÍ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÑÄÒÁ ker' ÎÁ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÜÌÅÍÅÎÔ g1 ∈ '−1(g2). üÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË, �ÏÓËÏÌØËÕ'(f) = '(g1) ⇐⇒ '(g−11 f) = '(g−11 )'(f) = e ⇐⇒ g−11 f ∈ ker' ;Á �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ f ∈ g ker' : �16.2.1. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ,ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ �ÏÄÇÒÕ��Ù H ⊂ G ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ' :G - G′ ÉÚ ÇÒÕ��Ù G × ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÇÒÕ��Õ G′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ H = ker' . åÓÌÉÇÒÕ��Á G′ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ ËÁË ÇÒÕ��Á �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁX(Á ÔÁËÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × n◦ 15.4.1, ×ÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ | ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,�ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÌÅ×ÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁ ÓÅÂÅ), ÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÅ G - AutX ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÇÒÕ��Ù G �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X, ÔÁËÏÅÞÔÏ H Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÄÇÒÕ��Á H ⊂ GÎÏÒÍÁÌØÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù G ÎÁ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ H | ÜÔÏ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÉÚ G,ËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ X.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á ËÕÂÁ SOËÕÂ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÔÒ£È ÏÔÒÅÚËÁÈ, ÓÏ-ÅÄÉÎÑÀÝÉÈ �ÅÎÔÒÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÁ. ñÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ |ÄÉÜÄÒÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á D2, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÔÒ£È�Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ 180◦ ×ÏËÒÕÇ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ ÏÔÒÅÚËÉ ÏÓÅÊ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ,D2 ⊂ SOËÕÂ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ, É SOËÕÂ=D2 ≃ S3 .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.5. ðÅÒÅÇÏ×ÏÒÉÔÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÁÂÚÁ� ÎÁ ÑÚÙËÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË, ÏÔÏ-ÖÄÅÓÔ×É× ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÇÒÕ��Õ ËÕÂÁ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ S4 .16.2.2. ðÒÉÍÅÒ: ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á É ÇÒÕ��Á ÓÄ×ÉÇÏ×. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁÆÆÉÎ-ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á A ÎÁÄ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ V ÂÉÅËÔÉ×ÎÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ1 A - A ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á A. üÔÁÇÒÕ��Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ GA(A).ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÁÆÆÉÎÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ F ÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÁÌ DF D : GA(A) - GL(V )1ÓÍ. n◦ 14.6.4



286 §16.óÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕ��. åÇÏ ÑÄÒÏ kerD ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �Á-ÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ �ÅÒÅÎÏÓÏ×. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ �ÅÒÅÎÏÓÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ GA(A)ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ �ÏÄÇÒÕ��Õ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Å ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á V .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F�vF−1 = �DF (v) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ F ∈ GA(A) ÉÌÀÂÏÇÏ v ∈ V .16.3. ðÒÏÓÔÙÅ ÇÒÕ��Ù. çÒÕ��Á G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ �ÏÄÇÒÕ��, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ {e} É G. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÌÀÂÁÑ ÇÒÕ��Á�ÒÏÓÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �ÒÏÓÔÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÎÉËÁËÉÈ �ÏÄÇÒÕ�� ËÒÏÍÅ {e} É G. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ (ÓÌ. 15.2) �ÒÏÓÔÏÔÁÇÒÕ��Ù G ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ G - G′ ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÌÉÂÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ×ÓÀ ÇÒÕ��Õ G × ÅÄÉÎÉ�Õ e′ ∈ G′.ïÄÎÉÍ ÉÚ ËÒÕ�ÎÙÈ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ XX ×ÅËÁ ÂÙÌÏ ÓÏÚÄÁÎÉÅ �ÏÌÎÏ-ÇÏ Ó�ÉÓËÁ ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÇÒÕ��. üÔÏÔ Ó�ÉÓÏË ÏÔËÒÙ×ÁÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑÓÅÒÉÑ ÚÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÇÒÕ�� An Ó n > 5 .ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 16.3úÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á A5 �ÒÏÓÔÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ H ⊳ A5. �ÏÇÄÁ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ g ∈ H× �ÏÄÇÒÕ��Õ H ×ÏÊÄÕÔ É ×ÓÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ g × A5. ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅ-ÌÉ × n◦ 15.4.4, ÏÒÂÉÔÁ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ g ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ�ÏÌÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å S5 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÔÏÇÏ ÖÅ �É-ËÌÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á, ÞÔÏ É g. ðÏÓËÏÌØËÕ g Þ£ÔÎÁ, Å£ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ ÉÍÅÅÔ Þ£ÔÎÏÅÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË Þ£ÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. ÷ÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ 4 ÔÁËÉÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ×ÅÓÁ 5:; (16-4)ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÉËÌÁÍ ÄÌÉÎÙ 5, �ÉËÌÁÍ ÄÌÉÎÙ 3, �ÁÒÁÍ ÎÅÚÁ×É-ÓÉÍÙÈ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ É ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ.åÓÌÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ A5 Ó ÇÒÕ��ÏÊ ×ÒÁÝÅÎÉÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, ËÁË × n◦ 15.3.5, ÔÏÜÔÉ ËÌÁÓÓÙ �ÒÅ×ÒÁÔÑÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, × �Ï×ÏÒÏÔÙ ÎÁ ÕÇÌÙ 2�k=5 ×ÏËÒÕÇÏÓÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, �Ï×ÏÒÏÔÙ ÎÁ ÕÇÌÙ
±2�=3 ×ÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, É �Ï×ÏÒÏÔÙÎÁ 180◦ ×ÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ Ò£ÂÅÒ.ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÙÅ Ä×Å Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ �ÁÒÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÄÏ-ÄÅËÁÜÄÒÁ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ×ÒÁÝÅÎÉÅÍ, ×ÓÅ �Ï×ÏÒÏÔÙ ÎÁ
±2�=3 ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÎÅ ÔÏÌØËÏ × S5, ÎÏ É × A5. ðÏ ÔÅÍ ÖÅ �ÒÉÞÉ-ÎÁÍ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ × A5 É ×ÓÅ �ÁÒÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ. á×ÏÔ ×ÒÁÝÅÎÉÑ �ÑÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÓ�ÁÄÁÀÔÓÑ ÎÁ Ä×Á ÒÁÚÎÙÈËÌÁÓÓÁ: 12 ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÈ ×ÒÁÝÅÎÉÊ ÎÁ ÕÇÌÙ ±�=5 É 12 ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÈ ×ÒÁÝÅÎÉÊÎÁ ÕÇÌÙ ±2�=5.



16.4.p-ÇÒÕ��Ù 287õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÇÒÕ��Ù S5 ÎÁ ÓÅÂÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ-ÍÉ, ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÌÀÂÏÇÏ �ÉËÌÁ ÄÌÉÎÙ 5 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË, ÁÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÙ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ × (16-4) �ÉËÌÏ×ÙÈÔÉ�Ï× ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅÞ£ÔÎÕÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÅÅ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ Ó ÇÒÕ��ÏÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÓÔÉ�ÉËÌÁ ÄÌÉÎÙ 5 × S5 ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ × A5 ÎÁ Ä×Á ËÌÁÓÓÁ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÒÉ ËÌÁÓÓÁ ÉÚ(16-4) ÏÓÔÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÓÔÉ É × A5.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÚÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��Å A5 ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ 5 ËÌÁÓÓÏ× ÓÏ�ÒÑ-Ö£ÎÎÏÓÔÉ: ËÌÁÓÓ ÅÄÉÎÉ�Ù, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ 1 ÜÌÅÍÅÎÔ, ËÌÁÓÓ �ÉËÌÏ× ÄÌÉÎÙ 3, ÓÏ-ÄÅÒÖÁÝÉÊ 20 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÌÁÓÓ �ÁÒ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ 15ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, É Ä×Á ËÌÁÓÓÁ �ÉËÌÏ× ÄÌÉÎÙ 5, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ �Ï 12 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÏÓËÏÌØ-ËÕ e ∈ H, É ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ËÌÁÓÓÏ× ÌÉÂÏ ×ÈÏÄÉÔ × H �ÅÌÉËÏÍ,ÌÉÂÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó H, �ÏÒÑÄÏË �ÏÄÇÒÕ��Ù H ÒÁ×ÅÎ
|H| = 1 + 12"1 + 12"2 + 20"3 + 15"4 ; (16-5)ÇÄÅ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× "k ÒÁ×ÅÎ ÌÉÂÏ 1, ÌÉÂÏ 0. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÏÔÅÏÒ. 16.1 |H| Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ |A5| = 60.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.8. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (16-5) ÄÅÌÉÔ 60 = 3 ·4 ·5ÒÏ×ÎÏ × Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÑÈ: ËÏÇÄÁ ×ÓÅ "k = 1 ÉÌÉ ËÏÇÄÁ ×ÓÅ "k = 0 .�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù × A5 ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÀÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ �ÏÄ-ÇÒÕ��ÏÊ É ×ÓÅÊ ÇÒÕ��ÏÊ A5, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÚÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÇÒÕ��Ù An Ó n > 5 ÔÏÖÅ�ÒÏÓÔÙ.16.4. p-ÇÒÕ��Ù. çÒÕ��Á �ÏÒÑÄËÁ pn, ÇÄÅ p ∈ N | �ÒÏÓÔÏÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ p-ÇÒÕ��ÏÊ. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù p-ÇÒÕ��Ù ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ p-ÇÒÕ��ÁÍÉ, ÄÌÉ-ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÒÂÉÔÙ p-ÇÒÕ��Ù �ÒÉ ÌÀÂÏÍ Å£ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÌÉÂÏÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÌÉÂÏ ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å. íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÓÔÏÅ, ÎÏ �ÏÌÅÚÎÏÅðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 16.4ðÕÓÔØ p-ÇÒÕ��Á G ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X, ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ËÏ-ÔÏÒÏÍ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p . �ÏÇÄÁ G ÉÍÅÅÔ ÎÁ X ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 16.3ìÀÂÁÑ p-ÇÒÕ��Á ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ �ÅÎÔÒ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù ÎÁ ÓÅÂÅ. ãÅÎÔÒÇÒÕ��Ù �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ.ðÏÓËÏÌØËÕ É ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÇÒÕ��Å, É ÄÌÉÎÙ ×ÓÅÈ ÏÒÂÉÔ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÂÏÌÅÅÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÏÊ ÏÒÂÉÔÙ e ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ É ÄÒÕÇÉÅÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÙÅ ÏÒÂÉÔÙ. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÇÒÕ��Á G �ÏÒÑÄËÁ p2 (ÇÄÅ p �ÒÏÓÔÏÅ)ÁÂÅÌÅ×Á.



288 §16.óÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ16.4.1. óÉÌÏ×ÓËÉÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù. ðÕÓÔØ G| �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á.úÁ�ÉÛÅÍ Å£ �ÏÒÑÄÏË × ×ÉÄÅ |G| = pnm, ÇÄÅ p | �ÒÏÓÔÏÅ, n > 1, É m ×ÚÁÉÍÎÏ�ÒÏÓÔÏ Ó p . ÷ÓÑËÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á S ⊂ G �ÏÒÑÄËÁ |S| = pn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÌÏ×ÓËÏÊp-�ÏÄÇÒÕ��ÏÊ × G. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÉÌÏ×ÓËÉÈ p-�ÏÄÇÒÕ�� × G ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚNp(G) .�ÅÏÒÅÍÁ 16.2 (ÔÅÏÒÅÍÁ óÉÌÏ×Á)äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ p, ÄÅÌÑÝÅÇÏ |G|, ÓÉÌÏ×ÓËÉÅ p-�ÏÄÇÒÕ��Ù × G ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÀÔ. ÷ÓÅ ÏÎÉ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, É ÌÀÂÁÑ p-�ÏÄÇÒÕ��Á × G ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ×ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÌÏ×ÓËÏÊ p-�ÏÄÇÒÕ��Å.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ |G| = qm, ÇÄÅ q = pn É m ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏ Ó p . ïÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Eq ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï q-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× × G É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅG ÎÁ Eq, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÌÅ×ÙÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ G ÎÁ ÓÅÂÅ. óÔÁÂÉÌÉÚÁ-ÔÏÒ ÔÏÞËÉ F ∈ E ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× g ∈ G, ÌÅ×ÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ�ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F ⊂ G × ÓÅÂÑ: Stab(F ) = {g ∈ G | gF ⊂ F} .ìÅÍÍÁ 16.1
|Stab(F )| ÄÅÌÉÔ |F | , É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |Stab(F )| = |F | ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ F Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ �ÒÁ×ÙÍ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ �ÏÄÇÒÕ��Ù Stab(F ) ⊂ G.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. Stab(F ) Ó×ÏÂÏÄÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ F , É ËÁÖÄÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÜÔÏÇÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ |Stab(F )| ÔÏÞÅË, Ô. Ë. g1x 6= g2x �ÒÉ g1 6= g2. ðÏÓËÏÌØËÕ FÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÚßÀÎËÔÎÙÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÏÒÂÉÔ, |F | ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ |Stab(F )|. òÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï |Stab(F )| = |F | ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ F ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÏÄÎÕ ÏÒÂÉÔÕ, Ô. Å.F = {gx | g ∈ Stab(F )} = Stab(F ) · x ÅÓÔØ �ÒÁ×ÙÊ ÓÄ×ÉÇ �ÏÄÇÒÕ��Ù Stab(F ) ÎÁÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ F . �ìÅÍÍÁ 16.2
|Eq| = (pnmpn ) ≡ m (mod p) (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, |Eq| ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÌÁÓÓ ×ÙÞÅÔÏ× (pnmpn ) (mod p) ÒÁ×ÅÎ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÕ �ÒÉ xpn ×ÂÉÎÏÍÅ (1+x)pnm, ÒÁÓËÒÙÔÏÍ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Fp = Z=(p) . ðÏÓËÏÌØËÕ (a+b)p = ap+bpÎÁÄ Fp, �ÏÌÕÞÁÅÍ(1 + x)pnm = ((1 + x)p)pn−1m = (1 + xp)pn−1m == ((1 + xp)p)pn−2m = (1 + xp2)pn−2m = : : :

· · · = (1 + xpn)m = 1 +mxpn + ÓÔÁÒÛÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÉÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. �÷ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ óÉÌÏ×Á. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍ. 16.1, �ÏÒÑÄÏË
|Stab(F )| ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ×ÚÑÔÏÊ ÔÏÞËÉ F ∈ Eq Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍq = pn. åÓÌÉ |Stab(F )| < q, ÄÌÉÎÁ ÏÒÂÉÔÙ ÔÏÞËÉ F ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. ðÏÓËÏÌØËÕ |Eq|



16.4.p-ÇÒÕ��Ù 289ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÎÁÊÄ£ÔÓÑ Fs ∈ Eq ÓÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ �ÏÒÑÄËÁ |Stab(Fs)| = q =
|Fs|. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, �ÏÄÇÒÕ��Á P = Stab(Fs) ⊂ G | ÓÉÌÏ×ÓËÁÑ.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÏÒÂÉÔÙGFs ÒÁÎÁ m, ÔÁË ÞÔÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÜÔÏÊ ÏÒÂÉÔÙ | ÓÉÌÏ×ÓËÁÑp-�ÏÄÇÒÕ��Á. ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ p-�ÏÄÇÒÕ��Á H ⊂ G, ÄÅÊÓÔ×ÕÑ ÎÁ GFs, ÉÍÅÅÔ �Ï�ÒÅÄÌ. 16.4 ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ F ∈ GFs É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÓÉÌÏ×-ÓËÏÊ p-�ÏÄÇÒÕ��Å Stab(F ). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ H ÓÁÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÌÏ×ÓËÏÊ, ÍÙ�ÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï H = Stab(F ) , Ô. Å. ÌÀÂÁÑ ÓÉÌÏ×ÓËÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ ÉÚ ÏÒÂÉÔÙ GFs. �ÁË ËÁË ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÙ ×ÓÅÈÔÏÞÅË ÏÄÎÏÊ ÏÒÂÉÔÙ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ, ×ÓÅ ÓÉÌÏ×ÓËÉÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 16.4 (ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ óÉÌÏ×Á)÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ óÉÌÏ×Á ÞÉÓÌÏ Np ÓÉÌÏ×ÓËÉÈ p-�ÏÄÇÒÕ�� × G ÄÅÌÉÔ m ÉÓÒÁ×ÎÉÍÏ  ÅÄÉÎÉ�ÅÊ �Ï ÍÏÄÕÌÀ p.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÉÌÏ×ÓËÉÈ p-�ÏÄÇÒÕ�� × G ÞÅÒÅÚ SÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ G ÎÁ S , ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÍ ÄÅÊÓÔ×É-ÅÍ G ÎÁ ÓÅÂÅ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ óÉÌÏ×Á ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ, ÏÔËÕÄÁ |S | =
|G|=|Stab(P )|, ÇÄÅ P ∈ S | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ×ÚÑÔÁÑ ÓÉÌÏ×ÓËÁÑ p-�ÏÄÇÒÕ��Á. ðÏ-ÓËÏÌØËÕ P ⊂ Stab(P ) , �ÏÒÑÄÏË |Stab(P )| ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ |P | = pn, Á ÚÎÁÞÉÔ |S |ÄÅÌÉÔ |G|=pn = m, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ P ,ÄÅÊÓÔ×ÕÑ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑÍÉ ÎÁ S , ÉÍÅÅÔ ÔÁÍ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ÁÉÍÅÎÎÏ, ÓÁÍÕ ÓÅÂÑ. �ÏÇÄÁ �ÏÒÑÄËÉ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ P -ÏÒÂÉÔ ÂÕÄÕÔ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁp, É ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ |S | ≡ 1 (mod p).ðÕÓÔØ ÓÉÌÏ×ÓËÁÑ �ÏÄÇÒÕ��ÁH ∈ S ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÁ �ÒÉ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÉ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊP . üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ P ⊂ Stab(H) = {g ∈ G | gHg−1 ⊂ H} . ðÏÓËÏÌØËÕ H ⊂Stab(H) ⊂ G, �ÏÒÑÄÏË |Stab(H)| = pnm′, ÇÄÅ m′|m É ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏ Ó p. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, É P É H Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÉÌÏ×ÓËÉÍÉ p-�ÏÄÇÒÕ��ÁÍÉ × Stab(H), �ÒÉÞ£Í HÎÏÒÍÁÌØÎÁ × Stab(H). �ÁË ËÁË ×ÓÅ ÓÉÌÏ×ÓËÉÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ, H = P ,ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. �16.4.2. óÔÒÏÅÎÉÅ ÎÅÂÏÌØÛÉÈ ÇÒÕ�� ÞÁÓÔÏ ÕÄÁ£ÔÓÑ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ×ÙÑÓÎÉÔØ�ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÔÅÏÒÅÍÙ óÉÌÏ×Á É ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ Ë ÎÅÊ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÕÓÔØ |G| = 15. �ÏÇÄÁ × G ÅÓÔØ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÓÉÌÏ×ÓËÁÑ �ÏÄÇÒÕ��ÁH3 ≃ Z=(3) �ÏÒÑÄËÁ 3 É ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÓÉÌÏ×ÓËÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á H5 ≃ Z=(5) �ÏÒÑÄËÁ 5.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÅ ÏÎÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ H3 É H5 Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÅÝ£ É �ÒÏÓÔÙH3 ∩ H5 = e. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ab Ó a ∈ H3, b ∈ H5 ×ÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. îÁËÏÎÅ�,ab = ba, Ô. Ë. aba−1b−1 ∈ H5 ∩H3 = e . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, G = Z=(3)× Z=(5) .åÝ£ �ÒÉÍÅÒ: Ï�ÉÛÅÍ ×ÓÅ ÇÒÕ��Ù G �ÏÒÑÄËÁ 10. ÷ G ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÓÉ-ÌÏ×ÓËÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á H5 ≃ Z=(5) �ÏÒÑÄËÁ 5, É ÏÎÁ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÎÏÒÍÁÌØÎÁ. ëÒÏÍÅÔÏÇÏ, × G ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÉÂÏ 1, ÌÉÂÏ 5 ÓÉÌÏ×ÓËÉÈ �ÏÄÇÒÕ�� �ÏÒÑÄËÁ 2, ËÁÖÄÁÑÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó H5. åÓÌÉ �ÏÄÇÒÕ��Á ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁÏÄÎÁ, ÔÏ ÍÙ, ËÁË É ×ÙÛÅ, �ÏÌÕÞÉÍ G ≃ Z=(5) × Z=(2) . åÓÌÉ Ä×ÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ



290 úÁÄÁÞÉ Ë §16�ÏÄÇÒÕ�� 5, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÄÎÕ ÉÚ ÎÉÈ ÞÅÒÅÚ H2 É �ÏÓÍÏÔÒÉÍ Å£ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÅÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Å H5 .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.11. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á Aut (Z=(5)) ≃ Z=(4) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÏÂÏÀ �ÉËÌÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕ��Õ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÕÀ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÍ ËÌÁÓÓ[1℄ ∈ Z=(5) × ËÌÁÓÓ [2℄ ∈ Z=(5).ðÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ H2 - Aut (H5) �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ b 6= e ÉÚ H2ÌÉÂÏ × ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ H5, ÌÉÂÏ × Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄ-ËÁ, ËÁËÏ×ÏÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ | �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ H5× a−1 . ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÄÇÒÕ��Á H2 ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ H5, ÏÔËÕÄÁG = H2×H5 ≃ Z=(5)×Z=(2). ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ bab−1 = a−1 É ÇÒÕ��Á G ≃ D5 |�ÏÄÇÒÕ��Á H5 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Õ �Ï×ÏÒÏÔÏ×, �ÑÔØ ÓÉÌÏ×ÓËÉÈ �ÏÄ-ÇÒÕ�� ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �ÏÒÏÖÄÁÀÔÓÑ �ÑÔØÀ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ, ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍÉ ÍÅÖ-ÄÕ ÓÏÂÏÀ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ �Ï×ÏÒÏÔÏ×, É ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ ÌÀÂÙÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÚÍÅÎÑÅÔÏÂÒÁÚÕÀÝÉÊ �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ ÏÂÒÁÔÎÙÊ.úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §16úÁÄÁÞÁ 16.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÇÒÕ��Á �ÒÏÓÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �ÉËÌÉÞÅÓËÁÑ.úÁÄÁÞÁ 16.2. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ × ÇÒÕ��Å Þ£ÔÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ×ÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ�ÏÒÑÄËÁ 2?úÁÄÁÞÁ 16.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á Sn �ÒÉ n > 3 ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ×ÉÁÌØ-ÎÙÊ �ÅÎÔÒ: Z(Sn) = {e} (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù ÎÁ ÓÅÂÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ).úÁÄÁÞÁ 16.4. ðÕÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÌÅ×ÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÎÅËÏÔÏÒÏÊ�ÏÄÇÒÕ��Ù H ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÅ×ÙÍ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ �ÏÄÇÒÕ��Ù H. ðÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ H ÎÏÒÍÁÌØÎÁ.úÁÄÁÞÁ 16.5. ä×Å ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ �Ï ÅÄÉÎÉ�Å. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ.úÁÄÁÞÁ 16.6. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù ÇÒÕ��: Á) D3 Â) D4 ×) Q8 ÉÏ�ÉÛÉÔÅ ÆÁËÔÏÒ ÇÒÕ��Ù �Ï ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ.úÁÄÁÞÁ 16.7. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù S4, ×ÙÑÓÎÉÔÅ,ËÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÎÏÒÍÁÌØÎÙ, É Ï�ÉÛÉÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÆÁËÔÏÒ ÇÒÕ��Ù.úÁÄÁÞÁ 16.8. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕ��Õ G ×ÓÅÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ R2 É ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �` É Tp;� ÏÓÅ×ÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ ` É �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁÕÇÏÌ � ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ p ∈ R2. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ g�`g−1 = �g(`) É gTp;�g−1 = Tg(p);�ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ g ∈ G. þÔÏ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ Ä×ÉÖÅÎÉÅ gÂÕÄÅÔ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ?



úÁÄÁÞÉ Ë §16 291úÁÄÁÞÁ 16.9 (�ÒÏÓÔÏÔÁ ÇÒÕ��Ù SO3). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕ��Õ SO3(R) ×ÓÅÈ ×ÒÁÝÅÎÉÊÅ×ËÌÉÄÏ×Á ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R3 É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ v ∈ R3 , ' ∈ RÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Rv;' ∈ SO3(R) �Ï×ÏÒÏÔ ×ÏËÒÕÇ ÏÓÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ×ÅËÔÏÒ vÎÁ ÕÇÏÌ ' �Ï þó, ÅÓÌÉ ÓÍÏÔÒÅÔØ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÁ v. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏFRv;'F−1 = RFv;' ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ F ∈ SO3, É ×Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á SO3�ÒÏÓÔÁ.úÁÄÁÞÁ 16.10. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ Ä×ÕÈ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÇÒÕ�� G1 É G2 É ÉÈ ÎÏÒÍÁÌØ-ÎÙÈ �ÏÄÇÒÕ�� H1 ⊳G1 É H2 ⊳G2, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ G1=H1 ≃ G2=H2 .úÁÄÁÞÁ 16.11. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù G ÎÏÒÍÁÌØÎÁ. ÷ÅÒ-ÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ G ÁÂÅÌÅ×Á?úÁÄÁÞÁ 16.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÇÒÕ��Á �ÏÒÑÄËÁ 2p, ÇÄÅ p | ÎÅÞ£ÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÏÅÞÉÓÌÏ, ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, ÌÉÂÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕ��Å ÄÉÜÄÒÁ Dp.úÁÄÁÞÁ 16.13. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ �ÏÄÇÒÕ�� ÇÒÕ��Ù G, ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÄÁÎÎÏÊ �ÏÄ-ÇÒÕ��Å H ⊂ G, ÒÁ×ÎÏ ÉÎÄÅËÓÕ Å£ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒÁ N(H) = {g ∈ G | gHg−1 = H}.úÁÄÁÞÁ 16.14. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ËÌÁÓÓÙ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× × ËÁÖÄÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÄÌÑ ÚÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÇÒÕ�� Á) A3 Â) A4 ×) A6. ëÁ-ËÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÓÔÉ × Sn ÒÁÓ�ÁÄÁÀÔÓÑ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÌÁÓÓÏ× ÓÏ�ÒÑÖ£Î-ÎÏÓÔÉ × An?úÁÄÁÞÁ 16.15. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÄÇÒÕ��Á ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÎÏÒÍÁÌØÎÁ ×ÇÒÕ��Å ×ÓÅÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×.úÁÄÁÞÁ 16.16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÚÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��ÙA5 ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ �ÏÄÇÒÕ��Õ ÉÎÄÅËÓÁ 2 × ÇÒÕ��Å ×ÓÅÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÇÒÕ��Ù A5 .úÁÄÁÞÁ 16.17*. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ×ÎÅÛÎÉÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù1 S6.úÁÄÁÞÁ 16.18. ï�ÉÛÉÔÅ ÇÒÕ��Ù Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÇÒÕ��:Á) Z=(n) Â) Z=(2)× Z=(2) ×) D3 Ç) D4 Ä) Q8 (ÓÍ. ÚÁÄ. 15.2).õ ËÁËÉÈ ÉÚ ÜÔÉÈ ÇÒÕ�� ×ÓÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ?úÁÄÁÞÁ 16.19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á, ÉÎÄÅËÓ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÅÎ ÎÁÉÍÅÎØÛÅ-ÍÕ �ÒÏÓÔÏÍÕ ÞÉÓÌÕ, ÄÅÌÑÝÅÍÕ �ÏÒÑÄÏË ÇÒÕ��Ù ÎÏÒÍÁÌØÎÁ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÁÑ�ÏÄÇÒÕ��Á ÉÎÄÅËÓÁ 2 ÎÏÒÍÁÌØÎÁ, × ÇÒÕ��Å ÎÅÞ£ÔÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÌÀÂÁÑ �ÏÄÇÒÕ��ÁÉÎÄÅËÓÁ 3 ÎÏÒÍÁÌØÎÁ É Ô. Ä.).úÁÄÁÞÁ 16.20. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) ×ÓÅ ÇÒÕ��Ù �ÏÒÑÄËÁ 615.
1�ÏÄÓËÁÚËÁ: ÎÁÊÄÉÔÅ × S6 Ä×Á ÒÁÚÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÓÔÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, É �Ï�ÙÔÁÊÔÅÓØ ��ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ� ÉÈ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ



§17. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ17.1. âÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. ðÕÓÔØ V | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ k. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ� : V × V (u;w)7→�(u;w) - k ;ÌÉÎÅÊÎÏÅ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÄÒÕÇÏÍ, ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V . âÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ V ÏÂÒÁÚÕÀÔ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ V × V - k.ðÒÉÍÅÒÏÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁ ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÚ n◦ 14.1.ðÕÓÔØ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ V1 É V2 ÚÁÄÁÎÙ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ �1 É �2. ìÉÎÅÊ-ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V1 f- V2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ (ÉÌÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ), ÅÓÌÉ �1(v; w) = �2(f(v); f(w)) ∀ v; w ∈ V1. âÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒ-ÍÙ �1 É �2 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ V1 É V2ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.17.1.1. íÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ. ëÁË É × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, Õ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁ-ÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ× v1; v2; : : : ; vm ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V Ó ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ � ÉÍÅÅÔÓÑÍÁÔÒÉ�Á çÒÁÍÁ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÓÏÂÏÀ ÔÁÂÌÉ�Õ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ �ÁÒÁÈ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ1: Bv = (�(v�; v�)). åÓÌÉ ÏÄÉÎ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× ÌÉÎÅÊÎÏ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÏÊ ËÁË w = v Cvw, ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á çÒÁÍÁ Bw �ÅÒÅÓÞÉÔÙ×Á-ÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ Bv �Ï ÆÏÒÍÕÌÅBw = CtvwGvCvw ; (17-1)ÇÄÅ Ctvw ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÁÔÒÉ�Õ, ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ Ë Cvw.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.1. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ.ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å U ÉÍÅÅÔ × ÂÁÚÉÓÅ u ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ A, ÆÏÒ-ÍÁ � ÎÁ W ÉÍÅÅÔ × ÂÁÚÉÓÅ w ÍÁÔÒÉ�Õ B, Á ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ f : U ∼- WÉÍÅÅÔ × ÂÁÚÉÓÁÈ u É w ÍÁÔÒÉ�Õ Fwu. éÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ F ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ� (ui; uj) = � (f(ui); f(uj)), ËÏÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á A ÒÁ×ÎÁ ÍÁÔÒÉ�ÅçÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ � × ÂÁÚÉÓÅ f(u) = wFwu. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÏÍ ÆÏÒÍ � É � ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A = F twuBFwu . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ ÆÏÒÍ ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÈÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ A É B, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÅ × ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÂÁÚÉÓÅ, Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÅÍ A = CtBC ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ C ∈ GL(V ).äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e = (e1; e2; : : : ; en) × V ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � 7→ Be, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑ-ÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÅ Å£ ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ × ÂÁÚÉÓÅ e, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�1ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÁÔÒÉ� çÒÁÍÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ �, �, , . . . ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÂÏÌØÛÉÅ ÂÕË×Ù A, B, ç , . . .292



17.1.âÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ 293ÒÁÚÍÅÒÁ n× n. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ, É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÙB ∈ Matn(k) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � Ó Be = B. úÎÁÞÅÎÉÅÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÅ ×ÅËÔÏÒÏ× u = ∑i xiei É w = ∑j yjej ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ Å£ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁÈ:�(u;w) = �(∑i xiei ;∑j yjej ) =∑ij bijxiyj = xtBy (17-2)ÇÄÅ bij = �(ei; ej) ÓÕÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ B, Á ÞÅÒÅÚ xt É y ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÓÔÒÏËÁ É ÓÔÏÌÂÅ� ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×ÅËÔÏÒÏ× u = ex É w = eu.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.1ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÍÅÅÔÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n2 . �17.1.2. ëÏÒÒÅÌÑ�ÉÉ. ëÁÖÄÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ Ä×Á ÌÉÎÅÊÎÙÈÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ L� : V v 7→�(v;∗) - V ∗R� : V v 7→�(∗;v) - V ∗ (17-3)ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÑÍÉ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ �.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.2ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ L : � 7→ L� É R : � 7→ R� Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ V Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× V - V ∗.ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ LR−1 = RL−1 : Hom(V; V ∗) ∼- Hom(V; V ∗) �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ' : V - V ∗ × Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ '∗ : V ∗∗ = V - V ∗ .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÂÁÚÉÓ e × V É Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e∗ × V ∗ ÉÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÅ � ÎÁ V Å£ ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ Be × ÂÁÚÉÓÅe, Á ËÁÖÄÏÍÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ ' : V - V ∗ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉ�Õ æe∗e, × j-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�ÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÉÔ ÓÔÏÌÂÅ� ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×ÅËÔÏÒÁ '(ej) × ÂÁÚÉÓÅ e∗. ÷ÓÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× R� É L� ÓÕÔØ Be É BteÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.3 (ËÒÉÔÅÒÉÉ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ)óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ � : V × V - k Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ çÒÁÍÁBe × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e = (e1; e2; : : : ; en) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:1) detBe 6= 02) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ u ∈ V ∃ w ∈ V : �(u;w) 6= 03) ÌÅ×ÁÑ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÑ L� : V - V ∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ



294 §17.ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ4) ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ � : V - k �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ �(v) = �(u�; v) ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ u� ∈ V5) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ w ∈ V ∃ u ∈ V : �(u;w) 6= 06) �ÒÁ×ÁÑ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÑ R� : V - V ∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ7) ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ � : V - k �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ �(v) = �(v; w�) ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ w� ∈ V .÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ (1) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÂÁÚÉÓÁ e, ÔÏ ÏÎÏ ×Ù�ÏÌ-ÎÅÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ, Á ×ÅËÔÏÒÙ u� É w� × (4) É (7), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÀÔ, ÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ dimV = dimV ∗, ÕÓÌÏ×ÉÑ (2) É (4), ÏÚÎÁÞÁÀÝÉÅ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ kerL� = 0 É ÞÔÏ imL� = V ∗, ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÀ (3).ðÏ ÔÏÊ ÖÅ �ÒÉÞÉÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ É ÕÓÌÏ×ÉÑ (5), (6), (7). ðÏÓËÏÌØËÕÍÁÔÒÉ�Ù Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× L� É R� × Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÂÁÚÉÓÁÈ e É e∗ ÓÕÔØBte É Be, ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× L� É R� ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ detBte =detBe 6= 0 . �17.1.3. ñÄÒÁ É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÙ. âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ �, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ-×ÉÑÍ �ÒÅÄÌ. 17.3 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÁ ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ � ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ, ÔÏ ÏÂÅ Å£ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÉ ÉÍÅÀÔ ÎÅÎÕ-ÌÅ×ÙÅ ÑÄÒÁ kerL� = {u ∈ V | �(u; v) = 0 ∀ v∈V }kerR� = {u ∈ V | �(v; u) = 0 ∀ v∈V } ,ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÌÅ×ÙÍ É �ÒÁ×ÙÍ ÑÄÒÏÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ �. ÷Ï-ÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÏ ÒÁÚÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × V . îÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ Õ ÎÉÈ ÏÄÉÎÁËÏ-×Á, �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉ�Ù L� É R� ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.îÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ×ÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ×Ï ÍÎÏÇÏÍ �ÏÈÏÖÅ ÎÁ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e = (e1; e2; : : : ; en) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V�ÒÏÏÂÒÁÚÙ ×ÅËÔÏÒÏ× Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e∗ = (e∗1; e∗2; : : : ; e∗n) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ∗ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÊ ÄÁÄÕÔ Ä×Á ÂÁÚÉÓÁ × V
∨e = (∨e1; ∨e2; : : : ; ∨en) É e∨ = (e∨1 ; e∨2 ; : : : ; e∨n) (17-4)Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÓÌÅ×Á É Ó�ÒÁ×Á Ë ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ e ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÙ � ×ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ � (∨ei; ej) = � (ei; e∨j ) = {1 �ÒÉ i = j0 �ÒÉ i 6= j : (17-5)



17.1.âÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ 295ïÎÉ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÂÁÚÉÓ e �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ ∨e = eB−1 te É e∨ = eB−1e . úÎÁÎÉÅÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ v ∈ V �ÏÂÁÚÉÓÕ e ËÁË v =∑� � (∨e� ; v) · e� =∑� � (v; e∨� ) · e� (17-6)(× Þ£Í ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ �ÒÉÍÅÎÉ× Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ � (∨e� ; ∗ ) É� ( ∗ ; e∨� ) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ).äÌÑ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ⊂ V ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ
⊥U = {v ∈ V | �(v; u) = 0 ∀u∈U } ;U⊥ = {v ∈ V | �(u; v) = 0 ∀u∈U }ÌÅ×ÙÊ É �ÒÁ×ÙÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÙ Ë U . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÒÁÚÎÙÅ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × V .ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.4åÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ � ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ V ÎÅ×Ù-ÒÏÖÄÅÎÏ, ÔÏ V = ⊥U ⊕U = U ⊕U⊥. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v ∈ V ÅÇÏ ÌÅ×ÁÑÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ vÌ ∈ U ×ÄÏÌØ ⊥U É �ÒÁ×ÁÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑv� ∈ U ×ÄÏÌØ U⊥ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ�(v; w) = �(vÌ; w) É �(w; v) = �(w; v�) ∀w∈U ; (17-7)É ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ �ÁÒÙ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÙ � ÂÁÚÉÓÏ× �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á U �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍvÌ =∑� � (v; u∨� ) · u� É v� =∑� � (∨u�; v) · u� : (17-8)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ �ÒÏ ÌÅ×ÙÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌ, ÄÌÑ �ÒÁ×Ï-ÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÁ ×Ó£ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ � ÎÁ U ÎÅ×ÙÒÏ-ÖÄÅÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ V ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ U ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ ÌÅ×ÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ v: u 7−→ �(v; u) ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ ÌÅ×ÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏ-ÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ×ÅËÔÏÒ vÌ ∈ U , ËÏÔÏÒÙÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ�Ï v. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ u ∈ U ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(v; u) = �(vÌ; u), ËÏÔÏÒÏÅÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ �(v− vÌ; u) = 0. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ v ∈ V ÄÏ�ÕÓ-ËÁÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ v = vÌ+(v−vÌ) Ó vÌ ∈ U É v−vÌ ∈ ⊥U ,Ô. Å. V = U ⊕ ⊥U . îÁËÏÎÅ�, �ÏÓËÏÌØËÕ �(v; u∨i ) = �(vÌ; u∨i ), ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÁvÌ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (17-6) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ vÌ =∑� � (vÌ; u∨� ) · u� =∑� � (v; u∨� ) · u� . �17.1.4. (ëÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ
∀ v; w ∈ V �(v; w) = �(w; v)



296 §17.ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ
∀ v; w ∈ V �(v; w) = −�(w; v)(ëÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ ÏÚÎÁÞÁÅÔ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ Å£ ÍÁÔÒÉ�ÙçÒÁÍÁ × ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ (Á ÚÎÁÞÉÔ, É × ÌÀÂÏÍ) ÂÁÚÉÓÅ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ∀ v∈V �(v; v) = 0, ÔÏ ÆÏÒÍÁ � ËÏÓÏÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÞÎÁ, Á ÅÓÌÉ har(k) 6= 2, ÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ.ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍ:�(v; w) = �+(v; w) + �−(v; w) ; ÇÄÅ�+(v; w) = (�(v; w) + �(w; v))=2 ; �−(v; w) = (�(v; w)− �(w; v))=2 ;�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.3. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× �ÒÉ dimV = n.åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ V (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, ÔÏ ÌÅ×ÙÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌ Ë ÌÀÂÏÍÕ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Õ U ⊂ V ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÒÁ×ÙÍ:

⊥U = U⊥ = {w ∈ V | �(w; u) = ±�(u;w) = 0 ∀u∈U }÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÅ×ÏÅ É �ÒÁ×ÏÅ ÑÄÒÁ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÒÁ×ÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕ-ÇÕ É ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÒÏÓÔÏ ÑÄÒÏÍ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ � :ker � = ⊥V = V ⊥ = {w ∈ V | �(w; v) = ±�(v; w) = 0 ∀ v∈V } :ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.5ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ � ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ Ë Å£ ÑÄÒÕ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ V ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ U ⊂ V ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ V = ker � ⊕ U . åÓÌÉ w∈U ÌÅÖÉÔ× ÑÄÒÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ �|U , Ô. Å. ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ∀u∈U ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ �(w; u) = 0,ÔÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ v ∈ V × ×ÉÄÅ v = e + u Ó e ∈ ker � , u ∈ UÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ �(w; v) = �(w; e) + �(w; u) = 0 , Ô. Å. w ∈ U ∩ ker � = 0. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ.�ÏÞÎÅÅ, �ÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ V = kerL� ⊕U = kerR� ⊕W , ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÌÅ×ÏÊËÏÒÒÅÌÑ�ÉÉ V L�- V ∗ ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ U ÓW ∗, Á ÎÅ Ó U∗.÷ÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ har(k) 6= 2 .



17.2.óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ É Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ 29717.2. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ É Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. úÁÆÉËÓÉ-ÒÕÅÍ × ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓ e1; e2; : : : ; enÉ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ (x1; x2; : : : ; xn) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ× v ∈ V × ÜÔÏÍÂÁÚÉÓÅ. ëÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x1; x2; : : : ; xn℄ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÀV f- k : a =∑�iei 7−→ f(a) = f(�1; �2; : : : ; �n) ;ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÅ a =∑�iei ÒÁ×ÎÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ x = �× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ f Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ×ÙÛÅÆÕÎË�ÉÉ a 7→ f(a) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ ËÏÌØ�Á k[x1; x2; : : : ; xn℄ × ËÏÌØ�ÏÆÕÎË�ÉÊ V k- , �ÒÉÞ£Í ÏÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁÂÁÚÉÓÁ (ÈÏÔÑ ÓÁÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔ ÎÅÇÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÏÌÅ k ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ.æÕÎË�ÉÉ q : V - k, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ,ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÉ q : V - k ÂÙÔØ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ.åÓÌÉ har(k) 6= 2, Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ q ÕÄÏÂÎÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ × ×ÉÄÅq(x) =∑i;j xiqijxj = x ·Q · xt ; (17-9)ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �Ï ×ÓÅÍ �ÁÒÁÍ ÉÎÄÅËÓÏ× 1 6 i; j 6 n É ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÙ qij ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎÙ × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ Q = (qij) ÒÁÚÍÅÒÁ n × n ÔÁË,ÞÔÏ �ÒÉ i 6= j ×ÅÌÉÞÉÎÁ qji = qij ÒÁ×ÎÁ �ÏÌÏ×ÉÎÅ2 ÆÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÁ �ÒÉ xixj, �ÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ �ÏÓÌÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ �ÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. éÚ ÔÁËÏÊÚÁ�ÉÓÉ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ q : V - k, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÁÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ(17-9) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ � = {(v; v)} ⊂ V ×V ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q̃ : V × V - k Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ çÒÁÍÁ Q, Ô. Å.q(v) = q̃(v; v) :âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ q̃ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ q. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏ-�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÅ q̃(u;w) Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕq(v) = q̃(v; v) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÏÌÑ-ÒÉÚÁ�ÉÑ q̃ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ q �ÏÆÏÒÍÕÌÁÍq̃(v; w) = (q(v + w)− q(v)− q(w))=2 = (q(v + w)− q(v − w))=4 : (17-10)1Ô. Å. ÒÁÚÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ V2ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 2 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x1x2 × ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ ÎÅ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ



298 §17.ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍõ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.7. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÏ É �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ q̃(x; y) = 12 ∑i yi �q(x)�xi .íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÁÔÒÉ�Õ Q ÉÚ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ (17-9) ÍÁÔÒÉ�ÅÊ çÒÁÍÁ Ë×Á-ÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ q. ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ Å£ ÕÍÎÏÖÅ-ÎÉÉ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ, ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ.ïÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÎÇÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q .�ÅÏÒÅÍÁ 17.1 (ÔÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ)äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q̃ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ�ÏÌÅÍ k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ har(k) 6= 2 × V ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÁÚÉÓ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊÍÁÔÒÉ�ÅÊ çÒÁÍÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ dimV = 1 ÉÌÉ q̃ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ 0, ÔÏ ÍÁÔÒÉ�ÁçÒÁÍÁ ÕÖÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ. åÓÌÉ q̃ 6≡ 0, ÔÏ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÆÏÒÍÅ q̃ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊÍÎÏÇÏÞÌÅÎ q(v) = q̃(v; v) ÓÏÇÌÁÓÎÏ (17-10) ÔÏÖÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÎÕ-Ì£Í, É ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ×ÅËÔÏÒ e ∈ V , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ q̃(e; e) 6= 0. ÷ÏÚØÍÅÍ ÅÇÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å�ÅÒ×ÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ q̃ ÎÁ ÏÄÎÏ-ÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï k ·e ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÏ, V �Ï �ÒÅÄÌ. 17.4 ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ × �ÒÑÍÕÀÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ (k · e) ⊕ e⊥, ÇÄÅ e⊥ = { v ∈ V | q̃(e; v) = 0 } . ðÏ ÉÎÄÕË-�ÉÉ, × e⊥ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÁÚÉÓ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ çÒÁÍÁ. äÏÂÁ×ÌÑÑ Ë ÎÅÍÕe, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÕÖÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × V . �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 17.1÷ÓÑËÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ �ÏÌÅÍ k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ har(k) 6= 2ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ ∑ aix2i .óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 17.2îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ har(k) 6= 2 Ä×Å Ë×Á-ÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ ÏÄÎÁ × ÄÒÕÇÕÀ ÌÉÎÅÊÎÏÊÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊÒÁÎÇ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ-ÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ × ÅÄÉÎÉ�Ù ÚÁÍÅÎÏÊ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅË-ÔÏÒÏ× �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ ei 7→ ei=√q(ei). ëÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÅÄÉÎÉ� É ÎÕÌÅÊ ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁ-ÇÏÎÁÌÉ ÔÁËÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁ×ÎÙ ÒÁÎÇÕ ÆÏÒÍÙ É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ Å£ ÑÄÒÁ É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÆÏÒÍÙ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ Ë ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÍÕ ×ÉÄÕ ∑ x2i . �17.2.1. ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ. îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ ÏÔ-ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÔØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÄÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ×ÏÚ-ÍÏÖÎÏ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ, ÄÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÍ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÅ Ë ÜÔÏÍÕ, Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ detQe ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ Q ÆÏÒÍÙ q × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e.ðÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔ



17.2.óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ É Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ 299Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÅÒÅÈÏÄÁ. ðÏÜÔÏÍÕ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅ-ÎÕÌÅ×ÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÉÚ �ÏÌÑ k Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÏÒÍÁ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ, ÎÅÉÍÅÅÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ.íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÌÁÓÓ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ çÒÁÍÁ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÞÅÒÅÚ det q ∈ k=k∗2 É �ÉÓÁÔØ a ∼ b, ÅÓÌÉ a = �2b ÄÌÑÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ � ∈ k.ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ q ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ det q = 0. æÏÒÍÙ Ódet q 6= 0 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ.17.2.2. ðÒÉÍÅÒ: Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅìÁÇÒÁÎÖÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈq(x) = a x21 + 2 b x1x2 +  x22 = (x1; x2)(a bb )(x1x2) 6≡ 0�ÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÌÉÂÏ Ë ×ÉÄÕ �t2 = 0 � 6= 0, ÌÉÂÏ Ë ×ÉÄÕ �t21 + � t22, ÇÄÅ � 6= 0 É � 6= 0.÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÁ q ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ: det q ∼ a − b2 ∼ � · 0 = 0 É �ÒÏ-�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÁ �ÏÌÎÏÍÕ Ë×ÁÄÒÁÔÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ t = t(x1; x2). �ÁËÁÑ ÆÏÒÍÁÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ×ÄÏÌØ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ann (t) ⊂ V É ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑÎÁ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁÈ.÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ det q ∼ a − b2 ∼ �� 6= 0 É ÆÏÒÍÁ q ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ. åÓÌÉÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ v = (#1; #2), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ q(v) = �#21 + �#22 = 0, ÔÏ
− det q ∼ −�� ∼ −�=� = (#1=#2)2Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ1, É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ�t21 + � t22 = �(t1 + #1#2 t2)(t1 − #1#2 t2)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÎÅ�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÔØ Ä×Á ÔÉ�Á ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ:1) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÆÏÒÍÙ q, Õ ËÏÔÏÒÙÈ − det q ÎÅ Ë×ÁÄÒÁÔ, É q(v) 6= 0 �ÒÉv 6= 02) �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ q = �1�2 ÎÅ�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ; × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

− det q Ë×ÁÄÒÁÔ, É q ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ÎÁ Ä×ÕÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Ann (�1) 6= Ann (�2) É ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ÎÁ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ×ÅËÔÏÒÁÈ.æÏÒÍÙ �ÅÒ×ÏÇÏ ÔÉ�Á ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÍÉ, Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÉ�Á | ÇÉ�ÅÒÂÏ-ÌÉÞÅÓËÉÍÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ k ÁÎÉÚÏÔÒÏ�-ÎÙÈ ÆÏÒÍ ÏÔ > 2 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ.1ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ #2 6= 0 × ÓÉÌÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �#21 + �#22 = 0



300 §17.ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ17.2.3. éÚÏÔÒÏ�ÎÙÅ É ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ðÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï U ⊂ V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÍ ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q, ÅÓÌÉ q(v) =q̃(v; v) 6= 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ v ∈ V .îÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ Å×ËÌÉÄÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÍ�Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍÕ ÓËÁÌÑÒÎÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ.÷ n◦ 17.2.2 ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÏ , ÅÓÌÉÉ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ − det (q|U) ÎÅ Ë×ÁÄÒÁÔ × k.ðÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÍ ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙq, ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ q|U ≡ 0 ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, q̃(u1; u2) = 0 ∀ u1; u2 ∈ U . îÅ-ÎÕÌÅ×ÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ v, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á,ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ. äÌÑ ÔÁËÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× q(v) = q̃(v; v) = 0.óÏÇÌÁÓÎÏ n◦ 17.2.2, ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×Ù-ÒÏÖÄÅÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Õ ÎÅ£ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÔ Ä×ÕÈ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÌÉÂÏ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÁ, ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.6òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V Ó ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎ-ÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ � ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ dimV=2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÏÒÍÁ � ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ, Ï�ÅÒÁÔÏÒ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÉR� : V v 7→�( ∗ ;v) - V ∗Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. éÚÏÔÒÏ�ÎÏÓÔØ U ⊂ V ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ R�(U) ⊂ Ann (U).ðÏÜÔÏÍÕ dimU = dimR�(U) 6 dimAnnU = dimV − dimU . �17.2.4. ðÒÉÍÅÒ: 2n-ÍÅÒÎÏÅ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï H2n Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ V ∗ ⊕ V (dimV = n), ÎÁÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ h( (�1; v1) ; (�2; v2) ) = �1(v2) + �2(v1) , ËÏÔÏÒÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×Á-ÅÔÓÑ × ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V É V ∗, Á ÎÁ ÌÀÂÏÊ�ÁÒÅ �ÁÒÅ ×ÅËÔÏÒ-ËÏ×ÅËÔÏÒ ÒÁ×ÎÁ Ó×£ÒÔËÅ h(�; v) = h(v; �) = 〈�; v〉.âÁÚÉÓH2n, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× e1; e2; : : : ; en; e∗1; e∗2; : : : ; e∗n ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× V É V ∗, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ ÂÁÚÉÓÏÍ. íÁÔÒÉ�ÁçÒÁÍÁ ÔÁËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
(0 EE 0) ;ÇÄÅ 0 É E | ÎÕÌÅ×ÁÑ É ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ n× n-ÍÁÔÒÉ�Ù.�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÆÏÒÍÁ h ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ É ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÍÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÁÍÉ �ÏÌÏ×ÉÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÔÁË ÞÔÏ Ï�ÅÎËÁ ÉÚ �ÒÅÄÌ. 17.6 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ.÷ÅËÔÏÒÙ pi = ei + e∗i É qi = ei − e∗i ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÆÏÒÍÙ hÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ h(pi; pi) = 2, h(qi; qi) = −2.



17.2.óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ É Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ 301ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÓÕÍÍÁ H2m ⊕H2k ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÎÁ H2(m+k).ìÅÍÍÁ 17.1÷ÓÑËÏÅ m-ÍÅÒÎÏÅ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V Ó ÎÅ×Ù-ÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ � ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ 2m-ÍÅÒÎÏÍ ÇÉ-�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W ⊂ V , É ÌÀÂÏÊ ÂÁÚÉÓ × U ÄÏ�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÏÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ × W .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ × U ÂÁÚÉÓ u1; u2; : : : ; um , ÄÏ�ÏÌÎÉÍ ÅÇÏ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ ×V É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ �.ðÅÒ×ÙÅ m ×ÅËÔÏÒÏ× u∨1 ; u∨2 ; : : : ; u∨m ÜÔÏÇÏ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ� (ui; u∨j ) = {1 �ÒÉ i = j0 �ÒÉ i 6= j ; (17-11)�ÒÉÞ£Í ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ Ë ÌÀÂÏÍÕ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× u∨j ÌÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ×ÅË-ÔÏÒÏ× ui ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÅÔ ÜÔÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á. úÁÍÅÎÑÑ ËÁÖÄÙÊ u∨j ÎÁwj = u∨j − 12 ∑� � (u∨j ; u∨� )u� ;�ÏÌÕÞÉÍ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× w1; w2; : : : ; wm, ÔÁËÖÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ (17-11) É �ÏÒÏ-ÖÄÁÀÝÉÊ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, �ÏÓËÏÌØËÕ ∀ i; j �(wi; wj) = �(u∨i ; u∨j )−12 �(u∨i ; u∨j )− 12 �(u∨j ; u∨i ) = 0 . ��ÅÏÒÅÍÁ 17.2ìÀÂÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V Ó ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × �ÒÑÍÕÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ É ÁÎÉÚÏ-ÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÎÄÕË�ÉÑ �Ï dimV . åÓÌÉ dimV = 1 ÉÌÉ × V ÎÅÔ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÈ×ÅËÔÏÒÏ×, ÔÏ ÓÁÍÏ V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ. åÓÌÉ × V ÅÓÔØÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ e, ÔÏ �Ï ÌÅÍ. 17.1 ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÉ-�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ H2. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÜÔÕ �ÌÏÓËÏÓÔØÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÏ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕV = H2⊕H⊥2 . ðÏ ÉÎÄÕË�ÉÉ, H⊥2 = H2k⊕U , ÇÄÅ U ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÏ É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏH2k. �ÏÇÄÁ V = H2k+2 ⊕ U . �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 17.3ìÀÂÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ q ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ�ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ x1xi+1 + x2xi+2 + · · · + xix2i + �(x2i+1; x2i+1 : : : ; xr) , ÇÄÅr = rk (q) É �(x) 6= 0 �ÒÉ x 6= 0 . �



302 §17.ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ17.3. éÚÏÍÅÔÒÉÉ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. ðÕÓÔØ ÎÁ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÚÁÄÁÎÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ �. åÓÌÉÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ f : V - V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÄÌÑ �, ÔÏ ÅÇÏ ÍÁ-ÔÒÉ�Á F × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ çÒÁÍÁ BÆÏÒÍÙ � × ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ F tBF = B. ðÏÜÔÏÍÕ f ÏÂÒÁÔÉÍ, É ÏÂÒÁÔ-ÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ f−1 ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉ�Õ F−1 = B−1F tB .�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÌÀÂÏÊ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ � ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ. üÔÁ ÇÒÕ��Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏ-ÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÆÏÒÍÙ � É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ O�.17.3.1. ðÒÉÍÅÒ: ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ï�ÅÒÁÔÏÒH2 f- H2ÉÍÅÀÝÉÊ × ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e; e∗ ÍÁÔÒÉ�ÕF = (a b d)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ, ËÏÇÄÁ
(a b d) · (0 11 0) · (a b d) = (0 11 0) ;ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ a = bd = 0 É ad+ b = 1, ÉÍÅÀÝÉÍ Ä×Á ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÒÅÛÅÎÉÊ:F� = (� 00 �−1) É F̃� = ( 0 ��−1 0) ; ÇÄÅ � ∈ k r {0} ÌÀÂÏÅ. (17-12)åÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÏÌÅ k = R, ÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F� Ó � > 0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ�Ï×ÏÒÏÔÏÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v = (x; y) �ÒÉÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÎÁ ÎÅÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× F� Ó � ∈ (0;∞) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÕxy = onst. åÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ � = et É �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕp = (e+ e∗)=√2 ; q = (e− e∗)=√2 ;ÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F� ÚÁ�ÉÛÅÔÓÑ × ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ

(1=√2 1=√21=√2 −1=√2) · (et 00 e−t) · (1=√2 1=√21=√2 −1=√2) = (h t sh tsh t h t)ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å �Ï×ÏÒÏÔÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÒÉ � < 0 Ï�ÅÒÁÔÏÒF� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉ-ÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÕÌÑ. ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ F� ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ É ÌÅÖÁÔ ×SL(R2), Ô. Å. ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ �ÌÏÝÁÄØ. ï�ÅÒÁÔÏÒÙ F̃� ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ É Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÍ-�ÏÚÉ�ÉÑÍÉ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ �Ï×ÏÒÏÔÏ× Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ ÇÉ�ÅÒ-ÂÏÌÙ. ïÎÉ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ �ÌÏÝÁÄÉ, ÎÏ ÍÅÎÑÀÔ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ.



17.3.éÚÏÍÅÔÒÉÉ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ 30317.3.2. ïÔÒÁÖÅÎÉÑ. ó ËÁÖÄÙÍ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ e ∈ V Ó×ÑÚÁÎÏ�ÒÑÍÏÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ V = k ·e ⊕ e⊥, ÇÄÅ e⊥ = {v ∈ V | �(e; v) = 0} .ìÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒV �e- V : v 7−→ �e(v) def= v − 2 �(e; v)�(e; e) · e (17-13)ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ e⊥ É �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ e × −e. ðÏÜÔÏÍÕ �e ∈ O� É �2e = 1.ï�ÅÒÁÔÏÒ (17-13) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ e⊥ (ÓÍ. ÒÉÓ. 17⋄1).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.8. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ V f- V É ÌÀÂÏÇÏÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ e ∈ V ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f◦�e◦f−1 = �f(e).
σev v

e−e

O

e⊥

β(e,v)
β(e,e) · e

u v

u + v

u− v

−v

OòÉÓ. 17⋄1. ïÔÒÁÖÅÎÉÅ �e. òÉÓ. 17⋄2. ïÔÒÁÖÅÎÉÑ × ÒÏÍÂÅ.ìÅÍÍÁ 17.2÷ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ó ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ � ÄÌÑ ÌÀ-ÂÙÈ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× u, v Ó ÒÁ×ÎÙÍÉ ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ Ë×Á-ÄÒÁÔÁÍÉ �(u; u) = �(v; v) 6= 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ u ÌÉÂÏ × vÌÉÂÏ × −v.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ u É v ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏ ÉÓËÏÍÙÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�v = �u. åÓÌÉ u É v ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ Ä×ÕÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÎÁÔÑ-ÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ÎÉÈ ÒÏÍÂÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 17⋄2) ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜÔÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ: �(u + v; u − v) = �(u; u) − �(v; v) = 0, É ÅÓÌÉ ÂÙÏÎÉ ÏÂÅ ÉÍÅÌÉ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ, ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÉÈ ÌÉ-ÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÕÀ Ó ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ×ÅËÔÏÒÏ× u É v, ÂÙÌÏÂÙ ÎÕÌÅ×ÙÍ, ÞÔÏ ÎÅ ÔÁË. ïÔÒÁÖÅÎÉÅ �u−v �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ u × v, Á ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ �u+v�ÅÒÅ×ÏÄÉÔ u × −v. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÏ, ÔÏ ×ÓÅÇÄÁÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ u × ÔÏÞÎÏÓÔÉ × v.�ÅÏÒÅÍÁ 17.3÷ÓÑËÁÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ n-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊÆÏÒÍÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ 6 2n ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ.



304 §17.ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÎÄÕË�ÉÑ �Ï n. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ E É ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ −E. òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ ÉÚÏÍÅÔÒÉÀ f : V ∼- V n-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ÷ÙÂÅÒÅÍ × V ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ v É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ � ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅf(v) ÌÉÂÏ × v, ÌÉÂÏ × −v. ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ �f �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ v × ±v, Á ÚÎÁÞÉÔ, �ÅÒÅ×Ï-ÄÉÔ × ÓÅÂÑ (n− 1)-ÍÅÒÎÕÀ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ v⊥. ðÏ ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÄÅÊÓÔ×ÉÅ �f ÎÁ v⊥Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ 6 2(n− 1) ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ × v⊥,ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÌÉ ÜÔÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ, ÄÏ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ × V ,ÄÏÂÁ×É× Ë ÎÉÍ ×ÅËÔÏÒ v. �ÏÇÄÁ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ (2n − 2) ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ × ÜÔÉÈ ÒÁÓÛÉ-ÒÅÎÎÙÈ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÑÈ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ �f ÎÁ v⊥, É �f ÌÉÂÏ ÒÁ×ÅÎ ÜÔÏÊ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ,ÌÉÂÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÎÅ£ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÅÝ£ ÏÄÎÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ × ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉv⊥, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÇÏ v × −v. îÏ ÔÏÇÄÁ f = ��f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ 6 2n ÏÔÒÁ-ÖÅÎÉÊ. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ 6 n ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 17.4 (ÌÅÍÍÁ ÷ÉÔÔÁ)ðÕÓÔØ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ U , V ,W ÚÁÄÁÎÙ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-ÎÙÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÑÍÏÊÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÙ U ⊕ V Ó �ÒÑÍÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ U ⊕W , ÔÏ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V Ó W .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÎÄÕË�ÉÑ �Ï dimU . åÓÌÉ U = 0, ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. åÓÌÉdimU = 1, ÔÏ U = k · u , ÇÄÅ u ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÅÎ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍf : k · u ⊕ V ∼- fk · u ⊕ W :òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ � ×ÔÏÒÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ f(u) × ±u. éÚÏ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �f �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ k·u × k·u, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÁÅÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë u × �ÅÒ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë u ×Ï ×ÔÏÒÏÍ É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄÁ£Ô ÎÕÖÎÙÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒ-ÆÉÚÍ �f : V ∼- W .åÓÌÉ dimU > 1, ÔÏ ×ÙÂÅÒÅÍ × U ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ u ÉÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ U = k·u⊕ u⊥. ðÒÉÍÅÎÑÑ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅÉÎÄÕË�ÉÉ Ë U = k · u �ÏÌÕÞÉÍ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ u⊥ ⊕ V Ó u⊥ ⊕W .÷ÔÏÒÏÊ ÒÁÚ �ÒÉÍÅÎÑÑ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ Ó U = u⊥, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÕÀÉÚÏÍÅÔÒÉÀ V Ó W . �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 17.4ðÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ × ÔÅÏÒÅÍÅ (ÔÅÏÒ. 17.2) ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V Ó ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎ-ÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ × �ÒÑÍÕÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÇÉ�ÅÒ-ÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ É ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ



17.3.éÚÏÍÅÔÒÉÉ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ 305ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÁËÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ V = H2k ⊕ U = H2m ⊕ W ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÅ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U É W ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, Á ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÉÍÅÀÔ ÒÁ×ÎÙÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2k = 2m.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ m > k, ÔÁË ÞÔÏ H2m = H2k ⊕ H2(m−k). �ÏÖÄÅÓÔ×ÅÎ-ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ IdV : H2k ⊕ U ∼- H2k ⊕ H2(m−k) ⊕W Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÏ ÌÅÍÍÅ ÷ÉÔÔÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍU ∼- H2(m−k)⊕W . ðÏÓËÏÌØËÕ × U ÎÅÔ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï H2(m−k) ÎÕÌÅ×ÏÅ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, k = m É U ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÉÚÏÍÏÒÆÎÏ W . �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 17.5ðÕÓÔØ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U , W × × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V Ó ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÆÏÒÍÙ ÎÁ U É ÎÁ WÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÙ É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ' : U ∼- W . �ÏÇÄÁ' �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ (ÍÎÏÇÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ) ÄÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ×ÓÅÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÅÇÏ Ó ' ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å U .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÙU⊥ É W⊥ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ: ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÁ  : U⊥ - ∼ W⊥, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅU ⊕ U⊥ = V (u;u′)7→('(h′); (u′)) - V =W ⊕W⊥ÄÁÓÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ� : U ⊕ U⊥ (u;u′)7→u+u′ - V� : U ⊕W⊥ (u;w′) 7→'(u)+w′
- VÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ�−1� : U ⊕ U⊥ ∼- U ⊕W⊥ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÏ ÌÅÍÍÅ ÷ÉÔÔÁ U⊥ É W⊥ ÉÚÏ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 17.6ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÌÀÂÏÊ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒ-ÍÙ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ É ÎÁ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÁÈ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÏ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ×ÙÔÅ-ËÁÅÔ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ �ÒÏ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÒÉ �Ï-ÍÏÝÉ ÌÅÍ. 17.1. �



306 §17.ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ17.3.3. ðÒÉÍÅÒ: Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁÄ Fp, p 6= 2. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁ-ËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅ Ë×ÁÄÒÁÔ " ∈ Fp. ÷ n◦ 4.4.4 ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙÏÂÒÁÚÕÀÔ × ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Å �ÏÌÑ Fp = Z=(p) �ÏÄÇÒÕ��Õ ÉÎÄÅËÓÁ 2.ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Fp ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊË×ÁÄÒÁÔ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÄÅÌÁÎ ÒÁ×ÎÙÍ ÌÉÂÏ 1, ÌÉÂÏ ". éÚ ÔÅÏÒ. 17.1 ×ÙÔÅËÁÅÔÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ Fp ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕq(x) =∑ x2i + "∑x2j (17-14)(ÎÁÂÏÒÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × �ÅÒ×ÏÊ É ×ÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÅ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ).äÁÌÅÅ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ax21 + bx22 = Ó (17-15)ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ × Fp �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ a; b É ÌÀÂÏÍ . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÏÇÄÁ x1 É x2ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ �ÒÏÂÅÇÁÀÔ Fp, ÆÕÎË�ÉÉ a x21 É − b x22 �ÒÉÎÉÍÁÀÔ �Ï(p+1)=2 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ�Ï ËÁËÏÍÕ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a x21 = − b x22.éÚ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (17-15) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎ-ÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q ÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅËÔÏÒ eÓ q(e) = 1, Á ÚÎÁÞÉÔ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÆÏÒÍÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ x21 + x22 ÉÌÉx21+ "x22. üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ×ÔÏÒÕÀ ÓÕÍÍÕ × (17-14) ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ,ÞÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ q ÒÁÎÇÁ r ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Fp ÉÚÏÍÏÒÆÎÁÆÏÒÍÅ x21 + · · ·+ x2r−1 + x2r, ÅÓÌÉ det q Ë×ÁÄÒÁÔ, ÉÌÉ ÆÏÒÍÅ x21 + · · ·+ x2r−1 + "x2r,ÅÓÌÉ det q ÎÅ Ë×ÁÄÒÁÔ.äÒÕÇÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (17-15) ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÅ×Ù-ÒÏÖÄÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ax21+bx22+x23+ · · · ÏÔ > 3 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÓÅÇÄÁÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ | ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÅËÔÏÒ (�1; �2; 1; 0; : : : ) Óa�21 + b�22 = −. ðÏÜÔÏÍÕ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Fp ÂÙ×ÁÀÔ ÔÏÌØËÏ× ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ 1 É 2 É Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÀÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏ-ÖÄÅÎÎÙÍÉ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ x2 É "x2 É Ä×ÕÍÅÒÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉx21 + x22 (�ÒÉ p ≡ −1 (mod 4)) É x21 + "x22 (�ÒÉ p ≡ 1 (mod 4)) :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ x21+x22 ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÎÁ �ÒÉ p ≡ 1 (mod 4)É ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÁ �ÒÉ p ≡ −1 (mod 4), Á ÆÏÒÍÁ x21+"x22, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÁ �ÒÉp ≡ 1 (mod 4) É ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÎÁ �ÒÉ p ≡ −1 (mod 4).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Fp ÌÉÂÏ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÎÁ, ÌÉÂÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ É ÏÄÎÏÊ ÉÚÞÅÔÙÒ£È �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÈ ÆÏÒÍ.



17.3.éÚÏÍÅÔÒÉÉ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ 30717.3.4. ðÒÉÍÅÒ: ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. ÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒ. 17.1,×ÓÑËÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ q ÏÔ n ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Ë ×ÉÄÕq(x) = x21 + x22 + · · ·+ x2p − x2p+1 − x2p+2 − · · · − x2p+m : (17-16)äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ × Rn ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ e1; e2; : : : ; en Ó ÄÉÁÇÏ-ÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ çÒÁÍÁ, Á ÚÁÔÅÍ �ÏÄÅÌÉÔØ ËÁÖÄÙÊ ei Ó q(ei) 6= 0 ÎÁ √|q(ei)|.þÉÓÌÁ p É m ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ É ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ ÉÎÄÅËÓÁÍÉÉÎÅÒ�ÉÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q, Á ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ p−m|�ÒÏÓÔÏ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÆÏÒÍÙq. ðÁÒÕ ÞÉÓÅÌ (p;m) ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊ ÆÏÒÍÙ �. óÕÍÍÁ p+m = rk qÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ q ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (17-16). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÉÎÄÅËÓÏ× p, m ÔÁËÖÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ.úÁÍÅÎÑÑ V ÎÁ ÆÁËÔÏÒ V= ker q, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ q ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅ-ÎÁ. �ÏÇÄÁ ÏÎÁ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅ-ÓËÏÊ É ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ.ä×ÕÍÅÒÎÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (1; 1) ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÎÁ, �ÏÓËÏÌØËÕx21−x22 = (x1+x2)(x1−x2) = 2y1y2, ÇÄÅ y1;2 = (x1±x2)=√2 . ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ R× ËÁÖÄÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÍÅÀÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÎÅÉÚÏ-ÍÏÒÆÎÙÅ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÅ ÆÏÒÍÙ: �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ (ÉÌÉ Å×ËÌÉÄÏ×Á),ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ �(v; v) > 0 ∀ v 6= 0, É ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ�(v; v) < 0 ∀ v 6= 0. éÈ ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ × �ÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÒÁ×ÎÙ E É −E.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÏÒÍÁ (17-16) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÇÉ�ÅÒ-ÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ h ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2min(p;m) É ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ � ÒÁÚÍÅÒ-ÎÏÓÔÉ |p −m|, ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÅÓÌÉ p > m É ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÅÓÌÉ p < m. éÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ × ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ �ÒÑ-ÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ É ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ p−mÉ min(p;m) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ Ó�ÏÓÏÂÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, Á ÞÉÓÌÁ p É m ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �Ï ÎÉÍ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 17.7ä×Å Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍÙ Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ-ËÏ ÔÏÇÄÁ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ,ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ÒÁÎÇ É ÉÎÄÅËÓ. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ ÉÎÅÒ�ÉÉ ÆÏÒÍÙ q ÒÁ-×ÅÎ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÉÚ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ q ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ× �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, Á ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÉÚ ÒÁÚ-ÍÅÒÎÏÓÔÅÊ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ q ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ × ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌ£ÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕ.17.3.5. ïÔÙÓËÁÎÉÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÞÁÓÔÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÂÅÚ Ñ×ÎÏÇÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ q × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �iÅ£ ÇÌÁ×ÎÙÊ ÕÇÌÏ×ÏÊ ÍÉÎÏÒ, ÓÔÏÑÝÅÊ × �ÅÒ×ÙÈ i ÓÔÒÏËÁÈ É �ÅÒ×ÙÈ i ÓÔÏÌÂ�ÁÈ.



308 §17.ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍüÔÏÔ ÍÉÎÏÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ çÒÁÍÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÆÏÒÍÙ q ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÕÀÏÂÏÌÏÞËÕ Vi �ÅÒ×ÙÈ i ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× e1; e2; : : : ; ei. ïÎ ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ q|Vi×ÙÒÏÖÄÅÎÁ, É ÉÍÅÅÔ ÚÎÁË (−1)mi , ÅÓÌÉ q|Vi ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ É ÉÍÅÅÔ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊÉÎÄÅËÓ ÉÎÅÒ�ÉÉ mi. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÔÁÑ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ�1;�2; : : : ;�dimV ; (17-17)ÍÏÖÎÏ �ÒÏÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÆÏÒÍÙ q|Vi �ÒÉ�ÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ Vi Ë Vi+1 ÉÌÉ ÚÁ �ÏÑ×ÌÅÎÉÅÍ Õ ÆÏÒÍÙ q ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×.ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÕÇÌÏ×ÙÈ ÍÉÎÏÒÏ× Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q ÎÁ R4�1 < 0 ; �2 = 0 ; �3 < 0 ; �4 > 0 :�ÁË ËÁË ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ q|V2 ×ÙÒÏÖÄÅÎÏ, × V2 ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ. ðÏ-ÜÔÏÍÕ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ q|V3 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (1; 1) É ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, Ô. Å. ÉÍÅÅÔ ÓÉÇ-ÎÁÔÕÒÕ (2; 1) ÉÌÉ (1; 2). ðÏÓËÏÌØËÕ �3 < 0, ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ÒÁ×ÎÁ (1; 2). éÚ �4 > 0×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �ÏÌÎÁÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ q ÎÁ ×Ó£Í �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÒÁ×ÎÁ (2; 2).ëÏÇÄÁ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÕÇÌÏ×ÙÈ ÍÉÎÏÒÏ× ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Vi ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÏ, É ÚÎÁË Õ �i+1 ÏÔÌÉÞÁ-ÅÔÓÑ ÏÔ ÚÎÁËÁ �i ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ mi+1 = mi + 1. ðÏÜÔÏÍÕ �ÏÌÎÙÊÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ ÉÎÅÒ�ÉÉ m ÆÏÒÍÙ q ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÕ �ÅÒÅÍÅÎ ÚÎÁËÁ × �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 1; �1;�2; : : : ;�dimV . üÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÉÔÅÒÉÅÍóÉÌØ×ÅÓÔÒÁ.17.4. îÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. ðÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ V ∗⊕V ,ÎÁÄÅÌ£ÎÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ!( (�1; v1) ; (�2; v2) ) = 〈�1; v2〉 − 〈�2; v1〉 ; (17-18)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ 
2n, ÇÄÅ n =dimV . üÔÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÏÇ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÉÚn◦ 17.2.4. ÷ ÂÁÚÉÓÅ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÍ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× e1; e2; : : : ; en; e∗1; e∗2; : : : ; e∗n ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× V É V ∗, ÍÁÔÒÉ�Á çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ ! ÉÍÅÅÔ ×ÉÄJ = ( 0 E
−E 0) : (17-19)íÁÔÒÉ�Á J ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÅÄÉÎÉ�ÅÊ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÑÍ J2 = −E, det J = 1. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÏÒÍÁ ! ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ. âÁÚÉÓ, ×ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉ�Á çÒÁÍÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ(17-19), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍ ÂÁÚÉÓÏÍ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ. ðÒÑÍÁÑ ÏÒÔÏÇÏ-ÎÁÌØÎÁÑ ÓÕÍÍÁ 
2m ⊕ 
2k ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ 
2(m+k).



17.4.îÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ 309�ÅÏÒÅÍÁ 17.5ìÀÂÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V Ó ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ! ÉÚÏ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, dimVÞ£ÔÎÁ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÅÒ×ÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ×ÏÚØÍ£Í �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ e1 ∈ V . ðÏÓËÏÌØËÕ ! ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ w ∈ V ,ÔÁËÏÊ ÞÔÏ !(e1; w) = a 6= 0. ðÏÌÏÖÉÍ e2 = w=a. íÁÔÒÉ�Á çÒÁÍÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ !ÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ V , �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ e1, e2, ÒÁ×ÎÁ
( 0 1
−1 0) :�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, !|U ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ, V = U ⊕ U⊥, É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÉÎ-ÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.13. õÂÅÄÉÔÅÓØ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ËÏÓÏÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÅÞ£ÔÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.17.4.1. óÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á Sp!(V ). éÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ V F- V ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ ! ÎÁ V ÎÁÚÙ-×ÁÀÔÓÑ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍÉ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ Sp!(V ), ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÓÉÍ�ÌÅË-ÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÆÏÒÍÙ !. óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉ�Ù × ÓÉÍ�ÌÅË-ÔÉÞÅÓËÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÇÒÕ��Õ Sp!(V ) ÎÁ ÇÒÕ��Õ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉ-ÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉ� Sp2n(k) = {F ∈ Mat2n(k) | F t · J · F = J} , ÇÄÅ 2n = dimV .17.4.2. ìÁÇÒÁÎÖÅ×Ù �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÅ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L = L⊥ ÆÏÒÍÙ ! ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n = dimV=2 É ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑÌÁÇÒÁÎÖÅ×ÙÍÉ. �ÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË × ÌÅÍ. 17.1, �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÉÚÏÔÒÏ�-ÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ! ÓÏÄÅÒÖÉÔ-ÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅW ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ2 dimU É ÌÀÂÏÊ ÂÁÚÉÓ U ÄÏÓÔÒÁÉ×ÁÅÔÓÑ ÄÏ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ × W . éÚÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÍ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×ÏÍ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å1, Á ÌÀÂÏÊ ÂÁÚÉÓ U ÄÏÓÔÒÁÉ×Á-ÅÔÓÑ ÄÏ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ × V . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��ÁÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ(× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×ÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ).17.4.3. ðÆÁÆÆÉÁÎ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÉ i < j ÜÌÅÍÅÎÔÙ aij ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-ÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A = (aij) ÒÁÚÍÅÒÁ (2n) × (2n), ËÁË ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, É�ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Pf(A) ∈ Z[aij℄, ÔÁËÏÊ ÞÔÏPf(A)2 = det(A) É Pf(J ′) = 1 ;1ÍÏÖÎÏ, Ë �ÒÉÍÅÒÕ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ W⊥ ËÁË L⊕L∗; ÔÏÇÄÁ U ⊕L ÂÕÄÅÔ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×ÙÍ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ U



310 §17.ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍÇÄÅ J ′ | ÂÌÏÞÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÉÚ 2 × 2-ÂÌÏËÏ× „ 0 1
−1 0«.íÎÏÇÏÞÌÅÎ Pf(A) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÆÁÆÆÉÁÎÏÍ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A É Ñ×-ÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅPf(A) = ∑

{i1;j1}⊔···⊔{in;jn}=={1; 2; ::: ; 2n}sgn(i1j1i2j2 : : : injn) · ai1j1ai2j2 · · · ainjn ; (17-20)ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �Ï ×ÓÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1; 2; : : : ; 2n} ×ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ n ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÁÒ {i� ; j�}, �ÏÒÑÄÏË ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÅÎ,Á sgn ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÚÎÁË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ1.âÕÄÅÍ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ A ËÁË ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ËÏ-ÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K2n ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K = Q(aij) ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ aij Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × Q. ïÎÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅ-ÎÁ É �Ï ÔÅÏÒ. 17.5 ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍ ÂÁÚÉÓÏÍ e1; e2; : : : ; en; e∗1; e∗2; : : : ; e∗n.ðÅÒÅÇÒÕ��ÉÒÏ×Ù×ÁÑ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ �Ï �ÁÒÁÍ e1; e∗1; e2; e∗2 ; : : : ; en; e∗n, �ÏÌÕ-ÞÁÅÍ ÂÁÚÉÓ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ çÒÁÍÁ J ′. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ A = C ·J ′ ·Ct ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù C, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÏÔaij Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ det J ′ = 1, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï det(A) = det(C)2.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù BÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Pf(B) ÆÏÒÍÕÌÏÊ (17-20)Pf(B) def= ∑

{i1;j1}⊔···⊔{in;jn}=={1; 2; ::: ; 2n}sgn(i1j1i2j2 : : : injn) · bi1j1bi2j2 · · · binjnÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ � = (� B)∧�t =∑ij bij�i∧�j ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ� = (�1; �2; : : : ; �n). �ÁË ËÁË Þ£ÔÎÙÅ ÍÏÎÏÍÙ �i ∧ �j �Ï�ÁÒÎÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙ,�n = � ∧ � ∧ · · · ∧ � = n! · Pf(B) · �1 ∧ �2 ∧ · · · ∧ �2n :åÓÌÉ �ÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ � Ë ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ �, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÙÅ � ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑËÁË � = � C, ÇÄÅ ÍÁÔÒÉ�Á C ÔÁ ÖÅ, ÞÔÏ É ×ÙÛÅ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ � �ÅÒÅ�ÉÛÅÔÓÑ ××ÉÄÅ � = (� B) ∧ �t = (� CB) ∧ (� C)t = (� CBCt) ∧ �t = (� B′) ∧ �t É ÂÕÄÅÔÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÍÁÔÒÉ�Å B′ = CBCt × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ�n = n! · Pf(B′) · �1 ∧ �2 ∧ · · · ∧ �2n :ðÏÓËÏÌØËÕ �1 ∧ �2 ∧ · · · ∧ �2n = detC · �1 ∧ �2 ∧ · · · ∧ �2n , ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Pf(B) ÉPf(B′) = Pf(CBCt) Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ Pf(CBCt) = Pf(B) · detC . ðÏÌÁÇÁÑ× Î£Í B = J ′, �ÏÌÕÞÁÅÍ Pf(A) = det(C) · Pf(J) = detC. ðÏÜÔÏÍÕdet(A) = det2(C) = Pf2(A) ;1ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÉ �ÒÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÈ �ÁÒ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ, ÎÉ�ÒÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÅ



úÁÄÁÞÉ Ë §17 311ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Pf É ÆÏÒÍÕÌÕ (17-20). åÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÏÓÔØ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ x2 − detA = (x − Pf(A))(x + Pf(A)) × �ÅÌÏÓÔ-ÎÏÍ ËÏÌØ�Å Z[aij℄[x℄, ÔÁË ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2 = detA ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á ÒÅÛÅÎÉÑx = ±Pf(A), É ÕÓÌÏ×ÉÅ Pf(J ′) = 1 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÆÉËÓÉÒÕÅÔ ÚÎÁË.úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §17úÁÄÁÞÁ 17.1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ W �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÏÔ Ä×ÕÈ �Å-ÒÅÍÅÎÎÙÈ (x0; x1) Ó ÂÁÚÉÓÏÍ (x20 ; 2x0x1 ; x21 ). ó×ÑÖÅÍ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A ∈ GL2(k)Ï�ÅÒÁÔÏÒ S2A : W - W , �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ f(x0; x1) × f ((x0; x1) ·A) . îÁ�ÉÛÉÔÅÅÇÏ ÍÁÔÒÉ�Õ É ×ÙÒÁÚÉÔÅ Å£ ÓÌÅÄ É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÅÒÅÚ trA É detA.úÁÄÁÞÁ 17.2. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R7 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÏ×ÙÍÉ ÍÉ-ÎÏÒÁÍÉ Á) �1 > 0 ; �2 = 0 ; �3 > 0 ; �4 < 0 ; �5 = 0 ; �6 < 0 ; �7 > 0Â) �1 > 0 ; �2 = 0 ; �3 > 0 ; �4 < 0 ; �5 = 0 ; �6 < 0 ; �7 < 0×) �1 > 0 ; �2 = 0 ; �3 > 0 ; �4 < 0 ; �5 = 0 ; �6 < 0 ; �7 < 0åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ?úÁÄÁÞÁ 17.3. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ R5 ÉÍÅÅÔ × ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ



−12 14 −5 −3 814 −17 2 5 −8
−5 2 −12 3 6
−3 5 3 −3 18 −8 6 1 −6îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÆÏÒÍÙ � ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊÓÉÓÔÅÍÙ { 2x1 + 2x2 − 3x3 − 4x4 − 7x5 = 0

−x1 − x2 + 2x3 + 2x4 + 4x5 = 0É ÎÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ1 ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ËÏÔÏÒÏÊ�ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ �ÒÑÍÙÅ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (3; 0; 2; 3; 6) É(0; 3;−11;−12;−18), Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ×ÎÁ ÜÔÕ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ.úÁÄÁÞÁ 17.4. úÁ�ÉÛÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÁÔÒÉ�Ù X ∈ Matn(R) × ×É-ÄÅ det(tE − X) = tn + �1(X) tn−1 + �2(X) tn−2 + · · · . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �2(X)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Matn(R) É ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ Å£ ÒÁÎÇÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ. åÓÌÉ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÑ, ÒÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑn = 2; 3; 4.1× ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ×ÓÀÄÕ ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÙ �



312 úÁÄÁÞÉ Ë §17úÁÄÁÞÁ 17.5. îÁÊÄÉÔÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ tr (A2) ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅMatn(R) . åÓÌÉ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÑ, ÒÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ n =2; 3; 4.úÁÄÁÞÁ 17.6. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ A 7→ detA Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Mat2(k) É �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Å£ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ÒÁ×ÎÁ d̃et(A;B) =tr (AB∨)=2, ÇÄÅ B∨ | �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÁÑ Ë B ÍÁÔÒÉ�Á. ëÁËÏ×Á ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ÜÔÏÊÆÏÒÍÙ �ÒÉ k = R ? çÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÎÁ ÌÉ ÏÎÁ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k = Fp ?úÁÄÁÞÁ 17.7. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØ�Ï K = F3[x℄=(x3 − x+ 1) ËÁË ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ �ÏÌÅÍ F3  ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ tr (ab) (ÓÌÅÄÏ�ÅÒÁÔÏÒÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ab : K x7→abx- K). îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ ÜÔÏÊÆÏÒÍÙ × ÂÁÚÉÓÅ {1; #; #2} , ÇÄÅ # = x (mod x3 − x+ 1), É ×ÙÑÓÎÉÔÅ, ÓÏÄÅÒÖÉÔÌÉ K ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ (ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÕËÁÖÉÔÅ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÂÁÚÉÓÜÔÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÎÅÔ | ÏÂßÑÓÎÉÔÅ, �ÏÞÅÍÕ).úÁÄÁÞÁ 17.8. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ W �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ 2 ÏÔ ÞÅÔÙÒ£È �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �1; �2; �3; �4 É ÚÁÄÁÄÉÍ ÎÁ W ÂÉÌÉ-ÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ p :W ×W - k �ÒÁ×ÉÌÏÍ!1 ∧ !2 = p(!1; !2) · �1 ∧ �2 ∧ �3 ∧ �4 :îÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ p × ÂÁÚÉÓÅ �ij = �i ∧ �j (1 6 i < j 6 4) ÉÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ É ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ. ëÁËÏ×Á Å£ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁÎÁÄ �ÏÌÅÍ k = R?úÁÄÁÞÁ 17.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏW Ó ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎ-ÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:Á)W ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÕÂ) dimW Þ£ÔÎÁ É × W ÅÓÔØ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ dimW=2×)W Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.úÁÄÁÞÁ 17.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ F 7→ (F−1t 00 F) ÚÁÄÁ£Ô ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÇÏÍÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ��1 GLn(k) ⊂ - Sp2n(k).úÁÄÁÞÁ 17.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F ∈ Sp2n(k) ÉÍÅÅÔ×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �F (t) = t2n�F (t−1) É ÅÄÉÎÉÞÎÙÊÏ�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ detF = 1.úÁÄÁÞÁ 17.12. îÁ�ÉÛÉÔÅ Ñ×ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ �ÆÁÆÆÉÁÎÏ× 2-ÇÏ, 4-ÇÏ É 6-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.úÁÄÁÞÁ 17.13*. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÌÀÂÏÅ n ∈ N É ÌÀÂÏÅ Þ£ÔÎÏÅ m 6 n. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÒÁÚÍÅÒÁ n× n É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù C ÉÚ m1ÎÁ ÂÅÓËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ ÑÚÙËÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F ∈ GL(V ) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ V ∗ ⊕ V �ÁÒÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×V F- V É V ∗ F−1t
- V ∗



úÁÄÁÞÉ Ë §17 313ÓÔÒÏË É n ÓÔÏÌÂ�Ï× ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï1Pf(CACt) = ∑#I=mPf(AI) · det(CI)ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÉÄ£Ô �Ï ×ÓÅÍ ÎÁÂÏÒÁÍ I = (i1; i2; : : : ; im) ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁ-ÀÝÉÈ ÉÎÄÅËÓÏ×, CI ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÉÎÏÒ m-ÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ÓÔÏÑÝÉÊ × I-ÓÔÏÌÂ�ÁÈ, ÁAI = (ai�i�)i�;i�∈I ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ Ë×ÁÄÒÁÔÎÕÀ m ×m-�ÏÄÍÁÔÒÉ�Õ, ÓÔÏÑÝÕÀ × �Å-ÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï× Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÉÚ I.úÁÄÁÞÁ 17.14. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V Ó ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊÆÏÒÍÏÊ � É �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ⊂ V Ó ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ �|U ÉU⊥ 6= ⊥U .úÁÄÁÞÁ 17.15. ðÕÓÔØ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÏÇÒÁ-ÎÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ × ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å U ⊂V . ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ⊥U É U⊥.úÁÄÁÞÁ 17.16. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V Ó ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒ-ÍÏÊ � É �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ⊂ V , ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ Ë ÑÄÒÕ ÌÅ×ÏÊ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÉL� : V v 7→�(v;∗) - V ∗É ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ �|U ×ÙÒÏÖÄÅÎÏ.úÁÄÁÞÁ 17.17* (ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ). ðÕÓÔØ k = C. ó×ÑÖÅÍ Ó ËÁÖÄÏÊ ÎÅ×Ù-ÒÏÖÄÅÎÎÏÊ (ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ) ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ � : V × V - C ÌÉÎÅÊÎÙÊÏ�ÅÒÁÔÏÒ V κ- V , Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ �(v; w) = �(w;κv) ∀ v; w ∈ V(ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÅÇÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÉÌÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ óÅÒÒÁ ÆÏÒÍÙ �).Á) õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÆÏÒÍÙ � (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎ).Â) ÷ÙÒÁÚÉÔÅ ÍÁÔÒÉ�Õ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÞÅÒÅÚ ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ� É �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅ-ÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �κ(t) = tdimV �κ

(t−1).×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÔÏ ÆÏÒÍÙ � É �′ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ (Ô. Å. �′ = C · � · Ct ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏC ∈ GL(V )) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ κ É κ′�ÏÄÏÂÎÙ (Ô. Å. κ′ = D · κ ·D−1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ D ∈ GL(V ))Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ � 6= ±1 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ (t− �)m ÉÍÅÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ (t− 1=�)mÄ) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×Å ÖÏÒÄÁÎÏ×Ù �Å�ÏÞËÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ κ Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑÍÉ �, � Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ2 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �, ÅÓÌÉ �� 6= 1 ÉÌÉ ÅÓÌÉÕ ÎÉÈ ÒÁÚÎÁÑ ÄÌÉÎÁ.1Ô. Å. ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ËÏÌØ�Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÏÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÍÁÔÒÉÞ-ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× aij = −aji É ��2Ô. Å. �(v; w) = �(w; v) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÏÄÎÏÊ �Å�ÏÞËÉ É ÌÀÂÏÇÏ wÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÄÒÕÇÏÊ



314 úÁÄÁÞÉ Ë §17úÁÄÁÞÁ 17.18* (ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁÄ C). âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V Ó ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ � ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ, ÅÓÌÉÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ ÎÅÎÕÌÅ-×ÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) ÌÀÂÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Â) ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ
C ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÌÉÂÏ 2k-ÍÅÒÎÏÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ W2k(�), ÆÏÒÍÁ ÎÁËÏÔÏÒÏÍ × �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÍÅÅÔ ÂÌÏÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ

( 0 II� 0) ; ÇÄÅ I = 0 1. . .1 0 É I� = 0 �� 1. . . . . .� 1 0ÌÉÂÏ m-ÍÅÒÎÏÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ Um, ÆÏÒÍÁ ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ × �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅÉÍÅÀÔ ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ: 


10 −1 11 −1. . . 1. . . . . . 0


:×) ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ (ÓÍ. ÚÁÄ. 17.17) ÆÏÒÍÙ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W2k(�) ÉÍÅ-ÅÔ Ä×Å ÖÏÒÄÁÎÏ×Ù �Å�ÏÞËÉ ÄÌÉÎÙ k Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ � É �−1 (ÉÆÏÒÍÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏ Ó�ÁÒÉ×ÁÅÔ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ, ÏÇÒÁÎÉ-ÞÉ×ÁÑÓØ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ ËÁÖÄÕÀ × ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÅ×ÕÀ ÆÏÒÍÕ), Á ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊÏ�ÅÒÁÔÏÒ ÆÏÒÍÙ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Um ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÕ ÖÏÒÄÁÎÏ×Õ �Å�ÏÞËÕ ÄÌÉÎÙ mÓ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ (−1)m−1.

1Ô. Å. V 6= U ⊕W , ÇÄÅ U;W 6= 0 É �(u;w) = �(w; u) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ u ∈ U É w ∈W



§18. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï18.1. ðÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. îÁÄ ÌÀÂÙÍ �ÏÌÅÍ k Ó
affinna� karta Uξ

beskoneqnostь U
(∞)
ξ

O

òÉÓ. 18⋄1. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ ÍÉÒ.

ËÁÖÄÙÍ (n+ 1)-ÍÅÒÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ V �ÏÍÉÍÏ (n+ 1)-ÍÅÒÎÏÇÏÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á A(V ) Ó×ÑÚÁÎÏ ÅÝ£ ÏÄÎÏ ÔÏÞÅÞÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï | n-ÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
Pn = P(V )(�ÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÑ V ). ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÔÏÞËÁ-ÍÉ P(V ) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × V . éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÔÏÞËÉ P(V ) | ÜÔÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÉÚ V ,ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÏÓÔÉ, ÉÌÉ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏ-ÏÒÄÉÎÁÔ �ÒÑÍÙÅ × A(V ).þÔÏÂÙ ×ÉÄÅÔØ ÜÔÉ �ÒÑÍÙÅ ËÁË �ÏÂÙÞÎÙÅ�ÔÏÞËÉ, ×ÎÕÔÒØ A(V ) ÓÌÅÄÕÅÔ �ÏÍÅÓÔÉÔØ ÜËÒÁÎ(ÓÍ. ÒÉÓ. 18⋄1) | ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ U�, ÚÁÄÁ×ÁÅ-ÍÕÀ × A(V ) ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ �(x) = 1 ,ÇÄÅ � ∈ V ∗ | ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ÌÉÎÅÊ-ÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V .÷ÓÑËÉÊ ÔÁËÏÊ ÜËÒÁÎ U� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ ÎÁ P(V ). ÷ ËÁÒÔÅ U�×ÉÄÎÙ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙ ×ÅË-ÔÏÒÁÍÉ v ∈ V Ó �(v) 6= 0 . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ U (∞)� def= Pn \U� ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÌÅÖÁÝÉÈ × n-ÍÅÒÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅAnn (�) ⊂ V , ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ ËÏ�ÉÀ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉU�, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÕÌØ. ïÄÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÉÚ Ann (�) ÓÏÓÔÁ×ÌÑ-ÀÔ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, (n − 1)-ÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Pn−1 = P (Ann (�)).ïÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ ËÁÒÔÙ U� É ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÅÔÓÑ U (∞)� . �ÏÞËÉ U (∞)� ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ × ÁÆÆÉÎÎÏÊËÁÒÔÅ U�.éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ n-ÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Pn ÒÁÚ-ÂÉ×ÁÅÔÓÑ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ×ÓÅÈ �ÒÏÍÅ-ÖÕÔÏÞÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ:

Pn = U� ⊔ U (∞)� = An ⊔ Pn−1 = An ⊔ An−1 ⊔ Pn−2 = · · · = An ⊔ An−1 ⊔ : : : ⊔ A0(ÇÄÅ A0 = P0 | ÜÔÏ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÁ£Ô ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÂßÑÓ-ÎÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ: ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÉÚ q ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ×ÓÅÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊÏÔ 0 ÄÏ n ÜÔÏ qn+1−1 ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÂÏÌØÛÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ315



316 §18.ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ q − 1 ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ:qn+1 − 1q − 1 = qn + qn−1 + · · · + q + 1 :18.1.1. çÌÏÂÁÌØÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ × V ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÙ x0; x1; : : : ; xn ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓÁ e0; e1; : : : ; en. ä×Á ÎÅÎÕ-ÌÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÁ v = (x0; x1; : : : ; xn) É w = (y0; y1; : : : ; yn) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ p∈Pn, ËÏÇÄÁ ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ. üÔÏÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ x� : x� = y� : y� ÄÌÑ ×ÓÅÈ 0 6 � 6= � 6 n (ÇÄÅÍÙ ÄÏ�ÕÓËÁÅÍ É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÉÄÁ 0 : x = 0 : y É x : 0 = y : 0). éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ,ÔÏÞËÁÍ p ∈ Pn ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÅ ÓÁÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, Á ÔÏÌØËÏ ÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÑ (x0 : x1 : : : : : xn) ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. üÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ p × ÂÁÚÉÓÅ {e0; e1; : : : ; en} ⊂ V .18.1.2. ìÏËÁÌØÎÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ Pn = P(V )ÁÆÆÉÎÎÕÀ ËÁÒÔÕ U� = {(x0; x1; : : : ; xn) ∈ A(V ) | �(x) = 1}, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ËÁËÏ-ÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍÕ ËÏ×ÅËÔÏÒÕ �∈V ∗. �ÏÇÄÁ ÌÀÂÙÅ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ�1; �2; : : : ; �n∈ V ∗ ;ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÍÅÓÔÅ Ó � ÂÁÚÉÓ �; �1; �2; : : : ; �n �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ∗, ÚÁÄÁÀÔ×ÎÕÔÒÉ ËÁÒÔÙ U� ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ti = �i|U� . þÔÏÂÙ ×ÙÞÉ-ÓÌÉÔØ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÔÏÞËÅ p = (p0 : p1 : : : : : pn), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÙÂÒÁÔØ ×ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÍ ÔÏÞËÅ p, ×ÅËÔÏÒ v = p=�(p) ∈ U�,Á ÚÁÔÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ �i ÎÁ ÜÔÏÍ ×ÅËÔÏÒÅ. ïÔÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ �ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ n ÞÉÓÅÌ ti(p) = �i(v) = �i(p)=�(p) , 1 6 i 6 n ,ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞËÉ p ÎÅÌÉÎÅÊÎÏ.18.1.3. ðÒÉÍÅÒ: �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ P1 = P(k2) �ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÕÍÑ ÁÆ-
s = p0/p1

t = p1/p0

(1, 0)

(0, 1)

(p0 : p1) = (1 : t) = (s : 1)

U0 : x0 = 1

U1 : x1 = 1

O x0

x1

òÉÓ. 18⋄2. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ËÁÒÔÙ ÎÁ P1.
ÆÉÎÎÙÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ U0 = Ux0 É U1 = Ux1 , �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ÓÏÂÏÀ ÁÆÆÉÎÎÙÅ�ÒÑÍÙÅ Ó ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ x0 = 1 Éx1 = 1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 18⋄2).÷ ËÁÒÔÅ U0 ×ÉÄÎÙ ×ÓÅ �ÒÏ-ÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔ �ÒÑÍÙÅ, ËÒÏÍÅ ×ÅÒÔÉËÁÌØ-ÎÏÊ. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÔÏÞËÁ(p0 : p1) ∈ P1Ó p0 6= 0 ×ÉÄÎÁ × U0 ËÁË ÁÆÆÉÎ-ÎÁÑ ÔÏÞËÁ (1; p1=p0). ÷ ËÁÞÅÓÔ×ÅÌÏËÁÌØÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁ-ÔÙ × ËÁÒÔÅ U0 ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ U0 ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x1. åÓÌÉ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÔØ Å£ ÞÅÒÅÚ t = x1|U0 , ÔÏ t(p0 : p1) = p1=p0.ëÁÒÔÁ U1 �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ (x0 : x1), Õ ËÏÔÏÒÙÈ x1 6= 0, É × ËÁÞÅÓÔ×ÅÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × U1 ÇÏÄÉÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ s = x0|U1 . �ÏÇÄÁ s(p0 : p1) =



18.1.ðÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 317p0=p1. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÄÌÑ ËÁÒÔÙ U1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏ-ÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏÓØ (1 : 0).ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ s É t ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÉ (x0 : x1) ∈ P1 , ×ÉÄÉÍÏÊ ÓÒÁÚÕ ×ÏÂÅÉÈ ËÁÒÔÁÈ, Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ s = 1=t. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, P1 ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ-�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓËÌÅÊËÉ Ä×ÕÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ A1(ÏÄÎÁ |Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ s, ÄÒÕÇÁÑ | Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ t) ×ÄÏÌØ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÄÏ ÎÕÌÑ�Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ: ÔÏÞËÁ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ s ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ �ÒÉËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑË ÔÏÞËÅ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ t = 1=s ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ.îÁÄ �ÏÌÅÍ k = R ÜÔÁ ÓËÌÅÊËÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓËÌÅÊËÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1ÉÚ Ä×ÕÈ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ (ÓÍ. ÒÉÓ. 18⋄3), ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ�ÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÉÚ ÔÏÞËÉ, ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ ÔÏÞËÅÓ×ÏÅÇÏ ËÁÓÁÎÉÑ Ó ÎÅÀ.
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U1òÉÓ. 18⋄3. P1(R) ≃ S1. òÉÓ. 18⋄4. P1(C) ≃ S2.áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k = C ÓËÌÅÊËÁ P1 = P(C2) ÉÚ Ä×ÕÈ ÁÆÆÉÎ-ÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ A1 = C ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÑ ÓÆÅÒÙ ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1 ÉÚÄ×ÕÈ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅ×ÅÒÎÙÊ É ÀÖ-ÎÙÊ �ÏÌÀÓÁ ÓÆÅÒÙ É ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 18⋄4).ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË �ÏÌÅ C É �ÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÓÆÅÒÕ ÉÚ �ÒÏ-ÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÇÏ Ë ÔÏÞËÅ ËÁÓÁÎÉÑ �ÏÌÀÓÁ, ÒÉÓ. 18⋄4 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ s É t ÉÍÅÀÔ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ, Á ÒÉÓ. 18⋄3 | ÞÔÏ Õ ÎÉÈÏÂÒÁÔÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 18.1. åÓÌÉ ×Ù ÚÎÁËÏÍÙ Ó ÎÁÞÁÌÁÍÉ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ, �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ P2 = P (R3) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÌÅÎÔÅ í£ÂÉÕÓÁ Ó ÚÁËÌÅ-ÅÎÎÏÊ ÄÉÓËÏÍ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ2Â) ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï P3 = P
(
R4) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÒÔÏ-ÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÇÒÕ��Å SO3(R) ×ÒÁÝÅÎÉÊ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R3.18.1.4. óÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ Pn ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ (n + 1) ÁÆÆÉÎ-ÎÙÈ ËÁÒÔ U� = Ux� , ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÈ × An+1 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ x� = 1. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ� = 0; 1; : : : ; n × ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ U�1×ÅÒÈÎÉÊ ÒÅ�ÅÒ (1; i) �ÏÌÕÞÉÌÓÑ ÉÚ ÎÉÖÎÅÇÏ ÒÅ�ÅÒÁ (1; i) �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ �ÅÒÅÎÏÓÏÍ ×ÄÏÌØÍÅÒÉÄÉÁÎÁ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÇÏ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÞÅÒÔÅÖÁ2ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÌÅÎÔÙ í£ÂÉÕÓÁ, ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ËÒÕÇÁ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, �Ï ËÏÔÏÒÏÊÉÈ É ÍÏÖÎÏ �ÒÉËÌÅÉÔØ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ



318 §18.ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÂÅÒÕÔÓÑ n ÆÏÒÍ t(�)i = xi|U� , ÇÄÅ 0 6 i 6 n É i 6= � , ËÏÔÏÒÙÅ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ t(�)i (x0 : x1 : : : : : xn) = xi=x� .�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Pn (ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ �ÏÌÅÍ) ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØÓÅÂÅ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓËÌÅÊËÉ (n + 1) ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏ�ÉÊ U0; U1; : : : ; Un n-ÍÅÒÎÏ-ÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á kn. óËÌÅÊËÁ ËÁÒÔÙ U� Ó ËÁÒÔÏÊ U��ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ×ÄÏÌØ ÉÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÎÕÔÒÉ Pn, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ÔÏÞÅË x, Õ ËÏÔÏÒÙÈÏÂÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x� É x� ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × 0. ÷ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁ U� É U� ÜÔÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁÄÁ£ÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×ÁÍÉ t(�)� 6= 0 É t(�)� 6= 0. ðÒÁ×ÉÌÏ ÓËÌÅÊËÉ ÔÁËÏ×Ï: ÔÏÞËÁ t(�) ∈ U� ÓËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑÓ ÔÏÞËÏÊ t(�) ∈ U� , ËÏÇÄÁ t(�)� = 1=t(�)� É t(�)i = t(�)i =t(�)� ÄÌÑ i 6= �; �. ðÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉÜÔÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ t(�) ËÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ t(�).18.2. úÁÄÁÎÉÅ ÆÉÇÕÒ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ. ÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ,

òÉÓ. 18⋄5. ëÏÎÕÓ.

ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å P(kn+1) Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈËÏÏÒÄÉÎÁÔ x = (x0; x1; : : : ; xn) ÏÔÌÉÞÎÙÅÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ x ÎÅ ÚÁÄÁ-ÀÔ ÎÉËÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ: �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎ f ×ÍÅÓÔÏ x ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ �ÒÏ�ÏÒ-�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× v É �v, ÚÁÄÁÀÝÉÈÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ × Pn, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(v) 6= f(�v).�ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎf ∈ k[x0; x1; : : : ; xn℄ ÓÔÅ�ÅÎÉ d ËÏÒÒÅËÔÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔ × Pn ÆÉÇÕÒÕV (f) def= { v ∈ V | f(v) = 0 } (18-1)ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ-�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ ÓÔÅ�ÅÎÉ d. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,�ÏÓËÏÌØËÕ f(�v) = �d f(v), ÒÁ×ÅÎÓÔ×Áf(v) = 0 É f(�v) = 0ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. çÏ×ÏÒÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f(v) = 0 ÚÁÄÁ£Ô ×ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å A(V ) ËÏÎÕÓ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ × ÎÕÌÅ: ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞ-ËÏÊ P 6= O ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÀ �ÒÑÍÕÀ OP , É �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØV (f) ⊂ P(V ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÜÔÉÍ �ÒÑÍÙÍ OP . ëÏÎÕÓ, ÚÁÄÁ×ÁÅ-ÍÙÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ f = 0 × ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å A(V ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍËÏÎÕÓÏÍ ÎÁÄ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ V (f) ⊂ P(V ).18.2.1. ðÒÉÍÅÒ: ÇÌÁÄËÁÑ ËÏÎÉËÁ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ËÁË ×ÙÇÌÑÄÉÔ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÁÒÔÁÈ ËÒÉ×ÁÑ C, ÚÁÄÁÎÎÁÑ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ
P2 = P(R3) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉx20 + x21 = x22 (18-2)



18.2. úÁÄÁÎÉÅ ÆÉÇÕÒ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ 319÷ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ËÁÒÔÅ Ux0 , ÇÄÅ x0 = 1 , × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈt1 = x1|Ux0 = x1=x0 É t2 = x2|Ux0 = x2=x0ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (18-2) �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ t22 − t21 = 1. ÷ ÓÔÁÎÄÁÒÔ-ÎÏÊ ËÁÒÔÅ Ux2 , ÇÄÅ x2 = 1 , Ó ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉt0 = x0|Ux2 = x0=x2 É t1 = x1|Ux2 = x1=x2ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ t20+ t21 = 1. ÷ ËÁÒÔÅ Ux0+x2 , ÇÄÅ x0+ x2 = 1 ,× ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈt = x1|Ux0+x2 = x0=(x0 + x2) É u = (x2 − x0)|Ux0+x2 = (x2 − x0)=(x0 + x2)ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ �ÁÒÁÂÏÌÙ t2 = u (ÎÁÄÏ �ÅÒÅÎÅÓÔÉ x21 × (18-2) ÓÌÅ×Á ÎÁ-�ÒÁ×Ï É �ÏÄÅÌÉÔØ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ (x2 − x0)2).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÜÌÌÉ�Ó, ÇÉ�ÅÒÂÏÌÁ É �ÁÒÁÂÏÌÁ ÓÕÔØ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ (18-2) × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÁÒÔÁÈ. ïÂÌÉË C × ËÁÒ-ÔÅ U� ⊂ P2 Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ËÁË ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë C ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÕÄÁÌ£ÎÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ P1 = P(Ann �) ÜÔÏÊ ËÁÒÔÙ: ÜÌÌÉ�Ó, �ÁÒÁÂÏÌÁ É ÇÉ�ÅÒÂÏÌÁ ×ÏÚ-ÎÉËÁÀÔ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ËÏÇÄÁ ÜÔÁ �ÒÑÍÁÑ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó C, ËÁÓÁÅÔÓÑ C É�ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó C × Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ (ÓÍ. ÒÉÓ. 18⋄5).18.2.2. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉS = {(t1; t2; : : : ; tn) ∈ An | f(t) = 0}ÚÁÄÁÎÎÏÊ × ÁÆÆÉÎÎÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å An = A(kn) Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ(t1; t2; : : : ; tn) �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ (ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ f ∈ k[t1; t2; : : : ; tn℄, |ÜÔÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØS = V (f) ⊂ PnÚÁÄÁÎÎÁÑ × �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Pn = P(kn+1) Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÁÍÉ (x0; x1; : : : ; xn) ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ f ∈ k[x0; x1; : : : ; xn℄ ÓÔÅ�ÅÎÉdeg f = deg f , �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ U0 Ó ËÏ-ÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ti = xi|U0 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó S. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏf(t1; t2; : : : ; tn) = f(1; t1; t2; : : : ; tn) :üÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (×ÍÅÓÔÅ Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ deg f = deg f) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ: ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ × f �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ti ÎÁ xi É �ÒÉ�ÉÓÁÔØË ËÁÖÄÏÍÕ ÍÏÎÏÍÕ ÔÁËÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ x0, ÞÔÏÂÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÄÅÌÁÌÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ.åÓÌÉf(t1; t2; : : : ; tn) == f0 + f1(t1; t2; : : : ; tn) + f2(t1; t2; : : : ; tn) + · · · + fd(t1; t2; : : : ; tn) ;



320 §18.ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÇÄÅ ËÁÖÄÙÊ fi ∈ k[t1; t2; : : : ; tn℄ ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ i, ÔÏf(x0; x1; : : : ; xn) = f0 · xd0 + f1(x1; x2; : : : ; xn) · xd−10 + · · · + fd(x1; x2; : : : ; xn) :äÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ S r S = S ∩ U (∞)0 × ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x1 : x2 : · · · : xn) ÎÁÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ x0 = 0 ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍfd(x1; x2; : : : ; xn) = 0 :÷ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ×ÅËÔÏÒÙ v ∈ kn, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ fd(v) = 0,ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉS ⊂ An . ÷ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ �ÒÅ×ÒÁÝÁÀÔ-ÓÑ × ÏÂÙÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ S, ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÈÔÏÞÅË, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÈ ÎÅ ×ÉÄÎÏ × ËÁÒÔÅ U0 .îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ x1 = x32Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ x20x1 = x32 , ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÒÏ×ÎÏÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ (0 : 1 : 0), ×ÉÄÉÍÕÀ × ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U1 ËÁË ÏÓÔÒÉ£ �ÏÌÕËÕÂÉÞÅÓËÏÊ�ÁÒÁÂÏÌÙ x20 = x32.18.2.3. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚSdV ∗ ⊂ k[x1; x2; : : : ; xn℄×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ d ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V . ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÚÁÄÁÀÔÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ S ⊂ Pn, ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÔÅ�Å-ÎÉ d × P(V ) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P(SdV ∗) , ËÏÔÏÒÏÅÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ d .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 18.2. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉd × Pn ?ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f(p) = 0 �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ p ∈ P(V ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÎÁ f ∈ SdV ∗, ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ d, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎ-ÎÕÀ ÔÏÞËÕ p, ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ.ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P(U) ⊂ P(SdV ∗) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÓÉ-ÓÔÅÍÁÍÉ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ. åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ SdV ∗ ÌÉ-ÎÅÊÎÏ �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ f1; f2; : : : ; fm , ÔÏ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÉÚ ÌÉÎÅÊ-ÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ P(U) , �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ V (f1); V (f2); : : : ; V (fm) ,ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ�1f1 + �2f2 + · · · + �mfm = 0 ;ÇÄÅ �1; �2; : : : ; �m ∈ k | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. ìÀÂÁÑ ÔÁËÁÑ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ V (f1) ∩ V (f2) ∩ : : : ∩ V (fm) .ðÏ ÓÔÁÒÉÎÎÏÊ ÔÒÁÄÉ�ÉÉ, ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ É Ä×ÕÍÅÒÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÆÉÇÕÒÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÕÞËÁÍÉ É Ó×ÑÚËÁÍÉ ÔÁËÏ×ÙÈ ÆÉÇÕÒ.



18.2. úÁÄÁÎÉÅ ÆÉÇÕÒ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ 321õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 18.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ �ÕÞËÅ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ (ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ�ÏÌÅÍ) ×ÓÅÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÕÀ ÎÁ�ÅÒ£Ä ÚÁ-ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ.18.2.4. ðÒÉÍÅÒ: ÎÁÂÏÒÙ ÔÏÞÅË ÎÁ P1 É ËÒÉ×ÁÑ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ.æÉËÓÉÒÕÅÍ Ä×Õ-ÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ≃ k2 Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x0; x1 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ P1 = P(U). ÷ÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅËp1; p2; : : : ; pd ∈ P1 = P(U)(ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏ�ÕÓËÁÀÔÓÑ É ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÅ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÉ�ÅÒ-�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ d-ÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ1f(x0; x1) = d∏�=1 det(x; p�) = d∏�=1(p�;1x0 − p�;0x1) ; ÇÄÅ p� = (p�;0 : p�;1) : (18-3)üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ ÏÄÎÏÊ �Å-ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÅÇÏ ËÏÒÎÑÍ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÊ �ÒÑ-ÍÏÊ A1, É ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÏÞËÉ p� ∈ P1 ËÏÒÎÑÍÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ fÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x0; x1 . éÚ (18-3) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉd ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ d ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÁ P1, Á ÅÓÌÉ �ÏÌÅ
k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ÔÁËÏ×ÙÈ ËÏÒÎÅÊ, Ó ÕÞ£ÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ2, ÉÍÅÅÔ-ÓÑ ÒÏ×ÎÏ d . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ k ÉÍÅÅÔÓÑÂÉÅË�ÉÑ ÍÅÖÄÕ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑÍÉ ÉÚ d-ÔÏÞÅË ÎÁ P1 É ÔÏÞËÁÍ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Pd = P(SdU∗) ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ dÏÔ x0; x1 Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ.ëÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ d ÔÏÞÅË ÓÌÉ�ÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÕ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ (ÎÁÄÌÀÂÙÍ �ÏÌÅÍ) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ËÒÉ×ÕÀ Cd ⊂ Pd = P(SdU∗), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑËÒÉ×ÏÊ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ d (Á ÔÁËÖÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉd). üÔÁ ËÒÉ×ÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ

P×1 = P (U∗) vd- Pd = P (SdU∗) ; (18-4)�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ' ∈ U∗, ÚÁÄÁÀÝÕÀ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ p ∈ P(U), × Å£ d-À ÓÔÅ�ÅÎØ 'd ∈ Sd(U∗), ÚÁÄÁÀÝÕÀ d ÔÏÞÅË, ÓÏÂÒÁ×ÛÉÈÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ p. åÓÌÉÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ ÆÏÒÍÙ ' ∈ U∗ É f ∈ Sd(U∗) × ×ÉÄÅ'(x) = �0x0 + �1x1 É f(x) =∑� a� · (d�) xd−�0 x�1É ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× (�0 : �1) É (a0 : a1 : : : : : ad) × ËÁÞÅ-ÓÔ×Å ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ P×1 = P(U∗) É ÎÁ Pd = P(SdU∗) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,1ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÂÉÎÁÒÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ2�ÏÄ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ËÏÒÎÑ p �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ det(t; p), ÎÁËÏÔÏÒÕÀ ÄÅÌÉÔÓÑ f



322 §18.ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏËÒÉ×ÁÑ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ ÂÕÄÅÔ ÚÁÄÁ×ÁÔØÓÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ(�0 : �1) 7−→ (a0 : a1 : : : : : ad) = (�d0 : �d−10 �1 : �d−20 �21 : · · · : �d1) : (18-5)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Cd ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË (a0 : a1 : : : : : ad) ∈ Pd, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ. üÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ rk (a0 a1 a2 : : : ad−2 ad−1a1 a2 a3 : : : ad−1 ad ) = 1 ;É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÏ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ |ÏÂÒÁÝÅÎÉÅÍ × ÎÕÌØ ×ÓÅÈ 2× 2-ÍÉÎÏÒÏ× ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÒÉ×ÁÑ C2 ⊂ P2 ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÁ ×ÓÅÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍÉ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÁÍÉa0x20 + 2a1x0x1 + a2x21, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÎÙÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ. ïÎÁ ÚÁÄÁ£ÔÓÑÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÉÚ ÛËÏÌÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍD=4 = − det(a0 a1a1 a2) = a21 − a0a2 = 0 (18-6)É ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÄÁÎÉÅ:a0 = �20 ; a1 = �0�1 ; a2 = �21 : (18-7)ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÒÉ×ÏÊ (18-5) Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÅÍ ∑A�a� = 0, ÓÏÓÔÏÉÔ ËÏÒÎÅÊ (�0 : �1) ∈ P1 ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ∑A� · �d−�0 ��1 ÓÔÅ�ÅÎÉ d, ËÁËÏ×ÙÈ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ d. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ 2 6 m 6 dÎÉËÁËÉÅ m+1 ÔÏÞÅË ËÒÉ×ÏÊ Cd ÎÅ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÍ (m−1)-ÍÅÒÎÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å. îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÒÉ×ÏÊ Cd Ó ÌÀÂÏÊ ÇÉ-�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÚ d ÔÏÞÅË | ÉÍÅÎÎÏ �ÏÜÔÏÍÕ ÍÙ É ÓËÁÚÁÌÉ×ÙÛÅ, ÞÔÏ ÓÔÅ�ÅÎØ ËÒÉ×ÏÊ Cd ÒÁ×ÎÁ d.18.3. ðÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ðÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÑ P(U) ⊂ P(V ) ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ⊂ V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÑÍÁÑ (a; b) ⊂ P(V ), �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉa; b ∈ P(V ), | ÜÔÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÑ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, �ÏÒÏÖÄ£Î-ÎÏÇÏ ÎÅ�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ a; b ∈ V . �ÏÞËÉ �ÒÑÍÏÊ (a; b) | ÜÔÏ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ p = �a+�b. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ (� : �) ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ-�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ (a; b) × ÂÁÚÉÓÅa; b. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÉ p = (� : �), Õ ËÏÔÏÒÙÈ � + � 6= 0, ÂÕÄÕÔ ×ÉÄÎÙ × ÌÀÂÏÊÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U�, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ËÏÎ�Ù ×ÅËÔÏÒÏ×1 a, b, ËÁË ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉ-ÞÅÓËÉÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ p = ��+ � a+ ��+ � b ;1Ô. Å. ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �(a) = �(b) = 1



18.3.ðÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 323(ÄÅÌÉÔØ ÎÁ �+ � ÎÕÖÎÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �(p) = 1), Á ÔÏÞËÁ p = (−1 : 1) = b− a,ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÅÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ −→ab ÁÆÆÉÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ (a; b), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ËÁÒÔÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ.âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × P(V ),ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÔÏÞËÉ a1; a2; : : : ; am ∈ P(V ) | ÜÔÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÑ P(U) ⊂ P(V )�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U , �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ a1; a2; : : : ; am ∈ V . ïÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔÉÚ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ×ÉÄÁ �1a1 + �2a2 + · · · + �mam ∈ P(V ) (18-8)É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅÈ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÉÈ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ai.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 18.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÌÅ k ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÊÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË × P(V ) ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ × ÏÄÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ.åÓÌÉ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ËÁÒÔÁ U� ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ai, Ô. Å. �(ai) = 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i (ÞÅÇÏÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÚÁÍÅÎÑÑ ai ÎÁ ai=�(ai), ÅÓÌÉ ×ÓÅ �(ai) 6= 0), ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ � ÎÁÔÏÞËÅ (18-8) ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �(p) =∑�i. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÁ p×ÉÄÎÁ × ËÁÒÔÅ U� ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ∑�i 6= 0, É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÁ×ÉÄÎÁ × ÎÅÊ ËÁË ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑp=�(p) =∑ �i∑�i pi :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 18.5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ËÁÒÔÕ U� ⊂ Pn É �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÏÅ k-ÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï K ⊂ Pn. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÂÏK ∩U� = ∅, ÌÉÂÏ K ∩U� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ k-ÍÅÒÎÙÍ ÁÆÆÉÎÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ × U� .éÚ ÓÌ. 7.1, Ï�ÅÎÉ×ÁÀÝÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÁÒÙ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×, �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 18.1äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× K;L ⊂ Pndim(K ∩ L) > dimK + dimL− n :÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÙÅ Ä×Á �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ d Én− d ÉÍÅÀÔ × Pn ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ K = P(U), L = P(W ) É Pn = P(V ). �ÏÇÄÁ �Ï ÓÌ. 7.1dim(K ∩ L) = dimP(U ∩W ) == dim(U ∩W )− 1 > dim(U) + dim(W )− dim(V )− 1 == dimP(U) + 1 + dimP(W ) + 1− n− 2 = dimK + dimL− nðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÕÌØÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (�ÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ) ÜÔÏ ÔÏÞËÁ, Ô. Å. ÎÅ�ÕÓÔÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. �



324 §18.ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï18.3.1. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
Pn = P(V ) É P×n def= P(V ∗)ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏ-ÂÏÀ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ × ÄÒÕÇÏÍ, ÉÂÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙÓ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ.ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V ∗∗ ≃ V ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÂÉÅË�ÉÀ P××n ≃ P(V ), É×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ U ⇄ Ann (U) ÍÅÖÄÕ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ×V É ÉÈ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÁÍÉ × V ∗ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ k-ÍÅÒÎÏÍÕ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ K ⊂ Pn (n− k − 1)-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á K× ⊂

P×n , ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÌÉÂÏ ËÁË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÔÅÈ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ ×
P×n , ÞÔÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á K, ÌÉÂÏ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË× P×n , ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÉÈ ×ÓÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ K ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ × Pn.îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÑÍÙÅ ` ÎÁ P2 ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ `×∈P×2 , É ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ p ÎÁ P2Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁ �ÒÑÍÏÊ p× = {`× ∈ P×2 | p ∈ `}, ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ �ÕÞÏË�ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ p �ÒÑÍÙÈ ` ⊂ P2. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÑÍÁÑ (p1; p2) ⊂ P2 Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁÔÏÞËÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ p×1 ∩ px2 ⊂ P×2 (Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÏÊÄ×ÕÈ �ÕÞËÏ× �ÒÑÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ p1 É p2) É Ô. Ä.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ Pn × ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ P×n Ó ÏÂÒÁÝÅÎÉÅÍ×ËÌÀÞÅÎÉÊ (L1 ⊂ L2 ↔ L×1 ⊃ L×2 ) É ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ (�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á L1; L2; : : : ; Lr �ÏÒÏÖÄÁÀÔ m-ÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L×1 ; L×2 ; : : : ; L×r �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ �Ï (n−m− 1)-ÍÅÒÎÏÍÕ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Õ). îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÒÉ ÔÏÞËÉ × P3 ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÔÒÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÉÍ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ �Ï �ÒÑÍÏÊ.18.3.2. äÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ. ðÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á K = P(U) É L = P(W )�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Pn = P(V ) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ K ∩ L = ∅ ÉdimK + dimL = n − 1. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ �ÒÑÍÙÅ × P3ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙ.îÁ ÑÚÙËÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÉÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U;W ⊂ V ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙ: U ∩ V = {0}, ÉdimU + dimW = dimK + 1 + dimL+ 1 = (n+ 1) = dimV ;Ô. Å. V = U ⊕W . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ v ∈ V ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÅ v = u + w Ó u ∈ U É w ∈W . åÓÌÉ v ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÉ × U , ÎÉ × W ,ÏÂÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉp 6∈ K ⊔L ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ p �ÒÑÍÁÑ (q; r) Ó q ∈ K Ér ∈ L. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÉ q = u É r = w ÚÁÄÁÀÔ ÔÁËÕÀ �ÒÑÍÕÀ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ,ÅÓÌÉ ×ÅËÔÏÒ v, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÔÏÞËÕ p, ÏËÁÚÁÌÓÑ × Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏ-ÌÏÞËÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× u ∈ U É w ∈ W , ÔÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á,



18.3.ðÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 325ÎÁÔÑÎÕÔÙÅ ÎÁ u É w ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ v ×ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �Ï U É W .�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× K;L ⊂ PnÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ L ÉÚ K�KL : (Pn \K) - L ;ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÎÁ L É �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ p ∈ Pn \ (K ⊔L)× ÔÏÞËÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó L ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ p É �ÅÒÅÓÅËÁ-ÀÝÅÊ É K É L.îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï P3 ÍÏÖÎÏ Ó�ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÔØ ÉÚ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÎÅ�ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ �ÌÏÓËÏÓÔØ, Á ÔÁËÖÅ ÉÚ ÌÀÂÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀ Å£ �ÒÑÍÕÀ.÷ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x0 : x1 : : : : : xn), ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ Ó ÒÁÚÌÏÖÅÎÉ-ÅÍ V = U ⊕ W ÔÁË, ÞÔÏ (x0 : x1 : : : : : xm) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ × K, Á(xm+1 : xm+2 : : : : : xn) | × L, �ÒÏÅË�ÉÑ �KL �ÒÏÓÔÏ ÕÄÁÌÑÅÔ �ÅÒ×ÙÅ (m + 1)ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x� Ó 0 6 � 6 m.18.3.3. ðÒÉÍÅÒ: �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ ËÏÎÉËÉ ÎÁ �ÒÑÍÕÀ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏ-
q(t′)

t′

q(t′′)

t′′

p = (1 : 0 : 0)(0 : 0 : 1)

x0

x1

L
C

ℓt′

ℓt′′òÉÓ. 18⋄6. ðÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ ËÏÎÉËÉ.

ÅË�ÉÀ �pL : C - L ËÏÎÉËÉ C, ÚÁÄÁÎÎÏÊÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x20 + x21 = x22 , ÎÁ �ÒÑÍÕÀ L, ÚÁ-ÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x0 = 0 , ÉÚ ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁC ÔÏÞËÉ p = (1 : 0 : 1).÷ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U2, ÇÄÅx2 = 1, ÏÎÁ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 18⋄6.ëÁÖÄÁÑ �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ p É ËÁËÕÀ ÎÉ-ÂÕÄØ ÔÏÞËÕ t ∈ ` �ÒÑÍÁÑ `t = (pt) �ÅÒÅÓÅËÁ-ÅÔ C ÅÝ£ ÒÏ×ÎÏ × ÏÄÎÏÊ ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ p ÔÏÞ-ËÅ q = q(t), �ÒÉÞ£Í ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙÔÏÞÅË q = (q0 : q1 : q2) É t = (0 : t1 : t2)ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ:(t1 : t2) = ( q1 : (q2 − q0) )(q0 : q1 : q2) = ( (t21 − t22) : 2 t1t2 : (t21 + t22) ) (18-9)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 18.6. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ É ÏÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÁÑ ÉÚÎÉÈ, ËÏÇÄÁ (t1 : t2) �ÒÏÂÅÇÁÅÔ Z×Z, ÄÁÅÔ �ÏÌÎÙÊ Ó�ÉÓÏË �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ðÉÆÁÇÏÒÁ q20 + q21 = q22 .åÓÌÉ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÓÁÍÏÊ ÔÏÞËÅ p ∈ C ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ (1 : 0 : 0), ×ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÑÍÁÑ ` �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ Ë C × ÔÏÞËÅ p �ÒÑÍÕÀ x0 = x2, ÍÙ�ÏÌÕÞÉÍ ÂÉÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ �ÒÑÍÏÊ ` É ÔÏÞËÁÍÉ ËÏÎÉËÉC, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÕÀ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (18-9).



326 §18.ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ




a0 = x2 + x0a1 = x1a2 = x2 − x0 



x0 = (a0 − a2)=2x1 = a1x0 = (a0 + a2)=2ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÔ ËÏÎÉËÕ C Ó ËÏÎÉËÏÊ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ a21 = a0a2 ÉÚ n◦ 18.2.4 , É �ÁÒÁÍÅ-ÔÒÉÚÁ�ÉÉ (18-9) É (18-7) �ÒÅ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ.18.4. ìÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. ìÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒ-ÆÉÚÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× F : U ∼- W ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : P(U) ∼- P(W ), ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÉÌÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 18.7. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ P2 Ä×Å �ÒÑÍÙÅ `1, `2 É ÔÏÞËÕ p 6∈ `1 ∪ `2. õÂÅ-ÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ �ÒÏÅË�ÉÑ ÉÚ p ÚÁÄÁ£Ô �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ p : `1 ∼- `2.ìÅÍÍÁ 18.1åÓÌÉ dimU = dimW = n + 1, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ(n + 2) ÔÏÞÅË {p0; p1; : : : ; pn+1} ∈ P(U) É {q0; q1; : : : ; qn+1} ∈ P(W ) , × ËÁÖÄÏÍÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉËÁËÉÅ (n + 1) ÔÏÞÅË ÎÅ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ,ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ F : U ∼- W , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (pi) = qi �ÒÉ ×ÓÅÈ i.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ui É wi, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅÔÏÞËÉ pi É qi, É ×ÏÚØÍ£Í {u0; u1; : : : ; un} É {w0; w1; : : : ; wn} × ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÏ× ×U É W . äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÔÏÞËÉ p0; p1; : : : ; pn �ÅÒÅ×ÏÄÉÌÉÓØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ F× ÔÏÞËÉ q0; q1; : : : ; qn, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F ÚÁÄÁ×ÁÌÓÑ× ÜÔÉÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ Ó ËÁËÉÍÉ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎ-ÔÁÍÉ �0; �1; : : : ; �n ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï F (pn+1) = qn+1 ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ F (un+1) = �n+1wn+1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ �n+1 ∈ k . ðÅÒÅ�ÉÓÙ×ÁÑ ÜÔÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ×ÉÄÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ×un+1 = x0u0 + x1u1 + · · · + xnun (18-10)wn+1 = y0w0 + y1w1 + · · · + ynwn�ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ yi = �n+1�ixi (0 6 i 6 n). ðÏÓËÏÌØËÕ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ(18-10) ×ÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ xi ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ1 ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�ÙF Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ: (�0; �1; : : : ; �n) = �−1n+1 · (y1=x1; y2=x2; : : : ; yn=xn) . �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 18.1ä×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÉÚÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÙ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ.1× �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÞËÁ pn+1 ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÂÙ × ÏÄÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó n ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ×ÅËÔÏÒÁÍÉ, ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ Ë ÔÏÍÕ, ×ÄÏÌØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÎÕÌÉÌÁÓØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ



18.4.ìÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ 32718.4.1. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÇÒÕ��Á. ìÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ Á×ÔÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P(V ) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ, ËÏÔÏÒÁÑ × ÓÉÌÕ ÌÅÍ. 18.1 ÉÚÏÍÏÒÆ-ÎÁ ÆÁËÔÏÒÕ �ÏÌÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕ��Ù GL(V ) �Ï �ÏÄÇÒÕ��Å ÇÏÍÏÔÅÔÉÊH = {� · Id | � 6= 0} ⊂ GL(V ) :üÔÁ ÆÁËÔÏÒ ÇÒÕ��Á ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ PGL(V ) = GL(V )=H É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÅË-ÔÉ×ÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ. ÷ÙÂÏÒ × V ÂÁÚÉÓÁ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔ �ÏÌÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀÇÒÕ��Õ GL(V ) Ó ÇÒÕ��ÏÊ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� GLn+1. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑÇÒÕ��Á PGL(V ) ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔÓÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ Ó ÇÒÕ��ÏÊ PGLn+1 ËÌÁÓÓÏ× �ÒÏ�ÏÒ�É-ÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�.18.4.2. ðÒÉÍÅÒ: ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �ÒÑÍÏÊ. çÒÕ��Á �ÒÏ-ÅËÔÉ×ÎÙÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �ÒÑÍÏÊ PGL2(k) ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÁ ËÌÁÓÓÁÍÉ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�A = (a b d) :�ÁËÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ P1 �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ(x0 : x1) A7−→ ( (ax0 + bx1) : (x0 + dx1) ) :÷ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U1 ≃ A1 Ó ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ t = x0=x1,ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑt 7−→ at+ bt+ d :÷ ÔÁËÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÈÏÒÏÛÏ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÄÅÊ-ÓÔ×ÕÀÔ ÎÁ P1 ÏÄÉÎÁËÏ×Ï.åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ �Ï ÌÅÍ. 18.1 ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅÔÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÉ q, r, s × ÔÏÞËÉ ∞, 0, 1 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄt 7−→ t− rt− q · s− rs− q (18-11)18.4.3. ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ. ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (18-11) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÄ×ÏÊÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ1 ÔÏÞÅË q, r, s, t É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ [q; r; s; t℄. ÷ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÅÔÙÒ£È ÔÏÞÅË ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ �Ï�ÁÒÎÙÅÏ�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ×ÅËÔÏÒÏ×, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ:[p1; p2; p3; p4℄ = (p1 − p3) (p2 − p4)(p1 − p4) (p2 − p3) = det(p1; p3) · det(p2; p4)det(p1; p4) · det(p2; p3) : (18-12)1�Ï-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ ross-ratio



328 §18.ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏéÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÅÔÙÒ£È ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏ-ÞÅË ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÀÂÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÒÏÍÅ ∞, 0 É 1 É ÞÔÏ Ä×Å Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎ-ÎÙÈ ÞÅÔ×£ÒËÉ ÔÏÞÅË ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ ÏÄÎÁ × ÄÒÕÇÕÀ ÄÒÏÂÎÏÌÉÎÅÊÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ �ÒÑÍÏÊ, ËÏÇÄÁ ÉÈ Ä×ÏÊÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù.ðÏÓËÏÌØËÕ ÚÁÍÅÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ,�ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (18-12) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ,Á ÓÒÅÄÎÑÑ ÞÁÓÔØ (×ÙÒÁÖÁÀÝÁÑ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÁÆÆÉÎÎÙÈËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞÅË) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÉ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÙ, ÎÉ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁÌÏËÁÌØÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × ÎÅÊ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ËÁÒÔÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ (Ô. Å. ÚÎÁÞÅÎÉÑ p1, p2, p3, p4 ËÏÎÅÞÎÙ).÷ÙÑÓÎÉÍ, ËÁË ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÒÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÈ ÔÏÞÅË. éÚÆÏÒÍÕÌÙ (18-12) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÏÄÇÒÕ��Á ëÌÅÊÎÁ V4 ⊂ S4, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÔÏ-ÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀ-ÝÉÈÓÑ �ÁÒ ÔÏÞÅË, ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:[p1; p2; p3; p4℄ = [p2; p1; p4; p3℄ = [p3; p4; p2; p1℄ = [p4; p3; p2; p1℄ (18-13)ðÏÜÔÏÍÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ S4 ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �ÒÏ�ÕÓËÁ-ÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ ÇÒÕ��Õ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ S4 -- S4=V4 = S3 = D3 ,ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÔÒ£È ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ (�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ× S4 ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÑÍÉ (1; 2), (1; 3) É (1; 4)) É Ä×ÕÈ �Ï×ÏÒÏÔÏ× (�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ×S4 �ÉËÌÁÍÉ |1; 2; 3〉 É |1; 3; 2〉). ïÂÏÚÎÁÞÁÑ Ä×ÏÊÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (18-13) ÞÅÒÅÚ #,�ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (18-12) ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:[p1; p2; p3; p4℄ = [p2; p1; p4; p3℄ = [p3; p4; p2; p1℄ = [p4; p3; p2; p1℄ = #[p2; p1; p3; p4℄ = [p1; p2; p4; p3℄ = [p3; p4; p1; p2℄ = [p4; p3; p1; p2℄ = 1#[p3; p2; p1; p4℄ = [p2; p3; p4; p1℄ = [p1; p4; p2; p3℄ = [p4; p1; p2; p3℄ = ##− 1[p4; p2; p3; p1℄ = [p2; p4; p1; p3℄ = [p3; p1; p2; p4℄ = [p1; p3; p2; p4℄ = 1− #[p2; p3; p1; p4℄ = [p3; p2; p4; p1℄ = [p1; p4; p3; p2℄ = [p4; p1; p3; p2℄ = #− 1#[p3; p1; p2; p4℄ = [p1; p3; p4; p2℄ = [p2; p4; p1; p3℄ = [p4; p2; p1; p3℄ = 11− # : (18-14)
ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÔÒÉ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ # = −1; 2; 1=2, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÍÅ-ÎÑÀÔÓÑ �ÒÉ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÑÈ (1; 2), (1; 3) É (1; 4) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ É �ÉËÌÉÞÅÓËÉ�ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×ÕÍÑ �Ï×ÏÒÏÔÁÍÉ, Á ÔÁËÖÅ Ä×Á Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ #, ÒÁ×-ÎÙÅ Ä×ÕÍ ËÏÒÎÑÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ1 x2 − x+ 1 = 0, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ �ÒÉ �Ï×ÏÒÏ-ÔÁÈ É �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÑÍÉ ÔÏÞÅË. ðÒÉ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈÚÎÁÞÅÎÉÑÈ # ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÛÅÓÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ.1Ô. Å. ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ −1 ËÕÂÉÞÅÓËÉÍ ËÏÒÎÑÍ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù × �ÏÌÅ k



úÁÄÁÞÉ Ë §18 32918.4.4. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ �ÁÒÙ ÔÏÞÅË. þÅÔ×£ÒËÁ ÔÏÞÅË {a; b; ; d} ∈ P1 ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÉÈ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ[a; b; ; d℄ = −1 :ðÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÇÏ×ÏÒÑÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ �ÁÒÙ ÔÏÞÅË (a; b) É (; d)ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÙ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ.çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ËÁÒÔÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÁ aÌÅÖÉÔ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÔÏÞËÁ b ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × �ÅÎÔÒÅ ÔÑÖÅÓÔÉ ÔÏÞÅË  É d.áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ �ÏÒÑÄËÁÔÏÞÅË × ÏÄÎÏÊ ÉÚ �ÁÒ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÉÌÉ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ Ä×ÏÊÎÏÅÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ �ÅÒÅÍÅÎÅ �ÁÒ ÍÅÓÔÁÍÉ | ÉÚ (18-14) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏÏÂÁ ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ �ÁÒ ÔÏÞÅË �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÄÒÕÇÕ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÎÁ �ÁÒÁÈ ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË.18.4.5. ðÒÉÍÅÒ: ÞÅÔÙÒ£È×ÅÛÉÎÎÉË. ó ËÁÖÄÏÊ ÞÅÔ×£ÒËÏÊ ÔÏÞÅË
a

b

c

d

x

y

z

x′

x′′

òÉÓ. 18⋄7. 4-×ÅÛÉÎÎÉË.

a; b; ; d ∈ P2;ÎÉËÁËÉÅ 3 ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, Ó×ÑÚÁÎÁ ËÏÎ-ÆÉÇÕÒÁ�ÉÑ ÉÚ ÔÒ£È �ÁÒ �ÒÑÍÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ �Á-ÒÙ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË (ÓÍ. ÒÉÓ. 18⋄7) É ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÓÔÏ-ÒÏÎÁÍÉ ÞÅÔÙÒ£È×ÅÒÛÉÎÎÉËÁ abd. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÏÞ-ËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ �ÒÑÍÙÈ ÞÅÒÅÚ x = (ab) ∩ (d) ,y = (a) ∩ (bd) , z = (ad) ∩ (b) . �ÏÇÄÁ × ËÁÖÄÏÍÉÚ ÔÒ£È �ÕÞËÏ× �ÒÑÍÙÈ Ó �ÅÎÔÒÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ x, y,z �ÁÒÁ ÓÔÏÒÏÎ ÞÅÔÙÒ£È×ÅÒÛÉÎÎÉËÁ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÁ �ÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë �ÁÒÅ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ xyz.þÔÏÂÙ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÜÔÏ, ÚÁ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÍ �ÕÞÏË�ÒÑÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x, ÔÏÞËÁÍÉ �ÒÑ-ÍÏÊ (ad) ÉÌÉ ÔÏÞËÁÍÉ �ÒÑÍÏÊ (b) É �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ (xy) �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ �ÒÑ-ÍÙÅ (ad) É (b) �Ï ÔÁËÉÍ ÔÏÞËÁÍ x′, x′′, ÞÔÏ [a; d; z; x′℄ = [b; ; z; x′′℄ = −1 .ðÏÓËÏÌØËÕ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÉÚ x É ÉÚ y Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÍÅÖÄÕ �ÒÑÍÙÍÉ (ad) É (b), ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÄ×ÏÊÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË:[a; d; z; x′℄ = [b; ; z; x′′℄ = [d; a; z; x′℄ :ëÏÌØ ÓËÏÒÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÅ�ÏÍÅÎÑÌÏÓØ, ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ −1.úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §18



330 úÁÄÁÞÉ Ë §18úÁÄÁÞÁ 18.1. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÎÁ ÔÒÉ �ÒÑÍÙÅ `0, `1, `2 ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ
P2 = P(V ) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÁÑ �ÒÑÍÁÑ`i ÂÙÌÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÏÊ ÄÌÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÙ Ui ?úÁÄÁÞÁ 18.2. îÁ �ÒÑÍÙÈ (AB); (BC); (CA) ⊂ P2 ×ÚÑÌÉ ÔÏÞËÉA′ = (1 : 0 : 0) ∈ (BC) ; B′ = (0 : 1 : 0) ∈ (AC) ; C ′ = (0 : 0 : 1) ∈ (AB) :ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ �ÒÑÍÙÅ (AA′) , (BB′) É (CC ′) �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ (1 : 1 : 1) .îÁÊÄÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅÒÛÉÎ △ABC.úÁÄÁÞÁ 18.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × P(V ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
P(W ) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ (k+1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁW , ËÏÇÄÁ ×Ï×ÓÅÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÁÒÔÁÈ, ÉÍÅÀÝÉÈ Ó ÎÉÍ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ÏÎÏ ×ÉÄÎÏ ËÁËk-ÍÅÒÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.úÁÄÁÞÁ 18.4. ðÕÓÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÏÌÅ ËÏÎÅÞÎÏ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. óËÏÌØËÏ ×ÓÅÇÏÉÍÅÅÔÓÑ Á) ÔÏÞÅË, �ÒÑÍÙÈ, . . . , k-ÍÅÒÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × An ?Â) ÔÏÞÅË, �ÒÑÍÙÈ, . . . , k-ÍÅÒÎÙÈ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × Pn ?úÁÄÁÞÁ 18.5. ëÒÉ×ÙÅ Á) y = x2 Â) y = x3 ×) y2 + (x− 1)2 = 1 Ç) y2 = x2(x+ 1)ÚÁÄÁÎÙ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ËÁÒÔÅ U0 ÎÁ P2 = P(R3). îÁ�ÉÛÉÔÅ ÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ËÁÒÔÁÈU1 É U2 É ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ ×ÓÅ ÜÔÉ 12 ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ.úÁÄÁÞÁ 18.6. ÷ÌÏÖÉÍ Å×ËÌÉÄÏ×Õ �ÌÏÓËÏÓÔØ R2 × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÕÀ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ �ÌÏÓ-ËÏÓÔØ P2 = P(C3) × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÏÞÅË Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, ÌÅÖÁÝÉÈ ×ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U0. îÁÊÄÉÔÅ × P2 Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÉÅÎÁ ×ÓÅÈ ËÒÉ×ÙÈ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ×ÉÄÎÙÈ × R2 ËÁË ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, É �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÌÀÂÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ × P2, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ Ä×Å ÔÏÞËÉ É ÉÍÅÀÝÁÑÈÏÔÑ ÂÙ 3 ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÅ ÔÏÞËÉ × R2, ÂÕÄÅÔ ×ÉÄÎÁ × R2 ËÁË ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ.úÁÄÁÞÁ 18.7 (ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ). ïÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÏÅËÔÉ×-ÎÙÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÅÊ, ÅÓÌÉ �2 = Id .Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ ÌÀÂÁÑ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑ ÎÁ P1ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞËÉ.Â) ðÕÓÔØ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑ � ÎÁ P1 ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ p É q. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ p É q ÔÏÞËÉ a É b ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ � (Ô. Å. �(a) = b) ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÁÒÙ ÔÏÞÅË a, b É p, q ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ (Ô. Å.[ a; b; p; q ℄ = −1).úÁÄÁÞÁ 18.8 (ÔÅÏÒÅÍÁ äÅÚÁÒÇÁ). äÁÎÙ △ A1B1C1 É △ A2B2C2 ÎÁ P2. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÁÒ ÉÈ �ÏÉÍÅÎÏ×ÁÎÎÙÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ ÓÔÏ-ÒÏÎ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÔÒÉ �ÒÑÍÙÅ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ�ÁÒÙ �ÏÉÍÅÎÏ×ÁÎÎÙÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ ×ÅÒÛÉÎ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞ-ËÅ (ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó ÔÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÙÍÉ).úÁÄÁÞÁ 18.9 (�ÅÒÅËÒ£ÓÔÎÁÑ ÏÓØ1). îÁ P2 ÄÁÎÙ Ä×Å �ÒÑÍÙÅ `1 6= `2 . ìÉÎÅÊÎÙÊ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ' : `1 ∼- `2 �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÔÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÉ a1 , b1 ,1 ÎÁ `1 × ÔÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÉ a2 , b2 , 2 ÎÁ `2.



úÁÄÁÞÉ Ë §18 331Á) ï�ÉÛÉÔÅ çí� �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ (x; '(y))∩(y; '(x)), ÇÄÅ x 6= y ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ�ÒÏÂÅÇÁÀÔ `1.Â) ïÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊËÏÊ �ÏÓÔÒÏÊÔÅ '(x) ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ `1.×) òÅÛÉÔÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: ÏÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊËÏÊ �ÏÓÔÒÏÊÔÅ ÏÂÒÁÚ ÄÁÎÎÏÊ �ÒÑ-ÍÏÊ ` ÉÚ �ÕÞËÁ �ÒÑÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ p1 ∈ P2, �ÒÉ �ÒÏÅË-ÔÉ×ÎÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÜÔÏÇÏ �ÕÞËÁ Ó �ÕÞËÏÍ �ÒÑÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÕÀÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ p2 ∈ P2, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÜÔÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÁ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÔÒÉ �ÒÑÍÙÅ.Ç) ïÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊËÏÊ �ÏÓÔÒÏÊÔÅ ÏÂÒÁÚ '(x) �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ ` ⊂ P2 �ÒÉÌÉÎÅÊÎÏÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÅ  : ` ∼- `, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ  ÎÁ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ.úÁÄÁÞÁ 18.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ k ÎÉËÁËÉÅm+1 ÔÏÞÅË ËÒÉ×ÏÊ÷ÅÒÏÎÅÚÅ Cd ⊂ Pd ÎÅ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÍ (m− 1)-ÍÅÒÎÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (ÄÌÑ ×ÓÅÈ1 6 m 6 d).úÁÄÁÞÁ 18.11. ó�ÒÏÅËÔÉÒÕÊÔÅ ËÕÂÉËÕ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ C3 ⊂ P3 = P (S3U∗) ÉÚ n◦ 18.2.4Á) ÉÚ ÔÏÞËÉ t30 ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ (3 t20t1; 3 t0t21; t31)Â) ÉÚ ÔÏÞËÉ 3 t20t1 ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ (t30; 3 t0t21; t31)×) ÉÚ ÔÏÞËÉ t30 + t31 ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ (t30; 3 t20t1; 3 t0t21) .îÁ�ÉÛÉÔÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É �×ÎÅÛÎÉÅ� ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÔÅÈ ËÒÉ×ÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉÜÔÏÍ �ÏÌÕÞÁÔÓÑ, × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÔÒ£È ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÁÒÔ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ{ÏÂÒÁÚÅ �ÒÏÅË�ÉÉ É ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ ×ÓÅ ÄÅ×ÑÔØ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉ ÜÔÏÍ�ÏÌÕÞÁÔÓÑ.úÁÄÁÞÁ 18.12 (�ÌÏÓËÉÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �ÏÌÅ k ÁÌÇÅ-ÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ. ðÌÏÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ C ⊂ P2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ p0(t0 : t1), p1(t0 : t1), p2(t0 : t1) ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊÓÔÅ�ÅÎÉ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ É ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
P1 - P2 : (t0 : t1) 7−→ (p0(t0 : t1) : p1(t0 : t1) : p2(t0 : t1))ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅË�ÉÅÊ ÍÅÖÄÕ P1 É C ×ÓÀÄÕ ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉ-ÅÍ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË.Á) ðÅÒÅÓÅËÁÑ C �ÒÑÍÙÍÉ, �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ degC = deg pi.Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ �ÌÏÓËÁÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ d Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏ-ÅË�ÉÅÊ ËÒÉ×ÏÊ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ Cd ⊂ Pd ÎÁ �ÏÄÈÏÄÑÝÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ P2 ⊂ Pd.×) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÚÁÄ. 18.11, ÞÔÏ ÇÌÁÄËÁÑ (ÂÅÚ ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ É ÚÁÏÓÔÒÅÎÉÊ1)�ÌÏÓËÁÑ ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÎÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁ.úÁÄÁÞÁ 18.13 (ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×ÅÉÚ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÍÙÈ ÄÁÌÅÅ ËÒÉ×ÙÈ C ⊂ Pn �ÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍÌÉÎÅÊÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. Á) ëÒÉ×ÁÑ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ C = Cn ⊂ P(SnU∗) .1ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÁËÏ×Ù: ÔÏÞËÁ p ËÒÉ×ÏÊ C = V (f) ⊂ P2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÓÏÂÏÊ,ÅÓÌÉ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ (× ÓÍÙÓÌÅ n◦ 18.2.4) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÎÁ ÌÀÂÕÀ�ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ p �ÒÑÍÕÀ; ËÒÉ×ÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ, ÅÓÌÉ Õ ÎÅ£ ÎÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË; �Ï-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ �ÒÏÅË�ÉÊ ÉÚ �.�. (Â) É (×) ÚÁÄ. 18.11 ÅÓÔØ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ (ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ)



332 úÁÄÁÞÉ Ë §18Â) úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÌÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÊ ÎÁÂÏÒ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×n-ÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ f0; f1; : : : ; fn ∈ k[t0; t1℄ . ëÒÉ×ÁÑ C ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ
P1 - Pn : (t0 : t1) 7−→ (f0(t0; t1) : f1(t0; t1) : · · · : fn(t0; t1)) :×) úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ n + 1 ÔÏÞÅË p0; p1; : : : ; pn ∈ P1. ðÕÓÔØ p� = (�� : ��). ðÏÌÏÖÉÍdet(p� ; t) = ��t1 − ��t0 . ëÒÉ×ÁÑ C ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

P1 - Pn : t = (t0 : t1) 7−→ ( 1det(p0; t) : 1det(p1; t) : · · · : 1det(pn; t)) :Ç) úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ n+3 ÔÏÞËÉ p1; p2; : : : ; pn; a; b;  ∈ Pn, ÎÉËÁËÉÅ (n+1) ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈÎÅ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ `i ≃ P1 �ÕÞÏË ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓ-ËÏÓÔÅÊ × Pn, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ p� ËÒÏÍÅ pi. äÌÑ ×ÓÅÈ i 6= j ÚÁÄÁÄÉÍÌÉÎÅÊÎÙÊ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ  ij : `j ∼- `i ÔÁË, ÞÔÏÂÙ 3 ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ �ÕÞËÁ `j, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ a, b, , �ÅÒÅÈÏÄÉÌÉ × ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ 3ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÕÞËÁ `i. ëÒÉ×ÁÑ C ÅÓÔØ çí� �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙÈÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ C = ⋃H∈`1H ∩  21(H) ∩ : : : ∩  n1(H) .úÁÄÁÞÁ 18.14. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ n + 3 ÔÏÞËÉ × Pn, ÎÉËÁËÉÅ n + 1 ÉÚ ËÏ-ÔÏÒÙÈ ÎÅ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÒÏÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ.úÁÄÁÞÁ 18.15 (�ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ (n+ 3) ÔÏÞÅË ÎÁ Pn). îÁÂÏÒ ÉÚn+ 3 ÔÏÞÅË ÎÁ Pn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÏÂÝÉÍ, ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ n+ 1 ÔÏÞÅË ÜÔÏÇÏÎÁÂÏÒÁ ÎÅ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÄ. 18.14 ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÏÊ ÌÉ-ÎÅÊÎÏ ÏÂÝÉÊ ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀC, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ ÏÔÏÂÒÁÚÉÔØ ÎÁ P1 ÏÄÎÉÍ ÉÚ Ó�ÏÓÏÂÏ×, �ÅÒÅÞÉ-ÓÌÅÎÎÙÈ × ÚÁÄ. 18.13. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Ä×ÏÊÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÞÅÔÙÒ£È ÔÏÞÅË ×ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÉÚ n+ 3 ÔÏÞÅË Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÉÈ ÏÂÒÁÚÏ× ÎÁ P1.Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×ÁÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ C Ó P1 ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ Á×ÔÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÏÍ P1 (ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÍ ×ÓÅ Ä×ÏÊÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ).Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×Á ÌÉÎÅÊÎÏ ÏÂÝÉÈ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ n+3 ÔÏÞÅË ÎÁ Pn ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ-ËÏ ÔÏÇÄÁ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ Á×ÔÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ËÏÇÄÁ Ä×ÏÊÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÞÅÔ×£ÒÏË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙÈÔÏÞÅË × ÜÔÉÈ ÎÁÂÏÒÁÈ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù.



§19. ë×ÁÄÒÉËÉ÷ÓÀÄÕ × ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ har(k) 6= 2.19.1. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØQ = V (q) = {v ∈ P(V ) | q(v) = 0} ;ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ q ∈ S2V ∗ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÅË-ÔÉ×ÎÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÏÊ. ä×Å Ë×ÁÄÒÉËÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ (ÉÌÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ), ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × ÄÒÕÇÕÀ ÌÉÎÅÊÎÙÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍÁ×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌ. 17.3 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ V (q) ⊂ Pn = P(V ) × �ÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ÏÄ-ÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄx0x1 + x2x3 + · · · + x2mx2m+1 + �(x2m+2; : : : ; xr) = 0 ; (19-1)ÇÄÅ ÆÏÒÍÁ �(x) ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÁ (Ô. Å. �(x) 6= 0 �ÒÉ x 6= 0). þÉÓÌÏ ×ÈÏÄÑÝÉÈ ×ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁ×ÎÏ ÒÁÎÇÕ rk q Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q, Á ÌÉÎÅÊÎÁÑÏÂÏÌÏÞËÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ n − r ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÄÏÌØ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÚÁÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÎÙ × (19-1), ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÑÄÒÏ ÆÏÒÍÙ q. þÉÓÌÏ 2(m+ 1) × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ(19-1) ÒÁ×ÎÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÆÏÒÍÙq É �Ï ÓÌ. 17.4 ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÇÄÅ ÆÏÒÍÁ q ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (19-1).19.1.1. çÌÁÄËÉÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ. ë×ÁÄÒÉËÉ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÑÄÒÏÍ, Ô. Å. Ó r = n ÉÌÉ,ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ,  det q 6= 0, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ ÉÌÉ ÇÌÁÄËÉÍÉ.ìÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ F : P(V ) ∼- P(V ) , ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ F ∈ Oq ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊÆÏÒÍÙ q, �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ Ë×ÁÄÒÉËÕ Q = V (q) × ÓÅÂÑ É ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌ. 17.6 ÇÒÕ��Á �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×Ë×ÁÄÒÉËÉ Q ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÔÏÞËÁÈ Ë×ÁÄÒÉËÉ, Á ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁË×ÁÄÒÉËÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÌÀÂÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÌÅÖÁÝÅÇÏ ÎÁ ÎÅ-×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÅ Q , ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍx0x1 + x2x3 + · · · + x2mx2m+1 + �(x2m+2; : : : ; xn) = 0 ;ÒÁ×ÎÁ m, É ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q �ÒÏÈÏÄÉÔ ÌÅÖÁÝÅÅ ÎÁ Q �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÔÁËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÞÉÓÌÏ m �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔØÀ ÎÅÏ-ÓÏÂÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q. åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ q(x0; x1; : : : ; xn) = �(x0; x1; : : : ; xn) ÁÎÉÚÏÔÒÏ�-ÎÁ, ÔÏ Ë×ÁÄÒÉËÁQ �ÕÓÔÁ, Á Å£ �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ−1. îÅÏÓÏÂÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ ÒÁÚÎÏÊ�ÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.19.1.2. çÌÁÄËÉÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ ÎÁÄ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÄ ÁÌÇÅ-ÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ k ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÁÑ ÆÏÒÍÁ x2,n-ÍÅÒÎÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ Qn ⊂ Pn+1 ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ333



334 §19.ë×ÁÄÒÉËÉÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ É × �ÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÏÎÁ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ �ÒÉ Þ£ÔÎÏÍ n = 2mÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x0x1 + x2x3 + · · · + x2mx2m+1 = 0 ; (19-2)�ÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÍ n = 2m+ 1 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍx0x1 + x2x3 + · · · + x2mx2m+1 = x22m+2 : (19-3)þÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÏÂÅÉÈ Ë×ÁÄÒÉË (19-2) É (19-3) �ÒÏÈÏÄÉÔ m-ÍÅÒÎÏÅ �ÒÏ-ÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÌÅÖÁÝÅÅ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ, É �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÂÏÌØÛÅÊÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÁ ÜÔÉÈ Ë×ÁÄÒÉËÁÈ ÎÅÔ.19.1.3. ðÒÉÍÅÒ: ÇÌÁÄËÉÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ
k = R × ËÁÖÄÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÁÑ ÆÏÒÍÁ �k(x1; x2; : : : ; xk) = k∑i=1 x2i , ÇÌÁÄËÁÑ n-ÍÅÒÎÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑË×ÁÄÒÉËÁ × Pn+1 = P (Rn+2) × �ÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄx0x1 + x2x3 + · · · + x2mx2m+1 = x22m+2 + x22m+3 + · · · + x2n+1 ; (19-4)ÇÄÅ −1 6 m 6 n=2 . íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÁËÕÀ Ë×ÁÄÒÉËÕ m-�ÌÁÎÁÒÎÏÊ É ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÔØ Qn;m. éÎÁÞÅ m-�ÌÁÎÁÒÎÕÀ Ë×ÁÄÒÉËÕ Qn;m ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ ËÁËË×ÁÄÒÉËÕ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (n+ 2−m;m) ÉÌÉ ËÁË ËÁË Ë×ÁÄÒÉËÕ ÉÎÄÅËÓÁ n+ 2− 2m.÷ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ Qn;m ÉÍÅÅÔ ×ÉÄt20 + t21 + · · · + t2m = t2m+1 + t2m+2 + · · · + t2n+1 : (19-5)ðÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x� Ë ÌÁÇÒÁÎÖÅ×ÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ t� ÚÁ-ÄÁ£ÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ x2i = tm+i + ti , x2i+1 = tm+i − ti �ÒÉ 0 6 i 6 m É xj = tj �ÒÉ2m+ 2 6 j 6 n+ 2.ë×ÁÄÒÉËÉ ÒÁÚÎÏÊ �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÔÁË ËÁË ÞÅÒÅÚËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ m-�ÌÁÎÁÒÎÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ �ÒÏÈÏÄÉÔ m-ÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÌÅÖÁÝÅÅ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ, É �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÂÏÌØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉÎÁ Qn;m ÎÅÔ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, (−1)-�ÌÁÎÁÒÎÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁx20 + x21 + · · · + x2n = 0�ÕÓÔÁ. îÅ�ÕÓÔÁÑ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ �ÒÑÍÙÈ Ë×ÁÄÒÉËÁ �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ ÎÕÌØt20 = t21 + t22 + · · · + t2nÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÊ. ë×ÁÄÒÉËÉ ÂÏÌØÛÅÊ �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÉ-�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ.



19.1.ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ 33519.1.4. ðÒÉÍÅÒ: Ë×ÁÄÒÉËÉ ÎÁ P1. îÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ k ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÓÔÉËÉ har(k) 6= 2 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (19-1) ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ P1 ÉÍÅÅÔ ÌÉÂÏ ×ÉÄx20 = 0 (ÅÓÌÉ q ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ), ÌÉÂÏ ×ÉÄ x0x1 = 0 (ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ q ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁÉ − det q Ë×ÁÄÒÁÔ), ÌÉÂÏ ×ÉÄ x20 − a x21, ÇÄÅ a ∈ k ÎÅ Ë×ÁÄÒÁÔ (ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ qÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ É − det q ÎÅ Ë×ÁÄÒÁÔ).÷ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ x20 = 0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÏÊÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ÉÂÏ ÓÏÓÔÏÉÔÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ (0 : 1), Á Å£ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ × ÎÕÌØ.îÅÏÓÏÂÁÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ x0x1 = 0 ÉÍÅÅÔ �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔØ 0 É ÓÏÓÔÏ-ÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË. îÅÏÓÏÂÁÑ ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ x20 − a x21 �ÌÁ-ÎÁÒÎÏÓÔÉ −1 �ÕÓÔÁ, É ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ k ÔÁËÉÈ Ë×ÁÄÒÉËÎÅÔ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 19.1äÌÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ` ÉÍÅÅÔÓÑÒÏ×ÎÏ ÞÅÔÙÒÅ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ: ÌÉÂÏ ` ⊂ Q, ÌÉÂÏ ` ∩ Q Ñ×ÌÑÅÔÓÑÄ×ÏÊÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ÌÉÂÏ ` ∩Q ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÌÉÂÏ ` ∩Q = ∅.îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ. �19.1.5. ðÒÉÍÅÒ: Ë×ÁÄÒÉËÉ ÎÁ P2. ðÌÏÓËÉÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÎÉËÁ-ÍÉ. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (19-1) ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ×ÉÄx20 = 0 (rk q = 1) (19-6)x0x1 = 0 (rk q = 2, i = 0) (19-7)x20 − a x21 = 0 (rk q = 2, i = −1, a ∈ k ÎÅ Ë×ÁÄÒÁÔ) (19-8)x0x1 = x22 (rk q = 3, i = 0, V (q) 6= ∅) (19-9)�(x0; x1; x2) = 0 (rk q = 3, i = −1, �(x) ÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÁ, V (q) = ∅) (19-10)ëÏÎÉËÁ (19-6) ÒÁÎÇÁ 1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÏÊÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. å£ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ | ÜÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÚÁÎÕÌÑÀÝÅÊÓÑ ÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ ÑÄÒÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q.çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÔÁËÁÑ ËÏÎÉËÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ �ÒÑÍÕÀ | �ÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÀÑÄÒÁ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q .îÅ�ÕÓÔÁÑ ËÏÎÉËÁ (19-7) ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÓ�Á×ÛÅÊÓÑ ËÏÎÉËÏÊ É �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÁÒÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÔÏÞËÅ (0 : 0 : 1), ËÏÔÏÒÁÑÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÅÊ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÑÄÒÁ ÆÏÒÍÙ q.÷ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÏÎÉËÁ (19-8) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÏÊÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ. ïÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ p = (0 : 0 : 1) ∈ P2, ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÅÊÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÑÄÒÁ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q. îÁÚ×ÁÎÉÅ �Ä×ÏÊÎÁÑ ÔÏÞËÁ� Ó×ÑÚÁÎÏÓ ÔÅÍ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ËÏÎÉËÉ  ÌÀÂÏÊ �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ p �ÒÑÍÏÊ, ÂÕ-ÄÕÞÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÏ ËÁË Ë×ÁÄÒÉËÁ ÎÁ ÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ Ä×ÏÊÎÕÀÔÏÞËÕ p × ÓÍÙÓÌÅ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÉÚ n◦ 19.1.4. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÏÊ ËÏÎÉËÉ (19-8) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.çÌÁÄËÁÑ ËÏÎÉËÁ (19-10) �ÕÓÔÁ É ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ ÔÁËÖÅÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ.



336 §19.ë×ÁÄÒÉËÉîÅ�ÕÓÔÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ËÏÎÉËÁ (19-9) ÜÔÏ ËÏÎÉËÁ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ C2 ÉÚ (18-6). å£ ÕÄÏÂÎÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÌÏÓËÏÓÔØ P2 = P(S2U∗),ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÔØ ËÌÁÓÓÙ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍx0t20 + 2 x2 t0t1 + x1t21 = 0ÎÁ �ÒÑÍÏÊ P1 = P(U) Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ (t0 : t1). çÌÁÄËÁÑ ËÏÎÉËÁC2 ⊂ P2 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÕÌÅ×ÙÈ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ Ë×ÁÄÒÉË (�0t0 + �1t1)2. ïÎÁ ÚÁÄÁ-£ÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ det(x0 x2x2 x1) = x0x1 − x22 = 0 : (19-11)É ÉÍÅÅÔ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÀ(�0 : �1) 7−→ (x0 : x1 : x2) = (�20 : �21 : �0�1) : (19-12)ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 19.1îÅ�ÕÓÔÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ËÏÎÉËÁ C �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ �ÌÏÓËÕÀ ËÒÉ×ÕÀ, ÚÁÄÁÎ-ÎÕÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ d, ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ �Ï 2 d ÔÏÞËÁÍ, ÌÉÂÏ �Å-ÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÜÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉ×ÅÄ£Í ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ C Ë ×ÉÄÕ (19-11) É ÚÁ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÍ C�Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ (19-12). úÎÁÞÅÎÉÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ � = (�0 : �1), �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ C �ÅÒÅ-ÓÅËÁÅÔ ËÒÉ×ÕÀ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ f(x) = 0, ÓÕÔØ ËÏÒÎÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÁ f(x(�)), ËÏÔÏÒÙÊ ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ 2 d, ÌÉÂÏ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ.
�ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 19.2þÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ 5 ÔÏÞÅË ÎÁ P2 ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ËÏÎÉËÕ. åÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ 4 ÉÚ �Ñ-ÔÉ ÔÏÞÅË ÎÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏ ÔÁËÁÑ ËÏÎÉËÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ, Á ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ 3 ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏ ÏÎÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÌÁÓÓÙ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ ÔÒ£ÈÍÅÒ-ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÑÔÉÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï P5 =

P(S2V ∗) . ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ p ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ q(p) = 0 ÌÉÎÅÊÎÏ �Ï q,ËÏÎÉËÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ p ∈ P2, ÏÂÒÁÚÕÀÔ × ÜÔÏÍ P5 ÇÉ�ÅÒ-�ÌÏÓËÏÓÔØ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÙÅ 5 ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ × P5 ÉÍÅÀÔ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅ-ÎÉÅ, ÔÒÅÂÕÅÍÁÑ ËÏÎÉËÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. åÓÌÉ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÔÒÉ ÉÚ ÔÏÞÅË ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ,ÔÏ ËÏÎÉËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ �ÒÑÍÕÀ, É �ÏÔÏÍÕ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÜÔÕ �ÒÑÍÕÀ É �ÒÑÍÕÀ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ Ä×Å ÄÒÕÇÉÅ ÔÏÞËÉ. åÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉÉÚ ÔÏÞÅË ÎÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ×ÓÑËÁÑ �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ËÏÎÉËÁ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÎÅÏÓÏÂÁ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ �Ï �ÒÅÄÌ. 19.1. �



19.1.ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ 33719.1.6. ïÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ q̂ : V v 7→eq( ∗ ;v) - V ∗ , Ï�ÅÒÁÔÏÒËÏÒÒÅÌÑ�ÉÉ (ÓÍ. n◦ 17.1.2) Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ v ∈ V× ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ q̂(v) : w 7−→ q̃(w; v). æÏÒÍÁ q ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ q̂ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏSingQ = P(ker q) ⊂ P(V )ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË (ÉÌÉ ×ÅÒÛÉÎÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ) Ë×Á-ÄÒÉËÉ Q. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÅÒÛÉÎÎÙÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ Ä×ÏÊÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÉÚ n◦ 19.1.4É Ä×ÏÊÎÏÊ ÔÏÞËÉ (19-8) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÁÍÉ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ, ×ÅÒÛÉÎÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍÄ×ÏÊÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ (19-6) ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÁ ÜÔÁ �ÒÑÍÁÑ, Á ×ÅÒÛÉÎÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÏÍ ÒÁÓ�Á×ÛÅÊÓÑ ËÏÎÉËÉ (19-7) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÁÒÙ �ÒÑÍÙÈ, ÉÚËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ.÷ÅÒÛÉÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÌÀÂÏÊ ÏÓÏÂÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ ×ÓÅÇÄÁ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÜÔÏÊ Ë×Á-ÄÒÉËÅ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÓÏÂÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ �ÕÓÔÁ. ïÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ Ë×ÁÄÒÉËÉÉÍÅÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÀ.ìÅÍÍÁ 19.1�ÏÞËÁ a ∈ Q ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÏÓÏÂÁÑ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ a�ÒÑÍÁÑ ÌÉÂÏ �ÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ ÎÁ Q ÌÉÂÏ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ Q �Ï Ä×ÏÊÎÏÊ ÔÏÞËÅ a.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÔÏÞËÁ a ∈ SingQ, ÔÏ q̃(a; b) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ b, ÉÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ q ÎÁ �ÒÑÍÕÀ(a; b) × ÂÁÚÉÓÅ a; b ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ q̃(b; b) = q(b). åÓÌÉ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ,�ÒÑÍÁÑ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÁ É ÌÅÖÉÔ ÎÁ Q, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q ∩(a; b) ⊂ P1 = (a; b) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x0 : x1) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ a; b ÉÍÅÅÔ ×ÉÄq(b)x21 É ÚÁÄÁ£Ô Ä×ÏÊÎÕÀ ÔÏÞËÕ a. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ a ∈ Q ÎÅÏÓÏÂÁ, ÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑÔÏÞËÁ b ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÁÑ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ a ÄÏ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÉÔÏÇÄÁ Q ∩ (a; b) ÂÕÄÅÔ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÏÊ ÎÁ (a; b), Ô. Å. �ÁÒÏÊ ÒÁÚÎÙÈÔÏÞÅË. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 19.2ë×ÁÄÒÉËÉ ÒÁÚÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ (ÎÁÄ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ).�ÅÏÒÅÍÁ 19.1ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Q′ = L ∩ Q Ë×ÁÄÒÉËÉ QP(V ) Ó ÌÀÂÙÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ Ë SingQ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ L ⊂ P(V ) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀË×ÁÄÒÉËÕ × L, É Ë×ÁÄÒÉËÁ Q Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ1 ÜÔÏÊ ÎÅÏÓÏÂÏÊË×ÁÄÒÉËÉ Q′ É ×ÅÒÛÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á SingQ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÒÅÄÌ. 17.5. ÷ÔÏÒÏÅ | ÉÚÌÅÍ. 19.1, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÑÍÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ Ä×Å ÔÏÞËÉ a ∈1Ô. Å. ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ×ÓÅÈ �ÒÑÍÙÈ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ËÁË Q′, ÔÁË É SingQ



338 §19.ë×ÁÄÒÉËÉSingQ É b ∈ L ÌÉÂÏ �ÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ Q É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÅÒÅÓÅËÁÅÔL �Ï ÔÏÞËÅ b ∈ L ∩Q, ÌÉÂÏ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ Q ÎÉÇÄÅ, ËÒÏÍÅ a. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 19.3òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, �ÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÝÅ-ÇÏ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ (19-1), ÒÁ×ÎÁ n+ 1− r + i. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ë×ÁÄÒÉËÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏÒÁÎÇÁ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÒÁÚÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ i × �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ (19-1), �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÎÅ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÙ.19.2. ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ë Ë×ÁÄÒÉËÅ. ðÒÑÍÁÑ `, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚÔÏÞËÕ p ∈ Q, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë Q × p , ÅÓÌÉ ` ÌÉÂÏ ÌÅÖÉÔ ÎÁ Q �ÅÌÉËÏÍ,ÌÉÂÏ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ Q �Ï Ä×ÏÊÎÏÊ ÔÏÞËÅ p. ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ �ÒÑÍÙÈ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑQ × ÔÏÞËÅ p ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Ë Ë×ÁÄÒÉËÅ Q × ÔÏÞËÅp ∈ Q É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ TpQ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍ. 19.1, ÔÏÞËÁ p ∈ Q ⊂ Pn ÏÓÏÂÁ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ TpQ = Pn ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.ìÅÍÍÁ 19.2ðÒÑÍÁÑ ` = (ab) ËÁÓÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ q(x) = 0, × ÔÏÞËÅa ∈ Q ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ q̃(a; b) = 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ` = P(U). íÁÔÒÉ�Á çÒÁÍÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ q|U ÉÍÅÅÔ ×ÂÁÚÉÓÅ {a; b} ×ÉÄ ( 0 q̃(a; b)q̃(b; a) q̃(b; b)) ;É det q|U = 0 ⇐⇒ q̃(a; b) = q̃(b; a) = 0. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 19.4÷ÉÄÉÍÙÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ b 6∈ Q ËÏÎÔÕÒ Ë×ÁÄÒÉËÉ1 Q ×ÙÓÅËÁÅÔÓÑ ÉÚ Ë×ÁÄÒÉËÉ ÇÉ�ÅÒ-�ÌÏÓËÏÓÔØÀ Ann q̂(b) = {x | q̃(b; x) = 0}. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 19.5åÓÌÉ ÔÏÞËÁ p ∈ Q ÎÅÏÓÏÂÁ, ÔÏ TpQ = {x ∈ Pn | q̃(p; x) = 0} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓ-ËÏÓÔØÀ × Pn. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 19.1. äÌÑ ÔÏÞËÉ p, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ Q, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍq(x) = 0, ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ q̃(p; x) = 0, ÚÁÄÁÀÝÅÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏTpQ Ë Q × ÔÏÞËÅ p, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ ËÁËn∑i=0 �q�xi (p) · xi = 0 :÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÏÞËÁ p ÏÓÏÂÁ , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ�q�xi (p) = 0 ∀ i :1Ô. Å. çí� ËÁÓÁÎÉÑ Ó Q ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, Ï�ÕÝÅÎÎÙÈ ÎÁ Q ÉÚ b



19.2.ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ë Ë×ÁÄÒÉËÅ 339õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ SingQ = ⋂p∈QTpQ .19.2.1. ðÒÉÍÅÒ: ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ × P3, ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍx0x3 = x1x2 , ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ × ÎÕÌØ ÄÅ-ÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁ 2 × 2-ÍÁÔÒÉ�Ù. á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á 2-ÍÅÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U− É U+ É �ÏÌÏÖÉÍ W = Hom(U−; U+). ëÌÁÓÓÙ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× U− - U+ ÒÁÎÇÁ 1 ÏÂÒÁÚÕÀÔ × P3 = P(W ) Ë×ÁÄÒÉËÕ óÅÇÒÅQS = {F : U− - U+ | detF = 0} == {(x0 x1x2 x3) ∣∣∣ det(x0 x1x2 x3) = x0x3 − x1x2 = 0} : (19-13)ëÁÖÄÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F ÒÁÎÇÁ 1 ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ ÏÂÒÁÚ. ÷ÙÂÉÒÁÑ × Î£Í ÂÁÚÉÓÎÙÊ×ÅËÔÏÒ v, ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ F ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ u ∈ U− �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �Ï�ÒÁ×ÉÌÕ F (u) = �(u) ·v , ÇÄÅ � ∈ U∗−. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � É ×ÅËÔÏÒ v Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑÏ�ÅÒÁÔÏÒÏÍ F ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ËÁË ÂÁÚÉÓÎÙÅ×ÅËÔÏÒÙ × ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Ann kerF É imF ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. îÁÏ-ÂÏÒÏÔ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ v ∈ U+ É � ∈ U∗− Ï�ÅÒÁÔÏÒ� ⊗ v : U− u 7→�(u) v - U+ (19-14)ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ 1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ óÅÇÒÅ
P(U∗−)× P(U+) ⊂

s- P(Hom(U−; U+)) ; (19-15)�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ �ÁÒÕ (�; v) ∈ P(U∗−)× P(U+) × Ï�ÅÒÁÔÏÒ (19-14) ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÂÉ-ÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ P1 × P1 = P(U∗−)× P(U+) É Ë×ÁÄÒÉËÏÊ óÅÇÒÅ (19-13).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 19.3ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ óÅÇÒÅ (19-15) �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ Ä×Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ
P1 × v É � × P1 ÎÁ P1 × P1 × Ä×Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÒÑÍÙÈ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ óÅÇÒÅ ÔÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× �ÒÑÍÙÅ �Ï�ÁÒÎÏ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÔÓÑ, ÁÌÀÂÙÅ Ä×Å �ÒÑÍÙÅ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ëÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ Ë×ÁÄÒÉËÉÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÁÒÙ �ÒÑÍÙÈ ÉÚ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×, É ÎÉËÁËÉÈÄÒÕÇÉÈ �ÒÑÍÙÈ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ óÅÇÒÅ ÎÅÔ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ U± ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ É ÂÕÄÅÍ ÚÁ�É-ÓÙ×ÁÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ. ÷ÓÑËÁÑ 2× 2-ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÎÇÁ 1 ÉÍÅÅÔ �ÒÏ�ÏÒ�É-ÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂ�Ù, É ÍÁÔÒÉ�Ù Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ([ÓÔÒÏËÁ 1℄ : [ÓÔÒÏËÁ 2℄) = (t0 : t1)([ÓÔÏÌÂÅ� 1℄ : [ÓÔÏÌÂÅ� 2℄) = (�0 : �1)



340 §19.ë×ÁÄÒÉËÉÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ Ä×ÕÍÅÒÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × W , Ô. Å. ÏÂÒÁÚÕÀÔ Ä×ÁÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÒÑÍÙÈ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ óÅÇÒÅ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Ï�ÅÒÁÔÏÒ � ⊗ v, ÏÔ-×ÅÞÁÀÝÉÊ ÆÏÒÍÅ � = (�0 : �1) ∈ U∗− É ×ÅËÔÏÒÕ v = (t0 : t1) ∈ U+, ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉ�Õ� ⊗ v = (t0t1) · (�0 �1) = (�0t0 �1t0�0t1 �1t1) (19-16)× ÔÏÞÎÏÓÔÉ Ó �ÒÅÄ�ÉÓÁÎÎÙÍÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÍÅÖÄÕ ÓÔÒÏËÁÍÉ É ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ. �ÅÍÓÁÍÙÍ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ P1×P1 �ÅÒÅÈÏÄÑÔ × �ÒÑÍÙÅ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ óÅÇÒÅ. ÷ÓÉÌÕ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ óÅÇÒÅ, ×ÓÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ ÎÁ P1 × P1 ÓÏÈÒÁÎÑÔÓÑ É ÍÅÖÄÕ ÉÈ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÎÁ Ë×Á-ÄÒÉËÅ. ïÓÔÁ£ÔÓÑ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ �ÒÑÍÙÈ ÎÁ QS ÎÅÔ. îÏ ×ÓÑËÁÑ�ÒÑÍÁÑ, ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ QS É �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ p ∈ QS ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ× ËÏÎÉËÅ QS ∩ TxQS, ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÅÔÓÑ �ÁÒÏÊ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ× ÔÏÞËÅ p ÏÂÒÁÚÏ× ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ 9 ÔÏÞÅË, Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÙÅ 3 �ÒÑÍÙÅ × P3ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÅ, �ÒÉÞ£Í Ë×ÁÄÒÉËÁ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÒÉ �Ï�ÁÒÎÏÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ �ÒÑÍÙÅ, Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ Ë×ÁÄÒÉ-ËÏÊ óÅÇÒÅ.19.2.2. ðÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÅ. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L = P(W ), ÌÅÖÁÝÅÅ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÅQn = V (q) ⊂ Pn+1 = P(V )Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÅÊ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W ⊂ V , ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÌ. 17.6 ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ dimV=2. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ n-ÍÅÒÎÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÅ Qn ⊂ Pn+1 ÎÅÔ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉÂÏÌØÛÅÊ, ÞÅÍ �ÏÌÏ×ÉÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ Ë×ÁÄÒÉËÉ.ìÅÍÍÁ 19.3óÅÞÅÎÉÅ � ∩ Q ÎÅÏÓÏÂÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ � ÌÉÂÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÓÏÂÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÏÊ × �, ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÏÓÏÂÕÀ ÔÏÞËÕ.÷ÔÏÒÏÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ � = TpQ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ Q,É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÓÏÂÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ � ∩ Q Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÕÓÏÍ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ × p ÎÁÄÎÅÏÓÏÂÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÏÊ Q′ = �′ ∩ Q, ËÏÔÏÒÁÑ ×ÙÓÅËÁÅÔÓÑ ÉÚ Q ÌÀÂÏÊ ÎÅ �ÒÏÈÏ-ÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ p ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ �′ ⊂ TpQ = � É ÉÍÅÅÔ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÍÅÎØÛÕÀ�ÌÁÎÁÒÎÏÓÔØ, ÞÅÍ Q.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ Q = V (q) ⊂ P(V ) É � = P(W ). ðÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ï�ÅÎËÉ:dimker (q̂|W ) = dim(W ∩ q̂−1(AnnW ) ) 6 dim q̂−1(AnnW ) == dimAnnW = dimV − dimW = 1 :



19.2.ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ë Ë×ÁÄÒÉËÅ 341åÓÌÉ ÑÄÒÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ q̂|W ÎÅ ÎÕÌÅ×ÏÅ, Á ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ p, ÔÏ p ∈ Q∩�É Ann (q̂(p)) = W , ÏÔËÕÄÁ TpQ = �. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ � = TpQ = P(Ann q̂(p)), ÔÏ×ÅËÔÏÒ p ∈ Ann q̂(p) ÌÅÖÉÔ × ÑÄÒÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ q̂ ÎÁ Ann q̂.äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ p ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ �′ = P(U) ⊂ TpQ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÉÅ q|U ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ�ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ V = U ⊕ U⊥, �ÒÉÞ£Í ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ q|U⊥ ÔÏÖÅ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÏ.ðÏÓËÏÌØËÕ q|U⊥ ÉÍÅÅÔ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ p, ÆÏÒÍÁ q|U⊥ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ. �ÅÍÓÁÍÙÍ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÆÏÒÍÙ q|U , ÚÁÄÁÀÝÅÊ Ë×Á-ÄÒÉËÕ Q′ = �′ ∩Q , ÎÁ 2 ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ Õ q . �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 19.6îÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ ÌÉÂÏ �ÕÓÔÁ, ÌÉÂÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÉ × ËÁËÏÊ ÇÉ�ÅÒ-�ÌÏÓËÏÓÔÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÎÅ�ÕÓÔÁÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÇÉ-�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ H, ÔÏ H = TpQ ÄÌÑ ×ÓÅÈ p ∈ Q É Q = Q ∩ TVQ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØÏÓÏÂÁ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 19.7ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ m-�ÌÁÎÁÒÎÏÊ Ë×Á-ÄÒÉËÅ Q ⊂ Pn, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ p ∈ Q, ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÓÅÍ (m− 1)-ÍÅÒÎÙÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍ, ÌÅÖÁÝÉÍÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ (m − 1)-�ÌÁÎÁÒÎÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÅ Q′ ⊂ Pn−2, ×ÙÓÅËÁÅÍÏÊ ÉÚ Q ÌÀÂÏÊ ÎÅ�ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ p ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ Pn−2 ⊂ TpQ = Pn−1.19.2.3. ðÒÉÍÅÒ: �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÁÈ Qn Í Qn;m. òÅÚÕÌØÔÁÔÓÌ. 19.7 �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕÔÏÞÎÉÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÍÁËÓÉÍÁÌØ-ÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÊ ÎÅÏÓÏÂÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÅ Qn ⊂ Pn+1 ÎÁÄ ÁÌ-ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ É ÎÁ m-�ÌÁÎÁÒÎÏÊ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ n-ÍÅÒÎÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÅ Qn;m ⊂ Pn+1(R).á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ k ÎÁ ÎÕÌØÍÅÒÎÏÊ É ÏÄÎÏ-ÍÅÒÎÏÊ ÇÌÁÄËÉÈ Ë×ÁÄÒÉËÁÈ Q0 ⊂ P1 É Q1 ⊂ P2 ÌÅÖÁÔ ÔÏÌØËÏ 0-ÍÅÒÎÙÅ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Å Ë×ÁÄÒÉËÉ | Ä×ÕÍÅÒÎÁÑ Q2 ⊂ P3 É ÔÒ£ÈÍÅÒÎÁÑQ3 ⊂ P4 | ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÎÏ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ p ∈ Q2 ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÁÒÅ �ÒÑ-ÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ p É Ä×Å ÔÏÞËÉ ÎÅÏÓÏÂÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q0 ⊂ P1 ⊂ TpQ2r{p},Á ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ p ∈ Q3 �ÒÏÈÏÄÉÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÒÑÍÙÈ, ÏÂÒÁÚÕ-ÀÝÉÈ ËÏÎÕÓ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ p ÎÁÄ ÇÌÁÄËÏÊ ËÏÎÉËÏÊ Q1 ⊂ P2 ⊂ TpQ4 r {p}. çÌÁÄËÁÑ4-ÍÅÒÎÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ Q4 ⊂ P5 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 3-ÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÎÏ ÞÅÒÅÚÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ p ∈ Q4 �ÒÏÈÏÄÑÔ Ä×Á �ÕÞËÁ1 �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ Ä×ÕÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÍ �ÒÑÍÙÈ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ óÅÇÒÅ , É Ô. Ä.1ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÕÞÏË × ÜÔÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÉÇÕÒ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ �ÒÑÍÕÀ× �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÆÉÇÕÒ, ÓÒ. Ó (n◦ 18.2.3)



342 §19.ë×ÁÄÒÉËÉ÷ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÊ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÅ Qn;0 ÎÅÔ �ÒÑ-ÍÙÈ. þÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ n-ÍÅÒÎÏÊ 1-�ÌÁÎÁÒÎÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ Qn;1 �ÒÏÈÏÄÉÔ �Å-ÌÙÊ ËÏÎÕÓ �ÒÑÍÙÈ Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ × (n − 2)-ÍÅÒÎÏÊ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÅQn−2;0 ⊂ Pn−1 ⊂ TpQn;1 r {p}. �ÁË, ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ óÅÇÒÅQ2;1 ⊂ P3 �ÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å �ÒÑÍÙÅ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ËÏÎÕÓ ÎÁÄ Ä×ÕÈÔÏÞÅÞÎÏÊ ÇÉ-�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÏÊ ÎÁ P1. ðÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕn-ÍÅÒÎÏÊ 2-�ÌÁÎÁÒÎÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ Qn;2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑÍÉ ÜÔÏÊÔÏÞËÉ ÓÏ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ, ÌÅÖÁÝÉÍÉ ÎÁ (n − 2)-ÍÅÒÎÏÊ 1-�ÌÁÎÁÒÎÏÊË×ÁÄÒÉËÅ Qn−2;1 ⊂ Pn−1 ⊂ TpQn;2 r {p} É Ô. Ä.19.3. ðÒÉÍÅÒ: Gr(2; 4) ⊂ P5 É �ÒÑÍÙÅ × P3. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ 4-ÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒ-ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e1; e2; e3; e4 É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �dV �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ d ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ei. îÁ ÛÅÓÔÉ-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �2V ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ q̃(!1; !2), Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ1 !1 ∧ !2 = q̃(!1; !2) · e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e4 : (19-17)ðÏÓËÏÌØËÕ !1 ∧ !2 = !2 ∧ !1 ÄÌÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Þ£ÔÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ,ÆÏÒÍÁ q̃ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ. úÁÄÁ×ÁÅÍÁÑ ÅÀ Ë×ÁÄÒÉËÁ × P5 = P(�2V )P = {! ∈ �2V | ! ∧ ! = 0 } (19-18)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÉËÏÊ ðÌÀËËÅÒÁ. ÷ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ eij = ei∧ej �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á �2V ÕÓÌÏ×ÉÅ ! ∧ ! = 0 ÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Õ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ! =∑i<j xijeijÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍx01x23 − x02x13 + x03x12 = 0 : (19-19)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÌÀËËÅÒÏ×Á Ë×ÁÄÒÉËÁ | ÜÔÏ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑË×ÁÄÒÉËÁ × P5.ë×ÁÄÒÉËÁ ðÌÀËËÅÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ! ∈ �2V , ËÏÔÏÒÙÅÑ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ Ä×ÕÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÀÂÁÑ ÒÁÚÌÏÖÉ-ÍÁÑ ÆÏÒÍÁ ! = u1 ∧ u2 ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ! ∧ ! = u1 ∧ u2 ∧ u1 ∧ u2 = 0. óÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ! ∈ �2V ÓÏÇÌÁÓÎÏ Õ�Ò. 10.7 ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ× �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÌÉÂÏ ËÁË ! = �0∧�1+�2∧�3, ÌÉÂÏ ËÁË ! =�0∧�1, É × �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ! ÎÅ ÒÁÚÌÏÖÉÍÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ !∧! = 2 �0∧�1∧�2∧�3 6= 0.îÁ�ÏÍÎÉÍ (ÓÍ. n◦ 8.6.1), ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ 2-ÍÅÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ× U ⊂ V ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÒÑÍÙÈ` = P(U) ⊂ P3 = P(V )1ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÙÂÏÒÅ × V ÄÒÕÇÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e′ = eC �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �d(V ), Ï�ÒÅÄÅ-Ì£ÎÎÙÅ ËÁË �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ d ÏÔ e′i, ÏÓÔÁÎÕÔÓÑÔÅÍ ÖÅ, Á ÆÏÒÍÁ q̃′ : �2V ×�2V - k, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ !1∧!2 = q̃′(!1; !2)·"′1∧e′2∧e′3∧e′4ÂÕÄÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÆÏÒÍÙ q̃ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ



19.3.ðÒÉÍÅÒ: Gr(2; 4) ⊂ P5 É �ÒÑÍÙÅ × P3 343ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÏÍ Gr(2; 4). éÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �ÌÀËËÅÒÏ-×Á Ë×ÁÄÒÉËÁ P Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ðÌÀËËÅÒÁ
u : Gr(2; 4) (a;b) 7→a∧b - P5 = P(�2V ) ; (19-20)ËÏÔÏÒÏÅ ÏÔ�ÒÁ×ÌÑÅÔ �ÒÑÍÕÀ (a; b) ⊂ P(V ) × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ a∧b ∈ �2V . ðÏÓËÏÌØËÕ�ÒÉ ×ÙÂÏÒÅ ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ �ÒÑÍÏÊ ÄÒÕÇÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ (a′; b′) = (a; b) · C �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅa′ ∧ b′ = a ∧ b · detC ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (19-20)Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.3. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ ÑÚÙËÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (19-20)�ÅÒÅ×ÏÄÉÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÅ × k4 ÓÔÒÏËÁÍÉ u, w ÍÁÔÒÉ�Ù

(u1 u2 u3 u4w1 w2 w3 w4)× ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Õ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ u∧w =∑xij ei∧ej, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊÓÕÔØ ÛÅÓÔØ 2× 2-ÍÉÎÏÒÏ× ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù:xij = uiwj − ujwi = det(ui ujwi wj) :ìÅÍÍÁ 19.4ä×Å �ÒÑÍÙÅ `1; `2 ⊂ P3 �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ�ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ðÌÀËËÅÒÁ (19-20) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÌÀËËÅÒÏ×ÏÊË×ÁÄÒÉËÉ, Ô. Å. q̃(u(`1); u(`2)) = u(`1) ∧ u(`2) = 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ `1 = P(U1), `2 = P(U2). åÓÌÉ U1∩U2 = 0, ÔÏ V = U1⊕U2É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÁÚÉÓ {ei} ⊂ V ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ U1 ÎÁÔÑÎÕÔÏ ÎÁ e1; e2 É U2 ÎÁÔÑÎÕÔÏ ÎÁe3; e4. �ÏÇÄÁ u(U1) = e1 ∧ e2, u(U2) = e3 ∧ e4 É u(U1)∧ u(U2) = e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e4 6= 0.åÓÌÉ U1 ∩ U2 6= 0, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ × U1 É U2 ÂÁÚÉÓÙ (w; u1) É (w; u2) Ó ÏÂÝÉÍ×ÅËÔÏÒÏÍ w ∈ U1 ∩ U2. �ÏÇÄÁ u(U1) ∧ u(U2) = w ∧ u1 ∧ w ∧ u2 = 0. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 19.8ðÌÀËËÅÒÏ×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ(19-20) ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ É ÚÁÄÁ£Ô ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ ÇÒÁÓÓÍÁ-ÎÉÁÎÏÍ Gr(2; 4) É Ë×ÁÄÒÉËÏÊ ðÌÀËËÅÒÁ P ⊂ P5.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ �ÒÑÍÙÈ `1 6= `2 ÎÁ P3 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÅÔØÑ�ÒÑÍÁÑ `, ËÏÔÏÒÁÑ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ `1 É ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ `2. �ÏÇÄÁ ÔÏÇÄÁ u(`1)∧u(`) = 0É u(`2) ∧ u(`) 6= 0, Ô. Å. u(`1) 6= u(`2). �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 19.9ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ P ∩TpP �ÌÀËËÅÒÏ×ÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔØÀ × ÔÏÞËÅp = u(`) ∈ P ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �ÌÀËËÅÒÏ×ÙÈ ÏÂÒÁÚÏ× u(`′) ×ÓÅÈ �ÒÑÍÙÈ `′ ⊂ P3,�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ `.



344 §19.ë×ÁÄÒÉËÉ19.3.1. ó×ÑÚËÉ É �ÕÞËÉ �ÒÑÍÙÈ × P3. íÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÑÍÙÈ ÎÁ P3 ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ Ó×ÑÚËÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ ðÌÀËËÅÒÁ �ÌÏÓËÏÓÔØÀ � ⊂ P .÷ÓÑËÁÑ Ó×ÑÚËÁ � ⊂ P ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁËÉÍÉ-ÎÉÂÕÄØ ÔÒÅÍÑ Ó×Ï-ÉÍÉ ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ pi = u(`i), i = 1; 2; 3. �ÁËÁÑ Ó×ÑÚËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× � = P ∩ Tp1P ∩ Tp2P ∩ Tp3P É �Ï ÌÅÍ-ÍÅ ÌÅÍ. 19.4 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ ÓÌ. 19.9 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ �ÒÑÍÙÈ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ÔÒÉÄÁÎÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ `1; `2; `3, ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÑÍÙÅ `i ÌÉÂÏ ×ÓÅ ÔÒÉ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÌÉÂÏ×ÓÅ ÔÒÉ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. îÏ ÔÏÇÄÁ É ÌÀÂÁÑ �ÒÑÍÁÑ ÉÚ ÎÁÔÑÎÕÔÏÊÎÁ `1; `2; `3 Ó×ÑÚËÉ ÄÏÌÖÎÁ ÌÅÖÁÔØ × ÔÏÊ ÖÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÌÉÂÏ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,�ÒÏÈÏÄÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ.éÔÁË, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ä×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÎÙÈ ÔÉ�Á Ó×ÑÚÏË �ÒÑÍÙÈ ÎÁ P3ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, 2-ÍÅÒÎÙÈ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ ðÌÀËËÅÒÁ. ðÏ ÔÒÁ-ÄÉ�ÉÉ, ÏÎÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �-Ó×ÑÚËÁ É �-Ó×ÑÚËÁ. ðÅÒ×ÁÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ �ÒÑÍÙÈ,�ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ a ∈ P3 É �ÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ �ÌÀËËÅÒÏ×ÙÍ ×ÌÏÖÅÎÉ-ÅÍ × �-�ÌÏÓËÏÓÔØ ��(a) ⊂ P . ÷ÔÏÒÁÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ �ÒÑÍÙÈ, ÌÅÖÁÝÉÈ × ÄÁÎ-ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ � ∈ P3 É �ÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ �ÌÀËËÅÒÏ×ÙÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ × �-�ÌÏÓËÏÓÔØ��(�) ⊂ P . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÀÂÙÅ Ä×Å �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÄÎÏÇÏ ÔÉ�Á �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ��(�1) ∩ ��(�2) = u(�1 ∩ �2 )��(a1) ∩ ��(a2) = u( (a1a2) ) ;Á Ä×Å �ÌÏÓËÏÓÔÉ ��(�) É ��(a) ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÉ�Ï× �ÒÉ a 6∈ � ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ×Ï-×ÓÅ, Á �ÒÉ a∈� �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ �Ï �ÒÑÍÏÊ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÅÊ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ ðÌÀËËÅÒÁ�ÕÞÏË �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ a �ÒÑÍÙÈ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ �ÒÑÍÁÑ ÎÁ �ÌÀËËÅÒÏ×ÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÅ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ �-�ÌÏÓËÏÓÔÉ É �-�ÌÏÓËÏÓÔÉ (ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÌÀÂÏÊ �ÕÞÏË �ÒÑ-ÍÙÈ ÎÁ P3 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÒÑÍÙÈ, ÌÅÖÁÝÉÈ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ�ÌÏÓËÏÓÔÉ É �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÔÁÍ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ).19.3.2. áÆÆÉÎÎÙÅ ËÌÅÔËÉ Gr(2; 4). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ 3-ÍÅÒÎÕÀÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ H ⊂ TpP , ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ Ë ÔÏÞËÅ p ∈ P × 4-ÍÅÒÎÏÍ ËÁÓÁ-ÔÅÌØÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å TpP Ë Ë×ÁÄÒÉËÅ ðÌÀËËÅÒÁ P ⊂ P5. ïÓÏÂÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁC = P ∩TpP �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÒÏÓÔÏÊ ËÏÎÕÓ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ p ÎÁÄ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅ-ÓËÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÏÊ óÅÇÒÅ G = H ∩ P , ÞÔÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÔÒÁÔÉÆÉËÁ�ÉÉ�ÌÀËËÅÒÏ×ÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ P ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ:��p ⊂ - �� ∩ ��⊂

- C ⊂ -

⊂

- P��⊂ -⊂

-



19.4.ðÏÌÑÒÉÔÅÔÙ 345âÅÒÑ × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÒÁÔÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÄÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ × Î£ÍÓÔÒÁÔÏ× ÍÅÎØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ P ≃ Gr(2; 4) ×ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍ: Gr(2; 4) = A0 ⊔ A1 ⊔ (A2 ⊔ A2) ⊔ A3 ⊔ A4 ;ÇÄÅ A0 ÜÔÏ ÔÏÞËÁ p, A1 ÜÔÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ �� ∩ �� ÂÅÚ ÔÏÞËÉ p, Ä×Á ÜËÚÅÍ-
����

p 6∈ H
H ≃ P3p′ G ⊂ H•

òÉÓ. 19⋄1. ëÏÎÕÓ C = P ∩ TpP .

�ÌÑÒÁ A2 �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ×ÙËÉÄÙ×ÁÎÉÅÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ �� ∩ �� ÉÚ �ÒÏÅË-ÔÉ×ÎÙÈ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ �� É ��. ðÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï A3 = A1 × A2 Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÁÆÆÉÎÎÙÈ �ÒÑ-ÍÙÈ A1, ÏÓÔÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÓÌÅ ×ÙËÉ-ÄÙ×ÁÎÉÑ ×ÅÒÛÉÎÙ p ÉÚ ËÏÎÕÓÁ ÎÁÄÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍ A2 ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅÍ Ë×Á-ÄÒÉËÉ óÅÇÒÅ ÄÏ ËÒÅÓÔÁ, ×ÙÓÅËÁÅ-ÍÏÇÏ ÉÚ ÎÅ£ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ �ÌÏÓËÏ-ÓÔØÀ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.5. õÂÅÄÉÔÅÓØ ×ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÒÏÅË�ÉÑ ÇÌÁÄËÏÊ Ë×Á-ÄÒÉËÉ Q ⊂ Pn ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉp ∈ Q ÎÁ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÎÅ �ÒÏÈÏ-ÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ p ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØH ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÂÉÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÕÀ1 ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ ÄÏ�ÏÌÎÅ-ÎÉÅÍ Qr(Q∩TpQ) É ÁÆÆÉÎÎÙÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ An−1 = H r (H ∩ TpQ) .ðÏÓÌÅÄÎÉÊ, �ÌÏÔÎÙÊ × P ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÕÓÏË A4 ÅÓÔØ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÄÏ P ∩ TpP .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.6. õÓÔÁÎÏ×ÉÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ Ï�ÉÓÁÎÎÙÍÉ ÁÆ-ÆÉÎÎÙÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ É ËÌÅÔËÁÍÉ ûÕÂÅÒÔÁ, ÏÂÓÕÖÄÁ×ÛÉÍÉÓÑ × n◦ 8.6.1 (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ,ÞÔÏ ËÌÅÔËÉ ûÕÂÅÒÔÁ ÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ Gr(2; 4) Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ×ÙÂÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÁ ×�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V É ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÛÅÓÔØÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ àÎÇÁ (0; 0), (1; 0), (1; 1),(2; 0), (2; 1), (2; 2), ÕÍÅÝÁÀÝÉÍÉÓÑ × �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ 2×2 É Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÉÍÉ ËÏÍ-ÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÔÉ� ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ⊂ V ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ ×ÙÂÒÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ, ÓÒ. Ó ÚÁÄ. 8.1).19.4. ðÏÌÑÒÉÔÅÔÙ. ëÏÒÒÅÌÑ�ÉÑ q̂, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ Ó ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ Ë×Á-ÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ q, ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍq : P(V ) ∼- P(V ∗)ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÑÒÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ (ÉÌÉ �ÏÌÑÒÉÔÅÔÏÍ) Ë×ÁÄÒÉËÉQ. ïÎ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÔÏÞËÕ p ∈ Pn × ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ L = {x ∈ Pn | q̃(p; x) = 0}. �ÏÞ-ËÁ p É ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ L × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÏÌÀÓÏÍ É �ÏÌÑÒÏÊ ÄÒÕÇ1× ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÁ



346 §19.ë×ÁÄÒÉËÉÄÒÕÇÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, �ÏÌÑÒÁ ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁË×ÁÄÒÉËÅ, | ÜÔÏ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ, ×ÙÓÅËÁÀÝÁÑ ×ÉÄÉÍÙÊ ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ËÏÎÔÕÒË×ÁÄÒÉËÉ, Á �ÏÌÑÒÁ ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ, | ÜÔÏ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ, ËÁ-ÓÁÀÝÁÑÓÑ Ë×ÁÄÒÉËÉ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÑËÕÀ Ë×ÁÄÒÉËÕ Q ÍÏÖÎÏÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ ËÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ Ó×ÏÉÈ �ÏÌÑÒÁÈ.ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÓÌÏ×ÉÅ q̃(a; b) = 0 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ �Ï a É b, ÔÏÞËÁ a ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÏÌÑÒÅÔÏÞËÉ b , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ b ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÏÌÑÒÅ ÔÏÞËÉ a. �ÁËÉÅ ÔÏÞËÉÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.7. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÌÑÒÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ
R2 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ãÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ �ÏÓÔÒÏÊÔÅ �Ï-ÌÑÒÕ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ É �ÏÌÀÓ ÄÁÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ (ÜÔÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ, ËÏÇÄÁ �ÒÑ-ÍÁÑ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÉÌÉ ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÍÏÇÏÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ËÒÕÇÁ).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 19.4ðÕÓÔØ a; b 6∈ Q É �ÒÑÍÁÑ (ab) �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ Q × Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ , d. �ÏÞËÉa, b ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q, ËÏÇÄÁ ÏÎÉÇÁÒÍÏÎÉÞÎÙ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÔÏÞËÁÍ , d.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q ÎÁ �ÒÑÍÕÀ (ab) = (d) ÚÁÄÁ£ÔÓÑ× ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x0 : x1) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ (; d) Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊÆÏÒÍÏÊ q(x) = det(x; ) det(x; d) , �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄq̃(x; y) = 12(det(x; ) det(y; d) + det(y; ) det(x; d)) :õÓÌÏ×ÉÅ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÓÔÉ q̃(a; b) = 0 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏdet(a; ) det(b; d) = − det(b; ) det(a; d) ;Ô. Å. ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ [a; b; ; d℄ = −1 . �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 19.5äÌÑ ÎÅÏÓÏÂÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ G ⊂ Pn É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q ⊂ Pn ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ, �ÏÌÑÒÎÙÈ ÔÏÞËÁÍ p ∈ Q ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ë×ÁÄÒÉËÉ G, ÏÂÒÁÚÕÀÔË×ÁÄÒÉËÕ × Q×G ⊂ Pxn, ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁÎÇÁ, ÞÔÏ É Ë×ÁÄÒÉËÁ Q. åÓÌÉ Q É G ÉÍÅÀÔ× ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ A É B ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-ÎÏ, ÔÏ Ë×ÁÄÒÉËÁ Q×G ÉÍÅÅÔ × Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÍÁÔÒÉ�ÕB−1AB−1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÑÒÉÔÅÔ q : Pn ∼- P×n ÇÌÁÄËÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q ⊂ Pn �ÅÒÅ-×ÏÄÉÔ ÔÏÞËÕ ÓÏ ÓÔÏÌÂ�ÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x × ÔÏÞËÕ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÏÓÔÒÏËÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ xt · B É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÏÌÑÒÎÙÅÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ � = q̂(p) ÔÏÞÅË p ∈ P ÚÁÄÁÀÔÓÑ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ0 = xt · A · x = (� ·B−1) · A · (� ·B−1)t = � ·B−1AB−1 · �t ;



19.5.áÆÆÉÎÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ 347ÞÔÏ É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÌÏÓØ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 19.10ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ë ÇÌÁÄËÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÅ Q ⊂ Pn ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÌÁÄËÕÀ Ë×Á-ÄÒÉËÕ Q× ⊂ P×n . íÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ Ë×ÁÄÒÉË Q É Q× × Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Pn É P×n ÏÂÒÁÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ G = Q, Ô. Å. B = A. çÉ�ÅÒ-�ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÏÌÑÒÎÙÅ ÔÏÞËÁÍ p ∈ Q ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q, �ÒÅ×ÒÁÔÑÔÓÑ �ÒÉÜÔÏÍ × ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á TpQ. �19.4.1. ðÏÌÑÒÉÔÅÔÙ ÎÁÄ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ �ÏÌÑÍÉ. îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅ-ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ �ÏÌÑÍÉ ÉÍÅÀÔÓÑ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÎÅ�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ)Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ q, ÚÁÄÁÀÝÉÅ �ÕÓÔÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÔÁËÉÍ Ë×ÁÄÒÉËÁÍ �ÏÌÑÒÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ×�ÏÌÎÅ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÙÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ Ó×ÏÅÊ�ÏÌÑÒÅ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.8. ï�ÉÛÉÔÅ �ÏÌÑÒÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ R2ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÍÎÉÍÏÊ� ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ x2 + y2 = −1.éÚ ÌÅÍ. 18.1 É ÓÌ. 18.1 ×ÙÔÅËÁÅÔóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 19.11ä×Á �ÏÌÑÒÉÔÅÔÁ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅÆÏÒÍÙ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 19.12îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ Ä×Å Ë×ÁÄÒÉËÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ Q = Q′. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÄÏ�ÏÌ-ÎÉÔÅÌØÎÏÅ Ë SingQ = SingQ′ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÂÅÉÈ Ë×ÁÄÒÉË ÎÅ �Ï-ÍÅÎÑÀÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÂÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ, Á ÔÏÇÄÁ ×Ó£ ÓÌÅÄÕÅÔÉÚ ÌÅÍÍÙ ÓÌ. 19.11. �19.5. áÆÆÉÎÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ. ÷ÙÂÅÒÅÍ × ÁÆÆÉÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å A ÎÁÄ ×ÅË-ÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ V ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÁÆÆÉÎÎÙÊ ÒÅ�ÅÒ É ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ AÓ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ kn. æÉÇÕÒÁ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÁÑ × A (ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ)ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (x1; x2; : : : ; xn) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á kn, ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÏÊ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÆÉÇÕÒÙ Q ⊂ A ÂÙÔØ ÁÆÆÉÎÎÏÊ Ë×Á-ÄÒÉËÏÊ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÒÅ�ÅÒÁ.ä×Å ÁÆÆÉÎÎÙÈ Ë×ÁÄÒÉËÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ (ÉÌÉ ÉÚÏÍÏÒÆ-ÎÙÍÉ), ÅÓÌÉ ÏÎÉ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÁÆÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÓÍ.n◦ 14.6.4 É n◦ 16.2.2).



348 §19.ë×ÁÄÒÉËÉõ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ ×ÙÂÏÒÁ ÁÆÆÉÎÎÙÈËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ×ÉÄÏ×a1t21 + a2t22 + · · · + akt2k =  ÉÌÉ a1t21 + a2t22 + · · · + akt2k = tk+1ËÏÔÏÒÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ Õ�ÒÏÝÁÀÔÓÑ ÄÁÌÅÅ ÄÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÆÏÒÍt21 + t22 + · · · + t2k = 0 (19-21)t21 + t22 + · · · + t2k = 1 (19-22)t21 + t22 + · · · + t2k = tk+1 (19-23)Á ÎÁÄ �ÏÌÅÍ R | ÄÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÆÏÒÍ (ÇÄÅ ×ÓÀÄÕ p > m)t21 + · · · + tp − t2p+1 − · · · − t2p+m = 0 (19-24)t21 + · · · + tp − t2p+1 − · · · − t2p+m = ±1 (19-25)t21 + · · · + tp − t2p+1 − · · · − t2p+m = tp+m+1 (19-26)19.5.1. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÁÆÆÉÎÎÙÈ Ë×ÁÄÒÉË. ÷ÓÑËÁÑ ÁÆÆÉÎÎÁÑË×ÁÄÒÉËÁ Q ⊂ An ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÁ ËÁË ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÒÏÅËÔÉ×-ÎÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q ⊂ Pn × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U� ⊂ Pn. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ Q × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å kn Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (t1; t2; : : : ; tn)É ×ÌÏÖÉÔØ ÜÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÙ U0 ×�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Pn = P (k · e0 ⊕ kn) Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x0; x1; : : : ; xn),ÔÁËÉÍÉ ÞÔÏ ti = xi=x0, É ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å Q �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ Ë×ÁÄÒÉËÉQ, ËÁË ÜÔÏ Ï�ÉÓÙ×ÁÌÏÓØ × n◦ 18.2.2.ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÁÆÆÉÎÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q′ ∩ U�′ É Q′′ ∩ U�′′ ÁÆÆÉÎÎÏ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ,ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ Ë×ÁÄÒÉËÕ Q′ × Ë×ÁÄÒÉËÕ Q′′, Á ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£Î-ÎÕÀ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ P(Ann �′) ËÁÒÔÙ U�′ | × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÕÀ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓ-ËÏÓÔØ P(Ann �′′) ËÁÒÔÙ U�′′ . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁÒÔÙ U�′ É U�′′ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÆÆÉÎ-ÎÙÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ÎÁÄ ×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ Ann �′ É Ann �′′. úÁ-ÆÉËÓÉÒÕÅÍ Ä×Á ÎÁÂÏÒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ (�′; �′1; �′2; : : : ; �′n) É (�′′; �′1; �′2; : : : ; �′n) ×ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ Pn É ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ t′i = �′i|U�′ É t′′i = �′′i |U�′′ ×ËÁÞÅÓÔ×Å ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ËÁÒÔÁÈ U�′ É U�′′ . ÷ÓÑËÉÊ ÁÆÆÉÎ-ÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ F : U�′ ∼- U�′′ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ Ó×ÏÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÏÍDF : Ann �′ ∼- Ann �′′ É ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊÓÉÓÔÅÍÙ t′ ËÁÒÔÙ U�′ F (0; 0; : : : ; 0) = (a1; a2; : : : ; an) ∈ U�′′ . �ÁËÏÊ ÁÆÆÉÎÎÙÊÁ×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ F : Pn ∼- Pn, ÄÅÊ-ÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ
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19.5.áÆÆÉÎÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ 349îÁÏÂÏÒÏÔ, ÌÀÂÏÊ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ Ann �′ × Ann �′′ ÚÁ-ÄÁ£ÔÓÑ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÉÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÁÆÆÉÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ U�′ ∼- U�′′  ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÏÍ DF , �ÅÒÅ-×ÏÄÑÝÉÊ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ (1 : 0 : · · · : 0) ∈ U�′ × ÔÏÞËÕ (1 : a1 : · · · : an) ∈ U�′′ .�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ó �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ×ÓÅÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ Ë×Á-ÄÒÉË Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ Ï�ÉÓÁÎÉÅÓ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÚÁÉÍÎÙÈ ÒÁÓ�Ï-ÌÏÖÅÎÉÊ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ É ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÕÄÁÌ£ÎÎÏÊ ÄÌÑ ÔÏÊ ËÁÒÔÙ, ÇÄÅ ÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ ÎÁÂÌÀÄÁÔØ ÁÆÆÉÎÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ.åÓÌÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ Q ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÁÑ ÇÉ�ÅÒ-�ÌÏÓËÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Å£ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÁÆÆÉÎÎÁÑË×ÁÄÒÉËÁ Q ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÏÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ�ÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ Ë×ÁÄÒÉËÉ, ÁÆÆÉÎÎÙÊ ÔÉ� �ÁÒÁÂÏ-ÌÏÉÄÁ Q ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÔÉ�ÏÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉQ. �ÁË, ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ × An ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ �ÁÒÁ-ÂÏÌÏÉÄ, ËÏÔÏÒÙÊ × �ÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ(19-23) ÉÚ Õ�Ò. 19.10 (× ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÄÏ �ÏÌÏÖÉÔØ k = n), Á ÎÁÄ �ÏÌÅÍ R ÅÓÔØ[(n − 1)=2℄ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÏ× ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ m, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ(19-26) ÉÚ Õ�Ò. 19.10 �ÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ p > m É p+m+ 1 = n .åÓÌÉ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ Q �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÕÄÁÌ£ÎÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ �Ï ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÅ R, ÔÏ ÁÆÆÉÎÎÙÊ ÔÉ�ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÔÉ�ÏÍ Ë×Á-ÄÒÉËÉ R. îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ ÔÁËÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ ÉÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (19-22) ÉÚ Õ�Ò. 19.10 (�ÒÉ k = n). îÁÄ �ÏÌÅÍ R �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔØË×ÁÄÒÉËÉ R ÔÁËÁÑ ÖÅ ÉÌÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ Õ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q. áÆÆÉÎÎÙÅË×ÁÄÒÉËÉ Q, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÉÚ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ Ë×ÁÄÒÉËQ �ÒÉ Ä×ÕÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÙÂÏÒÁÈ ÎÅËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁ-Ì£ÎÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ (19-25) ÉÚ Õ�Ò. 19.10t21 + · · · + tp − t2p+1 − · · · − t2n = ±1 (19-27)�ÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ p > n=2. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ Q ÔÁËÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ ÚÁÄÁ£ÔÓÑÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x21 + · · · + xp − x2p+1 − · · · − x2n = ±x20 (19-28)É ÉÍÅÅÔ �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔØ m �ÒÉ ×ÙÂÏÒÅ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÚÎÁËÁ ÍÉÎÕÓ É �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔØm + 1 �ÒÉ ×ÙÂÏÒÅ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÚÎÁËÁ �ÌÀÓ. ë×ÁÄÒÉËÁ R, ×ÙÓÅËÁÅÍÁÑ ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ x0 = 0, ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍx21 + · · · + xp − x2p+1 − · · · − x2n = 0 (19-29)É ÉÍÅÅÔ ÔÕ ÖÅ �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔØ, ÞÔÏ Q, ÅÓÌÉ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÆÏÒÍÕ-ÌÙ ×ÙÂÉÒÁÌÓÑ ÚÎÁË ÍÉÎÕÓ, É ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÍÅÎØÛÕÀ �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔØ, ÞÅÍ Q, ÅÓÌÉ



350 §19.ë×ÁÄÒÉËÉ×ÙÂÉÒÁÌÓÑ �ÌÀÓ. ðÏÓËÏÌØËÕ Ë×ÁÄÒÉËÉ (19-28) ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, Á Ë×ÁÄÒÉËÉx21 + · · · + xp − x2p+1 − x2p+2 − · · · − x2n = −x20x21 + · · · + xp + x2p+1 − x2p+2 − · · · − x2n = x20�ÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÕÀ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ �Ï ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍ Ë×Á-ÄÒÉËÁÍ R ÒÁÚÎÏÊ �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ, ×ÓÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ (19-27) �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÚÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ: Þ£ÔÎÏÍÅÒÎÁÑ ÞÉÓÔÏ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊË×ÁÄÒÉËÁ t21 + · · · + tp − t2p+1 − · · · − t22p = ±1ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÓÍÅÎÅ ÚÎÁËÁ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ É ÌÀÂÏÅ ÎÅÏÓÏÂÏÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÅÓÅÞÅÎÉÅ Å£ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ Q ÉÍÅÅÔ ÔÕ ÖÅ �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔØ, ÞÔÏ É Q .áÆÆÉÎÎÙÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ ∑ t2i = 1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Ë×ÁÄÒÉËÁ R �Õ-ÓÔÁ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜÌÌÉ�ÓÏÉÄÁÍÉ, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ ÉÚ Ó�ÉÓËÁ (19-28) | ÇÉ-�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁÍÉ.áÆÆÉÎÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÉÚ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ Ë×Á-ÄÒÉË Q ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÎÕÓÁÍÉ É �ÉÌÉÎÄÒÁÍÉ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁË ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÁÑ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ×ÅÒÛÉÎÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍË×ÁÄÒÉËÉ Q .19.5.2. ðÒÉÍÅÒ: ÁÆÆÉÎÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ × R3. îÅÏÓÏÂÁÑ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÁÑ Ë×Á-

òÉÓ. 19⋄2. çÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ�ÁÒÁÂÏÌÏÉÄ t21 − t22 = t3.

ÄÒÉËÁ Q2;0 ⊂ P(R4) Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x0x1 = x22 + x23 ×ÉÄÎÁ × ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÁÒÔÁÈ ÌÉÂÏ ËÁË ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÊ�ÁÒÁÂÏÌÏÉÄ Ó ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ t21 + t22 = t3(ÓÍ. ÒÉÓ. 19⋄3), ÌÉÂÏ ËÁË Ä×Õ�ÏÌÏÓÔÎÙÊ (ÉÌÉ ÜÌÌÉ-�ÔÉÞÅÓËÉÊ) ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄ Ó ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍt21 + t22 − t23 = −1(ÓÍ. ÒÉÓ. 19⋄4), ÌÉÂÏ ÜÌÌÉ�ÓÏÉÄ Ó ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÅÍ t21 + t22 + t23 = 1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 19⋄5).îÅÏÓÏÂÁÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ óÅÇÒÅQ2;1 ⊂ P3(R)Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x0x1 = x2x3 ×ÉÄÎÁ ÌÉÂÏÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄ Ó ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÅÍ t21 − t22 = t3 (ÓÍ. ÒÉÓ. 19⋄2), ÌÉÂÏ ÏÄÎÏ�ÏÌÏÓÔÎÙÊ (ÉÌÉ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ)ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄ Ó ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ t21 + t22 − t23 = 1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 19⋄6).ïÓÏÂÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ ÒÁÎÇÁ 2 Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x0x1 = x22 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ×ÉÄÎÁ ËÁË ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÊ ËÏÎÕÓ Ó ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ t21 + t22 − t23 = 0 (ÅÓÌÉ�ÏÍÅÓÔÉÔØ ÏÓÏÂÕÀ ÔÏÞËÕ (0 : 0 : 0 : 1) ×ÎÕÔÒØ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÙ, ÓÍ. ÒÉÓ. 19⋄7)ÉÌÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÁË ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ �ÉÌÉÎÄÒ Ó ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ t21−t22 = 1(ÅÓÌÉ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÓÍ. ÒÉÓ. 19⋄8)
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òÉÓ. 19⋄3. üÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÊ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄ òÉÓ. 19⋄4. ä×Õ�ÏÌÏÓÔÎÙÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄt21 + t22 = t3 . t21 + t22 − t23 = −1 .

òÉÓ. 19⋄5. üÌÌÉ�ÓÏÉÄ òÉÓ. 19⋄6. ïÄÎÏ�ÏÌÏÓÔÎÙÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄt21 + t22 + t23 = 1 . t21 + t22 − t23 = 1 .

òÉÓ. 19⋄7. üÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÊ ËÏÎÕÓ òÉÓ. 19⋄8. çÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ �ÉÌÉÎÄÒt21 + t22 − t23 = 0 . t21 − t22 = 1 .



352 úÁÄÁÞÉ Ë §19úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §19úÁÄÁÞÁ 19.1. óËÏÌØËÏ ËÏÎÉË ËÁÓÁÅÔÓÑ �ÑÔÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÉËÁËÉÅÔÒÉ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ?úÁÄÁÞÁ 19.2. îÁ�ÉÛÉÔÅ Ñ×ÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÀÝÅÅ �ÕÞÏË ËÏÎÉË1, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅ-ÒÅÚ ÔÏÞËÉ a = (1 : 0 : 0), b = (0 : 1 : 0),  = (0 : 0 : 1), d = (1 : 1 : 1). óËÏÌØËÏ ×ÜÔÏÍ �ÕÞËÅ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ËÏÎÉË?úÁÄÁÞÁ 19.3. ðÕÓÔØ × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÉÚ n◦ 18.4.5 ×ÅÒÛÉÎÙ a; b; ; d ÞÅÔÙÒ£È×ÅÒÛÉÎÎÉ-ËÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ ËÏÎÉËÅ C. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË xyz Á×ÔÏ�ÏÌÑÒÅÎ2ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ C .úÁÄÁÞÁ 19.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÙ (ÓÍ. ÚÁÄ. 18.8), ËÏÇÄÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ �ÏÌÑÒÅÎ ÄÒÕÇÏÍÕÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÉËÉ.úÁÄÁÞÁ 19.5. ëÁËÏ×Ï ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÌÁÄËÏÊ ËÏÎÉËÉ C × ÂÁÚÉÓÅ (e0; e1; e2) , ÅÓÌÉ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉË e0e1e2 Á) ×�ÉÓÁÎ Â) Ï�ÉÓÁÎ×) Á×ÔÏ�ÏÌÑÒÅÎ?úÁÄÁÞÁ 19.6 (Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ ËÏÎÉËÅ). îÁÚÏ×£Í Ä×ÏÊÎÙÍ ÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÅÍ [a; b; ; d℄ ÞÅÔÙÒ£È ÔÏÞÅË ÇÌÁÄËÏÊ ËÏÎÉËÉ C Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÅÔÙ-Ò£È �ÒÑÍÙÈ [(pa); (pb); (p); (pd)℄ × �ÕÞËÅ �ÒÑÍÙÈ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÑÔÏÊÔÏÞËÅ p ∈ C ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÒÏÅË�ÉÊ ÔÏÞÅË a; b; ; dÉÚ ÔÏÞËÉ p ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ p �ÒÑÍÕÀ `.Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ p É �ÒÑÍÏÊ `.Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×Å ÈÏÒÄÙ C ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ3, ËÏÇÄÁ �ÁÒÙ ÉÈËÏÎ�Ï× ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÙ ÎÁ ËÏÎÉËÅ.×) ïÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ ÇÌÁÄËÕÀ ËÏÎÉËÕ C ⊂ P2 Ó ËÏÎÉËÏÊ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ, Ô. Å. ÂÕÄÅÍ ÓÞÉ-ÔÁÔØ, ÞÔÏ P2 = P(S2U∗) ÅÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÁÒ ÔÏÞÅË ÎÁ P1 = P(U), Á C | ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï Ä×ÏÊÎÙÈ ÔÏÞÅË. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÔÏÞÅË ÎÁ P1 = P(U)ÒÁ×ÎÏ Ä×ÏÊÎÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ Ä×ÏÊÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ËÏÎÉËÅ C.úÁÄÁÞÁ 19.7 (Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÇÌÁÄËÏÊ ËÏÎÉËÉ). ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÚÁÄ. 19.6 (×) ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÎÉËÉ C �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Ä×ÏÊÎÙÈ ÔÏÞÅË, ×ÙÚ×ÁÎÎÏÅÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ P1 = P(U). äÌÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ' : C - C,ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ Ó×ÏÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ a; b;  ∈ CÁ) (�ÅÒÅËÒ£ÓÔÎÁÑ ÏÓØ) Ï�ÉÛÉÔÅ çí� �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ (x'(y)) ∩ (y'(x)) �Ï×ÓÅÍ x 6= y ÎÁ C É �ÏÓÔÒÏÊÔÅ ÅÇÏ ÏÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊËÏÊ Â) ÏÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊËÏÊ ÏÔÍÅÔØÔÅËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ �ÁÒÕ ÔÏÞÅË p1; p2 ∈ C É ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ �ÒÑÍÕÀ `, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀÞÅÒÅÚ ÎÉÈ, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ �ÒÏÅË�ÉÉ C ÎÁ ` ÉÚ p1 Á ÚÁÔÅÍ �ÒÏÅË�ÉÉ` ÏÂÒÁÔÎÏ ÎÁ C ÉÚ p2 ÓÏ×�ÁÌÁ Ó ' ×) ÏÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊËÏÊ �ÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÅÔÏÞËÉ ' .1Ô. Å. Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÏÔ (x0 : x1 : x2), ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ(� : �), �ÒÏÂÅÇÁÀÝÅÇÏ P12Ô. Å. ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÀÓÏÍ �ÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ3Ô. Å. �ÏÌÀÓ �ÒÑÍÏÊ, ×ÙÓÅËÁÀÝÅÊ ÏÄÎÕ ÉÚ ÎÉÈ, ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ, ×ÙÓÅËÁÀÝÅÊ ÄÒÕÇÕÀ



úÁÄÁÞÉ Ë §19 353úÁÄÁÞÁ 19.8 (ÔÅÏÒÅÍÁ ðÁÓËÁÌÑ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÛÅÓÔØ ÔÏÞÅË p1; p2; : : : ; p6 ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÏÎÉËÅ, ËÏÇÄÁ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ��ÁÒ�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ�(p1p2) ∩ (p4p5) ; (p2p3) ∩ (p5p6) ; (p3p4) ∩ (p6p1) :úÁÄÁÞÁ 19.9 (ÔÅÏÒÅÍÁ âÒÉÁÎÛÏÎÁ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË Ï�ÉÓÁÎ ÏËÏÌÏËÏÎÉËÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÔÒÉ ÅÇÏ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ× ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.úÁÄÁÞÁ 19.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ P2 Ï�ÉÓÁÎÙ ÏËÏÌÏ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÉÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ×�ÉÓÁÎÙ × ÏÄÎÕ ËÏÎÉËÕ.úÁÄÁÞÁ 19.11 (ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ ËÏÎÉËÅ). ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÚÁÄ. 19.7 ÂÕÄÅÍ ÎÁ-ÚÙ×ÁÔØ ÎÅÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ � : C ∼- C Ó �2 = IdC ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÅÊ ÎÁÇÌÁÄËÏÊ ËÏÎÉËÅ C. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÌÀÂÁÑ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑ ÎÁ C ×ÙÓÅËÁÅÔÓÑ �ÕÞËÏÍ�ÒÑÍÙÈ1 Ó �ÅÎÔÒÏÍ ×ÎÅ C Â) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË p; q ∈ C ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑ, ÉÍÅÀÝÁÑ p É q ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ×) Ä×ÅÒÁÚÎÙÈ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ �ÁÒÙ ÉÈ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈÔÏÞÅË ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÙ Ç) ÔÒÉ ÒÁÚÎÙÈ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÑ-ÀÔ ×ÍÅÓÔÅ Ó IdC ÇÒÕ��Õ Z=(2) × Z=(2), ËÏÇÄÁ �ÒÑÍÙÅ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ �ÁÒÙ ÉÈÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÏÂÒÁÚÕÀÔ Á×ÔÏ�ÏÌÑÒÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. Ä) äÁÎÙ Ä×Å ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ �1; �2 : C - C. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÅË p ∈ C, ÔÁËÉÈÞÔÏ �1(p) = �2(p) ?úÁÄÁÞÁ 19.12. ïÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊËÏÊ �ÏÓÔÒÏÊÔÅ Ä×Å ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÄÁÎÎÏÊ ËÏÎÉËÅ C ÉÚÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ p 6∈ C .úÁÄÁÞÁ 19.13. óËÏÌØËÏ ÏÂÝÉÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Õ Ä×ÕÈ ÇÌÁÄËÉÈ ËÏÎÉË?úÁÄÁÞÁ 19.14. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Mat2×2 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ det(X).ï�ÉÛÉÔÅ �ÏÌÑÒÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ.úÁÄÁÞÁ 19.15 (Ë×ÁÄÒÉËÁ óÅÇÒÅ). ÷ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÉÚ n◦ 19.2.1 �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ � ⊗ v : u 7→ �(u) · v ÓÏ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ � ∈ U∗−, u ∈ U+ ÌÉÎÅÊÎÏ�ÏÒÏÖÄÁÀÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Hom(U−; U+)Â) ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ∈ Hom(U−; U+) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:(1) F ∈ T�⊗vQS (2) F (Ann (�)) ⊂ k · v (3) ∃ � ∈ U∗−; w ∈ U+ : F = �⊗w+ �⊗ v×) ÄÅÊÓÔ×ÉÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ F : P(U−) ∼- P(U+) , ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎ-ÎÏÇÏ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ F ∈ Hom(U−; U+), ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎ-ÎÕÀ ÔÏÞËÕ p = P(Ann (�)) ∈ P(U−) ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ: �ÒÏ×ÅÄ£Í× P3 = P(Hom(U−; U+)) �ÌÏÓËÏÓÔØ � ÞÅÒÅÚ F É �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀL′ = � × P(U+) ⊂ QS; ÏÎÁ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ Ë×ÁÄÒÉËÕ óÅÇÒÅ �Ï ÒÁÓ�Á×ÛÅÊÓÑ ËÏÎÉËÅ� ∩ QS = L′ ∩ L′′, ÇÄÅ L′′ = P(U∗−) × v ⊂ QS | �ÒÑÍÁÑ ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á;ÔÏÇÄÁ F (p) = v.1Ô. Å. ∀� ∃ � ∈ P2 : ∀ a; b ∈ C �(a) = b⇐⇒ (a; b) ∋ �



354 úÁÄÁÞÉ Ë §19úÁÄÁÞÁ 19.16. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ ÔÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÅ �Ï�ÁÒÎÏ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÅÓÑ�ÒÑÍÙÅ × P3 �ÒÏÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ. üÔÁ Ë×ÁÄÒÉËÁ ÎÅÏÓÏÂÁ É ÚÁÍÅ-ÔÁÅÔÓÑ ×ÓÅÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÔÒ£È ÚÁÄÁÎÎÙÈ.úÁÄÁÞÁ 19.17. äÁÎÙ ÞÅÔÙÒÅ �Ï�ÁÒÎÏ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÅÓÑ �ÒÑÍÙÅ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÁ) P(C4) Â) A(C4) ×) P(R4) Ç) A(R4)óËÏÌØËÏ �ÒÑÍÙÈ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÞÅÔÙÒØÍÑ ÄÁÎÎÙÍÉ? îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ×ÏÚ-ÍÏÖÎÙÅ ÏÔ×ÅÔÙ É ×ÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÕÓÔÏÊÞÉ×Ù Ë ÍÁÌÙÍ ÛÅ×ÅÌÅÎÉÑÍ ÚÁ-ÄÁÎÎÙÈ ÞÅÔÙÒ£È �ÒÑÍÙÈ.úÁÄÁÞÁ 19.18. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊË×ÁÄÒÉËÉ Q ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (p;m) Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔØÀ TxQ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÍ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÔÏÞËÉ x Ó ÎÅÏÓÏÂÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (p − 1;m − 1) ×ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍ Ë x �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å × TxQ.úÁÄÁÞÁ 19.19. ÷ÙÑÓÎÉÔÅ, ÉÚ ÓËÏÌØËÉÈ ÔÏÞÅË ÓÏÓÔÏÉÔ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÉÚ ÄÅ×ÑÔÉ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ×1Á) ËÏÎÉËÁ x0x1 − x1x2 + x0x2 = 0 ÎÁ P2(F9) Â) Ë×ÁÄÒÉËÁ x20 + x21 + x22 + x23 = 0 ×
P3(F9)úÁÄÁÞÁ 19.20. ëÁËÉÍÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ÎÅÏÓÏÂÏÇÏ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÇÏ ÓÅ-ÞÅÎÉÑ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (p;m) ?

1ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÑ F9 = F3[x℄=(x2 + 1) ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ a + ib, ÇÄÅ a; b ∈ Z=(3), Éi2 ≡ −1 (mod 3)



òÁÚÄÅÌ VëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ É ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅÓÔÒÕËÔÕÒÙ
§20. üÒÍÉÔÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á20.1. üÒÍÉÔÏ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ÷ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ËÏÍ-�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏ×ÙÍ (ÉÌÉ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ), ÅÓÌÉ ÎÁ Î£Í ÚÁÄÁÎÏÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ R ⊂ C ÓËÁÌÑÒÎÏÅ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ W ×W - C : w1; w2 7→ (w1; w2) , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ∀ w1; w2 ∈ W É

∀ z ∈ C ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á:(w1; w2) = (w2; w1) (ÜÒÍÉÔÏ×Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ)(z w1; w2) = z (w1; w2) = (w1; z w2) (�ÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ)(w;w) > 0 ∀w 6= 0 (�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ). (20-1)ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÓËÁÌÑÒÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÌÀÂÏÇÏ×ÅËÔÏÒÁ (w;w) = (w;w)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, É �ÏÓÌÅÄÎÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÄÌÑ w 6= 0. óËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÏ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÁÍÉ (20-1) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ (ÉÌÉ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ) ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÁ ËÏÍ-�ÌÅËÓÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W .ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Cn ÉÍÅÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÜÒÍÉÔÏ×Õ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ(z; w) = z1w1 + z2w2 + · · · + znwn (20-2)ÇÄÅ z = (z1; z2; : : : ; zn) ; w = (w1; w2; : : : ; wn) ∈ Cn . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ [a; b℄ - C ÉÍÅÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏ×Ï ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ(f; g) = b∫a f(x)g(x) dx (20-3)ÇÄÅ �ÏÄ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÏÎÉ-ÍÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÙ355



356 §20.üÒÍÉÔÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍ ÏÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ f , ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑÏÂÙÞÎÙÍÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ:
∫ f dx = ∫ Re (f) dx+ i · ∫ Im (f) dx :òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ×ÍÅÓÔÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï,�Ï ËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ ÄÉÓË ÉÌÉËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ËÒÉ×ÕÀ × C.20.1.1. üÒÍÉÔÏ×Á ÎÏÒÍÁ ×ÅËÔÏÒÁ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ × ÜÒÍÉÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÅÎ É �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÍ ÜÒÍÉÔÏ×Õ ÎÏÒÍÕ (ÉÌÉ ÄÌÉÎÕ) ×ÅËÔÏÒÁ w ∈ W ÆÏÒÍÕÌÏÊ1

||w|| def= √(w;w) ∈ R>0 : (20-4)üÒÍÉÔÏ×Á ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï ÎÏÒÍÅ: ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×(w1 + w2; w1 + w2) = ||w1||2 + ||w2||2 + 2Re (w1; w2)(w1 + iw2; w1 + iw2) = ||w1||2 + ||w2||2 − 2i Im (w1; w2) ;×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ 2(w1; w2) = ||w1 + w2||2 − ||w1 + iw2||2 : (20-5)20.1.2. íÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ. üÒÍÉÔÏ×Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á çÒÁÍÁ Gw = ((wi; wj)) ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ×w = (w1; w2; : : : ; wm) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏ×Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ, Ô. Å.ÓÏ�ÒÑÇÁÅÔÓÑ �ÒÉ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÉ:Gt = G :÷ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÜÒÍÉÔÏ×Á ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �Ï ×ÔÏÒÏÍÕ ÁÒ-ÇÕÍÅÎÔÕ, �ÒÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ÎÁÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ× �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ w = v Cvw ÍÁÔÒÉ�ÁçÒÁÍÁ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ Gw = Ctvw ·Gv · óvw :20.1.3. ïÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁ�ÉÑ çÒÁÍÁ {ûÍÉÄÔÁ. ëÁË É × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ {wi} ÜÒÍÉÔÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W ÍÏÖÎÏ ÉÚÇÏÔÏ×ÉÔØ ×ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ {ei} Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ çÒÁÍÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ËÁ-ÖÄÏÇÏ k = 1; 2 : : : ; n ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ �ÅÒ×ÙÈ k ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× × ÏÂÏÉÈÂÁÚÉÓÁÈ ÂÙÌÁ ÏÄÉÎÁËÏ×Á. ÷ÅËÔÏÒÙ ei ÔÁËÏÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ�Ï ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ e1 = w1=√(w1; w1) É em = um=√(um; um) , ÇÄÅum = wm − m−1∑�=1 (wm; e�) (�ÒÉ m > 2) :1ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ||w|| , ÞÔÏÂÙ ÏÔÌÉÞÁÔØ ÎÏÒÍÙ ×ÅËÔÏÒÏ× w ∈ W ÏÔ ÍÏÄÕÌÅÊËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z ∈ C ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÞÅÒÅÚ |z| = √z · z



20.1.üÒÍÉÔÏ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ 357õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ e1; e2; : : : ; en ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅ-ÍÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.ìÅÍÍÁ 20.1ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ detGw ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ× w = (w1; w2; : : : ; wm) Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ É ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ-ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ w = eCew , ÇÄÅ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× e = (e1; e2; : : : ; en) ÓÏ-ÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ×ÅËÔÏÒÏ× w. �ÏÇÄÁ Gw =CtewCew. åÓÌÉ n < m, ÔÏ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉ�Ù Gw ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ Å£ ÒÁÚÍÅÒÁ, É detGw =0. åÓÌÉ n = m, ÔÏ detGw = detC · detC = | detC|2 . �20.1.4. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ {û×ÁÒ�Á. éÚ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ çÒÁÍÁ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ× v, wdet((v; v) (v; w)(w; v) (w;w)) = ||v||2||w||2 − (v; w) · (v; w) > 0×ÙÔÅËÁÅÔ ÜÒÍÉÔÏ×Á ×ÅÒÓÉÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ {û×ÁÒ�Á1
|(v; w)| 6 ||v|| · ||w|| ; (20-6)ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ (ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ) �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ×v É w.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 20.1 (ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÌÑ ÎÏÒÍÙ)

||w1||+ ||w2|| > ||w1 + w2|| ∀ w1; w2 ∈ W .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.
||w1 +w2||2 = ||w1||2 + ||w2||2 + 2|(w1; w2)| 6 ||w1||2 + ||w2||2 + 2||w1|| · ||w2|| : �20.1.5. õÎÉÔÁÒÎÁÑ ÇÒÕ��Á. ìÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F : W - W ÎÁ ÜÒÍÉÔÏ-×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ

||Fw|| = ||w|| ∀w∈W :÷ ÓÉÌÕ (20-5), ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ:(Fv; Fw) = (v; w) ∀ v; w ∈ W :�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÁÔÒÉ�Á ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ × ÌÀÂÏÍ ÂÁÚÉÓÅ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊçÒÁÍÁ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍF t ·G · F = G : (20-7)1ÏÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ × ÅÇÏ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ ÍÏÄÕÌØ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ËÏÔÏ-ÒÏÅ × ÜÒÍÉÔÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ



358 §20.üÒÍÉÔÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁðÅÒÅÈÏÄÑ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑÍ, �ÏÌÕÞÁÅÍ | detF | = 1. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ Ï�Å-ÒÁÔÏÒ F ×ÓÅÇÄÁ ÏÂÒÁÔÉÍ, ÉF−1 = G−1F tG = Gt−1F tGt :÷ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÒÅÄÕ�ÉÒÕÅÔÓÑ ÄÏ F−1 = F t.õÎÉÔÁÒÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÕÎÉÔÁÒÎÕÀ ÇÒÕ��Õ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W , ËÏÔÏ-ÒÁÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ U(W ). úÁ�ÉÓÙ×ÁÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ × ÆÉËÓÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e1; e2; : : : ; en, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÕÎÉ-ÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕ��Ù Ó ÇÒÕ��ÏÊ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�Un = {F ∈ GLn(C) | F−1 = F t} :å£ �ÏÄÇÒÕ��Á SUn = {F ∈ Un | detF = 1} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊÇÒÕ��ÏÊ. ðÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ×Ï×ÓÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ ±1 É ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÀ-ÂÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ U1 = {z ∈ C | zz = 1} . ðÏÜÔÏÍÕ ×ÜÒÍÉÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÅÔ �ÏÎÑÔÉÑ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ, É ÜÒÍÉÔÏ×Ù Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÎÅÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ Ä×Á ÎÅÓ×ÑÚÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ.20.1.6. üÒÍÉÔÏ× ÏÂß£Í. ÷ÙÂÅÒÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓe1; e2; : : : ; enÜÒÍÉÔÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W × ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÏÂß£ÍÁ É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍÜÒÍÉÔÏ× ÏÂß£Í n-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÙ v = eCevÆÏÒÍÕÌÏÊ Vol (v1; v2; : : : ; vn) = | detC| :ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÄÕÌØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÅÒÅÈÏÄÁ ÍÅÖÄÕ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉÂÁÚÉÓÁÍÉ ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å, ÜÒÍÉÔÏ× ÏÂß£Í ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÜÔÁÌÏÎÎÏÇÏ ÏÒ-ÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ, É Ë×ÁÄÒÁÔ ÜÒÍÉÔÏ×Á ÏÂß£ÍÁ, ËÁË É × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,ÒÁ×ÅÎ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀ çÒÁÍÁ:Vol 2(v1; v2; : : : ; vn) = | detóev|2 = detótev · detóev = detGv :20.1.7. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ. ÷ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å WÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ⊂ W É ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ w ∈ U ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ �U(w) ∈ U , ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ �ÒÏÅË�ÉÅÊ wÎÁ U É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÌÀÂÙÍ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÄÒÕÇÄÒÕÇÕ Ó×ÏÊÓÔ×:(1) ÒÁÚÎÏÓÔØ w − �U(w) ÌÅÖÉÔ × ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÉ Ë U , Ô. Å. ×U⊥ = {v ∈W | (u; v) = 0 ∀u∈U }



20.1.üÒÍÉÔÏ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ 359(2) ×ÅËÔÏÒ �U(w) ÜÔÏ ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë w ×ÅËÔÏÒ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U , Ô. Å.
||w − �U(w)|| < ||w − u|| ÄÌÑ ×ÓÅÈ u 6= �U(w) ÉÚ U(3) ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ u 7→ (u;w) ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å U �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑÓËÁÌÑÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ Ó �U(w) , Ô. Å. (u;w) = (u; �U ; w) ∀u∈U .÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Ó×ÏÊÓÔ×Á (1) É (3) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ É �ÏÚ×ÏÌÑÀÔÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �U(w) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ÙÂÅÒÅÍ × U ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØ-ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ u1; u2; : : : ; uk. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ zi ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑu′ = z1u1 + z2u2 + · · · + zkuk�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ u′ ∈ U ÓÕÔØ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ zi = (u′; ui), × Þ£ÍÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏ ÕÍÎÏÖÉ× ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ó�ÒÁ×Á ÎÁ ui. ðÏÓËÏÌØËÕÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÁ �U(w) �Ï Ó×ÏÊÓÔ×Õ (3) ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á(�U(w); ui) = (ui; �U(w)) = (ui; w) = (w; ui) ;ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ �Ï ÂÁÚÉÓÕ u1; u2; : : : ; uk ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ�U(w) =∑i (w; ui) · ui : (20-8)îÁÏÂÏÒÏÔ, ×ÅËÔÏÒ �U(w) Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÊ �Ï ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ(3). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÏ �Ï u, É ÅÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØÄÌÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× u = ui �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U . óËÁÌÑÒÎÏ ÕÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁ-ÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (20-8) Ó�ÒÁ×Á ÎÁ ui, �ÏÌÕÞÁÅÍ (�U(w); ui) = (w; ui). ëÏÍ�ÌÅËÓÎÏÓÏ�ÒÑÇÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ, �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÒÅÂÕÅÍÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (ui; w) = (ui; �U ; w).üËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (2) ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÁ �U(w), ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ w−�U(w) ∈ U⊥,×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ u ∈ U

||w − (�U(w) + u)||2 = ( (w − �U(w))− u ; (w − �U(w))− u ) == ||w − �U(w)||2 + ||u||2 > ||w − �U(w)||2 ;ÇÄÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ u = 0 .óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 20.2W = U ⊕ U⊥, �ÒÉÞ£Í �ÒÏÅË�ÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ w ∈ W ÎÁ U ×ÄÏÌØU⊥ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÂÌÉÖÁÊÛÉÍ Ë w ×ÅËÔÏÒÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ÉÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (20-8). �



360 §20.üÒÍÉÔÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á20.1.8. õÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ. òÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊÉ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑÍÉ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÚÁÍÅÔÎÏÊ �ÒÉ �Ï�ÙÔËÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÕÇÏÌÍÅÖÄÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÕÇÏÌ ' = v̂w ∈ [0; �℄ ÍÅÖÄÕ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ, ÎÁÔÑÎÕÔÙÍÉ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÙ v É w, Ï�ÒÅÄÅÌÑÌÓÑ ÎÁÍÉ ÉÚÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ os' = (v; w)
||v|| · ||w|| = ( v=||v|| ; w=||w|| ) ; (20-9)�ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁ É × ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁëÏÛÉ{âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ {û×ÁÒ�Á ÌÅÖÉÔ ÎÁ [−1; 1℄. îÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ, ×ÅË-ÔÏÒÙ v=||v|| É w=||w|| Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍÉ ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ �ÒÑÍÙÈ, É × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ-ÓÑ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ±1. ÷ÙÂÏÒ ÜÔÉÈÚÎÁËÏ× ÅÓÔØ ×ÙÂÏÒ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ÕÇÌÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÕÍÑ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ �ÒÑÍÙÍÉ ÎÁÔÑÎÕÔÁÑ ÎÁ ÎÉÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ.÷ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ (20-9) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, ÁËÁÖÄÁÑ ÉÚ ��ÒÑÍÙÈ� C · v, C · w �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ Ä×ÕÍÅÒÎÕÀ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ�ÌÏÓËÏÓÔØ. üÔÉ Ä×Å �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �Ï ÎÕÌÀ, Á ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑÏÂÏÌÏÞËÁ ÅÓÔØ ÞÅÔÙÒ£ÈÍÅÒÎÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï R4 = C · v ⊕ C · w.ïÎÏ ÎÅ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÜÔÉÍÉ �ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ ÎÉ ÎÁ ËÁËÉÅ Ó×ÑÚÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ, ÉÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ��ÒÑÍÙÈ� C · v, C · w ÉÍÅÅÔÓÑ �ÅÌÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÂÁÚÉÓÎÙÈ×ÅËÔÏÒÏ× ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. üÔÉ Ä×Å ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ É ÌÅÖÁÔ ÎÁËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ×ÅËÔÏÒÏ× ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙS3 = {u ∈ R4 = C · v ⊕ C · w | ||u|| = 1 } :ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÉÎÙ ÄÕÇ1, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÔÏÞËÕ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ Ó ÔÏÞËÏÊ ÎÁÄÒÕÇÏÊ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÓÎÉÚÕ É ÄÏÓÔÉÇÁÀÔ Ó×ÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. éÎÁÞÅÇÏ×ÏÒÑ, ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ R · e1 É R · e2, ÎÁÔÑÎÕÔÙÍÉ ÎÁ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ e1 ∈ C · v É e2 ∈ C · w Ó ||e1|| = ||e2|| = 1, ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏÍÉÎÉÍÕÍÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÁÒÅ ×ÅËÔÏÒÏ× e1, e2. üÔÏÔ ÕÇÏÌ ' É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÇÌÏÍÍÅÖÄÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ C · v É C · w.úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÉÚ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑos = |(v; w)|
||v|| · ||w|| = |( v=||v|| ; w=||w|| )| ; (20-10)ËÏÔÏÒÏÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ (20-9) É × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å ÔÁËÖÅ ÄÁ£Ô ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ÕÇÌÏ× ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.2. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ.1ÉÍÅÀÔÓÑ × ×ÉÄÕ ÄÕÇÉ ÂÏÌØÛÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ×ÙÓÅËÁÅÍÙÈ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ Ä×ÕÍÅÒÎÙÍÉ �ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ ÓÆÅÒÙ



20.2.óÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× 361ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ×ÅÒÓÉÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ {û×ÁÒ�Á �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ (20-10) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ [0; 1℄, ÔÁË ÞÔÏ ÕÇÏÌ ' ÍÅÖÄÕ Ä×Õ-ÍÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ ×ÓÅÇÄÁ ÏÓÔÒÙÊ: ' ∈ [ 0 ; �=2 ℄.20.2. óÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×. ìÉÎÅÊÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ F É F ∗, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅÎÁ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W , ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ
∀ w1; w2 ∈W (F ∗v; w) = (v; Fw) :÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÁÔÒÉ� ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ F ∗t ·G = G · F , ÏÔËÕÄÁF ∗ = G−1t · F t ·Gt = G−1 · F t ·G : (20-11)÷ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÒÅÄÕ�ÉÒÕÅÔÓÑ ÄÏF ∗ = F t :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Õ ËÁÖÄÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÊ Ï�Å-ÒÁÔÏÒ F ∗ É F ∗∗ = F .éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ F 7−→ F ∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÅÊ ÎÁ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× EndC(W ) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁW . òÁ-×ÅÎÓÔ×Á

(v; (z1F1 + z2F2)w) = z1(v; F1w) + z2(v; F2w) == z1(F ∗1 v; w) + z2(F ∗2 v; w) = ((z1F ∗1 + z2F ∗2 )v; w)�ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ, Ô. Å.(z1F1 + z2F2 + · · · + zmFm)∗ = z1F ∗1 + z2F ∗2 + · · · + zmF ∗mÁ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× (v; FGw) = (F ∗v;Gw) = (G∗F ∗v; w) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ EndC(W ), Ô. Å.(FG)∗ = G∗F ∗õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.3. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ-×ÁÔØ ËÁË ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ, ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ Ó×ÏÉÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ:F ∈ U(W ) ⇐⇒ F ∗ = F−1 :20.2.1. (áÎÔÉ) ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ. ï�ÅÒÁÔÏÒÙ F , ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ F ∗ = F ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍÉ (ÉÌÉ ÜÒÍÉÔÏ×ÙÍÉ),Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ F , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ F ∗ = −F ∗ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏ-�ÒÑÖ£ÎÎÙÍÉ (ÉÌÉ ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏ×ÙÍÉ).



362 §20.üÒÍÉÔÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á÷ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÜÒÍÉ-ÔÏ×Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ F t = F , Á ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ | ÜÒÍÉÔÏ-×Ï ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ F t = −F .íÎÏÖÅÓÔ×Á (ÁÎÔÉ) ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×End+
C
(W ) = {F | F ∗ = F} (20-12)End−

C
(W ) = {F | F ∗ = −F} (20-13)Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ×ÅË-ÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å EndC(W ) × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ (ÁÎ-ÔÉ) ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÔÁËÖÅÑ×ÌÑÀÔÓÑ (ÁÎÔÉ) ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅÞÉÓÌÏ i ÚÁÄÁ£Ô ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á-ÍÉ F ∗ = F ⇐⇒ (iF )∗ = −(iF )(ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ −i).ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï EndC(W ), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ�ÏÌÅÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊEndC(W ) = End+

C
(W )⊕ End−

C
(W ) (ËÁË �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ R) :ëÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ F = F+ + F− �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏÏ�ÅÒÁÔÏÒÁW F- W × ÓÕÍÍÕ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÇÏ É ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÇÏ ÓÕÔØF+ = F + F ∗2 ∈ End+

C
(W ) ; F− = F − F ∗2 ∈ End−

C
(W ) :20.2.2. óÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. îÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÜÎÄÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÏ× EndR(V ) ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÆÏÒÍÕÌÁ(F ∗v; w) = (v; Fw) ∀ w1; w2 ∈ WÔÁËÖÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ F ↔ F ∗. üÔÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÅÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å EndR(V ) É ÁÎÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÏÍ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×. íÁÔÒÉ�Á ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏ-ÒÁ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ çÒÁÍÁ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅF ∗ = G−1 · F t ·G. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ F ∗ = F t.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.4. äÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ V F- V ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V ∗ � F× V ∗ Ä×ÏÊ-ÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ (ÓÍ. n◦ 8.3), Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ 〈F×�; v〉 = 〈�; Fv〉, ÇÄÅ

〈∗; ∗〉 : V ∗ × V - k ÜÔÏ Ó×£ÒÔËÁ ËÏ×ÅËÔÏÒÏ× É ×ÅËÔÏÒÏ×, Á �ÏÌÅ k ÜÔÏ R ÉÌÉ C.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÁ×ÕÀ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÀ R : V - V ∗, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÕÀ ×ÅËÔÏÒ v ∈ V ×ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ( ∗ ; v) : u 7→ (u; v). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) × ÜÒÍÉÔÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÑ R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ R-ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÏÄÎÁËÏ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÁ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ËÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, Ô. Å. R(zv) = zR(v)



20.2.óÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× 363Â) ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F ∗ = R−1F×R (ËÁË × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ, ÔÁË É × ÜÒÍÉÔÏ-×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ1).ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ) ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á V ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕEndR(V ) = End+
R
(V )⊕ End−

R
(V ) ; F = (F + F ∗)=2 + (F − F ∗)=2 ;�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× End±

R
(V ) = {F | F ∗ = ±F} (ÁÎÔÉ) ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏ-ÒÏ×. ÷ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V (ÁÎÔÉ) ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÙ ÉÍÅÀÔ × (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁÅ×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔÓÑ ËÁË Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ, ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ Ë Ó×Ï-ÉÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ.20.2.3. ðÒÉÍÅÒ: ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×. ïÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊf : [a; b℄ - R ;ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÏÎ�ÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ × ÎÕÌØ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ Ó×ÏÉÍÉ �ÒÏÉÚ-×ÏÄÎÙÍÉ, É ××ÅÄ£Í ÎÁ V Å×ËÌÉÄÏ×Õ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ(f; g) = b∫a f(t)g(t) dt :éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï ÞÁÓÔÑÍ

( ddt f ; g) = b∫a f ′g dt = − b∫a fg′ dt = (f ; − ddt g)×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ d=dt : f −→ f ′ ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏ�ÒÑ-Ö£Î. ðÏÓËÏÌØËÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£Î, É ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ËËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×, Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÊ, Ë �ÒÉÍÅÒÕ, ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÍÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ ×ÉÄÁt3 d2dt2 : f(t) 7−→ t3f ′′(t) ;�ÅÒÅ×ÏÄÉÔ f × (t3f)′′ = 6tf + 6t2f ′ + t3f ′′ , Ô. Å. [t3 d2dt2 ]∗ = t3 d2dt2 + 6t2 ddt + 6t .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.5. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÊ Ë Ï�ÅÒÁÔÏÒÕL = a(t) d2dt2 + b(t) ddt + (t) : f 7−→ af ′′ + bf + ÇÄÅ a; b;  ∈ V .1ÏÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ Ä×ÕÈ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÌÉÎÅÊÎÁ



364 §20.üÒÍÉÔÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á20.3. îÏÒÍÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ï�ÅÒÁÔÏÒ F , ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ × ÜÒÍÉÔÏ×ÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å W , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÅÎ ÓÏ Ó×ÏÉÍ ÓÏ�ÒÑ-Ö£ÎÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ, Ô. Å. F ∗ · F = F · F ∗ .îÁ�ÒÉÍÅÒ, (ÁÎÔÉ) ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ É ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈF ∗ ÒÁ×ÅÎ ±F É F−1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ×ÓÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 20.1ï�ÅÒÁÔÏÒ F , ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ × ÜÒÍÉÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W , ÎÏÒÍÁÌÅÎ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ × ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÉÁ-ÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÄÌÑ F Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ× ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÀÝÅÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ × ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ,ÔÏ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÊ Ë F Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÉÍÅÅÔ × ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ-ÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ F , ËÏÔÏÒÁÑ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó F . ðÏÜÔÏÍÕ F ÎÏÒÍÁÌÅÎ. ðÒÉ ÜÔÏÍÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù F | ÜÔÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ,É ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ, ËÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ �ÏÓÌÅÄÎÅÅÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.ðÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï dimW , ÞÔÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F ÄÉÁÇÏÎÁ-ÌÉÚÕÅÍ × ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. åÓÌÉ dimW = 1, ÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÒÉdimW > 1 Ï�ÅÒÁÔÏÒ F ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ W .åÓÌÉ U 6=W , ÔÏ W = U ⊕U⊥. ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × n◦ 13.3, ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ F ∗ ËÏÍÍÕ-ÔÉÒÕÅÔ Ó F , ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ F ∗ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ U × ÓÅÂÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ×ÓÅÈ u ∈ U ÉÌÀÂÏÇÏ w ∈ U⊥ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (Fw; u) = (w;F ∗u) = 0 , Ô. Å. Fw ∈ U⊥ ,É Ï�ÅÒÁÔÏÒ F �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ U⊥ × ÓÅÂÑ. ðÏ ÉÎÄÕË�ÉÉ, F |U⊥ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ × ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U⊥. äÏÂÁ×ÌÑÑ Ë ÜÔÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÌÀÂÏÊÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U , �ÏÌÕÞÁÅÍ ÂÁÚÉÓ W , ×ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉ�Á F ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 20.3óÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ | ÜÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÅ × ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉ-ÓÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 20.4áÎÔÉÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ | ÜÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÅ × ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍÂÁÚÉÓÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ Ó ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 20.5õÎÉÔÁÒÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ | ÜÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÅ × ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÙ Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÅÄÉÎÉ�Å.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Un Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙÍ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ × Matn(C).



20.4.ðÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 36520.4. ðÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÜÒ-ÍÉÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z ∈ C × ×ÉÄÅz = % · ei# ; (20-14)ÇÄÅ % = |z| ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ É �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, Á ei# = os #+i sin# ∈ U1. åÓÌÉ ×ÏÓ�ÒÉ-ÎÉÍÁÔØ z ËÁË Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ z × ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (20-14) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÔÁËÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ × ×ÉÄÅ ËÏÍ�Ï-ÚÉ�ÉÉ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ % = √zz∗ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÚÎÁÞÅÎÉÅÍ É ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ei# = z=%.ìÅÍÍÁ 20.2äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W Ï�ÅÒÁÔÏÒÙFF ∗ É F ∗F ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ É ÉÍÅÀÔ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ, Á ÅÓÌÉ F ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎ,ÔÏ ÓÔÒÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. éÚ ÎÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ FF ∗ É F ∗F ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ. åÓÌÉ FF ∗v = �v 6= 0 , ÔÏ � ·(v; v) =(�v; v) = (FF ∗v; v) = (F ∗v; F ∗v) , ÏÔËÕÄÁ � = (F ∗v; F ∗v)=(v; v) > 0 . áÎÁÌÏÇÉÞ-ÎÏ, ÅÓÌÉ F ∗Fv = �v 6= 0, ÔÏ � · (v; v) = (�v; v) = (F ∗Fv; v) = (Fv; Fv) , É� = (Fv; Fv)=(v; v) > 0 . ��ÅÏÒÅÍÁ 20.2 (�ÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ)ìÀÂÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F , ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÜÒ-ÍÉÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W , ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀF = S1I1 É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ F = I2S2, × ËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒÙ U1, U2 ÕÎÉÔÁÒÎÙ, Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ S1 É S2 ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ É ÉÍÅÀÔ �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÙÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉ×ÅÄ£Í FF ∗ É F ∗F Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ S1 = √FF ∗ , S2 = √F ∗F , ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÉÚ-×ÌÅÞÅÎÉÅÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ S1;2ÔÏÖÅ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ É ÉÍÅÀÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,S1 ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó FF ∗ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ S21 = FF ∗, Á S2 ËÏÍÍÕ-ÔÉÒÕÅÔ Ó F ∗F É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ S21 = F ∗F . ðÏÌÏÖÉÍ I1 = S−11 F ÉI2 = FS−12 . òÁ×ÅÎÓÔ×Á(I1u; I1w) = (S−11 Fu; S−11 Fw) = (F ∗S−21 Fu;w) = (F ∗(FF ∗)−1Fv;w) = (u;w) ;(I2u; I2w) = (FS−12 u; FS−12 w) = (u; S−12 F ∗FS−12 w) = (v; F ∗FS−22 w) = (u;w) :�ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÏÎÉ ÕÎÉÔÁÒÎÙ. üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÏÌÑÒÎÙÈÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ.



366 §20.üÒÍÉÔÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁäÏËÁÖÅÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ F = S1I1 (ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑF = I2S2 ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ). éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á I∗1 = I−11 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏF ∗F = S21 . ðÏÜÔÏÍÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒ S1 �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÅÎ  FF ∗. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍ. 13.3 ÓÁÍÏ-ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ S1 É FF ∗ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑË ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ S1 ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-ÎÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V� Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ FF ∗ Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ � ÚÁÄÁ£ÔÓÑ× �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ �E. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ S1 �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, S1|V� = √� · IdV� , Á ÔÁË ËÁË �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï W Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V�, ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ S1 ÎÁ WÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÜÔÏÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍÎÁÍÉ ×ÙÛÅ. îÏ ÔÏÇÄÁ É I1 = FS−11 ÔÏÖÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ×ÙÛÅ. �20.4.1. üËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕ��Ù. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏ-ÍÅÒÎÏÇÏ ÜÒÍÉÔÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W ÆÏÒÍÕÌÁ
|F | = max

||w||=1 ||Fw|| = maxw 6=0 ||Fw||||w|| (20-15)ÚÁÄÁ£Ô ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× EndC(W ), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ËÁË×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ �ÏÌÅÍ R, ÎÏÒÍÕ × ÓÍÙÓÌÅ n◦ 14.7.1. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,ÆÕÎË�ÉÑ |F | , ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ É ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÌÑ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ÎÏÒÍÙ:
|F +G| = max

||w||=1 ||Fw +Gw|| 6 max
||w||=1(||Fw||+ ||Gw||) 6

6 max
||w||=1 ||Fw||+ max

||w||=1 ||Gw|| = |F |+ |G| :ìÅÍÍÁ 20.3
|FG| 6 |F | · |G| .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.
|FG| = maxw 6=0 ||FGw||||w|| = maxGw 6=0( ||FGw||||Gw|| · ||Gw||||w|| ) 6

6 maxGw 6=0 ||FGw||||Gw|| ·maxw 6=0 ||Gw||||w|| 6 maxv 6=0 ||Fv||||v|| · |G| = |F | · |G| :
�õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ∈ Matn(C) ÜËÓ�ÏÎÅÎ�É-ÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ eA = ∑m>0Am=m! ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ �Ï ÎÏÒÍÅ (20-15).�ÅÏÒÅÍÁ 20.3üËÓ�ÏÎÅÎÔÁ A 7→ eA ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ (×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ) ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏ×ÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÎÁ ÇÒÕ��Õ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�.



úÁÄÁÞÉ Ë §20 367äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ eCAC−1 = CeAC−1, ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÙÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉ�Á ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏ×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ Ó ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. ÷ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Á eA ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, �Ï ÍÏÄÕÌÀÒÁ×ÎÙÍÉ ÅÄÉÎÉ�Å, Ô. Å. ÂÕÄÅÔ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ. îÁÏÂÏÒÏÔ, �ÒÉ-×ÏÄÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕ, ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ,ÞÔÏ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎ ËÁË eA ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÓÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 20.1. ðÒÅÄÙÄÕÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÚÁ�ÉÓÁÔØ �ÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏ-ÖÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F × ×ÉÄÅ F = SI = SeiT , ÂÕË×ÁÌØÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÅÍ Ó �ÏÌÑÒ-ÎÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ (20-14) ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. óÌÅÄÕÅÔ, ÏÄÎÁËÏ, ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ,ÞÔÏ × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ I, ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ T , ÔÁ-ËÏÊ ÞÔÏ eiT = I, Ï�ÒÅÄÅÌ£Î ÕÖÅ ÎÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ Õ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔÓÑ �ÅÒÉÏÄ: ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, e2�iId = Id. ÷�ÒÏÞÅÍ, ÒÏ×ÎÏ ÔÁËÁÑ ÖÅÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ É × ÆÏÒÍÕÌÅ (20-14).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 20.2. îÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÕÍÁÔØ, ÞÔÏ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÏÍ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏ×ÙÈ ÍÁÔÒÉ� × ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÕÀ ÕÎÉ-ÔÁÒÎÕÀ ÇÒÕ��Õ. åÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Ù A É B ÎÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ eAeB, ËÁË�ÒÁ×ÉÌÏ, ÎÅ ÒÁ×ÎÁ eA+B, É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÏÊ ÏÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ëÜÍ�ÂÅ-ÌÁ {èÁÕÓÄÏÒÆÁ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ÉÔÅÒÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏ× Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× AÉ B. ðÒÏÞÉÔÁÔØ ÏÂ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ × ËÎÉÇÅ óÅÒÒ ö. ð. áÌÇÅÂÒÙ ìÉ É ÇÒÕ��Ù ìÉ.M. �íÉÒ� 1969, ÇÌ. IV, §§ 7, 8.
úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §20úÁÄÁÞÁ 20.1. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏÅÓÔØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌ Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÎÅ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑÏ�ÅÒÁÔÏÒÏÍ × ÓÅÂÑ.úÁÄÁÞÁ 20.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (kerF )⊥ = imF ∗.úÁÄÁÞÁ 20.3. ðÕÓÔØ V = V1 ⊕ V2 (ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ) É Ï�ÅÒÁÔÏÒF �ÒÏÅËÔÉÒÕÅÔ V ÎÁ V1 ×ÄÏÌØ V2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V = V ⊥1 ⊕V ⊥2 É F ∗ �ÒÏÅËÔÉÒÕÅÔV ÎÁ V ⊥2 ×ÄÏÌØ V ⊥1 .úÁÄÁÞÁ 20.4 (ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ). ÷×ÅÄ£Í ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÏ× R[x; y; z℄ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÍÏÎÏÍÙ x�y�z ÓÏ-ÓÔÁ×ÌÑÌÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ �!�!! .Á) îÁÊÄÉÔÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ ìÁ�ÌÁÓÁ � = �2�x2 + �2�y2 + �2�z2 .



368 úÁÄÁÞÉ Ë §20Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Sm ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ mÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ×ÉÄÁSm = Hm ⊕ %2 ·Hm−2 ⊕ %4 ·Hm−4 ⊕ · · · ;ÇÄÅ Hm = {f ∈ Sm | �f = 0} | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×ÓÔÅ�ÅÎÉ m, Á %2 def= x2 + y2 + z2 .úÁÄÁÞÁ 20.5. îÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÇÌÁÄËÉÈ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ R - R Ó �Å-ÒÉÏÄÏÍ T > 0 ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ (f; g) = T∫0 f(x)g(x) dx ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÏ�ÅÒÁÔÏÒÙ, ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÅ Ë Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁÆÕÎË�ÉÀ, Á ÔÁËÖÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÊ Ë �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÍÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕL = ak(x) dkdxk + ak−1(x) dk−1dxk−1 + · · · + a1(x) ddx + a0(x)(Ó ÇÌÁÄËÉÍÉ T -�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ a0; a1; : : : ; ak). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÓÁ-ÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ sin2 (2�xT ) d2dx2 + 2�T os (4�xT ) ddx ?úÁÄÁÞÁ 20.6. óÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£Î ÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒx2(x− 1)2 d2dx2 + 2x(x− 1) ddxÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ [0; 1℄, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ËÏÎ�ÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ× ÎÕÌØ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ(20-3)?úÁÄÁÞÁ 20.7 (ÔÅÏÒÅÍÁ ûÕÒÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ.úÁÄÁÞÁ 20.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ, ÉÍÅÀ-ÝÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ, É ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉ-ÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÍÏÖÎÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏÂÁÚÉÓÁ ÉÚ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×.úÁÄÁÞÁ 20.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÏÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÁ F ÂÙÌ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ É ÄÌÑ F ∗.úÁÄÁÞÁ 20.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F , ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ × Å×ËÌÉ-ÄÏ×ÏÍ (×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ) ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÓËÌÁ-ÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ F = S1I1 = I2S2, ÇÄÅ ÏÂÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ I� ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ, ÁÏÂÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ S� ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ É ÉÍÅÀÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.



úÁÄÁÞÉ Ë §20 369úÁÄÁÞÁ 20.11 (ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏ-ÒÁ F ËÁË × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ, ÔÁË É × ÜÒÍÉÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ËÁÖÄÏÍÕÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ Ó×ÏÊÓÔ×: Á) ||Fv|| = ||F ∗v|| ∀ v∈VÂ) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌ Ë ÌÀÂÏÍÕ F -ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÍÕ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ F -ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÅÎ×) ×ÓÑËÏÅ F -ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï F ∗-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇ) ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ F × ÓÕÍÍÕ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÇÏ É ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£Î-ÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÄ) ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ �ÏÌÑÒÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙ.úÁÄÁÞÁ 20.12. îÁÊÄÉÔÅ �ÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×:Á) (2 −12 1 ) Â) (1 44 2).úÁÄÁÞÁ 20.13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ k ∈ N ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Xk = A Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ A ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ X × ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×.äÌÑ ËÁËÉÈ A ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ A ?úÁÄÁÞÁ 20.14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ k ∈ N ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Xk = U Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÍ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ U ×ÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ × ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕ��Å ÒÅÛÅÎÉÅ X, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ U .úÁÄÁÞÁ 20.15. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Cn ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÜÒÍÉ-ÔÏ×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ (20-2). äÌÑ ÜÒÍÉÔÏ×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A ÎÁ Cn É r-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L ⊂ Cn Ó ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ e1; e2; : : : ; er �ÏÌÏÖÉÍRL(A) = r∑i=1(Aei; ei);Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ RL(A) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ × L.Â) ðÕÓÔØ A ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �1 > �2 > · · · > �n . îÁÊ-ÄÉÔÅ maxL RL(A) �Ï ×ÓÅÍ r-ÍÅÒÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍ L ⊂ Cn.úÁÄÁÞÁ 20.16. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÁ K 7−→ eK �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÏ-ÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù × ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ. ü�ÉÍÏÒÆÎÏ ÌÉ ÜÔÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ?úÁÄÁÞÁ 20.17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Ù On(R) É Un ËÏÍ�ÁËÔÎÙ. ó×ÑÚÎÙ ÌÉ ÏÎÉ?



§21. ëÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÑ É Ï×ÅÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÅ21.1. ï×ÅÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÅ. ÷ÓÑËÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏW ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ É ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R ⊂ C. üÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï×Å-ÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÅÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ WR.åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ e1; e2; : : : ; en ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ W ÎÁÄ C, ÔÏ ×ÅËÔÏÒÙe1; e2; : : : ; en; ie1; ie2; : : : ; ienÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓWR ÎÁÄ R, �ÏÓËÏÌØËÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÏÇÏ w ∈W × ×ÉÄÅw =∑(x� + i y�) · e� Ó (x� + i y�) ∈ CÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ w × ×ÉÄÅw =∑ x� · e� +∑ y� · ie� Ó x� ; y� ∈ R :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, dimR WR = 2 dimC W (ÄÌÑ ÉÚÂÅÖÁÎÉÑ ÎÅÄÏÒÁÚÕÍÅÎÉÊ ÚÄÅÓØ ÉÄÁÌÅÅ ÍÙ �ÉÛÅÍ dimR É dimC ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÁÄ �ÏÌÑÍÉ R É C ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ). ïÔÍÅÔÉÍ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ËÁË Ï×ÅÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÙÈ, ×ÓÅÇÄÁ Þ£ÔÎÏÍÅÒÎÙ.21.1.1. óÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÒÕ��. ÷ÓÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙW F- W ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÁÌÇÅÂÒÕ EndC(W ) ÎÁÄ �ÏÌÅÍ C, Á ×ÓÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ WR

G- WR ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÌÇÅÂÒÕ EndR(WR) ÎÁÄ �ÏÌÅÍ R, ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙEndC(W ) ⊂ EndR(WR) . åÓÌÉ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍ ÉÈ ÍÁÔÒÉ�Ù × ÂÁÚÉÓÁÈe1; e2; : : : ; en (21-1)e1; e2; : : : ; en; ie1; ie2; : : : ; ien (21-2)ÁÌÇÅÂÒÁ EndC(W ) ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔÓÑ Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ Matn(C) ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÒÁÚ-ÍÅÒÁ n× n, Á ÁÌÇÅÂÒÁ EndR(WR) | Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ Mat2n(R) ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�ÒÁÚÍÅÒÁ (2n)×(2n). õÄÏÂÎÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù × ÂÌÏÞÎÏÍ ×ÉÄÅG = (A BC D) (21-3)× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÂÁÚÉÓÁ (21-2) ÎÁ Ä×Á ÎÁÂÏÒÁ �Ï n ×ÅËÔÏÒÏ× {e�} É
{ie�}. ÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ G Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ (21-3) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ F (iw) = iF (w) ÄÌÑ ×ÓÅÈ w ∈ WR.ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÑÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓ-ÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁÈ e� É ie� . íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ: 370



21.1.ï×ÅÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÅ 371ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 21.1 (ÕÓÌÏ×ÉÑ ëÏÛÉ{òÉÍÁÎÁ)÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ (21-3) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÌÉ-ÎÅÅÎ, ËÏÇÄÁ C = B É D = −A. ÷ ÂÁÚÉÓÅ (21-1) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W ÎÁÄ C ÔÁËÏÊÏ�ÅÒÁÔÏÒ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ n× n-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A+ iB. �21.1.2. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. ðÕÓÔØW = C ; WR = R2 ;ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ ÂÁÚÉÓ (21-1) ÜÔÏ e = 1, Á ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ(21-2) ÜÔÏ {1; i}. îÅÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ C F- C × ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅÞÉÓÌÏ z = a+ ib. ÷ ÂÁÚÉÓÅ {1; i} ÔÁËÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ 2× 2-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ
(a −bb a ) :ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ C = R2 f- R2 = C ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÉÂÏ ËÁËÆÕÎË�ÉÀ w = f(z) ÏÄÎÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÌÉÂÏ �ÏÌÏÖÉÔØ w = u+ iv ,z = x + iy Ó x; y; u; v ∈ R É ÄÕÍÁÔØ �ÒÏ f ËÁË �ÒÏ �ÁÒÕ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ Ä×ÕÈ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ {u = u(x; y)v = v(x; y) :îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ × ÔÏÞËÅ z0 = x0 +iy0, ÅÓÌÉ Å£ �ÒÉÒÁÝÅÎÉÅ (ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ z) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄf(z0+△z) = f(z0) + � ·△z + o(△z) ; ÇÄÅ � ∈ C :áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ

(u(x0+△x; y0+△y)v(x0+△x; y0+△y)) = (u(x0; y0)v(x0; y0))+ (a b d)(△x△y)+ o(△x;△y) ;ÇÄÅ (a b d) ∈ Mat2×2(R) .îÅÔÒÕÄÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÌÉÎÅÊÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ, Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÉÅÌÉÎÅÊÎÕÀ ÞÁÓÔØ �ÒÉÒÁÝÅÎÉÑ, ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ:� = f ′(z0) = lim
△z→0 f(z0+△z)− f(z0)△z

(a b d) = (�u�x(x0; y0) �v�x(x0; y0)�u�y (x0; y0) �v�y (x0; y0))ÇÄÅ �u�x(x0; y0) = lim
△x→0 u(x0+△x;y0)−f(x0;y0)

△x É Ô. Ä.



372 §21.ëÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÑ É Ï×ÅÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÅéÚ �ÒÅÄÌ. 21.1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �ÁÒÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ä×ÕÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÚÁÄÁ£ÔËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ C - C, ËÏÇÄÁ ÜÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ ëÏÛÉ {òÉÍÁÎÁ�u�x = �v�y É �u�y = −�v�x :21.2. ëÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÑ. ëÁÖÄÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ×Å-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÄÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÎÁÄ �ÏÌÅÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, × ËÏÔÏÒÏÅ V ÂÕÄÅÔ ×ËÌÁÄÙ×ÁÔØÓÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×� ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË �ÏÌÅ R ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ× �ÏÌÅ C. üÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ VC = C⊗
R

VÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÅÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . óÔÒÏÉÔÓÑ ÏÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ iV (×ÅËÔÏÒÙ × Î£Í ÔÏÖÅ ÂÕÄÕÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÞÅÒÅÚ iv, ÞÔÏÂÙ ÎÅ �ÕÔÁÔØÉÈ Ó ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÁ) É ÏÂÒÁÚÕÅÍ ÉÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×�ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ VC = V ⊕ iV : (21-4)üÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ �ÏÌÅÍ R ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ dimR VC = 2dimR V . åÇÏ×ÅËÔÏÒÙ, �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ w = v1 + iv2, É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïv1 + iv2 = w1 + iw2 ;�Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÁÒÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ× v1 = w1 É v2 = w2 × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅV . úÁÄÁÄÉÍ ÎÁ VC Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ z = x + iy ∈ CÆÏÒÍÕÌÏÊ:(x+ iy) · (v1 + iv2) def= (xv1 − yv2) + i(yv1 + xv2) ∈ V ⊕ iV : (21-5)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 21.1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁÄÅÌÑÅÔ VC ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ×ÅË-ÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ �ÏÌÅÍ C.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÂÁÚÉÓ e1; e2; : : : ; en �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÎÁÄ R Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÂÁÚÉÓÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á VC ÎÁÄ C, �ÏÓËÏÌØËÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× v1; v2 ∈ V × ×ÉÄÅv1 = x1e1 + x2e2 + · · · + xnenv2 = y1e1 + y2e2 + · · · + ynen Ó x� ; y� ∈ RÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ w = v1 + iv2 ∈ V ⊕ iV ××ÉÄÅ w = z1e1 + z2e2 + · · · + znen Ó z� = x� + iy� ∈ C :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, dimC VC = dimR V .



21.2.ëÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÑ 37321.2.1. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ. îÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å VC ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑVC

�- VC : w = v1 + iv2 7→ w def= v1 − iv2ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅÍ. ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, �2 = IdVC
, É×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V É iV ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (21-4) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÌÑ ÜÔÏÊÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ +1É −1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ÷ÅËÔÏÒÙ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ, Á×ÅËÔÏÒÙ ×ÔÏÒÏÇÏ | ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍÉ.ðÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÉÎ×Ï-ÌÀ�ÉÑ � ÎÅ ÌÉÎÅÊÎÁ, Á ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÁ, Ô. Å. ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ�(zw) = z�(w) ; ∀w∈VC ; ∀ z∈C :21.2.2. ÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ×ÅË-ÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W ÎÁÄ �ÏÌÅÍ C. ÷ÓÑËÉÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÏ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ WR

�- WR, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ �2 = IdW , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×Å-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ (ÉÌÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ) ÎÁ ËÏÍ-�ÌÅËÓÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W .ëÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W , ÏÓÎÁÝ£ÎÎÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕË-ÔÕÒÏÊ, ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÉW = C⊗
R

V×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ⊂ WR Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �, ÏÔ×ÅÞÁÀ-ÝÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ +1.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ � ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ t2− 1 = (t+1)(t− 1),ÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÙ ±1, É ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏWR Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÜÔÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÚÎÁÞÅÎÉÑÍ (ÓÒ. Ó n◦ 13.2.2) WR = V+ ⊕ V− ; ÇÄÅV+ = ker(� − Id) = im(� + Id) ; V− = ker(� + Id) = im(� − Id) :éÚ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ � ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ iÉ ÎÁ −i Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ V±, �ÏÓËÏÌØËÕv+ ∈ V+ ⇒ �(v+) = v+ ⇒ �(iv+) = −i�(v+) = −iv+ ⇒ iv+ ∈ V−v− ∈ V− ⇒ �(v−) = −v− ⇒ �(−iv−) = i�(v−) = −iv− ⇒ −iv− ∈ V+ :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, WR = V ⊕ iV , ÇÄÅ V = V+ , iV = V− , É ÉÍÅÀÝÅÅÓÑ × ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ�ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (21-5).



374 §21.ëÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÑ É Ï×ÅÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÅúÁÍÅÞÁÎÉÅ 21.1. ðÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ ÎÁ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅW ÎÁÄ �ÏÌÅÍ C ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ, É ÎÉËÁËÏÇÏ ÅÓÔÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ a priori ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÕÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁÄ �ÏÌÅÍ C ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ �×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ� É �ÍÎÉÍÏÊÞÁÓÔÉ�. á ×ÏÔ ×ÅËÔÏÒÙ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÅÊ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÉÍÅÀÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀÉ ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔØ.21.2.3. ðÒÉÍÅÒ: ÜÒÍÉÔÏ×Ï ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×. éÎ×ÏÌÀ�ÉÑ ÜÒÍÉÔÏ-×Á ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ F 7−→ F ∗ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å EndC(W )ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÁ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W , ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙÏÂÓÕÖÄÁÌÉ × n◦ 20.2, ÚÁÄÁ£Ô ÎÁ EndC(W ) ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍ É ÍÎÉÍÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏ×Ù É ËÏÓÏÜÒÍÉ-ÔÏ×Ù Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅEndC(W ) = End+
C
(W )⊕ End−

C
(W ) ;ÚÁÄÁ£Ô �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ EndC(W ) × ×ÉÄÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ×ÅË-ÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÒÍÉÔÏ×ÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× End+
C
(W ) = {F | F ∗ = F} �Õ-Ô£Í ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ Ë ÎÅÍÕ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏ×ÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏ-ÒÏ× End−

C
(W ) = {F | F ∗ = −F} , ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍÜÒÍÉÔÏ×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ i. õÎÉÔÁÒÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÉÇÒÁÀÔ ×ÜÔÏÊ ËÁÒÔÉÎÅ ÒÏÌØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × �ÏÌÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ | ÜÔÏÏ�ÅÒÁÔÏÒÙ, ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë Ó×ÏÉÍ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍ.21.2.4. ëÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×. ÷ÓÑËÉÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊÏ�ÅÒÁÔÏÒ F : V ′ F- V ′′ ÍÅÖÄÕ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ�ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ �Ï ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÄÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÍÅÖÄÕ ÉÈËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÑÍÉ. üÔÏÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚFCV ′C - V ′′

CÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÅÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F . ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,FC(v1 + iv2) def= F (v1) + iF (v2) ∀ v1; v2 ∈ V ′ :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 21.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ FC(zw) = zFC(w) ∀ z∈C É ∀w∈V ′
C
.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e1; e2; : : : ; en ∈ V �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á VCÎÁÄ �ÏÌÅÍ C Ï�ÅÒÁÔÏÒ FC ÉÍÅÅÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÕ ÖÅ (×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ!) ÍÁÔÒÉ�Õ,ÞÔÏ É ÉÓÈÏÄÎÙÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F .21.2.5. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÏÌÅ C ÁÌÇÅÂÒÁ-ÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, Ï�ÅÒÁÔÏÒ FC : VC

- VC, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÅÊÉÚ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F : V - V ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÔ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅVC ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ. åÓÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ w = v1 + iv2 ∈ VC Ñ×ÌÑÅÔÓÑÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÄÌÑ FC Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ� = a+ ib = % · (os'+ i sin') ;



21.2.ëÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÑ 375ÔÏ F (v1) + iF (v2) = FC(v1 + iv2) = (a + ib)(v1 + iv2) = (av1 − bv2) + i(bv1 + av2) .�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ×ÅËÔÏÒÏ× v1, v2 × V Ñ×ÌÑÅÔÓÑÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÄÌÑ F , É ÄÅÊÓÔ×ÉÅ F ÎÁ ÜÔÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å × ÂÁÚÉÓÅ {v1; v2} ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ
( a b
−b a) = % · ( os' sin'

− sin' os') : (21-6)ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉ�Ù Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× F É FC × ÌÀÂÏÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á VC ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, Ï�ÅÒÁÔÏÒ FC ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÞÔÏ É Ï�ÅÒÁÔÏÒ F . âÕÄÕÞÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÏÎ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ � = a+ ib ÉÍÅÅÔ ÔÁËÖÅ ÉÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ ËÏÒÅÎØ � = a − ib. éÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ×ÉÄÎÏ,ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ w = v1+ iv2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÄÌÑ FC Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ� ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ w = v1 − iv2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÄÌÑ FC Ó ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ �. ïÂÁ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÁÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ Ä×ÕÍÅÒÎÏÍÕ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÍÕ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ U = R · v1⊕R · v2 ⊂ V , ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× w É w.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 21.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒÁ FC, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅË-ÓÉÆÉËÁ�ÉÅÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÚ-ÍÅÒÎÏÓÔÉ É Ó ÔÅÍ ÖÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ (ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÓÌ. 13.7), ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ÉÌÉ Ä×ÕÍÅÒÎÙÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.21.2.6. ëÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. �ÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ ËÁË É ÌÉ-ÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÌÀÂÕÀ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕV × V �- RÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ �Ï ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉÄÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙVC × VC

�C- C ;ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ×ÙÞÉ-ÓÌÑÀÔÓÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ�C(u1 + iu2; v1 + iv2) def= (�(u1; v1)− �(u2; v2))+ i (�(u1; v2) + �(u2; v1)) :íÁÔÒÉ�Á çÒÁÍÁ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÙ �C × ÌÀÂÏÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁVC ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ � × ÔÏÍ ÖÅ ÂÁÚÉÓÅ. åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ � ÂÙÌÁ(ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ, ÔÏ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÂÕÄÅÔ É Å£ ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÑ �C.



376 §21.ëÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÑ É Ï×ÅÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÅïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ó�Å�ÉÆÉÞÅÓËÉÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ ÆÏÒÍÙ | Å£ ÓÉÇÎÁ-ÔÕÒÁ | �ÒÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÉ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÕÔÒÁÞÉ×ÁÅÔÓÑ: ×ÓÅ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ R-ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ �ÏÓÌÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ-�ÉÉ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ C. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Å×ËÌÉÄÏ×ÏÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÒÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÉ �ÒÅ-×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÍÉ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ [dimV=2℄.21.3. üÒÍÉÔÏ×Ï �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ. þÔÏÂÙ ÏÓÔÁ×ÉÔØ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ × ËÏÍ�ÌÅË-ÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å VC, ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ � : V ×V - R ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØ ÎÁ VC ÎÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ, Á ÌÉÎÅÊÎÏ �Ï�ÅÒ×ÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ É ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏ �Ï ×ÔÏÒÏÍÕ. �ÁËÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÜÒÍÉÔÏ×ÙÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �H : VC × VC
- C. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,�H(u1 + iv1; u2 + iv2) def= (�(u1; u2) + �(v1; v2))+ i (�(u1; v2)− �(v1; u2)) : (21-7)úÎÁÞÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ  ÜÒÍÉÔÏ×ÙÍ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍÌÀÂÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ g Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ:gH(u+ iv; u+ iv) = g(u; u) + g(v; v) ∈ R ∀ (u+ iv) ∈ VC ;úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ  ÜÒÍÉÔÏ×ÙÍ �ÒÏ-ÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ !, ÔÁËÖÅ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÏÊ:!H(u+ iv; u+ iv) = 2i !(u; v) ∈ i · R ∀ (u+ iv) ∈ VC :üÒÍÉÔÏ×Ï �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ (∗; ∗)H Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ (∗; ast) ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÚÁÄÁ£Ô ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å VC ÜÒÍÉ-ÔÏ×Õ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁV = Rn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï VC = Cn, É ÜÒÍÉÔÏ×ÙÍ �ÒÏÄÏÌÖÅ-ÎÉÅÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ (x; y) =∑ x�y� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑÜÒÍÉÔÏ×Á ÓÔÒÕËÔÕÒÁ (z; w) = ∑ z�w� . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÅÊ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ Ó Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍÓËÁÌÑÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ (f; g) = b∫a f(t)g(t) dt (21-8)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ [a; b℄, ÉÜÒÍÉÔÏ×Ï �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ (21-8) ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (20-3)ÎÁ ÓÔÒ. 355.



21.3.üÒÍÉÔÏ×Ï �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ 37721.3.1. îÏÒÍÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ëÏÍ�ÌÅË-ÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ÎÁ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å VC,�ÏÓËÏÌØËÕ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ,ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (21-7), ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÂÁÚÉÓÁÍÉ ÜÒÍÉÔÏ×Á �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á VC, Á ÍÁÔÒÉ�Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ FC × ÔÁËÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË Õ F .óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 21.1óÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÒÔÏÎÏÒ-ÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ ÉÚ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÓÌ. 20.3 �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï VC Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊÓÕÍÍÏÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ FC, É ×ÓÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ FC ÎÁ ÜÔÉÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ. ðÏ Õ�Ò. 21.3 ×ÓÅÜÔÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÑÍÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-ÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁ V Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 21.2áÎÔÉÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å × �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÏÒ-ÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÍÅÅÔ ÂÌÏÞÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ ×ÉÄÁ



A1 0A2 . . .0 Ak

 ; ÇÄÅ Ak = ( 0 a�

−a� 0 ) É a� ∈ RäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÏÒÎÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �F = �FC
ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ �ÁÒÙ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÈ, ÉÚ ÓËÁ-ÚÁÎÎÏÇÏ × n◦ 21.2.5 É ÓÌ. 20.4 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï VC Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏ-ÎÁÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ

FC, ÎÁÔÑÎÕÔÙÈ ÎÁ �ÁÒÙ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× Ó ÞÉ-ÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ±iak. ëÁËÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × n◦ 21.2.5, ËÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÅÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F × V , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ F × �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ ÚÁÄÁ£ÔÓÑÍÁÔÒÉ�ÅÊ Ak. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 21.4. ðÏÌÕÞÉÔÅ ÉÚ ÓÌ. 20.5 ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒ. 14.1 Ï �ÒÉ-×ÅÄÅÎÉÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ Ë ÂÌÏÞÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 21.5. ë ËÁËÏÍÕ ×ÉÄÕ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ × �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍÂÁÚÉÓÅ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ?



378 §21.ëÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÑ É Ï×ÅÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÅ21.4. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ. åÓÌÉ 2n-ÍÅÒÎÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V = WR Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï×ÅÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÅÍ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ×ÅË-ÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W , ÔÏ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ i:I : V v 7→iv - V ;ËÏÔÏÒÙÊ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ I2 = −IdV . îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÚÁÄÁÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�Å-ÒÁÔÏÒ I Ó I2 = −IdV , ÔÏ ÔÁËÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÚ V ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ(x+ iy) · v def= x · v + y · I(v) : (21-9)ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÑËÉÊ ÔÁËÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ I ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å VÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÁ V .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 21.6. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ �ÒÑÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (21-9), ÎÁÄÅÌÑÅÔ V ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ �ÏÌÅÍ C (ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ dimV Þ£ÔÎÁ).õ×ÉÄÅÔØ ÜÔÏ ÂÅÚ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ.ðÏÓËÏÌØËÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒ I ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ t2 + 1 = (t+ i)(t− i) , ÅÇÏÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÙ ±i, É ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï VCÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ Ä×ÕÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉ-�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ VC

IC- VC:VC =W+ ⊕W− ; ÇÄÅW+ = ker(IC − i IdVC
) = im(IC + i IdVC

)W− = ker(IC + i IdVC
) = im(IC − i IdVC

) :ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × n◦ 21.2.5, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ w Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ICÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ w ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÄÌÑ IC, �ÒÉÞ£Í Ó ÓÏ�ÒÑÖ£Î-ÎÙÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏ�ÒÑ-ÖÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÓÁÍÏÍÕ ÓÅÂÅ (ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÙÍ) ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÅÖÄÕËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ W±W+ � w↔w
∼

- W− :÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, VC =W+ ⊕W+ É dimR V = dimC VC = 2dimC W+ Þ£ÔÎÁ.úÁÍÅÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÒÑÍÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ VC ×ÓÕÍÍÕ Ä×ÕÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×1VC = U ⊕ U (21-10)1ÎÁÌÉÞÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ dimR V = 2dimC U É U ∩ U = 0



21.5.ëÅÌÅÒÏ×Ù ÔÒÏÊËÉ (I; g; !) 379×ÚÑÔÉÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉRe : U w 7→Rew=(w+w)=2 - V (21-11)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, Ô. Ë. Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÒÁÚÌÏÖÅ-ÎÉÑ (21-10) ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ V = {w ∈ VC | w = w} | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙ ×ÉÄÁ u+ u. ðÅÒÅÎÏÓÑ ÉÍÅÀÝÅÅÓÑ × U ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ i ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï V �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (21-11), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁ V Ï�ÅÒÁÔÏÒ I = IU ,ËÏÔÏÒÙÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ×ÅËÔÏÒ v = Re (u) ∈ V Ó u ∈ U × ×ÅËÔÏÒ Re (iu) ∈ V . ðÏ�ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, I2 = −1, �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (+i)-ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÄÌÑ I, ÉÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÚ V ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ (21-9) ÚÁÄÁ£Ô ÎÁV ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, C-ÌÉÎÅÊÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÇÏËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ U . íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 21.2óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÁÎÎÙÅ ÎÁ 2n-ÍÅÒÎÏÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ×ÚÁ-ÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:1) ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ �ÏÌÅÍ C, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ V Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏ×ÅÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÅÍ;2) ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ I : V - V Ó I2 = −E3) ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ VC, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ U∩U = 0 (ÉÌÉ,ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ, V = U ⊕ U).óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ (1) ⇒ (2) ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÑ ÎÁ i. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ (2) ⇒ (3) ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ I ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ (+i)-�ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ VC

IC- VC. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ(3)⇒ (1) ÎÁÄÅÌÑÅÔ V ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å U �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÁ Re : U ∼- V , �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÇÏ w ∈ U × Re (w) = (w + w)=2 ∈ V . ðÒÉ ÜÔÏÍÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (21-11) ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ i × U Ó Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍI ÎÁ V ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ (2). �21.5. ëÅÌÅÒÏ×Ù ÔÒÏÊËÉ (I; g; !). üÒÍÉÔÏ×Ï ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ( ∗ ; ∗ )ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÎÁ Ï×ÅÝÅ-ÓÔ×Ì£ÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å WR ÓÒÁÚÕ ÔÒÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ:
◦ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍg(v; w) = Re (v; w)
◦ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (ÓÍ. n◦ 17.4) Ó ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ !(v; w) = Im (v; w)
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◦ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ I : w 7−→ iw .÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÚÄÅÌÑÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔÉ ÜÒÍÉÔÏ×Á ÆÏÒÍÙ(v; w) = g(v; w) + i!(v; w) ;ÍÙ ×ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ (v; w) = (w; v) �ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÎÁÞÎÙÈ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ g É ! ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑg(v; w) = g(w; v) É !(v; w) = −!(w; v) ;�ÒÉÞ£Í g(v; v) = (v; v) > 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ v 6= 0, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, g ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ.éÚ �ÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÜÒÍÉÔÏ×Á ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï (v; iw) = −i(v; w), ËÏÔÏÒÏÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏg(v; Iw) = !(v; w) É !(v; Iw) = −g(v; w) :éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ G É 
 ÆÏÒÍ g É ! É ÍÁÔÒÉ�Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ I Ó×Ñ-ÚÁÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ GI = 
 , ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÌÀÂÏÊÜÌÅÍÅÎÔ ÔÒÏÊËÉ (I; g; !) �Ï Ä×ÕÍ ÄÒÕÇÉÍ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ G É I×ÌÅÞ£Ô ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ !.åÝ£ ÏÄÎÉÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ �ÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÜÒÍÉÔÏ×Á ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (v; iw) = −i(v; w), ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ, ÞÔÏg(Iv; Iw) = g(v; w) É !(Iv; Iw) = !(v; w) ;Ô. Å. Ï�ÅÒÁÔÏÒ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ I ∈ Og(WR) ∩ Sp!(WR) ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÄÌÑ g É ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍ ÄÌÑ !.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 21.1îÁÂÏÒ ÄÁÎÎÙÈ (I; g; !) ÎÁ 2n-ÍÅÒÎÏÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , ÓÏÓÔÏÑ-ÝÉÊ ÉÚ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ I, Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ g É ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ !, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÅÌÅÒÏ×ÏÊ ÔÒÏÊËÏÊ, ÅÓÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ-ÚÎÁÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (v; w) = g(v; w) + i!(v; w) ÚÁÄÁ£Ô ÜÒÍÉÔÏ×Ï ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÅ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å VI , �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÍ �ÏÏ�ÅÒÁÔÏÒÕ I ËÁË ÜÔÏ ÏÂßÑÓÎÑÌÏÓØ × n◦ 21.4.21.5.1. ëÅÌÅÒÏ×Ù ÔÒÏÊËÉ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ g. äÌÑ ÌÀÂÏÊ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÓÔÒÕË-ÔÕÒÙ g ÎÁ (Þ£ÔÎÏÍÅÒÎÏÍ) ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V É ÌÀÂÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁI ∈ Og(V ) Ó I2 = −1 ÆÏÒÍÁ g(v; Iw) Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ É ËÏÓÏÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÞÎÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ g(v; Iw) = g(Iv; I2w) = −g(Iv; w) = −g(w; Iv) . ðÏÜÔÏÍÕËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (v; w) = g(v; w)− ig(v; Iw) Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ É �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ, Á ÔÁËÖÅ �ÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁ �Ï ÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÀ Ë ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ I , �ÏÓËÏÌØËÕ(Iv; w) = g(Iv; w) + ig(v; w) = i (g(v; w)− ig(Iv; w)) == i (g(v; w) + ig(v; Iw)) = i(v; w)É (v; Iw) = g(v; Iw)− ig(v; w) = −i (g(v; w) + ig(v; Iw)) = −i(v; w) . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, (I; g; !)  ! = g(v; I(w)) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÅÌÅÒÏ×ÏÊ ÔÒÏÊËÏÊ.



21.5.ëÅÌÅÒÏ×Ù ÔÒÏÊËÉ (I; g; !) 381ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 21.3óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÁÎÎÙÅ ÎÁ 2n-ÍÅÒÎÏÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V Ó Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍÓËÁÌÑÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ g ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:1) ËÅÌÅÒÏ×Á ÔÒÏÊËÁ (I; g; !), × ËÏÔÏÒÏÊ !(v; w) = g(v; I(w))2) ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ I ∈ Og(V ) ÎÁ V3) n-ÍÅÒÎÏÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ VC ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÅ ÄÌÑ C-ÂÉÌÉ-ÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ gC ÆÏÒÍÙ g ÎÁ VCó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É × �ÒÅÄÌ. 21.2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÄÁÎÎÙÈ (3) ÉÚ �ÒÅÄ-ÌÏÖÅÎÉÑ �ÒÅÄÌ. 21.2 ÕÓÌÏ×ÉÅ I ∈ Og(V ) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ (+i)-ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ VC ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ IC Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØ-ÎÙÍ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ C-ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ gC.åÓÌÉ I ∈ Og(V ), ÔÏ IC ∈ OgC
(VC) , É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ u, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ ICu = iu,×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï gC(u; u) = gC(ICu; ICu) = gC(iu; iu) = −gC(u; u) , ÏÔËÕÄÁgC(u; u) = 0.îÁÏÂÏÒÏÔ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ gC-ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉdimC U = 12 dimC VC = 12 dimR V�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ U ∩ U = 0, ÔÁË ËÁË Õ Ë×ÁÄÒÉËÉ g ÎÅÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÈ×ÅËÔÏÒÏ×1. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, VC = U ⊕ U . ðÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ÔÁËÖÅ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏ ÄÌÑgC , �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v1 + iv2 ∈ U Ó v1; v2 ∈ VgC(v1 + iv2; v1 + iv2) = g(v1; v1)− g(v2; v2)− 2i g(v1; v2) == g(v1; v1)− g(v2; v2) + 2i g(v1; v2) = gC(v1 + iv2; v1 + iv2) = 0éÚ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÓÔÉ U É U ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ IC : VC

- VC, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ U ÉU ÓÕÔØ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ±i �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊ ÆÏÒÍÙ gCgC(u1 + u2; u1 + u2) = gC(u1; u2) + gC(u1; u2) == gC(iu1;−iu2) + gC(−iu1; iu2) = gC(IC(u1 + u2); IC(u1 + u2)) ;ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ. �1ÅÓÌÉ u1 = u2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ u1; u2 ∈ U , ÔÏ u1 + u2 ∈ U ÉÚÏÔÒÏ�ÅÎ É ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÅÎ, ÏÔËÕÄÁu2 = −u1 = iv ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ v ∈ V , É 0 = gC(u1; u1) = −g(v; v) ⇒ v = 0



382 §21.ëÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÑ É Ï×ÅÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÅ21.5.2. éÚÏÔÒÏ�ÎÙÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÙ. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÒÁÚ-ÍÅÒÎÏÓÔÉ n × 2n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ Gr(n; 2n). îÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, 2-ÍÅÒÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 4-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á C4 ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÇÒÁÓ-ÓÍÁÎÉÁÎ Gr(2; 4) , �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÓÏÂÏÀ ÇÌÁÄËÕÀ Ë×ÁÄÒÉËÕ ðÌÀËËÅÒÁ ×
P5 = P(�2C4)(ÓÍ. n◦ 19.3). óÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ n-ÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÈ ÄÌÑ ÆÉËÓÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ gC, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÓÅÍÅÊ-ÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÚÁÍÅÔÁÀ-ÝÉÈ ÇÌÁÄËÕÀ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÕÀ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ Ë×ÁÄÒÉËÕ V (gC), ÏÂÒÁÚÕÀÔ × Gr(n; 2n)ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÍ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÏÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ GrgC

(n; 2n).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÄÁÎÎÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑg ÎÁ R2n ÄÏ ËÅÌÅÒÏ×ÏÊ ÔÒÏÊËÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ (ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ!) ÉÚÏ-ÔÒÏ�ÎÏÇÏ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ GrgC
(n; 2n).îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÎÁ R4 ÄÏ ËÅÌÅÒÏ×ÏÊ ÔÒÏÊËÉ ÎÁ C2 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎGrSegre(2; 4) ⊂ Gr(2; 4) ;�ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÝÉÊ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ óÅÇÒÅ1 × P3 É �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÓÏÂÏÀ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÏÎÉË ÷ÅÒÏÎÅÚÅ, ×Ù-ÓÅËÁÅÍÙÈ ÉÚ Ë×ÁÄÒÉËÉ ðÌÀËËÅÒÁ Gr(2; 4) ⊂ P5 Ä×ÕÍÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ 2-ÍÅÒ-ÎÙÍÉ �ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ | �ÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÑÍÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÁÎÓÔ× ÈÏÄÖÅ×ÏÊÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ ∗ ÎÁ �2C4, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ g (ÓÍ.n◦ 22.5 É ÚÁÄ. 24.7 ÎÉÖÅ).21.5.3. ëÅÌÅÒÏ×Ù ÔÒÏÊËÉ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ !. óÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÅÄÙ-ÄÕÝÅÍÕ, ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ! ÎÁ (Þ£ÔÎÏÍÅÒÎÏÍ) ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V É ÌÀÂÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ I ∈ Sp!(V ) Ó I2 = −1 �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÔÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ2 ÆÏÒÍÕ −!(v; Iw). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (v; w) = −!(v; Iw) + i!(v; w) (21-12)ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ É ÜÒÍÉÔÏ×Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, Á ÔÁËÖÅ �ÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ(Iv; w) = −!(v; w) + i!(Iv; w) = i (!(Iv; w) + i!(v; w)) == i (−!(v; Iw) + i!(v; w)) = i(v; w)É (v; Iw) = !(v; w) + i!(v; Iw) = −i (−!(v; Iw) + i!(v; w)) = −i(v; w) . óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, (I; g; !)  g = −!(v; I(w)) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÅÌÅÒÏ×ÏÊ ÔÒÏÊËÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ −!(v; Iv) �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ V .1C-ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÁ R4 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏ-ÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, ÚÁÄÁÀÝÅÊ × P3 = P(C4) Ë×ÁÄÒÉËÕ óÅÇÒÅ2ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ×ÙËÌÁÄËÏÊ !(v; Iw) = !(Iv; I2w) = −!(Iv; w) = !(w; Iv)



21.5.ëÅÌÅÒÏ×Ù ÔÒÏÊËÉ (I; g; !) 383þÔÏÂÙ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ �ÒÏÑÓÎÉÔØ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍ�ÌÅË-ÓÉÆÉËÁ�ÉÀ IC : VC
- VC Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ I É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ!C(w1; w2) É !H(w1; w2) = !C(w1; w2)ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ É �ÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊÆÏÒÍÙ ! ÎÁ VC. �ÏÇÄÁ VC = L⊕ L, ÇÄÅ L;L ⊂ VC ÓÕÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ±i-�ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ IC.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 21.4óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÁÎÎÙÅ ÎÁ 2n-ÍÅÒÎÏÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V Ó ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎ-ÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ! ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:1) ËÅÌÅÒÏ×Á ÔÒÏÊËÁ (I; g; !), × ËÏÔÏÒÏÊ g(v; w) = −!(v; Iw)2) ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ I ∈ Sp!(V ) ÎÁ V , ÔÁËÁÑ ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ

−!(v; Iw) �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ3) n-ÍÅÒÎÏÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Ï �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L ⊂ VC ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ !C, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ �ÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ i !H ÚÁÄÁ£Ô ÎÁL ÜÒÍÉÔÏ×Õ ÓÔÒÕËÔÕÒÕó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É × �ÒÅÄÌ. 21.2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ IC ∈ Sp!C
(VC), ËÁË É × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ×ÙÔÅ-ËÁÅÔ, ÞÔÏ L ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏ ÄÌÑ !C: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ w1; w2 ∈ L ÉÍÅÅÍ!C(w1; w2) = !C(ICw1; ICw2) = !C(iw1; iw2) = −!C(w1; w2) ;ÏÔËÕÄÁ !C(w1; w2) = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ∀ u; v ∈ V , ÔÁËÉÈ ÞÔÏ (u+iv) ∈ L, ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Iu = −v , ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ �ÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ i !H ÎÁ L ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ1i !H(u1 + iv1; u2 + iv2) = !(u1; v2)− !(v1; u2) + i (!(u1; u2) + !(v1; v2)) == −!(u1; Iu2) + !(Iu1; u2) + i (!(u1; u2) + !(Iu1; Iu2)) == 2 (−!(u1; Iu2) + i !(u1; u2)) :ðÏÌÁÇÁÑ w� = u� + iv� ∈ L É g(u1; u2) = −!(u1; Iu2), ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ�ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅi !H(w1; w2) = 2(g(Re (w1);Re (w2))+ i !(Re (w1);Re (w2))) == 2 (Re (w1);Re (w2)) ; (21-13)ÇÄÅ × ËÏÎ�Å ÓÔÏÉÔ ÆÏÒÍÁ (21-12). éÔÁË, �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ (21-12) ÎÁ VÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ i !H|L.1× ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÍÙ �ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ I ∈ Sp!(V ) É I2 = −1



384 §21.ëÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÑ É Ï×ÅÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÅîÁÏÂÏÒÏÔ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L ⊂ VC, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÅ !CÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ × ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÅ×ÕÀ, Á i !C(L;L) × �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅ-Ì£ÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ L∩L = 0 (ÉÂÏ ÄÌÑ u1; u2 ∈ L Ó u1 = u2 �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏ-ÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ 0 = i !C(u2; u1) = i !C(u2; u2) = !H(u2; u2) > 0). ðÏÜÔÏÍÕV = L⊕L, �ÒÉÞ£Í L ÔÏÖÅ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Ï ÄÌÑ !C, Ô. Ë. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ w� = u�+ iv� ∈ LÓ u�; v� ∈ V !C(w1; w2) = !C(u1 − iv1; u2 − iv2) == !(u1; u2)− !(v1; v2)− i !(u1; v2)− i !(v1; u2) == !(u1; u2)− !(v1; v2) + i !(u1; v2) + i !(v1; u2) == !C(u1 + iv1; u2 + iv2) = !C(w1; w2) = 0 :üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ IC : VC
- VC, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ U É U ÓÌÕÖÁÔ ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ±i �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊ ÆÏÒÍÙ !C:!C(u1 + v1; u2 + v2) = !C(u1; v2) + !C(v1; u2) == !C(iu1;−iv2) + !C(−iv1; iu2) = !C(IC(u1 + v1); IC(u2 + v2)) ;Á ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÎÁ V �ÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ( ∗ ; ∗ ) ÉÚ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (21-13)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏ×ÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ. �21.5.4. úÉÇÅÌÅ×Ï �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Hn ⊂ Matn(C). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ × VÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÉÊ ÂÁÚÉÓ e′1; e′2; : : : ; e′n; e′′1; e′′2; : : : ; e′′n (21-14)× ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉ�Á çÒÁÍÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ! ÒÁ×ÎÁJ = ( 0 E
−E 0) ; (21-15)É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V ′; V ′′ ⊂ V ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Ù �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÎÁÔÑÎÕÔÙÅ ÎÁ�ÅÒ×ÙÅ n É ÎÁ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ n ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁV = V ′ ⊕ V ′′ É VC = V ′

C
⊕ V ′′

C
;ÇÄÅ ÏÂÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ′

C
, V ′′

C
ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Ù ÄÌÑ !C.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ VC = L⊕L × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×ÙÈ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÆÏÒÍÙ !C, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ �ÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ i !H �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ L, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ ÌÀÂÏ-ÍÕ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Õ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ UC ⊂ VC, �ÏÌÕÞÁÀÝÅÍÕÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�É-ÅÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Á �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ⊂ V , �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈu1; u2 ∈ U ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï i !H(u1 + iu2; u1 + iu2) = 0.



21.5.ëÅÌÅÒÏ×Ù ÔÒÏÊËÉ (I; g; !) 385÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, L∩ V ′′
C
= 0 É �ÒÏÅË�ÉÑ L ÎÁ V ′

C
×ÄÏÌØ V ′′

C
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÏÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ðÏÜÔÏÍÕ × L ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ w1; w2; : : : ; wn⊂ L ⊂ VC�ÒÏÅËÔÉÒÕÀÝÉÊÓÑ ×ÄÏÌØ V ′′

C
× �ÅÒ×ÙÅ n ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× e′ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏÂÁÚÉÓÁ (21-14). éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ,(w1; w2; : : : ; wn) = (e′1; : : : ; e′n; e′′1; : : : ; e′′n) · (ES) (21-16)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù S ∈ Matn(C), É �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ S. éÚ (21-15) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ ÆÏÒÍ !C É i !H× ÂÁÚÉÓÅ w = e′ + e′′S ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ!C|L = (E St) · ( 0 E

−E 0) · (ES) = S − St ;i!H|L = i · (E St) · ( 0 E
−E 0) · (ES) = i (S − St) :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÁÇÒÁÎÖÅ×ÏÓÔØ L ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù S. ÷ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ i (S−St) = Im (S), É �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ i!H|L ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á Im (S) �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 21.2íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ n × n ÍÁÔÒÉ� S ∈ Matn(C) Ó �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ, Ô. Å. ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍòÉÍÁÎÁ1St = S ; x · Im (S) · xt > 0 ∀ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ x = (x1; x2; : : : ; xn) ∈ Rn ; (21-17)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÉÍ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ úÉÇÅÌÑ2 É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Hn.�ÅÏÒÅÍÁ 21.1ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, �ÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀÆÏÒÍÕ ÎÁ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 
2n ÄÏ ËÅÌÅÒÏ×ÏÊ ÔÒÏÊËÉ, ×ÚÁÉÍÎÏ1ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ òÉÍÁÎÁ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ × ÓÁÍÙÈ ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÎÉ ÎÅ-ÏÂÈÏÄÉÍÙ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ n-ÍÅÒÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ ÔÏÒ Cn=�, ÇÄÅ � ≃ Z2n |�ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÒÅÛ£ÔËÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÁÑ ÎÁ n ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× Cn É n ÓÔÏÌÂ�Ï×ÍÁÔÒÉ�Ù S, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ×ÌÏÖÉÔØ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (�ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ. × ËÎÉÇÁÈ ä. íÁÍÆÏÒÄ.ìÅË�ÉÉ Ï ÔÜÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑÈ . (í., �íÉÒ�, 1988) É ÷. ÷. ûÏËÕÒÏ×. òÉÍÁÎÏ×Ù �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÉÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ. (í., �÷éîé�é�, 1988, ÓÅÒ. �óÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ.�, Ô. 23 �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ çÅÏÍÅÔÒÉÑ 1�)2�Ï ÁÎÁÌÏÇÉÉ ÓÏ ÓÌÕÞÁÅÍ n = 1, ËÏÇÄÁ ÕÓÌÏ×ÉÑ (21-17) ÚÁÄÁÀÔ ×ÅÒÈÎÀÀ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØIm z > 0 × C = Mat1(C)



386 úÁÄÁÞÉ Ë §21ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÞËÁÍ ÚÉÇÅÌÅ×Á �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Hn. ðÒÉ ÜÔÏÍËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ IS : 
2n - 
2n, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÍÁÔÒÉ�Å S = X+iY ∈ HnÓ X;Y ∈ Matn(R) ÉÍÅÅÔ × ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÍ ÂÁÚÉÓÅ (21-14) ÂÌÏÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�ÕIS = ( −Y −1X Y −1
−Y −XY −1X XY −1) (21-18)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÔÏÌØËÏ �ÒÁ×ÉÌÏ (21-18). óÏÇÌÁÓÎÏ�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ �ÒÅÄÌ. 21.2, ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ I : V - V , ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ VC = W ⊕W , �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ v = Rew ∈ V Ó w ∈ W × I(v) = Re (iw).åÓÌÉ w = e′ + e′′ · (X + iY ) ÔÏ Re (w) = e′ + e′′ ·X É Re (iw) = −e′′ · Y . ðÏÜÔÏÍÕI(e′′) = I(Re (−iw · Y −1)) = Re (w) · Y −1 = e′ · Y −1 + e′′ ·XY −1I(e′) = I(Re (w)− e′′ ·X) = Re (iw)− I(e′′) ·X == −e′ · Y −1X + e′′ · (−Y +XY −1X) :

�

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §21úÁÄÁÞÁ 21.1. ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÅ×ËÌÉÄÏ×ÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ (u;w). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ F : V - V ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ�F (u;w) = (u; Fw)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÅÖÄÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍÂ) (ÁÎÔÉ) ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ ÜÔÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ×) ÌÀÂÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ∑ aix2i × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÒ-ÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ1, �ÒÉÞ£Í ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ ai ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÅÒÅ-ÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÔÁËÏÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. Ç) ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÕÎËÔÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÇÏ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÏÒ-ÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, É ×ÙÂÒÁÔØ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÌÀÂÏÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ; ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÂÁÚÉÓÏ× É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÙÍ.1ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÅÍ Ë×ÁÄÒÉËÉ Ë ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÏÓÑÍ



úÁÄÁÞÉ Ë §21 387úÁÄÁÞÁ 21.2. ä×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R3 ÉÍÅÀÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉ�ÙÁ)  1=2 −
√3=2 0√3=4 1=4 −

√3=23=4 √3=4 1=2 
 Â) √2=2 −

√2=2 01=2 1=2 −
√2=21=2 1=2 √2=2 ÷ÙÑÓÎÉÔÅ �ÒÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ �Ï×ÏÒÏÔÏÍ ÉÌÉ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï-×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ �Ï×ÏÒÏÔÁ, Á ÔÁËÖÅÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ.úÁÄÁÞÁ 21.3. ÷ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R3 ÎÁÊÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÕÍ É ÍÁËÓÉÍÕÍ ÄÌÉÎÂÏÌØÛÉÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÏ×, Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ ×ÏËÒÕÇ ÜÌ-ÌÉ�ÓÏÉÄÁ x21 + x224 + x239 = 1 .úÁÄÁÞÁ 21.4. äÌÑ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁW ÎÁÄ �ÏÌÅÍ C Ó Ï×ÅÝÅÓÔ×ÌÅ-ÎÉÅÍ WR ÎÁÊÄÉÔÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á EndC(W ) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅEndR(WR) (ÏÂÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ËÁË ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅÉ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ ÎÁÄ R).úÁÄÁÞÁ 21.5 (ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ). äÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ×ÅË-ÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ W ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓÏ×�Á-ÄÁÀÝÅÅ Ó W ËÁË ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á1, ÎÏ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÚÁÄÁÎÎÙÍ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅz�·w def= z · w(ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÉÓÁÎÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×W , ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ, Á Ó�ÒÁ×Á | ÉÚ×ÅÓÔ-ÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × W ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ)W Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ C, ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ,ÞÔÏ É WÂ) ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ Ï×ÅÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÅ (WR)C É �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ W ⊕W ËÁÎÏ-ÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ (ËÁË ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á)úÁÄÁÞÁ 21.6. äÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F : W - W ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅW ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ FC (WR)C - (WR)C ËÏÍ�ÌÅËÓÉ-ÆÉËÁ�ÉÀ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F :WR

- WR ÎÁ Ï×ÅÝÅÓÔ×Ì£ÎÎÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å WR. ÷ÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁË Ó×ÑÚÁÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ2 É ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× F É FCÁ) × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ W = C (ÔÁË ÞÔÏ WR = R2), Á F : C - C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏ-ÒÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ iÂ) × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.úÁÄÁÞÁ 21.7. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ �ÒÑÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á IS ÉÚ (21-18) ÉÍÅÅÔI2S = −E É ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÆÏÒÍÕ !.1Ô. Å. �ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÔÅÈ ÖÅ ×ÅËÔÏÒÏ×�2ÏÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ FC ÉÍÅÅÔ ×Ä×ÏÅ ÂÏÌØ-ÛÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ, ÞÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F , É ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Õ ÎÅÇÏ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÏÖÅ ×Ä×ÏÅ ÂÏÌØÛÅ



388 úÁÄÁÞÉ Ë §21úÁÄÁÞÁ 21.8. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ�� Un ≃ O2n(R) ∩ Sp2n(R).úÁÄÁÞÁ 21.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÉÇÅÌÅ×Ï �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Hn ⊂ Matn(C) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÑÇÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï ÓÅÂÅ × ÔÏÞËÕ.



§22. ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ22.1. �ÒÉ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Mat2(C). îÁ 4-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å W = Mat2(C) ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÒÁÚÍÅÒÁ 2 × 2 ÉÍÅÅÔÓÑ C-ÌÉÎÅÊÎÁÑÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÁÑ ÍÁÔÒÉ�Õ × �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÕÀ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ � = (�11 �12�21 �22) 7−→ �× def= �∨t = ( �22 −�12
−�21 �11 ) (22-1)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ (��)× = �×�×, Ô. Å. � 7→ �× ÁÎÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ.ðÏÓËÏÌØËÕ � · �× = det(�) · E ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁd̃et(�; �) def= 12 tr (� �×) (22-2)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÅÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ det(�) ÎÁ W .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ C-ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (22-2) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ É ÎÅ-×ÙÒÏÖÄÅÎÁ, É ÎÁ�ÉÛÉÔÅ Å£ ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÚ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈÅÄÉÎÉ�.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁ W ÉÍÅÅÔÓÑ C-ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑ ÜÒÍÉÔÏ×Á ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑÍÁÔÒÉ� � = (�11 �12�21 �22) 7−→ �∗ def= �t = (�11 �21�12 �22) ; (22-3)ËÏÔÏÒÁÑ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ1 ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉ�, É ÆÏÒÍÕÌÁ,ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ (22-2), ÚÁÄÁ£Ô ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W ÜÒÍÉÔÏ×Ï ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÅ (�; �) def= 12 tr (� �∗) : (22-4)áÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ Ó ÜÔÉÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÎÏÒÍÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÏÌÕÓÕÍÍÕË×ÁÄÒÁÔÏ× ÍÏÄÕÌÅÊ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

||�||2 def= (�; �) = 12 ∑ |�ij|2 ;É ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÅÄÉÎÉ�Ù ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÅÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉË×ÁÄÒÁÔÁÍÉ 1=2.ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÊ � ↔ �∗ É � ↔ �× ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ� : � = (�11 �12�21 �22) 7−→ �� def= �∨ = ( �22 −�21
−�12 �11 ) : (22-5)÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ C-ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÅÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W É(�; �) = d̃et(�; ��) :1Ô. Å. (��)∗ = �∗�∗ 389



390 §22.ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙõ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.3. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ É ÔÒÉ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ �, ×, ∗ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ ëÌÅÊÎÁ V4 ≃ Z=(2)× Z=(2).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÂÕÄÕÞÉ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ Ä×ÕÈ ÁÎÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Á×ÔÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ: (��)� = ����.íÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÀ � ↔ �� × ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁW . ðÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V = Re �(W ) ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÜÔÏÊÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÁÔÒÉ� ×ÉÄÁx = ( x1 + i x2 x2 + i x3
−x2 + i x3 x1 − i x2) Ó x� ∈ R ; (22-6)É ÏÂÅ ÆÏÒÍÙ (22-2), (22-4) ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ Å×ËÌÉÄÏ×Õ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ (x; x) = ∑ x2� , ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÂÁ-ÚÉÓÏÍ ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÕÖÁÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÁÔÒÉ�Ùe = (1 00 1) ; i = (i 00 −i) ; j = ( 0 1

−1 0) ; k = (0 ii 0) : (22-7)éÔÁË, ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ 4-ÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÍ�ÌÅË-ÓÉÆÉËÁ�ÉÀ 4-ÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ≃ R4 ÍÁÔÒÉ�(22-6), Á ÆÏÒÍÙ d̃et É (∗; ∗) ÓÕÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ É ÜÒÍÉÔÏ×Ï �ÒÏÄÏÌÖÅ-ÎÉÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ Ó V ÎÁ W .22.2. �ÅÌÏ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× H. ðÏÓËÏÌØËÕ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÍÁÔÒÉÞÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ⊂ Mat2(C)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÁÔÒÉ�. üÔÁ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊË×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ H. ÷ÅËÔÏÒ e Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÁÌ-ÇÅÂÒÙ H, É ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏ 1, Á × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÈ Ï�ÕÓËÁÅÔÓÑ ×Ï×ÓÅ.�ÁÂÌÉ�Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× (22-7) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:i2 = j2 = k2 = −1 ;ij = −ji = k ; jk = −kj = i ; ki = −ik = j : (22-8)�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÁÒÁ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× �ÅÒÅÍÎÏÖÁÅÔÓÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ(x0 + x1i+ x2j + x3k) · (y0 + y1i+ y2j + y3k) == (x0y0 − x1y1 − x2y2 − x3y3)++ (x0y1 + x1y0 + x2y3 − x3y2) i++ (x0y2 + x2y0 + x3y1 − x1y3) j++ (x0y3 + x3y0 + x1y2 − x2y1)k (22-9)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.4. ðÏ�ÒÏÂÕÊÔÅ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ �ÒÑÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ ÔÁÂÌÉ�ÁÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (22-8) É ÆÏÒÍÕÌÁ (22-9) ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ×ÅË-ÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ó ÂÁÚÉÓÏÍ {1; i; j;k} ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÊ R-ÁÌÇÅÂÒÙ.



22.2.�ÅÌÏ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× H 39122.2.1. íÎÉÍÙÅ É ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, 1-ÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï R ·e ⊂ H ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍÞÉÓÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×, Á 3-ÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏI = {x · i+ y · j + z · k | x; y; z ∈ R}ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×. îÁ ÑÚÙËÅ ÍÁÔÒÉ�,I = {� ∈⊂ Mat2(C) | �∗ = −� ; tr � = 0}ÜÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÂÅÓÓÌÅÄÎÙÈ ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏ×ÙÈ ÍÁÔÒÉ�, Á R · e ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.5. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ I É e ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ H.éÎ×ÏÌÀ�ÉÑ ÜÒÍÉÔÏ×Á ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ � ↔ �∗ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ H × ÓÅÂÑ, ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÄÅÊÓÔ×ÕÑ ÎÁ e É ÍÅÎÑÑ ÚÎÁË Õ ÍÎÉÍÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×. ïÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÔÅÒ-ÎÉÏÎÎÙÍ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅÍ. üÔÏ ÁÎÔÉÁ×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒÙ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×:(pq)∗ = q∗p∗ :22.2.2. îÏÒÍÁ. �ÁË ËÁË Ë×ÁÄÒÁÔ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÁ� = x0 + x1i+ x2j + x3kÒÁ×ÅÎ ||�||2 = ∑ x2� = (�; �) = det(�) , ÉÚ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ×ÙÔÅËÁÅÔ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÎÏÒÍÙ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ë×ÁÔÅÒÎÉ-ÏÎÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ:
||��|| = ||�|| · ||�|| ∀ �; � ∈ H :íÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÎÏÒÍÙ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÓÍÏÔÒÅÔØ É ÂÅÚ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒ-�ÒÅÔÁ�ÉÉ | ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÔÏÌØËÏ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ H �ÒÉ�ÏÍÏÝÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (22-8), ËÁË × Õ�Ò. 22.4.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏÞËÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (22-9) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÁË(p; q) = Re (p · q∗) = Re (p∗ · q) : (22-10)ðÏÓËÏÌØËÕ ∀ q ∈ H Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎ q · q∗ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£Î, ÏÎ ÞÉÓÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÅÎ:q · q∗ = Re (q · q∗). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÂÅÒÑ × (22-10) p = q, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
||q||2 =∑ x2� = q · q∗ ; (22-11)ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ||pq||2 = pq(pq)∗ = pqq∗p∗ = p||q||2p∗ = ||p||2||q||2 .



392 §22.ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙõ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.6. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÊ ÎÏÒÍÙ ÔÏ-ÖÄÅÓÔ×Ï üÊÌÅÒÁ1(x20 + x21 + x22 + x23) · (y20 + y21 + y22 + y23) = (x0y0 − x1y1 − x2y2 − x3y3)2+(x0y1 + x1y0 + x2y3 − x3y2)2+(x0y2 + x2y0 + x3y1 − x1y3)2+(x0y3 + x3y0 + x1y2 − x2y1)2 (22-12)22.2.3. äÅÌÅÎÉÅ. ÷ÁÖÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (22-11) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÌÉ-ÞÉÅ ×H ÄÅÌÅÎÉÑ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ q ∈ H Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎ q−1 = q∗=||q||2 ÓÌÕÖÉÔÄÌÑ q Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ: q · q−1 = q−1 · q = 1 . áÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÅ ÎÅËÏÍÍÕ-ÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂÒÁÔÉÍ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÔÅÌÏÍ2. éÔÁË, Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÅÌÏ.ìÅÍÍÁ 22.1íÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÉÚ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ:Im (q1q2) = q1 × q2 ∀ q1; q2 ∈ I ; (22-13)Ô. Å. ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ q1 = �q2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ � ∈ R, Á × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ×ÅËÔÏÒ ÄÌÉÎÙ, ÒÁ×ÎÏÊ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÝÁÄÉ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍ-ÍÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ q1 É q2, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ �Á-ÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÂÁÚÉÓ q1; q2; q1 × q2 ÂÙÌ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ�Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÂÁÚÉÓÕ i; j; k ÉÚ (22-7).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ q1; q2 7→ q1×q2 É q1; q2 7→ Im (q1q2) �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÀ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ I × I - I (Ô. Å. ÌÉÎÅÊÎÙ �Ï ËÁÖÄÏÍÕÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ×ÔÏÒÏÍ3). ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (22-13) ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÄÌÑ ÄÅ×ÑÔÉ �ÁÒ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× q1; q2 = i; j;k, É × ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ ÏÎÉ �ÒÅ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (22-8). �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.7. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (22-8) ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÔÒÉ Ë×Á-ÔÅÒÎÉÏÎÁ (i; j;k) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÜÔÉ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÎÏÒ-ÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË ÂÁÚÉÓ (22-7).1ÏÎÏ ÉÇÒÁÅÔ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉ-ÓÌÁ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÞÅÔÙÒ£È Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÅÄÕ�ÉÒÕÅÔ Å£ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ�ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ2ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÌÑ | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ÔÅÌÁ3ÉÚ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ × ÌÅÍ. 22.1 ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×Ù-ÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÏÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏÔÁËÖÅ, ËÁË ÂÁÚÉÓ (22-7), ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× q1 = (x1; x2; x3) É q2 = (y1; y2; y3)ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ q1 × q2 = ( det(x2 x3y2 y3) ; −det(x1 x3y1 y3) ; det(x1 x2y1 y2))ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ



22.3.õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ S3 = SU2 ։ SO3(R) 393óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 22.1ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ p É q ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎ pq∗ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍ. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× p; q ∈ I ÒÁ×ÎÏÓÉÌØ-ÎÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ pq = −qp, É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ pq = −qp ∈ I ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ �ÌÏÓËÏÓÔÉ,ÎÁÔÑÎÕÔÏÊ ÎÁ p É q.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ(22-10), Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ÉÚ ÌÅÍ. 22.1. �22.3. õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ S3 = SU2 ։ SO3(R). �Ò£ÈÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁË×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÎÏÒÍÙS3 = {� ∈ H | ||�|| = 1} ⊂ R4× ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊSU2 ⊂ Mat2(C) :äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ �× = �−1 , ÔÁË ÞÔÏ ÕÓÌÏ-×ÉÅ �-×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ �× = �∗ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÍÁÔÒÉ� × ÕÓÌÏ×ÉÅ ÕÎÉ-ÔÁÒÎÏÓÔÉ �−1 = �∗ :S3 = {q ∈ H | q · q∗ = 1} = {� ∈ Mat2(C) | det � = 1 & �−1 = �∗} = SU2 :çÒÕ��Á S3 = SU2 ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑÍÉ1S3 ∋  7−→ F : H q 7→ q −1
- H : (22-14)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.8. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ F' = F'◦F É ÞÔÏ ×ÓÅ F Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Á×ÔÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÁÍÉ ÔÅÌÁ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×, Ô. Å. ÏÂÒÁÔÉÍÙ É �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ × �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÑ: F (pq) = F (p)F (q).ðÏÓËÏÌØËÕ det( q −1) = det q, Ï�ÅÒÁÔÏÒ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á H, Á ÔÁË ËÁË ÏÎ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ e, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ F ÎÁ I = e⊥ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ 3-ÍÅÒÎÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á I ÞÉÓÔÏÍÎÉÍÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×. üÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ, ÉÂÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÏ �ÒÏÄÅÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÏ �Ï ÓÆÅÒÅ S3 × ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Fe.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ��S3 = SU2  7→F |I - SOdet(I) ≃ SO3(R) (22-15)ðÏÓËÏÌØËÕ F ( ) =  É F (e) = e , Ï�ÅÒÁÔÏÒ F �ÒÉ  6= e ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁÍÅÓÔÅ Ä×ÕÍÅÒÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ � = R · e⊕ R ·  :1�ÏÓËÏÌØËÕ  −1 =  ∗ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ Ï�ÉÓÁÔØ É ËÁË q 7→  q ∗ (ÉÍÅÎÎÏ× ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ ÏÎÏ �ÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÏÂÝÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ, ÏÂÏÂÝÁÀÝÉÅ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÕÀÁÌÇÅÂÒÕ × ÓÔÁÒÛÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n > 2)



394 §22.ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙðÏÜÔÏÍÕ F |I Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÒÁÝÅÎÉÅÍ ×ÏËÒÕÇ �ÒÑÍÏÊ ` = � ∩ I. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍÎÁ ÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÏÄÉÎ ÉÚ Ä×ÕÈ (ÒÁÚÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ ÚÎÁËÏÍ) ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÈ Ë×ÁÔÅÒ-ÎÉÏÎÏ× l ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÎÏÒÍÙ, É ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ �ÌÏÓËÏÓÔØ � Ó �ÏÌÅÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈÞÉÓÅÌ C �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ
C ∋ (x+ iy)←→ (xe+ yl) ∈ � : (22-16)÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÔÁËÏÇÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎ  ∈ � ≃ C �ÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔÁÒÇÕÍÅÎÔ � = Arg , Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á  = os� + l · sin� , ÔÁË ÞÔÏ −1 = os�− l · sin� :ìÅÍÍÁ 22.2ï�ÅÒÁÔÏÒ F |I ∈ SOdet(I) = SO3(R) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �Ï×ÏÒÏÔÏÍ ×ÏËÒÕÇ �ÒÑÍÏÊ ` ÎÁÕÇÏÌ 2Arg ( ), ÅÓÌÉ ÓÍÏÔÒÅÔØ ×ÄÏÌØ ÏÒÔÁ l ∈ ` .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏ�ÏÌÎÉÍ ÏÒÔ l ÄÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉ-ÓÁ {l ; m; n} �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á I. ðÏ Õ�Ò. 22.7 ÔÁÂÌÉ�Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×

{l ; m; n} ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË Õ {i; j; k} ÉÚ (22-8). ðÏÜÔÏÍÕ m −1 = (os� + l · sin�)m(os�− l · sin�) == (m os� + n · sin�)(os�− l · sin�) ==m(os2 �− sin2 �) + 2n os� sin� =m os(2�) + n sin(2�) n −1 = (os� + l · sin�)n(os�− l · sin�) == (n os�−m · sin�)(os�− l · sin�) == n(os2 �− sin2 �)− 2m os� sin� = n os(2�)−m sin(2�)Ô. Å. ÄÅÊÓÔ×ÉÅ F ÎÁ ×ÅËÔÏÒÙ (m;n) ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ
(os(2�) − sin(2�)sin(2�) os(2�) ) :

�óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 22.2çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (22-15) ÓÀÒØÅËÔÉ×ÅÎ É ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÏ {±1} ≃ Z=(2). �22.3.1. �Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. ó ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ,ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (22-15) S3  7→F |I - SO3(R) (22-17)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÌÉÓÔÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ, ÓËÌÅÉ×ÁÀÝÉÍ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÊ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÔÁËÏÊ ÓËÌÅÊËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï P3 = P(H). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁËÒÙÔÉÅ (22-17) ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ



22.4.ä×Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÎÁ H 395ËÁË ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ P(R4) ÉÇÒÕ��ÏÊ SO3(R) (ÓÒ. Ó Õ�Ò. 18.1).ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÆÅÒÁ S3 ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÁ (ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á �1(S3) = 1) Á

òÉÓ. 22⋄1.

ÇÒÕ��Á SO3(R), ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÁ, ÎÁËÒÙÔÉÅ (22-17) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÎÁ-ËÒÙÔÉÅÍ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,�1(SO3) = �1(RP3) = Z=(2) :üÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÇÒÕ��Å ×ÒÁÝÅÎÉÊ SO3 ÉÍÅÅÔÓÑÎÅÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÁÑ �ÅÔÌÑ, Ë×ÁÄÒÁÔËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍ.÷ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑÎÁ Ï�ÙÔÅ: ÄÅÒÖÁ ÎÁ ÌÁÄÏÎÉËÎÉÇÕ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ Ä×ÉÖÅ-ÎÉÅÍ ÒÕËÉ �Ï×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÍ Å£ÎÁ 3600 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÎÉÇÁ ×ÔÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅÊ ÜÔÏÊ ÍÁÎÉ�ÕÌÑ-�ÉÉ ÏÓÔÁ×ÁÌÁÓØ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØ-ÎÏÊ. ÷ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÉÚÏÇÎÕ-ÔÁÑ ÒÕËÁ ËÁË ÒÁÚ É �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÅÔ ÎÅÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÕÀ �ÅÔÌÀ× SO3, ËÒÁÓÎÏÒÅÞÉ×ÙÍ Ó×ÉÄÅ-ÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÞÅÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ-�ÒÉÑÔÎÏÅ ÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÅ ÌÏËÔÅ-×ÏÇÏ ÓÕÓÔÁ×Á. åÓÌÉ �ÒÅ×ÏÚ-ÍÏÞØ ÎÅ�ÒÉÑÔÎÏÅ ÏÝÕÝÅÎÉÅ É�ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ×ÒÁÝÅÎÉÅ ËÎÉÇÕÄÁÌØÛÅ × ÔÏÍ ÖÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅ-ÎÉÉ, ÔÏ �ÏÓÌÅ ÅÝ£ ÏÄÎÏÇÏ �ÏÌ-ÎÏÇÏ ÏÂÏÒÏÔÁ ÓËÒÕÞÅÎÎÙÊ ÌÏ-ËÏÔØ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÓ�ÒÑÍÉÔÓÑ,ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 22⋄11.îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ×ÚÑÔÉÅ �ÒÏÏÂÒÁÚÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ (22-17) ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÉÚ-×ÌÅÞÅÎÉÅ ËÏÒÎÑ� ÉÚ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, É Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑÚÎÁËÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ËÏÒÎÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍÉ ÔÏÞ-ËÁÍÉ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ.22.4. ä×Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÎÁ H. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÏÇÏ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÁ n ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÎÏÒÍÙ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïn2 = −n∗n = −(n∗=||n||) · n = −n−1 · n = −1 ;1ÒÉÓ. 22⋄1 �ÏÚÁÉÍÓÔ×Ï×ÁÎ ÎÁÍÉ ÉÚ ËÎÉÇÉ æÒÁÎÓÉÓ äÖ. ëÎÉÖËÁ Ó ËÁÒÔÉÎËÁÍÉ �Ï ÔÏ�ÏÌÏ-ÇÉÉ. í. �íÉÒ� 1991



396 §22.ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙÏ�ÅÒÁÔÏÒÙ ÌÅ×ÏÇÏ É �ÒÁ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÔÁËÏÊ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎI ′n : H � 7→n� - HI ′′n : H � 7→�n - H
(22-18)ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ H ≃ R4 Ä×Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ, ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÔÏÞËÁÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙS2 ⊂ I = R3ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× ÄÌÉÎÙ 1.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ −1 ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ1 É ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙ.õÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ É × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ï�ÅÒÁÔÏÒÙ (22-18)�ÅÒÅ×ÏÄÑÔ × ÓÅÂÑ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï�n = R · e⊕ R · n ;ËÏÔÏÒÏÅ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÏÂÅÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ ÏÄÎÏÍÅÒ-ÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÏÓ �ÏÌÅÍ C �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (22-16) :(x+ iy)↔ (xe+ yn) :ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ÓÌ. 22.1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �ÌÏÓËÏÓÔØ �n ÎÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÎÉÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× I ′m, I ′′m Óm 6= −n, É ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ × ÜÔÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÈ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÔÒÕËÔÕÒÙ I ′n, I ′′n ÎÅÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÎÉ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÒÕËÔÕÒ I ′m, I ′′m �ÒÉ m 6= ±n.ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ I ′n É I ′−n = −I ′n, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÁÚÌÉÞÎÙ | ÏÎÉ ÓÏ-�ÒÑÖÅÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ × ÓÍÙÓÌÅ ÚÁÄ. 21.5. óÔÒÕËÔÕÒÙ I ′′n É I ′′−n = −I ′′n ÔÁËÖÅÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ �ÒÉÞÉÎÅ I ′n 6= I ′′−n | Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ I ′n É I ′′−n ÚÁÄÁÀÔÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �n = �−n (ÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÎÁ ÜÔÕ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÚÎÁËÏÍ).îÁËÏÎÅ�, ÓÒÁ×ÎÉÍ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ I ′n É I ′′n, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÅ ÎÁ �n ≃ C.ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÅ ÏÎÉ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ × ÓÅÂÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌ �⊥n , ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ × ÏÂÅÉÈ ÓÔÒÕËÔÕ-ÒÁÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÊ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÎÏÒÍÙ m ∈ �⊥n × ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ×ÅËÔÏÒÁ ÜÔÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. �ÏÇÄÁ H ËÁË Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï ÎÁÄ C ÒÁÚÌÏÖÉÔÓÑ × ÓÔÒÕËÔÕÒÁÈ I ′n É I ′′n × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ Ä×ÕÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×:(× ÓÔÒÕËÔÕÒÅ I ′n) C⊕ C ·m = H = C⊕m · C (× ÓÔÒÕËÔÕÒÅ I ′′n) ; (22-19)ÇÄÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÏÒÔÁ m ÎÁ i ∈ C ÚÁÄÁ£ÔÓÑ × ÓÔÒÕËÔÕÒÁÈ I ′n É I ′′n,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÌÅ×ÙÍ É �ÒÁ×ÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÅÇÏ ÎÁ n. ðÏÓËÏÌØËÕ �Ï ÌÅÍÍÅ



22.5.ó�ÉÎÏÒÙ 397(ÓÌ. 22.1) I ′n(m) = nm = −mn = −I ′′n(m) , ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ I ′n É I ′′n ÎÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �⊥n ÂÕÄÕÔ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:z ·m =m · z ∀ z = x+ iy = x · e+ y · n ∈ C : (22-20)éÔÁË, I ′n 6= I ′′n , É ×ÓÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ (22-18) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.10. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (22-19) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÀ C = R⊕iR �ÏÌÑ C × ×ÉÄÅ �ÕÄ×ÏÅÎÎÏÇÏ� �ÏÌÑ R × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ
H ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÚÁ�ÉÓÉ ×ÉÄÁ z + w ·m, × ËÏÔÏ-ÒÙÈ z; w ∈ C ÓÕÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ m ÉÍÅÅÔ m2 = −1 ÉÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ (22-20), Á Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ(z1 + w1 ·m) · (z2 + w2 ·m) def= (z1z2 − w1w2) + (z1w2 + w1z2) ·m�ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �Ï ÏÂÙÞÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË Ó ÕÞ£ÔÏÍ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÊ.22.5. ó�ÉÎÏÒÙ. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÌ. 21.3, ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ H, �ÒÏÄÏÌ-ÖÁÀÝÉÅ Å×ËÌÉÄÏ×Ï ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÄÏ ËÅÌÅÒÏ×ÏÊ ÔÒÏÊËÉ, ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄ-ÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ Ä×ÕÍÅÒÎÙÍ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍ C-ÂÉÌÉ-ÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ d̃et ÎÁ HC = Mat2(C).ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÅ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ⊂ W Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ g, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÍÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÏÍ Grg(W ) ÆÏÒÍÙ g (ÓÍ. n◦ 21.5.2) ÉÌÉ | ÎÁ ÄÒÕÇÏÍ ÑÚÙËÅ |ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Ó�ÉÎÏÒÏ× ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÇÒÕ��Ù SOg(W ). çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, �ÒÏ-ÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ �ÒÏÅË-ÔÉ×ÎÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÅ V (g) ⊂ P(W ).÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ Ë×ÁÄÒÉËÁ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÁÑ ÆÏÒÍÏÊ det × Mat2(C), | ÜÔÏ Ë×ÁÄÒÉ-ËÁ óÅÇÒÅ ÉÚ n◦ 19.2.1 Q = {� ∈ P(Mat2(C)) | det(�) = 0} :: (22-21)ïÎÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ �ÒÑÍÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ

P−1 = P(U∗) ; P+1 = P(U) ; ÇÄÅ U ≃ C2 ; (22-22)�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ óÅÇÒÅ P−1 × P+1 ∼- Q ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ËÏ×ÅËÔÏÒÕ� = (�0; �1) ∈ U∗ É ×ÅËÔÏÒÕ v = (z0; z1)t ∈ U ÍÁÔÒÉ�Õv · � = (z0z1) · (�0; �1) = (z0�0 z0�1z1�0 z1�1)ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ v ⊗ � ∈ End(U) ÒÁÎÇÁ 1, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÇÏ u ∈ U ×v ⊗ �(u) = �(u) · v ∈ U



398 §22.ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙðÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ óÅÇÒÅ ÓÕÔØ ÏÂÒÁÚÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ �ÒÑ-ÍÙÈ � × P+1 É P−1 × v �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó�ÉÎÏÒÏ× × ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏ-ÂÏÀ ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ1 P−1 , ÔÏÞËÉ � ËÏÔÏÒÏÊ �Á-ÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔ ÏÄÎÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï2 �ÒÑÍÙÈ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ, É �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ P+1 ,ÔÏÞËÉ v ËÏÔÏÒÏÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔ ×ÔÏÒÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÈÏÒÏ-ÛÏ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó Ï�ÉÓÁÎÎÙÍÉ ×ÙÛÅ Ä×ÕÍÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÍÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ(22-18), ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÏÖÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÌÏÓØ ÔÏÞËÁÍÉ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÅÄÉ-ÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÏÊ S2 ≃ P1(C).ïÓÔÁÔÏË ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ ÂÕÄÅÔ �ÏÓ×ÑÝ£Î ÎÁ�ÉÓÁÎÉÀ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Ñ×ÎÙÈ ÆÏÒ-ÍÕÌ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÄÁÎÎÏÍÕ Ó�ÉÎÏÒÕ u ∈ P±1 ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÊ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎ ÎÏÒ-ÍÙ 1 É ÚÁÄÁ×ÁÅÍÕÀ ÉÍ ËÅÌÅÒÏ×Õ ÔÒÏÊËÕ ÎÁ H .22.5.1. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Mat2(C). îÁ ÂÅÓËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÎÏÍ ÑÚÙËÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Mat2(C) | ÜÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× EndC(U) ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏ-ÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U . éÎ×ÏÌÀ�ÉÉ ∗ É × ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å EndC(U) ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ×ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÆÉËÓÁ�ÉÉ ÎÁ U Ä×ÕÈ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ | ÜÒÍÉÔÏ×Á ÓËÁÌÑÒ-ÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ h(∗; ∗) É C-ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ �ÌÏÝÁÄÉÆ(∗; ∗), ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ�ÌÏÝÁÄÉ ÌÀÂÏÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ × U ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å.üÔÉ Ä×Å ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍÙ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ Ä×Å ÂÉ-ÅËÔÉ×ÎÙÈ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÉ U - U∗, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ �Ï �ÒÁ×ÉÌÁÍu 7−→ Æ̂(u) = Æ(∗; u) ; u 7−→ ĥ(u) = h(∗; u) (22-23)(�ÅÒ×ÁÑ C-ÌÉÎÅÊÎÁ, Á ×ÔÏÒÁÑ C-ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÁ), É Ä×Å ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ ÎÁ EndC(U),ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍ:F ←→ F× = Æ̂ −1F tÆ̂ É F ←→ F ∗ = ĥ −1F tĥ :Æ(Fu; v) = Æ(u; F×v) ; (Fu; v) = (u; F ∗v) ;ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ U∗ �F t U∗ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë U F- U × ÁÂÓÏÌÀÔ-ÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, Ô. Å. ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F t�(u) = �(Fu) ∀ �∈U∗ ∀u∈U .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.11. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ × ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ �ÌÏÝÁ-ÄÉ3 ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÊ ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕ-ÌÁÍÉ (22-1), (22-3), Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏÆ̂(z0z1) = (z1;−z0) ; ĥ(z0z1) = (z0; z1) :1ÆÉÚÉËÉ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÏÞËÉ ÎÁ P+1 = P(U) �Ó�ÉÎÏÒÁÍÉ�, Á ÔÏÞËÉ ÎÁ P−1 = P(U∗)�Ó�ÉÎÏÒÁÍÉ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ ËÉÒÁÌØÎÏÓÔÉ�; ÜÔÉÍÏÌÏÇÉÑ ÜÔÉÈ ÎÁÚ×ÁÎÉÊ ÏÔÞÁÓÔÉ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ× §§ 9, 11 ×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÎÉÇÉ á. é. ëÏÓÔÒÉËÉÎ, à. é. íÁÎÉÎ . ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ.(í., ÉÚÄ. íçõ, 1980, ÓÔÒ. 176)2Á ÉÍÅÎÎÏ, ÔÏ, ÞÔÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÂÒÁÚÏ× ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ, ��ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ� P+13Ô. Å. ÔÁËÏÍ, ÇÄÅ Æ(e1; e2) = 1



22.5.ó�ÉÎÏÒÙ 399ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ĥ−1Æ̂ = −Æ̂−1ĥ É �ÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÉU Ó U∗∗ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ1 Ë Æ̂ É ĥ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ Æ̂ t = −Æ̂ É ĥ t = ĥ.÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ � ÉÚ (22-5) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÕÀ Ë×Á-ÄÒÉËÕ (22-21) × ÓÅÂÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ Q ÎÅÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË2, Á ÎÅ�ÕÓÔÏÅ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ` ∩ �(`) �ÁÒÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ Q �-ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÈ �ÒÑÍÙÈÂÙÌÏ ÂÙ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ � �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÁÖÄÕÀ ÌÅÖÁ-ÝÕÀ ÎÁQ �ÒÑÍÕÀ × �ÒÑÍÕÀ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á, Ô. Å. ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÎÅ ÉÍÅÀÝÕÀÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÀ P±1 �±- P±1 ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ �ÒÑÍÙÈ P±1 .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.12. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ �(F ) = �−1+ F�+, ÇÄÅ U �+- U Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑÆÏÒÍÕÌÁÍÉ �+ = (ĥ−1)t Æ = ĥ−1Æ̂ = −Æ̂ −1ĥ = (Æ̂ −1)t ĥ ;É ÞÔÏ × ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ �ÌÏÝÁÄÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ �+ É �− = �t+Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ�+(z0z1) = ( z1
−z0) ; �−(w0; w1) = (−w1; w0) :22.5.2. ïÔ Ó�ÉÎÏÒÏ× Ë ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ �+-ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÈ Ó�ÉÎÏÒÏ× u; u′ ∈ P(U) �ÒÑÍÙÅ P−1 × u É P−1 × u′ ÓÕÔØ �ÒÏÅËÔÉ×É-ÚÁ�ÉÉ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Lu, L′u, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÒÁÎÇÁ 1, ÏÂÒÁÚËÏÔÏÒÙÈ �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ u É u′ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ:

P−1 × u = P (Lu) = {F ∈ EndC(U) | im (F ) = C · u}
P−1 × u′ = P (L′u) = {F ∈ EndC(U) | im (F ) = C · u′} :äÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÌÅ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏ× Ï�ÅÒÁÔÏÒ  u ∈ EndC(U)EndC(U) X 7→ uX - EndC(U) ; (22-24)ÔÁËÏÊ ÞÔÏ  u(u) = iu É  u(u′) = −iu′, �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Lu É L′u = �(Lu) Ñ×ÌÑÀÔ-ÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ +i É −i ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ,(22-24) ÚÁÄÁ£Ô ÎÁ EndC(U) = Mat2(C) ËÏÍ�ÌÅËÓÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÕÀ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÍÕ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ P(Lu) ⊂ Q.íÁÔÒÉ�Õ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ  u × ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ �ÌÏÝÁÄÉ ÌÅÇËÏ×Ù�ÉÓÁÔØ Ñ×ÎÏ. åÓÌÉ u = (z0z1) ; u′ = �+(u) = ( z1

−z0) ;1ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ U∗ �ft V ∗ ÍÅÖÄÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á-ÍÉ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏÍÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ U f- V ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÙÍ2ÎÁ�ÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ det ÎÁ Re � = H �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ



400 §22.ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙÔÏ ÕÍÎÏÖÁÑ, ÅÓÌÉ ÎÁÄÏ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÎÁÛ Ó�ÉÎÏÒ ×ÅËÔÏÒ u ∈ U ÎÁ �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÕÀ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏdet(z0 z1z1 −z0) = −||u||h = −1 ; Á ÚÎÁÞÉÔ ; (z0 z1z1 −z0)−1 = (z0 z1z1 −z0) ;É ÔÏÇÄÁ  u = (z0 z1z1 −z0) · (i 00 −i) · (z0 z1z1 −z0)−1 == (i (|z0|2 − |z1|2) 2i z0z12i z0z1 i (|z1|2 − |z0|2)) (22-25)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ Ñ×ÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÌÉ ËÁÖÄÏÍÕ Ó�ÉÎÏÒÕ u ∈ P(U) ÞÉÓÔÏ ÍÎÉ-ÍÙÊ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ −1, ÌÅ×ÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁÄÁ£Ô ÎÁ HËÏÍ�ÌÅËÓÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ P−1 × u ⊂ Q.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.13. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÁ×ÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ  u ÚÁÄÁ£Ô ÎÁ H ËÏÍ-�ÌÅËÓÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ �ÒÑÍÏÊ Æ̂(u)× P+1 ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 22.1÷ÓÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ H, �ÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÅ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÕÀ ÎÏÒÍÕ ÄÏËÅÌÅÒÏ×ÏÊ ÔÒÏÊËÉ, ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÀÔÓÑ ÌÅ×ÙÍÉ É �ÒÁ×ÙÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÞÉÓÔÏÍÎÉÍÙÅ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ ÎÏÒÍÙ 1, Á ÆÏÒÍÕÌÁ (22-25) ÚÁÄÁ£Ô ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÁËÉÍÉ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÁÍÉ É Ó�ÉÎÏÒÁÍÉ1 u ∈ P(U). �22.5.3. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏ�ÆÁ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ (22-25) ÎÅ ÍÅ-ÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÆÁÚÙ Ó�ÉÎÏÒÁ u, Ô. Å. �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ u 7→ #u  |#| = 1. ðÏ-ÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÁ (22-25) ÚÁÄÁ£Ô ÇÌÁÄËÏÅ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÊÓÆÅÒÙ ÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÕÀ:
{u ∈ U ≃ C2 | ||u||h = 1} = S3  - S2 = {n ∈ I ≃ R3 | ||n||H = 1} ;ÓÌÏÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. üÔÏ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ èÏ�ÆÁ.éÎÁÞÅ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ�ÒÑÍÁÑ P1 = P(C2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á C2 �Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÀ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù C∗ ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ ÇÏÍÏ-ÔÅÔÉÑÍÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ C∗ = R∗>0 × U(1), ÜÔÕ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÀ ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ× Ä×Á �ÒÉ£ÍÁ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÁËÔÏÒ �Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÀ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÒÁÓÔÑ-ÖÅÎÉÊ, Á �ÏÔÏÍ ÄÏÆÁËÔÏÒÉÚÏ×ÁÔØ ÅÇÏ �Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅÞÉÓÌÁ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.ïÒÂÉÔÙ ÇÒÕ��Ù ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÊ R∗>0 ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔÔÏÞËÁÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ S3 ⊂ C2, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ 1.1ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ × (22-25) ×ÅËÔÏÒ u ∈ U , �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÔÏÞËÕ ÉÚ P(U), �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÔÁË, ÞÔÏ ||u||h = 1 × ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÎÁ U



úÁÄÁÞÉ Ë §22 401üÔÁ ÓÆÅÒÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÁ ÎÁ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏÒÂÉÔÙ ÇÒÕ��Ù U1 ≃ S1 (ËÁÖÄÁÑ ÔÁ-ËÁÑ ÏÒÂÉÔÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ × ÄÁÎÎÏÍÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å L ⊂ C2, ÓÒ. Ó n◦ 20.1.8). íÎÏÖÅÓÔ×ÏÜÔÉÈ ÏÒÂÉÔ | ÜÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ P(C2), Ô. Å. ÒÉÍÁÎÏ×Á ÓÆÅÒÁS2 (ÓÍ. ÒÉÓ. 18⋄4 ÎÁ ÓÔÒ. 317). òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏ�ÆÁ | ÜÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ S3 = C2=R∗>0ÎÁÄ S2 = P(C2) = C2=C∗ ÓÏ ÓÌÏÑÍÉ | ÏÒÂÉÔÁÍÉ ÇÒÕ��Ù U1 .úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §22úÁÄÁÞÁ 22.1. õËÁÖÉÔÅ × Mat2(C) ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÆÏÒÍÁ det ÉÍÅÅÔÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ (+1;−1;−1;−1).úÁÄÁÞÁ 22.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÎÔÒ ÔÅÌÁ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍÞÉÓÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×1: Z(H) def= {� ∈ H | q� = �q ∀ q∈H } = R · e .úÁÄÁÞÁ 22.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ q ∈ H Ó q2 = −1 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ××ÉÄÁ �+ q�  �; � ∈ R ÏÂÒÁÚÕÀÔ × H �ÏÄ�ÏÌÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ C.úÁÄÁÞÁ 22.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÅ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍË×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ É ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÏÍ.úÁÄÁÞÁ 22.5 (ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÅ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) I = {q ∈ H | q∗ = −q} = {q ∈ H | q2 ∈ R60}Â) ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (p; q) def= (pq∗ + qp∗)=2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÎÁ I×) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ q2 = −1 × ÔÅÌÅ H ÜÔÏ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ × IÇ) ×ÓÅ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ × I, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÔÁË ÖÅ, ËÁË (i; j; k), ÉÍÅ-ÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÔÁÂÌÉ�Ù ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÄ) I ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÎÏÊ ÓËÏÂËÉ [x; y℄ def= xy − yxÅ) [x; y℄ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ Ë x É y, Á ÄÌÉÎÁ [x; y℄ ÒÁ×ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ �ÌÏÝÁÄÉ�ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ x É yúÁÄÁÞÁ 22.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∀�∈H ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ Ë×ÁÔÅÎÉÏÎÏÍ a'� : H q 7→�q�−1
- HÑ×ÌÑÅÔÓÑ R-ÌÉÎÅÊÎÙÍ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÔÅÌÁ H É ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÉÚÏÍÅ-ÔÒÉÅÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á I .úÁÄÁÞÁ 22.7. ñ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ 3 × 3 ÍÁÔÒÉ�Õ '� ∈ SO3(R), ËÏÔÏÒÏÊÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ÂÁÚÉÓÅ i, j, k ÉÚ (22-7) ÏÂÒÁÚ '� ÄÁÎÎÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ 2 × 2ÍÁÔÒÉ�Ù a ∈ SU2 �ÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ SU2 a7→'�|I - SOdet(I) ≃ SO3(R) .1× ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�



402 úÁÄÁÞÉ Ë §22úÁÄÁÞÁ 22.8. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ SL2(C) × SL2(C) - SOdet(C), �ÅÒÅ×Ï-ÄÑÝÅÅ �ÁÒÕ ÍÁÔÒÉ� g1; g2 ∈ SL2(C) × ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ A 7→ g1Ag−12 ,Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕ��, ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ É Ñ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅËÏÍ�ÌÅËÓÎÕÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ 4 × 4-ÍÁÔÒÉ�Õ, ËÏÔÏÒÕÀ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ,ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÊ �ÁÒÅ ÍÁÔÒÉ� g1; g2 ∈ SL2(C), × ÂÁÚÉÓÅ, ËÏ-ÔÏÒÙÊ ÷Ù �ÏÓÔÒÏÉÌÉ × ÚÁÄ. 22.1.úÁÄÁÞÁ 22.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÎÁÂÏÒÙ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÕÌØÔÉ-�ÌÉËÁÔÉ×ÎÙÍÉ �ÏÄÇÒÕ��ÁÍÉ × H Á) 8 Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× ±e; ±i; ±j; ±kÂ) 16 Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× (±e± i± j ± k)=2×) 24 Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÁ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÉÚ (±e± i)=√2 �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÂÕË× e; i; j;kÇ) 24 Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÁ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÇÒÕ�� (a) É (Â) (ÓÒ. Ó ÚÁÄ. 14.16)Ä) 120 Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ë ÇÒÕ��Å (Ç) ÅÝ£ 96 Ë×ÁÔÅÒ-ÎÉÏÎÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÉÚÇÏÔÏ×ÉÔØ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ Þ£ÔÎÙÍÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉÂÕË× e; i; j;k ÉÚ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× (±e± �i± �−1j)=2 , ÇÄÅ � = (1 +√5)=2 .Å) äÏËÁÖÉÔÅ, ÔÏ ÇÒÕ��Á ÉÚ (Ä) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ SL2(F5) É ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÏ ÎÁËÒÙ×ÁÅÔÇÒÕ��Õ ÉËÏÓÁÜÄÒÁ A5 (�ÏÜÔÏÍÕ Å£ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÂÉÎÁÒÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÉËÏÓÁÜÄÒÁ).



òÁÚÄÅÌ VIðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ
§23. �ÅÎÚÏÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ23.1. ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉV1; V2; : : : ; Vn É WÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ K. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' ÉÚ ÄÅËÁÒÔÏ×Á�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× Vi × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï W :' : V1 × V2 × · · · × Vn - W (23-1)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ1, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÏÔÄÅÌØÎÏ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ Ó×ÏÉÈÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× �ÒÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ:'( : : : ; �v′ + �v′′ ; : : : ) = �'( : : : ; v′ ; : : : ) + �'( : : : ; v′′ ; : : : ) :�ÁË, 1-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V - W | ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ, Á 2-ÌÉ-ÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V × V - K | ÜÔÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÍÏÄÕÌÅ V ; n-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (23-1) ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÏÂÝÁÀÔ ÜÔÉ Ä×Á �ÒÉÍÅÒÁ.ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (23-1) ÍÏÖÎÏ ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÉÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÉÚ K, ÔÁË ÞÔÏ ÏÎÉ ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ K-ÍÏÄÕÌØ. ïÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÍÏÄÕÌÅÍ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Hom(V1; V2; : : : ; Vn;W ) .23.1.1. ðÒÉÍÅÒ: �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.åÓÌÉ K = k| ÜÔÏ �ÏÌÅ, É V1; V2; : : : ; Vn ÉW | ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÒÁÚÍÅÒ-ÎÏÓÔÅÊ d1; d2; : : : ; dn É d ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÊ Hom(V1; V2; : : : ; Vn;W ) ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØdimHom(V1; V2; : : : ; Vn;W ) = d1 · d2 · · · · · dn · d :÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ × ËÁÖÄÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Vi ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓe(i)1 ; e(i)2 ; : : : ; e(i)di ;É ÂÁÚÉÓ e1; e2; : : : ; ed × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W . ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (23-1) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ'( e(1)�1 ; e(2)�2 ; : : : ; e(n)�n ) ∈ W (23-2)1ÉÌÉ n-ÌÉÎÅÊÎÙÍ, ËÏÇÄÁ ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ ÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×403



404 §23.�ÅÎÚÏÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊÎÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÏÞÅÔÁÎÉÑÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Vi, �ÏÓËÏÌØ-ËÕ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ× v1; v2; : : : ; vn, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÂÁÚÉÓÁÍ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ vi = di∑�i=1 x(i)�i e(i)�i ; (23-3)ÍÙ × ÓÉÌÕ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ' �ÏÌÕÞÉÍ'(v1; v2; : : : ; vn) = ∑�1;�2;:::;�nx(1)�1 · x(2)�2 · · · · · x(n)�n · '( e(1)�1 ; e(2)�2 ; : : : ; e(n)�n ) : (23-4)òÁÓËÌÁÄÙ×ÁÑ ×ÅËÔÏÒÙ (23-2) �Ï ÂÁÚÉÓÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W :'( e(1)�1 ; e(2)�2 ; : : : ; e(n)�n ) = d∑�=1 a(�1;�2;:::;�n)� · e� ;ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' ÎÁÂÏÒÏÍ ÉÚd1 · d2 · · · · · dn · d ÞÉÓÅÌ a(�1;�2;:::;�n)� ∈ k , ËÏÔÏÒÙÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÒÇÁÎÉÚÕÀÔÓÑ× (n + 1)-ÍÅÒÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ1 ÒÁÚÍÅÒÁ d1 × d2 × · · · × dn × d. æÏÒÍÕÌÁ (23-4)�ÅÒÅ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÁË'(v1; v2; : : : ; vn) =∑�;�1;:::;�na(�1;�2;:::;�n)� · x(1)�1 · x(2)�2 · · · · · x(n)�n · e� :ðÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÉÈ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ É ÕÍÎÏÖÁ-ÀÔÓÑ ÎÁ ÞÉÓÌÁ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�, É ÂÁÚÉÓÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÁÔÒÉ�, ÓÏ-ÓÔÏÑÝÅÍÕ ÉÚ ÍÁÔÒÉ� Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ × �ÏÚÉ�ÉÉ (i1; i2; : : : ; in; j) É ÎÕÌÑÍÉ × ÏÓÔÁÌØÎÙÈÍÅÓÔÁÈ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Æj(i1;i2;:::;in), ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÁ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× (23-3) �Ï �ÒÁ×ÉÌÕÆj(i1;i2;:::;in) : (v1; v2; : : : ; vn) 7−→ x(1)i1 · x(2)i2 · · · · · x(n)in · ej ; (23-5)Á ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ (23-3) �Ï | �ÒÁ×ÉÌÕ
( e(1)�1 ; e(2)�2 ; : : : ; e(n)�n ) Æj(i1;i2;:::;in) -

{ ej ; ÅÓÌÉ �k = ik ∀ k0 × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ. (23-6)åÓÌÉ × �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ ×ÓÀÄÕ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÓÌÏ×Á �ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ� É�×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï� ÓÌÏ×ÁÍÉ �ÒÁÎÇ� É �Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ�, ÔÏ ×Ó£ ÓËÁ-ÚÁÎÎÏÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ × ÓÉÌÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÎÁÄ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ K.1�ÒÉ n = 1 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÁÑ 2-ÍÅÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á (1-) ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V - WÒÁÚÍÅÒÁ k ×m, ÇÄÅ k = dimV , m = dimW



23.2.õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 40523.2. õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÏÅ-ÎÉ-ÂÕÄØ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊV1 × V2 × · · · × Vn �- U : (23-7)÷ÚÑÔÉÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒÁÍÉ U F - W × ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÍÏÄÕÌØ W ÚÁÄÁ£Ô ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍÏÄÕÌÅÊ Hom(U;W ) F 7→F◦� - Hom(V1; V2; : : : ; Vn;W ) (23-8)ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Hom(U;W ) ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× U F- W × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï�ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ V1 × V2 × · · · × Vn '- W .ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 23.1ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (23-7) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏ-ÇÏ ÍÏÄÕÌÑ W ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ (23-8) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏÍÏÄÕÌÑ W É ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V1 × V2 × · · · × Vn '- WÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ U F- W ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ' = F ◦� ,Ô. Å. �ÁÒÁ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ Ó�ÌÏÛÎÙÈ ÓÔÒÅÌÏË × ÄÉÁÇÒÁÍÍÅUV1 × V2 × · · · × Vn� -

WF?' -×ÓÅÇÄÁ ÚÁÍÙËÁÅÔÓÑ × ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÕÎËÔÉÒÎÙÍÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.ìÅÍÍÁ 23.1äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÈ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊV1 × V2 × · · · × Vn �1- U1 É V1 × V2 × · · · × Vn �2- U2ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ U1 �- U2 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �2 = ��1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ É U1, É U2 ÏÂÁ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ U1 F21- U2 É U2 F12- U1, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÔÒÁÉ×ÁÀÔÓÑ× ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ
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-ïÂÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ F21F12 = IdU2 , F12F21 = IdU1 , �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÁÍÉÈÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÈ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ × ×ÉÄÅ �1 = '◦�1 É �2 =  ◦�2 × ÓÉÌÕÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÔÁËÏ×ÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÔÏÌØËÏ Ó ' = IdU1 ,  = IdU2 .
�23.3. �ÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ. õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚV1 × V2 × · · · × Vn �- V1 ⊗ V2 ⊗ · · · ⊗ Vn (23-9)É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ×ÅËÔÏÒÏ×. úÎÁÞÅÎÉÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ�ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ×ÅËÔÏÒÏ× ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ�(v1; v2; : : : ; vn) = v1 ⊗ v2 ⊗ · · · ⊗ vn : (23-10)åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÇÏÓ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÍÏÄÕÌØ V1 ⊗ V2 ⊗ · · · ⊗ Vn ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÍÏÄÕÌÅÊ V1; V2; : : : ; Vn . üÌÅÍÅÎÔÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁV1 ⊗ V2 ⊗ · · · ⊗ Vn ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ. �ÅÎÚÏÒÙ, ÌÅÖÁÝÉÅ × ÏÂÒÁÚÅ ÕÎÉ×ÅÒ-ÓÁÌØÎÏÇÏ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (23-9) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍÉ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 23.1. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÑ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÍÏÄÕÌØ V1 ⊗ V2 ⊗ · · · ⊗ Vn .ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÕÇÁÄ ×ÚÑÔÙÊ ÔÅÎÚÏÒ ÏÂÙÞÎÏ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ ÍÏÎÏÍÏ× (23-10), Á ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÔØ ÜÔÕ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÀ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÍÏÎÏÍÕ (ÒÁÚÌÏÖÉÔØ Å£ ÎÁ ÍÎÏÖÉ-ÔÅÌÉ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (23-9) ÎÅ ÌÉÎÅÊÎÏ, Á �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏ,



23.3.�ÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ 407ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÏÂÙÞÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÏÄÕÌÅÍ. íÙ ÅÝ£ ÏÂÓÕÄÉÍ ÜÔÏ × n◦ 23.3.2 Én◦ 23.4, Á ÓÅÊÞÁÓ ÕÓÔÒÁÎÉÍ ÏÄÉÎ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ �ÒÏÂÅÌ × ÎÁÛÉÈ �Ï-ÓÔÒÏÅÎÉÑÈ.þÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ �ÏÎÑÔÉÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÍ, ÂÙÌÏ ÂÙÎÅ�ÌÏÈÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (23-9) ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ | ÓÁÍÏ �Ï ÓÅÂÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ÌÉÛØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ (�ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉÞÔÏ ÏÎ ÅÓÔØ), ÎÏ ÎÅ ÄÁ£Ô ÎÉËÁËÉÈ ÇÁÒÁÎÔÉÊ ÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ.íÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÄÕÌØ V1⊗V2⊗ · · · ⊗Vn �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ É ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÊ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊK-ÍÏÄÕÌØ V , ÂÁÚÉÓÏÍ × ËÏÔÏÒÏÍ �Ï Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÀ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÌÏ×Á [v1v2 : : : vn℄ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ vi ∈ Vi . ÷ÜÔÏÍ ÂÏÌØÛÏÍ ÍÏÄÕÌÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÄÍÏÄÕÌØ R ⊂ V , �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÊ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖ-ÎÙÍÉ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÎÙÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÍÉ ×ÉÄÁ[v1 : : : vi−1(�u+ �w)vi+1 : : : vn℄−
−� [v1 : : : vi−1uvi+1 : : : vn℄− � [v1 : : : vi−1wvi+1 : : : vn℄ ; (23-11)ÇÄÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÔÏÞÉÑÍÉ ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ. ðÏÌÏÖÉÍ, �Ï Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÀ V1 ⊗ V2 ⊗ · · · ⊗ Vn = V =Rv1 ⊗ v2 ⊗ · · · ⊗ vn = [w1w2 : : : wn℄ (mod R) : (23-12)éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, V1 ⊗ V2 ⊗ · · · ⊗ Vn ÅÓÔØ ÍÏÄÕÌØ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ K-ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÍÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏ× v1⊗v2⊗ · · · ⊗vn (ÇÄÅvi ∈ Vi), ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÄÞÉÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔÉ: ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ (�ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ) ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ �ÏÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ ÄÌÑ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË:

· · · ⊗ (�u+ �w)⊗ · · · = � · ( · · · ⊗ u⊗ · · · )− �( · · · ⊗ w ⊗ · · · ) : (23-13)ìÅÍÍÁ 23.2ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : V1 × V2 × · · · × Vn (v1;v2;:::;vn)7→v1v2 ::: vn (mod R) - V =R Ñ×ÌÑÅÔÓÑÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚÎÁÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ É ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (23-13).ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÅÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×V1 × V2 × · · · × Vn '- WÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : V - W , �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅÂÁÚÉÓÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ [v1v2 : : : vn℄ ∈ V × '(v1; v2; : : : ; vn) . äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁ ÆÁËÔÏÒ ÍÏÄÕÌÅ V =R, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ-×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ R ⊂ kerF . üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ' É ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ F : ÄÌÑ



408 §23.�ÅÎÚÏÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (23-11) ÉÍÅÅÍF([: : : (�u+ �w) : : : ℄− � [: : : u : : : ℄− � [: : : w : : : ℄) == F([: : : (�u+ �w) : : : ℄)− �F([: : : u : : : ℄)− �F([: : : w : : : ℄) == '(: : : ; (�u+ �w); : : : )− �'(: : : ; u; : : : )− �'(: : : ; w; : : : ) = 0 ;ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. �ìÅÍÍÁ 23.3åÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÏÄÕÌÅÊ Vi Ó×ÏÂÏÄÅÎ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e(i)1 ; e(i)2 ; : : : ; e(i)di , ÔÏ ÍÏÄÕÌØ V1 ⊗V2 ⊗ · · · ⊗ Vn ÔÁËÖÅ Ó×ÏÂÏÄÅÎ Ó ÂÁÚÉÓÏÍe(1)�1 ⊗ e(2)�2 ⊗ : : : ⊗ e(n)�n ; 1 6 �i 6 di ; (23-14)(× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, rkV1 ⊗ V2 ⊗ · · · ⊗ Vn =∏ rkVi).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ W Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ, ÂÁÚÉÓÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ,�Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ (23-14), ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ×ÒÅ-ÍÅÎÎÏ ÂÕÄÅÍ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ �ÒÏÓÔÏ ËÁË ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ. ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V1 × V2 × · · · × Vn �- W , �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ËÁÖÄÙÊ ÎÁÂÏÒ ÂÁÚÉÓÎÙÈ×ÅËÔÏÒÏ× ( e(1)�1 ; e(2)�2 ; : : : ; e(n)�n ) ∈ V1×V2× · · · ×Vn × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊÓÉÍ×ÏÌ (23-14), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V1 × V2 × · · · × Vn '- WÉ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ W
F- W ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ' = F ◦� ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁ£ÔÄÅÊÓÔ×ÉÅ F ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ:F ( e(1)�1 ⊗ e(2)�2 ⊗ : : : ⊗ e(n)�n ) = '(e(1)�1 ; e(2)�2 ; : : : ; e(n)�n )É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁ£Ô F . ðÏ ÌÅÍ. 23.1 ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒ-ÆÉÚÍ W

∼- V1 ⊗ V2 ⊗ · · · ⊗ Vn, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ(23-14) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÔÅÎÚÏÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ×ÅËÔÏÒÏ×, ÌÅÖÁÝÉÅ × V1 ⊗ V2 ⊗ · · · ⊗ Vn. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔÂÁÚÉÓ. �23.3.1. úÁÍÅÞÁÎÉÅ Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ. ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÌÅÍ-ÍÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÉÌÕ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎ-ÇÁ: ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓÏ-ÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏ×(23-14) (ËÏÔÏÒÙÈ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÕÄÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ) ÏÂÌÁÄÁÅÔÔÒÅÂÕÅÍÙÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÍÅÒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Vi = k[xi℄. ÷ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×
k[x1℄⊗ k[x2℄⊗ · · · ⊗ k[xn℄ ≃ k[x1; x2; : : : ; xn℄ ;ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ËÁÖÄÏÍÕ ÂÁÚÉÓÎÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ xm11 ⊗xm22 ⊗ · · · ⊗xmnn ÏÂÙÞ-ÎÙÊ ÍÏÎÏÍ xm11 xm22 · · · xmnn .



23.4.éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ U∗ ⊗ V ≃ Hom(U; V ) É ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ 40923.3.2. ðÒÉÍÅÒ: ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ óÅÇÒÅ. ðÕÓÔØ K = k | �ÏÌÅ, ÉV1; V2; : : : ; Vn×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ ÎÉÍ. éÚ ÌÅÍ. 23.3 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏV1⊗V2⊗ · · · ⊗Vn ÌÉÎÅÊÎÏ �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍÉ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÁÍÏÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏ×, ËÁË ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ, ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÏÍ ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É ÏÂÒÁÚÕÅÔ ×ÎÕÔÒÉ V1⊗V2⊗ · · · ⊗Vn ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÅ�ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, �ÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ óÅÇÒÅ.çÏ×ÏÒÑ ÔÏÞÎÅÅ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ óÅÇÒÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑóÅÇÒÅ ÉÚ �ÒÑÍÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Pmi = P(Vi) × �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Pm = P (V1 ⊗ V2 ⊗ · · · ⊗ Vn) :s : Pm1 × · · · × Pmn - Pm ;ËÏÔÏÒÏÅ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÎÁÂÏÒ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÎÁÔÑÎÕÔÙÈ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ-×ÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ vi ∈ Vi , × ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍÔÅÎÚÏÒÏÍ v1 ⊗ v2 ⊗ · · · ⊗ vn .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 23.2. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ1 ÉÑ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ.ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ óÅÇÒÅ ÏÎÏ ÚÁÍÅÔÁÅÔÓÑ n ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÍÉ �ÒÏÅËÔÉ×-ÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ m1;m2; : : : ;mn. ë×ÁÄÒÉËÁ óÅÇÒÅ ÉÚ n◦ 19.2.1Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.23.4. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ U∗⊗V ≃ Hom(U; V ) É ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ. äÌÑÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U É W ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅU∗ ×W - Hom(U; V ) ;ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ �ÁÒÅ (�; w) ∈ U∗ ×W ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U - W , ÄÅÊ-ÓÔ×ÕÀÝÅÅ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ U ∋ u 7−→ �(u)w ∈W : (23-15)üÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÒÁÎÇÁ 1, ÏÂÒÁÚÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 1-ÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï× W , ÎÁÔÑÎÕÔÏÅ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ w, Á ÑÄÒÏÍ | �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ann (�) ⊂ U ËÏÒÁÚ-ÍÅÒÎÏÓÔÉ 1.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 23.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F : U - W ÒÁÎÇÁ 1 �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ (23-15) Ó �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ � ∈ U∗ É w ∈W .÷ ÓÉÌÕ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U∗ ⊗ V - Hom(U; V ) (23-16)1Ô. Å. ÔÅÎÚÏÒ v1 ⊗ v2 ⊗ · · · ⊗ vn ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ É ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÊ �ÒÉÚÁÍÅÎÅ ×ÅËÔÏÒÏ× vi ÎÁ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ



410 §23.�ÅÎÚÏÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊ ÔÅÎÚÏÒ � ⊗ w × Ï�ÅÒÁÔÏÒ (23-15). åÓÌÉ ÏÂÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U É V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ, ÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÏÍ. þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÜÔÏÍ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ U É W ÂÁÚÉÓÙu1; u2; : : : ; un É w1; w2; : : : ; wm. �ÏÇÄÁ mn ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏ× u∗i ⊗ wj (ÇÄÅu∗1; u∗2; : : : ; u∗n ∈ U∗ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë u1; u2; : : : ; un ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á U∗) ÏÂÒÁÚÕÀÔ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍ. 23.2, ÂÁÚÉÓ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ U∗ ⊗ V ,Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÂÕÄÕÔ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á U �Ï �ÒÁ×ÉÌÕu∗i ⊗ wj : uk 7−→ {wj �ÒÉ k = i0 × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈéÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÁÔÒÉ�Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ u∗i ⊗ wj × ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÂÁÚÉÓÁÈ | ÜÔÏÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÂÁÚÉÓÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ × �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ j-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ É i-ÔÏÇÏÓÔÏÌÂ�Á É Ó ÎÕÌÑÍÉ × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ U∗ ⊗ V �ÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×.îÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÒÁÎÇÁ 1, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ Ó ÔÏÞÎÏ-ÓÔØÀ ÄÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ óÅÇÒÅS ⊂ Pmn−1 = P(Hom(U;W )) :ïÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ×Ó£ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï P(Hom(U;W )). åÓÌÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ×ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ P(Hom(V;W )) ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (aij)Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× × ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ, ÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ óÅÇÒÅÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ × ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÓÉÓÔÅÍÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ | ÏÂÒÁ-ÝÅÎÉÅÍ × ÎÕÌØ ×ÓÅÈ ÍÉÎÏÒÏ× ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ:det(aij aika`j a`k) = aija`k − aika`j = 0 :ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ óÅÇÒÅ
Pn−1 × Pm−1 = P(U∗)× P(V ) - Pmn−1 = P(Hom(U;W )) ;�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ �ÁÒÕ ÔÏÞÅË (�; w) × ÔÏÞËÕ �⊗w, ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× É ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ óÅÇÒÅ. ïÎÏ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ�ÁÒÕ ÔÏÞÅË Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x1 : x2 : · · · : xn) É (y1 : y2 : · · · : yn)× ÔÏÞËÕ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑmn ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ xjyi, Ô. Å. ÍÁÔÒÉ�Á yt · x ÒÁÎÇÁ 1 (�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÔÏÌÂ�Á y ÎÁ ÓÔÒÏËÕx) . ä×Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ� � × Pm−1 É Pn−1 × w �ÒÉ ÜÔÏÍ�ÅÒÅÊÄÕÔ × Ä×Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÚÁÍÅÔÁÀÝÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÅ óÅÇÒÅ. ðÒÉ dimU = dimW = 2 ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÂÓÕÖÄÁ×ÛÕÀÓÑ ×n◦ 19.2.1 ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ P1 × P1 É ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÏÊ óÅÇÒÅ × P3.



23.5.�ÅÎÚÏÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ�� 41123.5. �ÅÎÚÏÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÍÏ-ÄÕÌÅÊ Vi ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ K ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ × n◦ 23.3 Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÍÏÄÕÌÑV1 ⊗ V2 ⊗ · · · ⊗ Vn× ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÎÉ ÅÇÏ ÓÔÒÏÅÎÉÅ, ÎÉ ÄÁÖÅÏÔÌÉÞÅÎ ÏÎ ÏÔ ÎÕÌÑ ÉÌÉ ÎÅÔ.ðÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÜÔÏ ÎÁ �ÒÉÍÅÒÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ËÏ-ÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÈ Z-ÍÏÄÕÌÅÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ Zn ÁÄÄÉÔÉ×-ÎÕÀ ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕ��Õ ×ÙÞÅÔÏ× Z=(n) , ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÕÀ ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ
Z. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ m É n �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Zm⊗Zn = 0, ÇÄÅ ÍÙÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ 0 ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ×ÅËÔÏÒÁ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÉ ÎÏÄ(m;n) = 1 ËÌÁÓÓ [n℄m ∈ Zm ÏÂÒÁÔÉÍ × ËÏÌØ�Å Z=(m),É ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ a ∈ Zm �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ a = n · a′, ÇÄÅ a′ = [n℄−1a . óÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ Zn �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ nb = 0 × Zn. ðÏÜÔÏÍÕ × ÓÉÌÕ�ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁa⊗ b ∈ Zm ⊗ Zn ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïa⊗ b = (n · a′)⊗ b = n · (a′ ⊗ b) = a′ ⊗ (n · b) == �′ ⊗ 0 = �′ ⊗ (0 · 0) = 0 · (�′ ⊗ 0) = 0 ;Á �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ,ÏÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ.÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Zpn ⊗Zpm �ÒÉ n 6 m. ïÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅ

Zpn × Zpm �- Zpn ;�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ �ÁÒÕ ×ÙÞÅÔÏ× ([a℄pn ; [b℄pm) × ×ÙÞÅÔ [ab℄pn = ab · [1℄pn ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ
Zpn × Zpm '- W×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï '([a℄pn ; [b℄pm) = ab · ' ([1℄pn ; [1℄pm) , ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÔÅËÁ-ÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : Zpn - W , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ' = F ◦�, ÏÂÑÚÁÎÏ�ÅÒÅ×ÏÄÉÔØ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ [1℄pn ∈ Zpn × ' ([1℄pn ; [1℄pm) . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. �ÁË ËÁË ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÅÍ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ e = [1℄pn ∈ Zpn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï pn · e = 0, ËÏÔÏÒÏÍÕÜÌÅÍÅÎÔ ' ([1℄pn ; [1℄pm) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕpn · ' ([1℄pn ; [1℄pm) = ' (pn · [1℄pn ; [1℄pm) = ' (0; [1℄pm) = 0 ;ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ [1℄pn 7−→ ' ([1℄pn ; [1℄pm) ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ F : Zpn - W ;



412 §23.�ÅÎÚÏÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
Zpn ⊗ Zpm ≃ Zpmin(n;m) :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 23.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Z⊗A ≃ A ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù A .÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÈÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ�� Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÍ ÓÌÕÞÁÑÍ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ, ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ÄÉÓÔÒÉÂÕ-ÔÉ×ÎÏÓÔÉ, ÏÂÓÕÖÄÁÅÍÙÈ ÎÉÖÅ.23.6. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. ÷ÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ ÒÅÞØ ÉÄ£Ô Ï �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈÍÏÄÕÌÑÈ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ K. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑf : V1 ⊗ V2 ⊗ · · · ⊗ Vn - W (23-17)ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ×ÅËÔÏÒÏ× v1 ⊗ v2 ⊗ · · · ⊗ vn 7−→ f(v1; v2; : : : ; vn) ; (23-18)Á ÚÁÔÅÍ �Ï ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØ ÜÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ. ðÏ-ÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ V1 ⊗ V2 ⊗ · · · ⊗ Vn, ÔÁËÏÅÏ�ÉÓÁÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ f �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÏÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ: ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏ×, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÏ1, É ×ÓÅ ÉÍÅÀÝÉÅÓÑÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÏÌÖÎÙ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ É ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ(23-18) × ÍÏÄÕÌÅ W . üÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏ �ÏÒÏÖÄÁÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ�ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ (ÉÌÉ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔÉ) (23-13). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ:ìÅÍÍÁ 23.4åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ f(v1; v2; : : : ; vn) × (23-18) �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÅËÔÏÒÏ× vi (Ô. Å.ÌÉÎÅÊÎÙ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ vi �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (23-17), ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ�Ï �ÒÁ×ÉÌÕ v1 ⊗ v2 ⊗ · · · ⊗ vn 7−→ f(v1; v2; : : : ; vn) :ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 23.1éÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ U⊗W ≃ W⊗U , �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊÔÅÎÚÏÒ u⊗ w × w ⊗ u .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÁ×ÉÌÏ u ⊗ w 7−→ w ⊗ u ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ �Ï u, w É �Ï ÌÅÍ. 23.4ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U ⊗W - W ⊗ U . ðÏ ÔÅÍ ÖÅ�ÒÉÞÉÎÁÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ W ⊗U - U ⊗W , �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅw ⊗ u × u ⊗ w. üÔÉ Ä×Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ (�ÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÅ ÉÈËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÔÅÎÚÏÒÁÈ, ÌÉÎÅÊÎÏ �ÏÒÏ-ÖÄÁÀÝÉÈ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ), É ÚÎÁÞÉÔ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ. �1ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ K | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ, Á Vi | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï V1 ⊗ V2 ⊗ · · · ⊗ Vn ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, Á ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏ× × Î£Í ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ



23.6.ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ 413ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 23.2éÍÅÀÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ V ⊗(U⊗W ) ≃ V ⊗U⊗W ≃ (V ⊗U)⊗W ,�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÅ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ v⊗(u⊗w), v⊗u⊗w É (v⊗u)⊗w .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ÅÎÚÏÒ v ⊗ (u ⊗ w) ∈ V ⊗ (U ⊗W ) ÔÒÉÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ(v; u; w). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï ÌÅÍ. 23.4 ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅV ⊗ U ⊗W - V ⊗ (U ⊗W ) ;�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ v⊗u⊗w × v⊗(u⊗w). ïÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ × Ä×Á ÛÁÇÁ.ðÒÉ ËÁÖÄÏÍ v ∈ V ÔÅÎÚÏÒ v ⊗ u⊗ w ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ u É w, É ÚÎÁÞÉÔ, �ÏÌÅÍ. 23.4 ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ�v : U ⊗W u⊗w 7→v⊗u⊗w - V ⊗ U ⊗W ;ËÏÔÏÒÏÅ ÓÁÍÏ �Ï ÓÅÂÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ v , Ô. Å. ÔÅÎÚÏÒ �v(t) = v ⊗ t ÂÉÌÉÎÅÅÎ�Ï v ∈ V É t ∈ U ⊗W . ðÏ ÌÅÍ. 23.4 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅV ⊗ (U ⊗W ) - V ⊗ U ⊗W ;�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ v ⊗ (u ⊗ w) × v ⊗ u ⊗ w, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕV ⊗ U ⊗W É (V ⊗ U)⊗W ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 23.3éÍÅÀÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙV ⊗ (U ⊕W ) ≃ (V ⊗ U)⊕ (V ⊗W ) É (U ⊕W )⊗ V ≃ (U ⊗ V )⊕ (W ⊗ V ) ;ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ �Ï �ÒÁ×ÉÌÁÍ:v ⊗ (u∔ w)⇆ (v ⊗ u)∔ (v ⊗ w) É (u∔ w)⊗ v ⇆ (u⊗ v)∔ (w ⊗ v)ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ a∔ b ÄÌÑ a ∈ A É b ∈ B ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (a; 0) É (0; b)× �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÍÏÄÕÌÅÊ A⊕B .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÅÒ×ÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ | ×ÔÏÒÏÊ �ÏÌÕ-ÞÉÔÓÑ ÉÚ ÎÅÇÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ �ÒÅÄÌ. 23.1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅV ⊗ (U ⊕W ) v⊗(u∔w)7→(v⊗u)∔(v⊗w) - (V ⊗ U)⊕ (V ⊗W )ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ (v ⊗ u)∔ (v ⊗ w) ÂÉÌÉÎÅÅÎ �Ï v É u∔ w. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÎÏ×Á ÓÔÒÏÉÔÓÑ × Ä×Á ÛÁÇÁ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ × ÎÁÌÉÞÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ'1 : V ⊗ U - V ⊗ (U ⊕W ) É '2 : V ⊗W - V ⊗ (U ⊕W ) ;



414 úÁÄÁÞÉ Ë §23ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ �Ï �ÒÁ×ÉÌÁÍv ⊗ u 7→ v ⊗ (u∔ 0) É v ⊗ w 7→ v ⊗ (0∔ w) ;ÚÁÔÅÍ ËÏÍÂÉÎÉÒÕÅÍ ÉÈ × ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ : (V ⊗ U)⊕ (V ⊗W ) a∔b7→'1(a)+'2(b) - V ⊗ (U ⊕W ) ;ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÏÅ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÍÕ × ÎÁÞÁÌÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. �úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §23úÁÄÁÞÁ 23.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× v1; v2; : : : ; vn, vi ∈ Vi, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V1 ×V2 × · · · × Vn '- W ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ×ÅËÔÏÒÏ×?úÁÄÁÞÁ 23.2. ÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (23-16) ÚÁ�ÉÛÅÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙU A- V É V B- W× ×ÉÄÅ A = ∑�� ⊗ a� , B = ∑�� ⊗ b� Ó �� ∈ U∗, a� ∈ V , �� ∈ V ∗, b� ∈ W .úÁ�ÉÛÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ BA ∈ Hom(U;W ) ≃ U∗ ⊗W .úÁÄÁÞÁ 23.3. ðÕÓÔØ ei ∈ V É xi ∈ V ∗| Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ. ÷ ËÁËÏÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V �ÅÒÅÈÏÄÉÔ �ÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ EndV ≃ V ∗⊗V ÔÅÎÚÏÒ ëÁÚÉÍÉÒÁ
∑xi ⊗ ei = x1 ⊗ e1 + x2 ⊗ e2 + · · · + xn ⊗ en ∈ V ∗ ⊗ VúÁÄÁÞÁ 23.4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÀ � : End(V ) - End(V )∗ , ËÏÔÏÒÁÑ �ÅÒÅ×Ï-ÄÉÔ ×ÅËÔÏÒ � ⊗ v ∈ V ∗ ⊗ V ≃ End(V ) × ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ End(V ) - k, ÚÎÁ-ÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÅ v′ ⊗ �′ ∈ V ∗ ⊗ V ≃ End(V ) ÒÁ×ÎÏ�(v′) · �′(v). ëÁËÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÎÁ Hom(V; V ) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÜÔÁ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÑ?÷ÙÒÏÖÄÅÎÁ ÌÉ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÌÉ ÏÎÁ? ëÁËÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ? îÁ�ÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÕÀ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁÏ�ÅÒÁÔÏÒÁÈ A É B, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÏÌØËÏ ÂÕË×Ù A É B É Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÄ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ(ÎÅ �ÒÉÂÅÇÁÑ Ë ×ÙÂÏÒÕ ÂÁÚÉÓÏ× É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×).úÁÄÁÞÁ 23.5. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U , V , W ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Á) U∗ ⊗ V ∗ ≃ (U ⊗ V )∗ Â) Hom(Hom(U; V );W ) ≃ Hom(V;U ⊗W )úÁÄÁÞÁ 23.6. ðÕÓÔØ U , V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁHom(U ⊗Hom(U;W ) ; W ) ; End(Hom(U;W )) ; Hom(U ; W ⊗Hom(U;W )∗)



úÁÄÁÞÉ Ë §23 415ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. Â) ÷ÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁËÏÍÕ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÕ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á Hom(U;W ) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅU ⊗Hom(U;W ) - W ;ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ (u⊗') = '(u). ×) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ,ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ U e- Hom(U;W )∗ ⊗W , ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ ,×ÓÅÇÄÁ ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ?úÁÄÁÞÁ 23.7. ðÕÓÔØ U , V , W | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁEnd(U ⊗ V ⊗W ) É Hom(Hom(U; V )⊗Hom(V;W ) ; Hom(U;W ))ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, É ×ÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁËÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀHom(U; V )⊗Hom(V;W ) - Hom(U;W )ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ⊗ V ⊗W .úÁÄÁÞÁ 23.8. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ�ÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Á) (M ⊕N)⊗ L = (M ⊗ L)⊕ (N ⊗ L)Â) Hom(M ⊕N;L) = Hom(M;L)⊕Hom(N;L)×) Hom(L;M ⊕N) = Hom(L;M)⊕Hom(L;N)Ç) Hom(L⊗M;N) = Hom(L;Hom(M ⊗N))úÁÄÁÞÁ 23.9. ï�ÉÛÉÔÅ ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕ��Õ1: Á) Z=(3)⊗ Z=(4) Â) Z=(6)⊗ Z=(4)×) Z=(m)⊗ Z=(n) , ÇÄÅ (m;n) = (1) Ç) Z=(pm)⊗ Z=(pn) , ÇÄÅ p | �ÒÏÓÔÏÅ.úÁÄÁÞÁ 23.10. ï�ÉÛÉÔÅ (ÁÄÄÉÔÉ×ÎÕÀ2) ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕ��Õ: Á) Hom(Z=(6);Z=(5))Â) Hom(Z=(6);Z=(10) ×) Hom(Z=(m);Z=(n) , ÇÄÅ (m;n) = (1)Ç) Hom(Z=(pm);Z=(pn) , ÇÄÅ p | �ÒÏÓÔÏÅúÁÄÁÞÁ 23.11. ï�ÉÛÉÔÅ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÕÀ3 ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕ��Õ:Á) Aut (Z=(30)) Â) Aut (Z=(2)⊕ Z) ×) Aut (Z=(pn)) , ÇÄÅ p | �ÒÏÓÔÏÅúÁÄÁÞÁ 23.12. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á n { ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍV ∗ × · · · × V ∗ - kÁ) Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ V ⊗n Â) Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ë V ∗⊗n.úÁÄÁÞÁ 23.13. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÔÒÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ' : V × V × V - k1ÕËÁÖÉÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ�� Z É
Z=(pm)2ÇÒÕ��Ï×ÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÚÄÅÓØ | ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×3ÇÒÕ��Ï×ÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÚÄÅÓØ | ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×



416 úÁÄÁÞÉ Ë §23ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ∀ u; v; w ∈ V ÕÓÌÏ×ÉÑÍ: Á) '(u; v; w) = '(v; u; w) = '(u;w; v)Â) '(u; v; w) = '(v; u; w) ×) '(u; v; v) = '(u; u; v) = 0 Ç) '(u; u; u) = 0Ä) '(u; v; w) = '(v; u; w) = '(u;w;w) Å) '(u; v; w) + '(v; w; u) + '(w; u; v) = 0Ö) '(u; v; w) = '(v; w; u)úÁÄÁÞÁ 23.14. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ � ∈ V ∗. îÁÚÏ×£Í ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍÎÁ � Ï�ÅÒÁÔÏÒ i� : V ⊗(n+1) - V ⊗n , Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ ÌÅ×ÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒ-ÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ �� : V ∗⊗n � 7→�⊗� - V ∗⊗(n+1) �ÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅ-ÎÉÉ V ⊗n Ó (V ∗⊗n)∗ ÉÚ ÚÁÄ. 23.12. ÷ÙÑÓÎÉÔÅ, Ü�ÉÍÏÒÆÅÎ ÌÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ×ÎÕÔÒÅÎ-ÎÅÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, É Ñ×ÎÏ Ï�ÉÛÉÔÅ ÅÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ ÚÁÄÁÎÎÕÀ n-ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕw : V ∗ × · · · × V ∗ - k :



§24. �ÅÎÚÏÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á24.1. ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ (V ). ÷ÓÀÄÕ × ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÍ �ÏÌÅÍ k . �ÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅV ⊗n = V ⊗ V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸nÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÔÏÊ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎØÀ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . íÙ ÔÁËÖÅ �ÏÌÁÇÁÅÍ,�Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, V ⊗ 0 = k É V ⊗ 1 = V :÷ÓÅ ÔÅÎÚÏÒÎÙÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÂßÅÄÉÎÑÀÔÓÑ × (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÕÀ) �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕTV def= ⊕n>0V ⊗n :óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÌ. 23.2 ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× ÚÁÄÁ£Ô ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅTV ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. åÓ-ÌÉ ×ÙÂÒÁÔØ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ {e�}, ÔÏ ÜÔÕ ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÏÖÎÏ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÎÅËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ e� ,�ÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ÍÏÎÏÍÙ ×ÉÄÁe�1 ⊗ e�2 ⊗ · · · ⊗ e�m (24-1)ÓÏÓÔÁ×ÑÔ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍ. 23.3, ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á TV ÎÁÄ k. ðÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÏ-ÎÏÍÏ× (24-1) ÓÏÓÔÏÉÔ × �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÎÉÉ ÉÈ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ ÞÅÒÅÚ ÚÎÁÞÏË ⊗. ëÏÍ-�ÏÎÅÎÔÁ V ⊗n ⊂ TV �ÒÉ ÔÁËÏÊ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ n.áÌÇÅÂÒÁ TV ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , Á ÔÁËÖÅ Ó×Ï-ÂÏÄÎÏÊ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÊ k-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ V .÷ÔÏÒÏÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ×ÌÏÖÅÎÉÑ� : V ⊂ - TV (24-2)× ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ⊗1 ⊂ TV , ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×ÕÂÁÚÉÓÁ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÊ k-ÁÌÇÅÂÒÙ A ÉÌÀÂÏÇÏ k-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V f- A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ TV �- A ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f = �◦�. éÎÙÍÉÓÌÏ×ÁÍÉ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÁÌÇÅÂÒ TV - A ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ V - A .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 24.1. óÌÅÄÕÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÌÅÍ. 23.1 ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ TV×ÍÅÓÔÅ Ó ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ (24-2) Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏ-ÓÔØÀ ÄÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÁÌÇÅÂÒ, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÇÏ Ó (24-2), É �ÒÏ-×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ×ÌÏÖÅÎÉÑ (24-2) ÜÔÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ. 417



418 §24.�ÅÎÚÏÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á24.2. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ É Ó×£ÒÔËÉ. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ V ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ⊗n É (V ∗)⊗n ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:
(V ⊗n)∗ ≃ (V ∗)⊗n (24-3)ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÊ Ó×ÅÒÔËÏÊ É ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÒÁÚÌÏ-ÖÉÍÙÍ ÔÅÎÚÏÒÁÍv = v1 ⊗ v2 ⊗ · · · ⊗ vn ∈ V ⊗n É � = �1 ⊗ �2 ⊗ · · · ⊗ �n ∈ V ∗⊗n�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ
〈v; �〉 def= n∏i=1 �i(vi) : (24-4)ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ vi É �i, �ÒÁ×ÉÌÏ v 7→ 〈v; �〉ËÏÒÒÅËÔÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ V ⊗n - k, ËÏÔÏÒÙÊ, ×Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ËÁÖÄÏÇÏ �i, É ÚÎÁÞÉÔ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÒÁÚ-ÌÏÖÉÍÏÍÕ � ∈ V ∗⊗n ÔÁËÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V ∗⊗n - (V ⊗n)∗ , �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ �ËÏ×ÅËÔÏÒ-ÎÙÈ� ÔÅÎÚÏÒÏ× ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ �×ÅËÔÏÒÎÙÅ� ÔÅÎÚÏÒÙ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌÏÍ (24-4).ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁ ÄÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ. ÷ÙÂÅÒÅÍ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙe1; e2; : : : ; en ⊂ V ; x1; x2; : : : ; xn ⊂ V ∗ : xi(ej) = ÆijÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÂÁÚÉÓÙ × V ⊗n É (V ∗)⊗n ÉÚ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏ×ei1 ⊗ ei2 ⊗ · · · ⊗ eir É xj1 ⊗ xj2 ⊗ · · · ⊗ xjs :éÚ (24-4) ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.éÚ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ V ⊗n ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÞÅ-ÓËÉ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÅÝ£ ÏÄÎÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (V ⊗n)∗ ÌÉÎÅÊÎÙÈÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ V ⊗n - k ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ n-ÌÉÎÅÊÎÙÈÆÏÒÍ V × V × · · · × V︸ ︷︷ ︸n - k :

(V ⊗n)∗ ≃ Hom(V; : : : ; V ; k) : (24-5)ëÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (24-3) É (24-5) �ÏÌÕÞÁÅÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ(V ∗)⊗n ≃ Hom(V; : : : ; V ; k) ; (24-6)ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÍÕ ÔÅÎÚÏÒÕ � = �1 ⊗ �2 ⊗ · · · ⊗ �n ∈ V ∗⊗n n-ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ (v1; v2; : : : ; vn) 7−→ n∏i=1 �i(vi)ÎÁ V × V × · · · × V ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × �ÏÌÅ k .



24.3.ìÉÎÅÊÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÔÅÎÚÏÒÁ 41924.2.1. þÁÓÔÉÞÎÙÅ Ó×ÅÒÔËÉ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ Ä×Á ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ(ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ
{1; 2; : : : ; p} �I

⊃ {1; 2; : : : ; m} ⊂
J- {1; 2; : : : ; q}É ÂÕÄÅÍ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, �ÉÓÁÔØ i� É j� ×ÍÅÓÔÏ I(�) É J(�). ïÂÒÁÚÙ ÜÔÉÈ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÕÔØ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ (ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ) ÎÁÂÏÒÙ ÎÅ�Ï-×ÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ ÉÎÄÅËÓÏ× I = (i1; i2; : : : ; im) , J = (j1; j2; : : : ; jm) , ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ìÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒIJ : V ∗⊗p ⊗ V ⊗q - V ∗⊗(p−m) ⊗ V ⊗(q−m)Ó×ÏÒÁÞÉ×ÁÀÝÉÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ � = 1; 2; : : : ; m ËÏ×ÅËÔÏÒ i�-ÔÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ×V ∗⊗p Ó j�-ÔÙÍ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ × V ⊗q É ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉÓÔÏÑÝÉÍÉ × ÔÏÍ ÖÅ �ÏÒÑÄËÅ, × ËÁËÏÍ ÏÎÉ ÓÔÏÑÌÉ�1 ⊗ �2 ⊗ · · · ⊗ �p ⊗ v1 ⊗ v2 ⊗ · · · ⊗ vq 7−→ m∏�=1 �i�(vj�) · (⊗i6∈I �i) ⊗ ( ⊗j 6∈J vj) (24-7)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ Ó×ÅÒÔËÏÊ �Ï ÉÎÄÅËÓÁÍ I É J . ðÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ �ÒÉ ÒÁÚ-ÎÙÈ ×ÙÂÏÒÁÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ I É J ÂÕÄÕÔ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, �ÏÌÕÞÁÔØÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ó×£ÒÔËÉ.24.2.2. ðÒÉÍÅÒ: Ó×ÅÒÔËÁ ×ÅËÔÏÒÁ Ó �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ. åÓÌÉ �ÒÉ �Ï-ÍÏÝÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (24-6) �ÒÏÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ n-ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ'(v1; v2; : : : ; vn)ËÁË ÔÅÎÚÏÒ ÉÚ V ∗⊗n É Ó×ÅÒÎÕÔØ ÅÇÏ �Ï �ÅÒ×ÏÍÕ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍÕ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÀ Ó ×ÅË-ÔÏÒÏÍ v∈V , ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÔÅÎÚÏÒ ÉÚ V ∗⊗(n−1), ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏ �ÒÏÉÎÔÅÒ-�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË (n− 1)-ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÎÁ V . ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ v É ' É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ iv' ÉÌÉ vx'.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 24.2. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ v ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ,ËÁË ÆÉËÓÁ�ÉÑ v × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÅÒ×ÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÆÏÒÍÙ ':iv'(w1; w2; : : : ; wn−1) = '(v;w1; w2; : : : ; wn−1) :24.3. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÔÅÎÚÏÒÁ. äÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ t ∈ V ⊗n ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Supp(t) ⊂ V �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U ⊂ V ,ÔÁËÉÈ ÞÔÏ t ∈ U⊗n. éÎÁÞÅ Supp(t) ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �Ï×ËÌÀÞÅÎÉÀ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ V , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ t ∈ U⊗n, ÉÌÉ ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ�Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.ðÒÁ×ÏÍÏÞÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÏË ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉt ∈ U⊗n É t ∈ W⊗n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U;W ⊂ V , ÔÏ t ∈ (U ∩W )⊗n .÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÙÂÉÒÅÍ × V ÂÁÚÉÓe1; : : : ; ep; u1; : : : ; uq; w1; : : : ; wr; v1; : : : ; vs ;



420 §24.�ÅÎÚÏÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÔÁËÏÊ ÞÔÏ ei ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ × U ∩W , uj É wk ÄÏ�ÏÌÎÑÀÔ ÅÇÏ ÄÏ ÂÁÚÉÓÏ× × U ÉW ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Á vm ÄÏ�ÏÌÎÑÀÔ ×Ó£ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ × V , É ÒÁÚÌÏÖÉÍt �Ï ÂÁÚÉÓÎÙÍ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÍÏÎÏÍÁÍ. õÓÌÏ×ÉÅ t ∈ U⊗n ∩W⊗n ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × t×ÈÏÄÑÔ ÔÏÌØËÏ ÍÏÎÏÍÙ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÎÉËÁËÉÈ ÉÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ËÒÏÍÅ ei, ÞÔÏÍÙ É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÌÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 24.1ðÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Supp(t), Ï�ÉÓÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍÔÅÎÚÏÒÁ t, Á ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ dimSupp(t) ÒÁÎÇÏÍ ÔÅÎÚÏÒÁ t .24.3.1. ÷ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ. �ÅÎÚÏÒÙ, ÒÁÎÇ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÎØÛÅ ÒÁÚÍÅÒ-ÎÏÓÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÙÒÏÖÄÅÎ-ÎÙÍÉ. õÓÌÏ×ÉÅ Supp(t) 6= V ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒ t ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ �ËÏÏÒÄÉÎÁÔ�, ÞÅÍ ÉÍÅÅÔÓÑ × V , Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁÍÅ-ÎÁ ÂÁÚÉÓÁ, ÕÎÉÞÔÏÖÁÀÝÁÑ ÞÁÓÔØ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ t . îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉdimSupp(t) = 1, ÔÏ t =  · v⊗n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ  ∈ k É v ∈ V , �ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÇÏSupp(t) .24.3.2. ìÉÎÅÊÎÙÅ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÎÏÓÉÔÅÌÑ. äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÒÁÎÇÁ ÄÁÎ-ÎÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ t ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÔØ ÂÏÌÅÅ Ñ×ÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ Supp(t) | ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,× ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÜÆÆÅËÔÉ×-ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ �Ï t. ïÄÎÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ Ï�ÉÓÁÎÉÊ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉÓ×£ÒÔÏË.á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÇÏ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÇÏ) ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑI = (i1; i2; : : : ; in−1) : {1; 2; : : : ; (n− 1)} ⊂ - {1; 2; : : : ; n} (24-8)ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÏÌÎÏÊ Ó×£ÒÔËÉ Ó ÔÅÎÚÏÒÏÍ t, Ó�ÁÒÉ×ÁÀÝÅÅ �-Ê ÓÏ-ÍÎÏÖÉÔÅÌØ V ∗⊗(n−1) Ó j�-ÔÙÍ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ t ÄÌÑ ×ÓÅÈ 1 6 � 6 (n− 1) :It : V ∗⊗(n−1) - V� 7−→ (1; 2; ::: ; (n−1))(j1;j2;:::;jn−1) (� ⊗ t) (24-9)× ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ ÔÅÎÚÏÒ t �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÀ ×ÅËÔÏÒÏ×,ÓÔÏÑ×ÛÉÈ × ÔÏÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅ, ÎÏÍÅÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ �Ï�ÁÌ × ÏÂÒÁÚ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ I . ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ ÌÅÖÉÔ × Supp(t).�ÅÏÒÅÍÁ 24.1ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Supp(t) ÌÉÎÅÊÎÏ �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ×ÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Ó×£ÒÔ-ËÉ (24-9) ÓÏ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ×ÙÂÏÒÁÍÉ Ó×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÍÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ× (24-8).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ Supp(t) = W . þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÙÓ×£ÒÔÏË (24-9) ÌÉÎÅÊÎÏ �ÏÒÏÖÄÁÀÔW , ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÌÉÎÅÊ-ÎÁÑ ÆÏÒÍÁ �∈V ∗, ËÏÔÏÒÁÑ ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ×ÓÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á im (It ), ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W .



24.4.óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ 421ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ: �ÕÓÔØ � ∈ V ∗ ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ W ,ÎÏ ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ×ÓÅ It (V ∗⊗(n−1)). ÷ÙÂÅÒÅÍ × V ∗ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ �1; �2; : : : ; �d, ÞÔÏÂÙ�1 = �, Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ �1; �2; : : : ; �k ÎÁ W ÓÏÓÔÁ×ÌÑÌÉ ÂÁÚÉÓ × W ∗ . ïÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ w1; w2; : : : ; wk Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë ÎÅÍÕ ÂÁÚÉÓ × W É ÒÁÚÌÏÖÉÍ t �Ï ÜÔÏÍÕÂÁÚÉÓÕ. úÎÁÞÅÎÉÅ �(It (��1 ⊗ ��2 ⊗ · · · ⊗ ��n−1)) ÒÁ×ÎÏ �ÏÌÎÏÊ Ó×£ÒÔËÅ t Ó ÂÁÚÉÓ-ÎÙÍ ÍÏÎÏÍÏÍ �1⊗ ��1⊗ ��2⊗ · · · ⊗ ��n−1 (�Ï ÉÎÄÅËÓÁÍ, �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍ ÓÏÇÌÁÓÎÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ I), ËÏÔÏÒÁÑ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÒÁ×ÎÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÕ �ÒÉ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÅÍ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÍÏÎÏÍÅ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ t. ÷ÙÂÉÒÁÑ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÅ I, ÍÙÍÏÖÅÍ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÌÕÞÉÔØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ w1 ÍÏ-ÎÏÍÅ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ t. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅ ÜÔÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÎÕÌÅ×ÙÅ, Ô. Å. t ÎÅÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ w1 É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, w1 ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ × Supp(t) | �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. �24.4. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ V É U | �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ K. ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅ V × V × · · · × V︸ ︷︷ ︸n '- U (24-10)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ �ÒÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÏÎÏ ÎÅ ÉÚÍÅ-ÎÑÅÔ Ó×ÏÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÅ, ËÏÇÄÁ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Á ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 24.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË �ÒÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, Á ÎÁÄ�ÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 6= 2 ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÁËÖÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÏÓÔÉ.óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (24-10) ÓÏÓÔÁ-×ÌÑÀÔ × ÍÏÄÕÌÅ ×ÓÅÈ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Hom(V; : : : ; V ;U) �ÏÄÍÏÄÕÌÉ,ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Sym n(V; U) É Skew n(V; U) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.÷ÚÑÔÉÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑV × V × · · · × V︸ ︷︷ ︸n '- UÓÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ F : U - W ÚÁÄÁ£Ô ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F 7→F ◦' ÉÚ Hom(U;W ) × Sym n(V;W ) (ÓÏÏÔ×. × Skew n(V;W )). (ëÏÓÏ)ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ�ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÍÏÄÕÌÅÊW ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅ-ÒÅÚ V × V × · · · × V︸ ︷︷ ︸n �- SnV (24-11)É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ×ÅËÔÏÒÏ×, Á ÍÏÄÕÌØ SnV , × ËÏ-ÔÏÒÙÊ ÏÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÔÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÍÏÄÕÌÑ V .



422 §24.�ÅÎÚÏÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �(v1; v2; : : : ; vn) ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ v1 · v2 · · · · · vn ÉÌÉ�ÒÏÓÔÏ v1v2 : : : vn .õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑÞÅÒÅÚ V × V × · · · × V︸ ︷︷ ︸n �- �nV (24-12)É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÎÅÛÎÉÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ×ÅËÔÏÒÏ×, Á ÍÏÄÕÌØ �nV , × ËÏÔÏÒÙÊÏÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÔÏÊ ×ÎÅÛÎÅÊ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÍÏÄÕÌÑ V . ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ�(v1; v2; : : : ; vn) �ÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vn .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 24.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ SnV É �nV (ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ) ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÅÇÏ Ó ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØ-ÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ (ËÏÓÏ)ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ: ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÁÑ É ×ÎÅÛÎÑÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÏÄÕÌÑ V �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (ÁÎÔÉ) ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÏÄ-ÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n ÂÅÒÑ ÆÁËÔÏÒÙ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ �Ï (Ä×Õ-ÓÔÏÒÏÎÎÉÍ) ÉÄÅÁÌÁÍ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ (ÁÎÔÉ) ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ.24.4.1. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ÔÅÎÚÏÒ-ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ TV �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ Isym ⊂ TV , �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÊÌÉÎÅÊÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ × V ⊗ V , ÎÁÔÑÎÕÔÙÍ ÎÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉu⊗ w − w ⊗ u : (24-13)ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÎ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖ-ÎÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÔÅÎÚÏÒÏ× (24-13), ÕÍÎÏÖÁÑ ÉÈ ÓÌÅ-×Á É Ó�ÒÁ×Á (ÉÌÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ É ÓÌÅ×Á É Ó�ÒÁ×Á) ÎÁ ÌÀÂÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÎÚÏÒ-ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Isym ∩ V ⊗n ÜÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÏÊV ⊗n ⊂ TV ÓÔÅ�ÅÎÉ n �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏ× ×ÉÄÁ( · · · ⊗ v ⊗ w ⊗ · · · ) − ( · · · ⊗ w ⊗ v ⊗ · · · ) (24-14)(ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÔÏÞÉÑÍÉ ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ), Á ×ÅÓØ ÉÄÅÁÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÏÊ ÔÁËÉÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ:
Isym = ⊕n>0 (Isym ∩ V ⊗n) :æÁËÔÏÒ ÁÌÇÅÂÒÁ SV def= TV=Isym ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ×ÅËÔÏÒ-ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , Á ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ × ÎÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ (ËÏÔÏÒÕÀ �ÒÉÎÑÔÏ Ï�ÕÓËÁÔØ).



24.4.óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ 423óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ Ó×ÏÉÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍ�Ï-ÎÅÎÔ: SV =⊕n>0 SnV ; ÇÄÅ SnV def= V ⊗n=(Isym ∩ V ⊗n) :åÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÂÁÚÉÓ e1; e2; : : : ; ed ⊂ V , ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÕ SV ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÉÔØ Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ k[e1; e2; : : : ; ed℄ ÏÂÙÞÎÙÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÂÁ-ÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ei, Á �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï SnV ⊂ k[e1; e2; : : : ; ed℄ | Ó �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÏÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ n.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 24.5. îÁÊÄÉÔÅ dimSnV .ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 24.1ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ó ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÅÊ �Ï Isym:V × V × · · · × V︸ ︷︷ ︸n � - V ⊗n �-- Sn(V ) (24-15)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ìÀÂÏÅ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅV × V × · · · × V '- WÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ' = F ◦� , ÇÄÅF : V ⊗n - WÌÉÎÅÊÎÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ F �ÒÏ�ÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ � ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁF ( · · · ⊗ v ⊗ w ⊗ · · · ) = F ( · · · ⊗ w ⊗ v ⊗ · · · ) ;ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ ÞÔÏ '( : : : ; v; w; : : : ) = '( : : : ; w; v; : : : ). �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 24.6. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ SV Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌ-ÇÅÂÒÏÊ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ ÍÏÄÕÌÅÍ V , × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-ÎÏÊ K-ÁÌÇÅÂÒÙ A É ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ K-ÍÏÄÕÌÅÊ V f- A ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ K-ÁÌÇÅÂÒ SV �- A ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f = �◦�, ÇÄÅ� : V ⊂ - SV ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔ V × SV × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ.ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ SV É � Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÜÔÉÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÄ-ÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÁÌÇÅÂÒ, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÇÏÓ �.



424 §24.�ÅÎÚÏÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á24.4.2. ÷ÎÅÛÎÑÑ ÁÌÇÅÂÒÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÆÁËÔÏÒ ÁÌ-ÇÅÂÒÁ �V def= TV=IskewÓ×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ TV �Ï Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÍÕ ÉÄÅÁÌÕ Iskew ⊂ TV ,�ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ×ÓÅÍÉ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ ×ÉÄÁv ⊗ v ∈ V ⊗ V : (24-16)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 24.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Iskew ∩ V ⊗2 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅÓÕÍÍÙ v ⊗ w + w ⊗ v (Ó ÌÀÂÙÍÉ v; w ∈ V ), É ÅÓÌÉ 1 + 1 ÏÂÒÁÔÉÍÏ × K, ÔÏ ÉÌÉÎÅÊÎÏ �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÔÁËÉÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ.ëÁË É × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÉÄÅÁÌ Iskew Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ Ó×ÏÉÈ ÏÄ-ÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ
Iskew = ⊕n>0 (Iskew ∩ V ⊗n)É ÅÇÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ n-ÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Iskew ∩ V ⊗n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÒÁÚ-ÌÏÖÉÍÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏ× ×ÉÄÁ (· · · ⊗ v ⊗ v ⊗ · · · ) É �Ï Õ�Ò. 24.7 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÓÕÍÍÙ×ÉÄÁ ( · · · ⊗ v ⊗ w ⊗ · · · ) + ( · · · ⊗ w ⊗ v ⊗ · · · ) : (24-17)æÁËÔÏÒ ÁÌÇÅÂÒÁ �V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÎÅÛÎÅÊ (ÉÌÉ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊ) ÁÌÇÅÂÒÏÊ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . ëÁË É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× �nV = V ⊗n=(Iskew ∩ V ⊗n) :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 24.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ó ÆÁËÔÏ-ÒÉÚÁ�ÉÅÊ �Ï IskewV × V × · · · × V︸ ︷︷ ︸n ...........�

- V ⊗n �-- �n(V ) (24-18)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.éÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × ÁÌÇÅÂÒÅ �V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÎÅÛÎÉÍ (Á ÔÁËÖÅ ÓÕ�ÅÒ-ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ÉÌÉ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÍ) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ v1∧v2∧ · · · ∧vn. óÏÇÌÁÓÎÏÕ�Ò. 24.7 ÏÎÏ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË �ÒÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÏ-ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, �ÒÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ×ÎÅÛ-ÎÅÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÚÎÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ.ëÁË É × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÆÉËÓÁ�ÉÑ ÂÁÚÉÓÁ e1; e2; : : : ; ed ⊂ V ÏÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÌÑÅÔ ×ÎÅÛÎÀÀ ÁÌÇÅÂÒÕ Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÂÁÚÉÓÎÙÈ×ÅËÔÏÒÏ× ei �V ∼- k 〈e1; e2; : : : ; ed〉 ;ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÕÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ, ËÏÇÄÁ ÚÁÎÉÍÁÌÉÓØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ. ðÏ �ÏÓÔÒÏ-ÅÎÉÀ, ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Ù �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ei ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ei∧ej = −ej∧ei, É ×ÓÑËÉÊ



úÁÄÁÞÉ Ë §24 425ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ× ÍÏÎÏÍ ÌÉÎÅÅÎ �Ï ËÁÖÄÏÊ ×ÈÏÄÑÝÅÊ × ÎÅÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, ÌÀÂÏÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ× ÍÏÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ n Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ× ×ÉÄÅ ei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ ein Ó 1 6 i1 < i2 < · · · < in 6 d.ìÅÍÍÁ 24.1íÏÎÏÍÙ eI = ei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ ein , ÇÄÅ I = (i1; i2; : : : ; in) �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ×ÓÅ ÓÔÒÏ-ÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÅ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × {1; 2; : : : ; d}, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �nV ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÈ ÍÏÎÏÍÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ n. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,�nV = 0 ÄÌÑ n > dimV , dim�nV = (dn), É dimk 〈e1; e2; : : : ; ed〉 = 2d.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ (dn)-ÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U , ÂÁÚÉÓ ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÉÍ×ÏÌÏ× �I , ÇÄÅ I = (i1; i2; : : : ; in) �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ×ÓÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁ-ÀÝÉÅ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × {1; 2; : : : ; d}. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÏÅ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅV × V × · · · × V︸ ︷︷ ︸n �- U : (ej1 ; ej2 ; : : : ; ejn) 7−→ sgn(�) · �I ;ÇÄÅ I = (j�(1); j�(2); : : : ; j�(n)) | ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÉÎÄÅËÓÏ× (j1; j2; : : : ; jn) :ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÓÏÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑV × V × · · · × V︸ ︷︷ ︸n '- W�ÒÁ×ÉÌÏ F (�(ej1 ; ej2 ; : : : ; ejn)) def= '(ej1 ; ej2 ; : : : ; ejn) ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ U F- W ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ' = F ◦�. ðÏ-ÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ U É �nV , �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ �I ×ei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ ein = eI . �úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §24úÁÄÁÞÁ 24.1. äÌÑ ÌÀÂÙÈ U;W ⊂ V �ÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ SnU ∩ SnW = Sn(U ∩W ) × SnVÉ �nU ∩ �nW = �n(U ∩W ) × �nV .úÁÄÁÞÁ 24.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏIsym∩V ⊗V ÉÚ (24-13), �ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÅÉÄÅÁÌ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ × TV , É �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Iskew ∩ V ∗⊗ V ∗×ÉÄÁ (24-16), �ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÅ ÉÄÅÁÌ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ × ÔÅÎÚÏÒ-ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ TV ∗ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ Ë V �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ∗, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÁÍÉÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ �ÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÉ ÍÅÖÄÕ V ⊗V É V ∗⊗V ∗, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÍ�ÏÌÎÏÊ Ó×£ÒÔËÏÊ.



426 úÁÄÁÞÉ Ë §24úÁÄÁÞÁ 24.3. ÷ÙÂÅÒÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ � × ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å�nV (ÇÄÅ n = dimV ) É ÚÁÄÁÄÉÍ ÍÅÖÄÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ �kV É �mV , ÔÁËÉÍÉÞÔÏ k +m = n, Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÅ 〈∗; ∗〉 : �kV × �mV - k �ÒÁ×ÉÌÏÍ!1 ∧ !2 = 〈!1; !2〉 · � ; ÇÄÅ !1 ∈ �kV; !2 ∈ �mV :Á) �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÅ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ m É k Ó k + m = nÂ) ×ÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎ Ï�ÅÒÁÔÏÒ v∗ : �kV - �k−1V , Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÑ Ë Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ ÌÅ×ÏÇÏ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÚÁÄÁÎÎÙÊ×ÅËÔÏÒ v ∈ V : �mV � 7→v∧� - �m+1V .úÁÄÁÞÁ 24.4. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ-ËÉ har(k) 6= 2 �ÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V ⊗ V ≃ S2V ⊕ �2V É�ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ⊗ V ⊗ V 6≃ S3V ⊕ �3V .úÁÄÁÞÁ 24.5 (Ó�ÉÎÏÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ). ðÕÓÔØ hark 6= 2 É V = Hom(U−; U+), ÇÄÅdimU± = 2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ⊗2 ≃ S2V ⊕ �2V ÇÄÅS2V ≃ (S2U∗− ⊗ S2U+)⊕ (�2U∗− ⊗ �2U+)�2V ≃ (S2U∗− ⊗ �2U+)⊕ (�2U∗− ⊗ S2U+)úÁÄÁÞÁ 24.6. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V = C4 ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀÆÏÒÍÕ g Ó �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÅÊ g̃ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G ⊂ P3 = P(V ) Ë×ÁÄÒÉËÕ, ÚÁÄÁ-×ÁÅÍÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ g(x) = 0. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ �2V ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ �2g̃ ÔÁË,ÞÔÏÂÙ Å£ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÔÅÎÚÏÒÁÈ ×ÙÞÉÓÌÑÌÏÓØ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ�2g̃( v1 ∧ v2 ; w1 ∧ w2 ) def= det(g̃(v1; w1) g̃(v1; w2)g̃(v2; w1) g̃(v2; w2)) :Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ É ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ, É ÎÁ�ÉÛÉÔÅ Å£ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ çÒÁÍÁ × ÂÁÚÉÓÅ ei ∧ ej, ÇÄÅ ei ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × VÂ) îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ Gr(2; V ), ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ�ÒÑÍÙÍ × P3 = P(V ), ÍÏÖÎÏ ×ÌÏÖÉÔØ × P5 = P(�2V ) ËÁË Ë×ÁÄÒÉËÕ ðÌÀËËÅÒÁP = {! ∈ �2V | !∧! = 0}. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ �ÒÑÍÙÈË Ë×ÁÄÒÉËÅ G ⊂ P3 ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ P ÔÏÞËÁÍÉ Å£ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓË×ÁÄÒÉËÏÊ �2G ⊂ P5 = P(�2V ), ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÆÏÒÍÏÊ �2g̃.úÁÄÁÞÁ 24.7. ÷ÏÚØÍ£Í × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å 4-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁV = Hom(U−; U+) ÉÚ ÚÁÄ. 24.5 ÎÁÄ k = C, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å g ÆÏÒÍÕ det, ÚÁÄÁÀÝÕÀ× P3 = P(V ) Ë×ÁÄÒÉËÕ óÅÇÒÅ. óÌÅÄÕÑ ÚÁÄ. 24.6 (Â), ÍÙ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ�ÒÑÍÙÅ × P3 = P(V ) ÔÏÞËÁÍÉ Ë×ÁÄÒÉËÉ ðÌÀËËÅÒÁ P ≃ Gr(2; V ) ⊂ P5 = P(�2V ) .ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÒÑÍÙÈ, ÖÉ×ÕÝÉÈ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ óÅÇÒÅG ⊂ P(V ) = P(Hom(U−; U+))ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ ÎÁ P Ä×ÕÍÑ ÇÌÁÄËÉÍÉ ËÏÎÉËÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÙÒÅÚÁÀÔÓÑ ÉÚ P Ä×Õ-ÍÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ 2-ÍÅÒÎÙÍÉ �ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ�− = P (S2U∗− ⊗ �2U+) É �+ = P (�2U∗− ⊗ S2U+) ;



úÁÄÁÞÉ Ë §24 427ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ×ÌÏÖÅÎÎÙÍÉ × P(�2Hom(U−; U+)) �Ï ÚÁÄ. 24.5 , É ÏÂÅ ÜÔÉ ËÏÎÉËÉÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÚÁÍÉ �ÒÑÍÙÈ P±1 = P(U±) �ÒÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ×ÌÏÖÅÎÉÑÈ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ
P(U±) ⊂ - P(S2U±) = P(S2U± ⊗ �2U∓) , ÔÁË ÞÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑÄÉÁÇÒÁÍÍÁ1:

P(U+) ⊂
÷ÅÒÏÎÅÚÅ - P(S2U+) ≃ �+

P+1 × P−1�+ 66 óÅÇÒÅ
∼

- G ⊂ PHom(U−; U+) ðÌÀËËÅÒ - P ⊂ P�2U∗
− ⊗ S2U+
⊕S2U∗

− ⊗ �2U+?
∩

P(U∗−)�−
??

⊂ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ - P(S2U∗−) ≃ �−∪
6úÁÄÁÞÁ 24.8 (Ú×£ÚÄÏÞËÁ èÏÄÖÁ). ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÔÒ£È ÚÁÄÁÞ, Ï�ÅÒÁÔÏÒèÏÄÖÁ ∗ : �2V ! 7→!∗

- �2V , ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Ó ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞ-ÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g ÎÁ V , Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ!1 ∧ !∗2 = �2g̃(!1; !2) · e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e4× ËÏÔÏÒÏÍ !1;2 ∈ �2 �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙ, Á ei ∈ V ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÒ-ÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÆÏÒÍÙ g. ðÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ (ÎÅÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ), ÎÁÊÄÉÔÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ èÏÄÖÁ É ÕËÁÖÉÔÅ ÉÈ ÍÅÓÔÏ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ËÁÒÔÉÎËÅ.úÁÄÁÞÁ 24.9 (ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×). ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÌÉ-ÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× fi : Vi - Wi ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÁÍÉ V1; V2; : : : ; Vn É W1;W2; : : : ;WnÁ) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒf1 ⊗ f2 ⊗ · · · ⊗ fn : V1 ⊗ V2 ⊗ · · · ⊗ Vn - W1 ⊗W2 ⊗ · · · ⊗WnÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕv1 ⊗ v2 ⊗ · · · ⊗ vn 7−→ f1(v1)⊗ f2(v2)⊗ · · · ⊗ fn(vn)Â) ðÕÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ f : U - U ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉ�Õ F × ÂÁÚÉÓÅ u1; u2; : : : ; un ∈ U , ÁÏ�ÅÒÁÔÏÒ g :W - W ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉ�Õ G × ÂÁÚÉÓÅ w1; w2; : : : ; wm ∈W . ï�ÉÛÉÔÅÍÁÔÒÉ�Õ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ⊗G : U ⊗W - U ⊗W × ÂÁÚÉÓÅ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× u� ⊗w� ÉÅ£ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÁÔÒÉ� F É G É ÉÈ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.×) ðÕÓÔØ F : U ⊂ - W ×ÌÏÖÅÎÉÅ, U 6= 0, É E : V ∼- V ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊÏ�ÅÒÁÔÏÒ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F ⊗ E : U ⊗ V - W ⊗ V ÔÏÖÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ.úÁÄÁÞÁ 24.10. ï�ÉÛÉÔÅ �ÉËÌÏ×ÏÊ ÔÉ� ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁN⊗2 = N ⊗N : V ⊗2 - V ⊗21ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ðÌÀËËÅÒÁ �ÏËÁÚÁÎÏ �ÕÎËÔÉÒÏÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ �ÒÑÍÙÅ × ÔÏÞËÉ



428 úÁÄÁÞÉ Ë §24ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ N : V - V ÞÅÒÅÚ �ÉËÌÏ×ÏÊ ÔÉ� N . åÓÌÉ ÏÂÝÉÊÓÌÕÞÁÊ ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÑ, ÒÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× �ÉËÌÏ×ÏÇÏ ÔÉ�ÁÁ) Â) · · ·︸ ︷︷ ︸n ×) · · ·
︸ ︷︷ ︸núÁÄÁÞÁ 24.11. ðÕÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ F ÉG ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙ Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ

{�1; �2; : : : ; �d} É {�1; �2; : : : ; �d}. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ F ⊗ G É�ÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÕÊÔÅ, ËÁËÏ×Ù ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ.úÁÄÁÞÁ 24.12. ðÕÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F : V - V ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑÍÉ �1; �2; : : : ; �n . ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÅÇÏÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ F⊗n.úÁÄÁÞÁ 24.13. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× F1; F2; : : : ; Fm ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å V ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ k ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ËÏÎÓÔÁÎÔ�1; �2; : : : ; �m ∈ k , ÔÁËÉÈ ÞÔÏ �1F⊗n1 + �2F⊗n2 + · · · + �mF⊗nm = 0 ∀n∈N .úÁÄÁÞÁ 24.14. ðÕÓÔØ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÚÁÄ. 24.12 ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F . ÷ÙÒÁÚÉÔÅ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈÁ) trF⊗2 Â) trF⊗3 ×) detF⊗2 Ç) detF⊗3Ä) ÓÌÅÄ É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ F ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Hom(V; V ) ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅÍ:G 7→ FGF−1Å) ÓÌÅÄ É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ F ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ V�Ï �ÒÁ×ÉÌÕ F'(x) = ' (F−1x) .úÁÄÁÞÁ 24.15 (�ÒÉÎ�É� ÒÁÓÝÅ�ÌÅÎÉÑ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔ×ÅÔÙ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÷ÁÍÉ× ÚÁÄ. 24.14, ×ÅÒÎÙ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÎÅÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÈ) Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× F .ðÒÉÍÅÎÉÔÅ ÔÁËÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. ÷ÓÅ ÏÔ×ÅÔÙ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÊ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ �ÏÌÑ Q ÎÁ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ fij Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F× ËÁËÏÍ-ÔÏ ÂÁÚÉÓÅ É ÍÏÇÕÔ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØÓÑ ËÁË ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × ËÏÌØ�Å ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÏ× Q[fij℄ ÏÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ fij. éÍÅÎÎÏ ÜÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × Q[fij℄ ÍÙ ÉÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ Q[x1; x2; : : : ; xn℄ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ËÁËÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ Cn, ÔÏ ÜÔÏ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×Å-ÒÉÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ×ÓÅÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� F ).Â) ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù1 F ∈ Matn(C) ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÙ × Matn(C) (ÖÏÒÄÁ-ÎÏ×Á ËÌÅÔËÁ ÍÁÌÙÍ ÛÅ×ÅÌÅÎÉÅÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÄ×ÉÇÁÅÔÓÑ × ÄÉÁÇÏ-ÎÁÌÉÚÕÅÍÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ)×) × ÓÉÌÕ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÑÔØ ÔÏÌØËÏÄÌÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÍÁÔÒÉ� FÇ) ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ F ÎÅ ÍÅÎÑÀÔ Ó×ÏÅÇÏ ×ÉÄÁ �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ FÎÁ óáC−1 Ó ÌÀÂÙÍ C ∈ GLn(C) (ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÉÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÔÏÌØËÏÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�, ÞÔÏ ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ × ÚÁÄ. 24.14).1ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÔÒÉ�Á C ∈ GLn(C), ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á CFC−1 ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ



úÁÄÁÞÉ Ë §24 429úÁÄÁÞÁ 24.16. óÌÅÄÕÑ �ÒÉÎ�É�Õ ÒÁÓÝÅ�ÌÅÎÉÑ, ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÜÌÉ �F (F ) = 0 , Ó×ÅÄÑ ÅÇÏ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ F .úÁÄÁÞÁ 24.17. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F : V - V ËÏÒÒÅËÔÎÏÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ SkF : SkV - SkV É �kF : �kV - �kV , ÄÅÊÓÔ×ÕÀ-ÝÉÅ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ �Ï �ÒÁ×ÉÌÁÍF (v1 · v2 · · · · · vk) = F (v1) · F (v2) · · · · · F (vk)F (v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vk) = F (v1) ∧ F (v2) ∧ · · · ∧ F (vk)äÌÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ×ÙÒÁÚÉÔÅ ×ÓÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÓÅÈÓÔÅ�ÅÎÅÊ SnF É �nF ÞÅÒÅÚ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ F É �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÄ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ × ËÏÌØ�Å k[[t℄℄ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÆÏÒÍÕÌÙÁ) 1det(E − tF ) =∑k>0 tr(SkF) · tk Â) det(E + tF ) = dimV∑k=0 tr(�kF) · tk .úÁÄÁÞÁ 24.18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ eF⊗E+E⊗F = eF ⊗ eF × Matn2(C) , ÇÄÅ F | ÌÀÂÁÑ, ÁE | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á.úÁÄÁÞÁ 24.19. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÏÌØ�Å ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× (Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ) ÏÔ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× n×n ÍÁÔÒÉ�Ù A ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ln det(E−A) = tr ln(E−A), Á ÎÁÄ �ÏÌÅÍ C ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ A ÏÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÞÉÓÌÅÎÎÏ.



§25. ðÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÏ×÷ÓÀÄÕ × ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÒÅÞØ ÉÄ£Ô Ï ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÈÁ-ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ.25.1. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÁÑ ÇÒÕ��Á Sn ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ V ⊗n �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ × ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈÔÅÎÚÏÒÁÈ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ g ∈ Sn �ÏÌÏÖÉÍg(v1 ⊗ v2 ⊗ · · · ⊗ vn) = vg(1) ⊗ vg(2) ⊗ · · · ⊗ vg(n) : (25-1)ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ v1; v2; : : : ; vn , ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ �ÏÌÅÍ. 23.4 ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ g : V ⊗n - V ⊗n .ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 25.1�ÅÎÚÏÒ t ∈ V ⊗n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ g(t) = t ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÅÒÅÓÔÁ-ÎÏ×ÏË g ∈ Sn. �ÅÎÚÏÒ t ∈ V ⊗n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ g(t) =sgn(g) · t ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË g ∈ Sn. ðÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÉËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÎÚÏÒÏ× × V ⊗n ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚSym nV = { t ∈ V ⊗n | �(t) = t ∀ g∈Sn }Skew nV = { t ∈ V ⊗n | g(t) = sgn(g) · t ∀ g∈Sn }25.1.1. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÂÁÚÉÓe1; e2; : : : ; ed :ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÍÏÎÏÍÏÍ × ÌÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÅÎ-ÚÏÒ ×ÈÏÄÉÔ (Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ) ×ÓÑ Sn-ÏÒÂÉÔÁ ÜÔÏÇÏ ÍÏÎÏÍÁ,�ÏÌÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ e[m1;m2;:::;md℄, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁ-ÂÏÒÁ �ÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (m1;m2; : : : ;mn) Ó ∑� m� = n ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍe[m1;m2;:::;md℄ =  ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏ×,ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ m1 ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ e1, m2 ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ e2, : : :: : : md ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ed 
 (25-2)ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÎÚÏÒÏ× Sym nV .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 25.1. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (25-2) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚn!m1!m2! · · · md!ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÌÎÙÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙe〈i1;i2;:::;in〉 = ∑g∈Sn sgn(g) · eig(1) ⊗ eig(2) ⊗ · · · ⊗ eig(n) (25-3)ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Skew nV (ÓÕÍÍÁ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n!ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ). 430



25.1.óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ 43125.1.2. óÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ É ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ. îÁÄ �ÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉÎÕÌØ ÌÅÇËÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ Ñ×ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ �ÒÏÅËÔÏÒÏ× n-ÔÏÊ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉV ⊗n ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÎÚÏÒÏ×. üÔÏÏ�ÅÒÁÔÏÒÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ É ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ �Ï �ÒÁ×ÉÌÁÍsymn(t) = 1n! ∑g∈Sn g(t) : V ⊗n - Sym n(V ) (25-4)altn(t) = 1n! ∑g∈Sn sgn(g) · g(t) : V ⊗n - Skew n(V ) (25-5)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 25.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏ×t ∈ V ⊗n ; s ∈ Sym n(V ) ; a ∈ Skew n(V )×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Á) symn(t) ∈ Sym n(V ) Â) altn(t) ∈ Skew n(V )×) symn(s) = s Ç) altn(a) = a Ä) symn(a) = altn(s) = 0ðÒÉ n = 2 ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ É ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÄÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ �ÒÑÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅV ⊗2 = Sym 2(V )⊕ Skew 2(V ) : (25-6)÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊ ÔÅÎÚÏÒ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅÓÕÍÍÙu⊗ w = u⊗ w + w ⊗ u2 + u⊗ w − w ⊗ u2 = sym2(u⊗ w) + alt2(u⊗ w) ;ÏÂÒÁÚÙ �ÒÏÅËÔÏÒÏ× sym2 É alt2 �ÏÒÏÖÄÁÀÔ V ⊗2, Á Ô. Ë. ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ �ÏÕ�Ò. 25.2 ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ÏÂÒÁÚ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÜÔÉ ÏÂÒÁÚÙ ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ.åÓÌÉ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ V ⊗2 ËÁË �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ V ∗, ÒÁÚÌÏ-ÖÅÎÉÅ (25-6) ÂÕÄÅÔ ÎÉ ÞÅÍ ÉÎÙÍ, ËÁË ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊÆÏÒÍÙ × ÓÕÍÍÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ.óÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ n = 3 ÕÖÅ ÎÅ ÌÀÂÏÊ ÔÅÎÚÏÒÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ Ó×ÏÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ É ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ. þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÄÏ-�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë Sym 3(V )⊕ Skew 3(V ) × V ⊗2 , ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÎÏÓÔØp = E − sym3 − alt3 = (2E − T − T 2) = 3 ; (25-7)ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ V ⊗3 T- V ⊗3 ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ �ÅÒÅ-ÓÔÁÎÏ×ËÅ |123〉 ∈ S3 , Á ÞÅÒÅÚ E = T 3 | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ. ðÏÓËÏÌØËÕp2 = (4E + T 2 + T − 4T − 4T 2 + 2E) = 9 = (2E − T − T 2) = 3 = p ;Ï�ÅÒÁÔÏÒ p ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÏÒÏÍ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 25.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ p◦alt3 = alt3◦p = p◦sym3 = sym3◦p = 0 É ×Ù×Å-ÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ V ⊗3 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ Sym 3(V ), Skew 3(V ) É Im (p) .



432 §25.ðÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÏ×ïÂÒÁÚ �ÒÏÅËÔÏÒÁ p ÉÚÑÝÎÏ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÒÉÌÉÎÅÎÊÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ V ∗ .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 25.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ im (p) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÒÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍV ∗ × V ∗ × V ∗ '- k ;ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ∀ �; �; � ∈ V ∗ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ ñËÏÂÉ'(�; �; �) + '(�; �; �) + '(�; �; �) = 0 ;É �ÒÉ×ÅÄÉÔÅ Ñ×ÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ∗ .ðÒÉ Â�ÏÌØÛÉÈ n ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ V ⊗n × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÔÅÎÚÏÒÏ× Ó�ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÔÉ�ÁÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ� ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ. íÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÅÇÏ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ËÕÒÓÁ (× ÒÁÚÄÅÌÅ, �ÏÓ×ÑÝ£ÎÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉ-ÑÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 25.1åÓÌÉ har(k) = 0, ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ1V ⊗n - SnVÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Sym n ⊂ V ⊗n É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ2V ⊗n - �nVÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÎÚÏÒÏ× Skew n ⊂ V ⊗n Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. äÅÊÓÔ×ÉÅ ÜÔÉÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÎÁ ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÍÏÎÏÍÙ (25-2) É (25-3) ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉe[m1;m2;:::;md℄ 7−→ (m1 +m2 + · · ·+md)!m1! ·m2! · · · md! · em11 em22 : : : emdd ∈ SnV (25-8)e〈i1;i2;:::;in〉 7−→ n! · ei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ eid ∈ �nV (25-9)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ n!=(m1!m2! · · ·md!) ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÕÍ-ÍÙ (25-2) �ÅÒÅÊÄ£Ô �ÒÉ �ÒÏÅË�ÉÉ × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ × ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÊÍÏÎÏÍ em11 em22 : : : emdd , Á ËÁÖÄÏÅ ÉÚ n! ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÕÍÍÙ (25-3) �ÅÒÅÊÄ£Ô �ÒÉ �ÒÏ-ÅË�ÉÉ ×Ï ×ÎÅÛÎÀÀ ÁÌÇÅÂÒÕ × ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ× ÍÏÎÏÍ n! ei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ ein . �25.1.3. ðÒÅÄÏÓÔÅÒÅÖÅÎÉÅ. îÅ ÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ �ÒÅÄÌ. 25.1, �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Sym nV É Skew nV , ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅÓÑ × V ⊗n , ÎÉ × ËÏÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÓÌÅÄÕÅÔ �ÕÔÁÔØ Ó ÆÁËÔÏÒ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ SnV É �nV , ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚV ⊗n ÓËÌÅÊËÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏ× ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ.îÁÄ �ÏÌÅÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ har(k) = p ×ÓÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅÔÅÎÚÏÒÙ, ÓÔÅ�ÅÎØ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎØÀ p, É ×ÓÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎ-ÚÏÒÙ, ÓÔÅ�ÅÎØ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÏÌØÛÅ p, Ó�ÒÏÅËÔÉÒÕÀÔÓÑ �ÒÉ �ÒÏÅË�ÉÑÈ V ⊗n -- SnVÉ V ⊗n -- �nV × ÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ É ×ÎÅÛÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.1Ô. Å. ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ �Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ (24-14)2Ô. Å. ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ �Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ (24-17)



25.2.ðÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× 433äÁÖÅ × ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÎÕÌØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ É�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÉÚÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÁÍÉ ÉÚ �ÒÅÄÌ. 25.1, Á �ÅÒÅÈÏÄÑÔ ÌÉÛØ × ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ.üÔÉ �Ï�ÒÁ×ÏÞÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ËÁË �ÒÉ �Ï�ÙÔËÅ �ÏÄÎÑÔØÎÁ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ (ËÏÓÏ) ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅÉÍÅÅÔÓÑ × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ É ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÈ, ÔÁË É �ÒÉ �Ï�ÙÔËÅ Ó�Õ-ÓÔÉÔØ × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ É ×ÎÅÛÎÀÀ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ó×£ÒÔËÉ, ËÏÔÏÒÙÅÉÍÅÀÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ.25.2. ðÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅËÔÏÒ-ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e1; e2; : : : ; ed É Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ∗ ÓÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ x1; x2; : : : ; xd. ÷ÙÂÏÒ ÂÁÚÉÓÏ× ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ SV ∗ Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ∗, Ô. Å. Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔSV ∗ ≃ k[x1; x2; : : : ; xd℄ :ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ f ∈ SnV ∗ ÍÏÖÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ-×ÉÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÓÔÅ�ÅÎÉ nf : V - kÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÅ v =∑�iei ∈ V ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕf(v) = f(�1; �2; : : : ; �d) ∈ k :ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f 7→ f ÉÚ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ SnV ∗ × ÁÌÇÅÂÒÕ ÆÕÎË�ÉÊV - k ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ.óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÌ. 25.1, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f ∈ Sn(V ∗) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÔÅÎÚÏÒ f̃ ∈ Sym nV ∗, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ × f �ÒÉÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ �Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ. üÔÏÔ ÔÅÎÚÏÒ ÚÁÄÁ£Ô ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÕÀ n-ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ̃f : V × V × : : : × V - kÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ ×ÅËÔÏÒÏ× (v1; v2; : : : ; vn) ÒÁ×ÎÏ �ÏÌÎÏÊ Ó×£ÒÔËÅ f̃Ó v1 ⊗ v2 ⊗ · · · ⊗ vn É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ (ÂÅÚ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÂÁÚÉÓÏ×).íÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ ËÁË ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁÇÌÁ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ � ⊂ V1 × V2 × · · · × Vn:f(v) = f̃(v; v; : : : ; v) ∀ v∈V : (25-10)÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÏÌÎÁÑ Ó×£ÒÔËÁ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ x[m1;m2;:::;md℄Ó ÔÅÎÚÏÒÏÍ v⊗n �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÕÍÍÕ n!=(m1! · m2! · · · md!) ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ



434 §25.ðÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÏ×�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ x1(v)m1x2(v)m2 · xd(v)md É ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÅ v�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f , �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ �Ï ÜÌÅÍÅÎÔÕf = n!m1! ·m2! · · · md!xm11 xm22 · xmdd ∈ SnV ∗× ËÏÔÏÒÕÀ �ÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒ x[m1;m2;:::;md℄. á ÔÁË ËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÅ �Ï f ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï (25-10) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ, ÏÎÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈf . ëÏÌØ ÓËÏÒÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ f 7→ f ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ, ÍÙ ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ SV ∗ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ1 ÉÌÉ �ÏÌÉÎÏ-ÍÉÁÌØÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , É ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ ÒÁÚÎÉ�Ù ÍÅÖÄÕf É f (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ f ÂÏÌØÛÅ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ).óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ n-ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ f̃(v1; v2; : : : ; vn), ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ ÓÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ f ∈ SnV ∗ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (25-10) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÊ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÅÊÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f .ðÒÉ n = 2 �ÏÌÎÁÑ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ ËÁË �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÄÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×Á×-ÛÁÑÓÑ ÎÁÍÉ ÒÁÎÅÅ. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ n �ÏÌÎÁÑ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ËÁÖÄÏÇÏÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÍÏÎÏÍÁ f = xm11 xm22 · · · xmdd ÓÔÅ�ÅÎÉ ∑mi = n, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ(25-8) ÉÚ �ÒÅÄÌ. 25.1, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄf̃ = m1!m2! · · · md!n! · x[m1;m2;:::;md℄ : (25-11)ðÏÌÎÁÑ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �Ï ÜÔÉÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ× ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f 7→ f̃ .25.2.1. ðÒÉÍÅÒ: Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ. ðÏÌÎÁÑ Ó×£ÒÔËÁ ÍÅÖÄÕ V ⊗m É V ∗⊗m ÉÎ-ÄÕ�ÉÒÕÅÔ (× ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÎÕÌØ) Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÏ× SmV É SmV ∗. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×f ∈ SnV É g ∈ SnV ∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÁÑ Ó×£ÒÔËÁ ÉÈ �ÏÌÎÙÈ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÊ f̃ ∈ V ⊗mÉ g̃ ∈ V ∗⊗m.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 25.5. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÎÏÍÙ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ä×ÏÊ-ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V É V ∗, Ó�ÁÒÉ×ÁÀÔÓÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ
〈em11 em22 · · · emdd ; xm11 xm22 · · · xmdd 〉 = m1! ·m2! · · · · ·md!n! (25-12)(Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ×ÓÅÍÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ �ÁÒÁÍÉ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÕÌÅ×ÙÅ).25.3. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ É �ÏÌÑÒÙ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v ∈ V ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ Ó×£ÒÔËÉ 1v : V ∗⊗n - V ∗⊗(n−1)1ËÁË ÍÙ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ, É ÄÅÌÁÌÉ ÜÔÏ ÄÏ ÓÉÈ �ÏÒ



25.3.ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ É �ÏÌÑÒÙ 435�ÅÒ×ÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ × V ∗⊗n Ó ×ÅËÔÏÒÏÍ v. îÁ ÑÚÙËÅ n-ÌÉÎÅÊÎÙÈÆÏÒÍ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÉËÓÉÒÕÅÔ ×ÅËÔÏÒ v ∈ V × ËÁÞÅÓÔ×Å�ÅÒ×ÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ n-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÅÇÏ Ë �ÏÌÎÏÊ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÉf̃ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ Sn(V ∗) É ÚÁÔÅÍ �ÒÏÅËÔÉÒÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÚ V ∗⊗(n−1) ÏÂÒÁÔ-ÎÏ × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ Sn−1(V ∗) , ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅSnV ∗ - Sn−1V ∗ , ËÏÔÏÒÏÅ ×ËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÉÖÎÅÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊÓÔÒÅÌËÉ × ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕV ∗⊗n ⊃ Sym nV ∗ 1v - Sym (n−1)V ∗⊂ V ∗⊗(n−1)SnV ∗? plv - Sn−1V ∗?É �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) = f̃(x; x; : : : x) ∈ Sn(V ∗) × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎplvf(x) = f̃(v; x; : : : x) ∈ Sn−1(V ∗) ; (25-13)ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÑÒÏÊ ×ÅËÔÏÒÁ v ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ f É ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ËÁËÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f , ÔÁË É ÏÔ ×ÅËÔÏÒÁ v ∈ V . ðÒÉ n = 2 ÜÔÁ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÚÁÄÁ£Ô�ÏÌÑÒÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ë×ÁÄÒÉËÉ f = 0 × P(V ) É ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ×ÅËÔÏÒÕ v ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÅÇÏ �ÏÌÑÒÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ.÷ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ e1; e2; : : : ; ed ∈ V É x1; x2; : : : ; xd ∈ V ∗ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÓ×£ÒÔËÉ �Ï �ÅÒ×ÏÍÕ ÉÎÄÅËÓÕ Ó ÂÁÚÉÓÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ ei ∈ V �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÂÁÚÉÓÎÙÊÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÎÏÍ (25-2) × ÔÏÞÎÏ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÍÏÎÏÍ, ÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁ-ÝÉÊ (mi − 1) ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ei, ÉÌÉ × ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ mi = 0. ðÏÜÔÏÍÕ, �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ(25-8) ÉÚ �ÒÅÄÌ. 25.1pleixm11 xm22 · · · xmdd = min xm11 · · · xmi−1i−1 xmi−1i xmi+1i+1 · · · xmdd == 1n ��xi xm11 xm22 · · · xmdd :éÚ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ plvf �Ï v É f ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �ÏÌÑÒÁ ×ÅËÔÏÒÁ v =∑�iei ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÅÓÔØ ÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ deg f �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔ f × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ×ÅËÔÏÒÁ v: plvf = 1deg(f) �vf = 1deg(f)∑�i �f�xi :ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × V É V ∗, Á ÔÁËÖÅ ËÏÍÍÕ-ÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ: �u�w = �w�u É ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÅÖÄÕ ËÒÁÔÎÙÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉm! �mf�um (w) = n! f̃(u; u; : : : ; u︸ ︷︷ ︸m ; w; w; : : : ; w︸ ︷︷ ︸n ) = (n−m)! �n−mf�wn−m (u) ; (25-14)



436 §25.ðÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÏ×ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ u;w ∈ V , ÌÀÂÏÇÏ f ∈ SnV ∗ É ÌÀÂÏÇÏ m × �ÒÅÄÅÌÁÈ 0 6 m 6 n .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 25.6. äÏËÁÖÉÔÅ �ÒÁ×ÉÌÏ ìÅÊÂÎÉ�Á: �v(f · g) = �v(f) · g + f · �v(g).ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÏÒÍÁ f̃ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ × ÓÒÅÄÎÅÍ ÞÌÅÎÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (25-14)ÍÏÖÎÏ �ÉÓÁÔØ × ÌÀÂÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. õÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÄÌÑ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÉÓÁÔØf̃(um; wn−m) ;ËÏÇÄÁ ËÁËÉÅ-ÔÏ m ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÆÏÒÍÙ f̃ ÒÁ×ÎÙ u, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ (n−m) ÒÁ×ÎÙ w(ÎÅ ×ÁÖÎÏ × ËÁËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ).éÚ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ f̃ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÔÅÍ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅÍ,ÞÔÏ É ÆÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ ÄÌÑ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË × ÂÉÎÏÍÅ (u + w)n, ×Ù×ÏÄÉÔÓÑÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f̃(u+ w; u+ w; : : : ; u+ w) = n∑m=0(nm)f̃(um; wn−m) ;ÇÄÅ n = deg f . ó ÕÞ£ÔÏÍ (25-14) ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ËÁË ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÅÊÌÏÒÁ:ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f É ×ÅËÔÏÒÏ× u;w ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïf(u+ w) = deg f∑m=0 1m! �mw f(u) ; (25-15)�ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ �Ï u É w × ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (25-14).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 25.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÏÌÎÏÊ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈SnV ∗ ÎÁ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ×ÅËÔÏÒÏ× Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄ-ÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f̃(v1; v2; : : : ; vn) = 1n! �v1�v2 : : : �vn f ∀v1; v2; : : : ; vn ∈ V .25.3.1. ðÒÉÍÅÒ: ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ SnV ∗ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔÓÑËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W ⊂ V ∗ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f ∈ SnW ∗ , É ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÅÔÓÑ Supp(f). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÎÏ-ÓÉÔÅÌÅÍ �ÏÌÎÏÊ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ f̃ ∈ Sym nV ∗ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÔÅÏÒ. 24.1 Supp(f) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V ⊗(n−1) - V ∗ ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏ-ÇÏ �ÏÌÎÏÊ Ó×£ÒÔËÏÊ1 Ó f̃ . üÔÏÔ ÏÂÒÁÚ �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ×ÓÅÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ,ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ f ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ (n− 1)-ËÒÁÔÎÙÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÒÏ×ÁÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ �m1�xm11 �m2�xm22 · · · �md�xmdd f(x) ; (25-16)Ó ∑m� = n − 1 . ÷ËÌÁÄ × ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ xi Õ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ (25-16)ÄÁ£Ô ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f | ÔÏÔ, ÞÔÏ ÓÔÏÉÔ �ÒÉ ÍÏÎÏÍÅxm11 : : : xmi−1i−1 xmi+1i xmi+1i+1 : : : xmdd . ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f × ×ÉÄÅf = ∑�1+···+�d=n n!�1!�2! · · · �d! a�1�2 ::: �d x�11 x�22 · · · x�dd ; (25-17)1ÉÚ-ÚÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÔÅÎÚÏÒÁ f̃ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ó×£ÒÔËÉ ÉÚ ÔÅÏÒ. 24.1 ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÎÄÅËÓÏ× J , �Ï ËÏÔÏÒÙÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ Ó×£ÒÔËÁ



25.3.ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ É �ÏÌÑÒÙ 437ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (25-16) ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄn! · d∑i=1 am1:::mi−1(mi+1)mi+1:::mdxi (25-18)É ×ÓÅÇÏ ÔÁËÉÈ ÆÏÒÍ ÂÕÄÅÔ (n+d−2d−1 ) (ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ó�ÏÓÏÂÏ× ÒÁÚÌÏÖÉÔØ n−1 × ÓÕÍÍÕd ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ m1;m2; : : : ;md). ïÔÓÀÄÁÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÒÉÔÅÒÉÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ × ×ÉÄÅ n-ÔÏÊÓÔÅ�ÅÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 25.2îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎ (25-17) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ n-ÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ,ËÏÇÄÁ ÒÁÎÇ d × (n+d−2d−1 ) ÍÁÔÒÉ�Ù, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÉÚ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÌÉÎÅÊÎÙÈÆÏÒÍ (25-18), ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÁ ', ÔÁËÁÑ ÞÔÏ 'n = f , ÔÁËÖÅ�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÁ ÆÏÒÍÁÍ (25-18).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á f = 'n ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Supp(f) |ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÅ ÆÏÒÍÏÊ ' , É ÔÏÇÄÁ ×ÓÅ ÆÏÒÍÙ (25-18)�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ ÆÏÒÍÅ '. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÆÏÒÍÙ (25-18) �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, ÔÏ Supp(f) | ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U = k · , �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÅËÁËÏÊ-ÔÏ ÆÏÒÍÏÊ  ∈ V ∗. ðÏÓËÏÌØËÕ SnU = k ·  n ÔÏÖÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ, ÕÓÌÏ×ÉÅf ∈ SnU ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ f = � n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ � ∈ k . åÓÌÉ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÚÁÍËÎÕÔÏ, �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÅÒÅ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË f = 'n Ó ' = n√� ·  . �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 25.1ïÂÒÁÚ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ P(V ∗) ⊂
'7→'n - P(SnV ∗) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÁÌ-ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÍ ÓÉÓÔÅÍÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ |ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÎÕÌÀ ×ÓÅÈ 2 × 2 ÍÉÎÏÒÏ× d × (n+d−2d−1 ) ÍÁÔÒÉ�Ù, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÉÚËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ (25-18). �îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈf(x0; x1) = n∑k=0 ak · (nk) · xn−k0 xk1ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (�0x0 + �1x1)n, ËÏÇÄÁrk (a0 a1 : : : an1a1 a2 : : : an) = 1 ;ÞÔÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊdet( ai ajai+1 aj+1) = 0ÎÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ai ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f , É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (�0 : �1) = (ai : ai+1) ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ i, �ÁËÏÇÏ ÞÔÏ aiai+1 6= 0 .



438 §25.ðÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÏ×25.3.2. ðÏÌÑÒÙ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÅËÔÉ×-ÎÕÀ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ S ⊂ P(V ), ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ F (x) = 0ÓÔÅ�ÅÎÉ n. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ S �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ` = (pq) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÔÏ-ÞÅË �p + �q ∈ `, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (� : �) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ f(�; �) = 0,ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ x = �p + �q × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉF (x) = 0. åÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÏÌÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, É �ÒÑÍÁÑ ` ÎÅ ÌÅÖÉÔÎÁ S �ÅÌÉËÏÍ (ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÌÏ ÂÙ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ f(�; �) × ÎÕÌØ), ÔÏ` �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ S × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÔÏÞÅË a1; a2; : : : ; ak, �ÒÉÞ£Í ÅÓÌÉ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÎÉÈ Ó ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ ÂÕÄÅÔÒÁ×ÎÁ n. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ËÒÁÔÎÏÓÔØ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ S Ó �ÒÑÍÏÊ ` × ÔÏÞËÅai = (�′i : �′′i ) ÎÁÄÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË �ÏËÁÚÁÔÅÌØ, Ó ËÏÔÏÒÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØdet(� ��′i �′′i) = (�′′i �− �′i�)×ÈÏÄÉÔ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ f(�; �) = ∏(�′′i �− �′i�)si ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(�; �)ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.ðÏËÁÚÁÔÅÌØ si ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ SÓ �ÒÑÍÏÊ ` × ÔÏÞËÅ ai É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ (S; `)ai . ðÒÑÍÁÑ ` ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊË S × ÔÏÞËÅ a ∈ ` ∩ S, ÅÓÌÉ (S; `)a > 2 ÉÌÉ ` ⊂ S.ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ �ÜÊÌÏÒÁ (25-15) ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ �n−m�m × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ f(�; �) =0 ÒÁ×ÅÎ
(nm)f̃(pn−m; qm) = 1m! �mF�qi (p) = 1(n−m)! �n−mF�pn−m (q) : (25-19)É ÅÓÌÉ p ∈ S, ÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÅÊÌÏÒÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ p ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ËÁËF (p+ tq) = t(d1) F̃ (pn−1; q) + t2(d2) F̃ (pn−2; q2) + · · · :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÑÍÁÑ pq, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ p ∈ S, ËÁÓÁÅÔÓÑ S × ÜÔÏÊÔÏÞËÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ F̃ (pn−1; q) = 0 .åÓÌÉ F (pn−1; x) 6≡ 0 ËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÔ x, ÔÏ ÔÏÞËÉ q, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ�ÒÑÍÁÑ (pq) ËÁÓÁÅÔÓÑ S × ÔÏÞËÅ p, ÚÁÍÅÔÕÔ × P(V ) ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÕÀÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ F (pn−1; x) = 0 . ïÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÏÍ Ë S × p É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ TpS. �ÏÞËÁ p ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÌÁÄËÏÊÔÏÞËÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ S .åÓÌÉ F (pn−1; x) ≡ 0, ÔÏ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ S ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÓÏÂÏÊ × ÔÏÞËÅ p, Á pÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ S. óÏÇÌÁÓÎÏ (25-19), ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ F (pn−1; x) = �xF (p)Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÏÔ F , ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÙÅ × ÔÏÞËÅ p, ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÏÂÏÓÔØp ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÚÁÎÕÌÅÎÉÀ × p ×ÓÅÈ ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÏÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÇÉ�ÅÒ-�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÀÂÁÑ �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ p �ÒÑÍÁÑ ÉÍÅÅÔ Ó S ËÁË



25.4.ðÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× 439ÍÉÎÉÍÕÍ Ä×ÕËÒÁÔÎÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, É ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï TpS, �ÏÎÉÍÁÅ-ÍÏÅ ËÁË ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ �ÒÑÍÙÈ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ S × ÔÏÞËÅ p, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ P(V ).åÓÌÉ q | ÇÌÁÄËÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÁ S ÉÌÉ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ×ÎÅ S, ÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á ÔÏÞÅË ËÁÓÁÎÉÑ Ó S ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, Ï�ÕÝÅÎÎÙÈ ÎÁ S ÉÚ ÔÏÞËÉq ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ S ÆÉÇÕÒÕ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ËÏÎÔÕÒÏÍ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ S,×ÉÄÉÍÙÍ ÉÚ ÔÏÞËÉ q. ÷ÉÄÉÍÙÊ ËÏÎÔÕÒ ×ÙÓÅËÁÅÔÓÑ ÉÚ S �ÏÌÑÒÎÏÊ Ë q ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ S ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ (n− 1)-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉplqS = {y ∈ P(V ) | F̃ (q; yn−1) = 0} ; (25-20)Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ×ÓÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÕÓÌÏ×ÉÅ ËÁÓÁ-ÎÉÑ �ÒÑÍÏÊ (qy) �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ S × ÔÏÞËÅ y | ÜÔÏ F̃ (yn−1; q) = 0. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎG(y) = F̃ (yn−1; q) ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÊ (ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ y), ÔÏ, ×ÚÑ× y = q,ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ F (q) = 0, ÏÔËÕÄÁ q ∈ S. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Ô. Ë. ×ÓÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅÏÔ G × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÖÅ ÎÕÌÅ×ÙÅ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏF̃ (qn−1; y) = G̃(qn−2; y) = �n−2�qn−2G(y) ≡ 0 ;ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ q | ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ S.çÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ pln−rq = {y ∈ P(V ) | F̃ (qn−r; yr) = 0} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÑÒÏÊr-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ S ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ q. åÓÌÉ q ∈ S | ÇÌÁÄËÁÑ ÔÏÞËÁ,ÔÏ �ÏÌÑÒÁ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ | ÜÔÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ TqS Ë S × ÔÏÞËÅq, Á ËÁÖÄÁÑ �ÏÌÑÒÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ r > 2 | ÜÔÏ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÔÅ�ÅÎÉ r, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÏ-ÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ q É ÉÍÅÅÔ ÔÅ ÖÅ �ÏÌÑÒÙ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ < r ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ q, ÞÔÏÉ ÉÓÈÏÄÎÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ S. �ÁË, Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ �ÏÌÑÒÁ | ÜÔÏ �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚq Ë×ÁÄÒÉËÁ, ÉÍÅÀÝÁÑ × ÔÏÞËÅ q ÔÕ ÖÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ, ÞÔÏ É S,ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ �ÏÌÑÒÁ | ÜÔÏ �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ q ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ Ó ÔÏÊ ÖÅËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔØÀ É Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ �ÏÌÑÒÏÊ, ÞÔÏ É S, É Ô. Ä.25.4. ðÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. èÏÔÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ× ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎ ! ∈ �V ∗ É ÎÅ ÚÁÄÁ£Ô ÎÉËÁËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , ÂÏÌØÛÁÑ ÞÁÓÔØ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÉÄÌÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. á ÉÍÅÎÎÏ, �Ï �ÒÅÄÌ. 25.1 ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅ-ÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ n-ÔÏÊ ÓÔÅ�Å-ÎÉ ! ∈ �nV ∗ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ n-ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ!̃ ∈ Skew nV ∗ ⊂ V ∗⊗n, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ × ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �ÒÉ ÆÁËÔÏ-ÒÉÚÁ�ÉÉ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ �Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ. üÔÁ ÆÏÒ-ÍÁ (ÒÁ×ÎÏ ËÁË É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÅÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÅÎÚÏÒ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ�ÏÌÎÏÊ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÅÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ !.óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (25-9) ÉÚ �ÒÅÄÌ. 25.1 �ÏÌÎÁÑ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÇÒÁÓ-ÓÍÁÎÏ×Á ÍÏÎÏÍÁ ! = ei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ ein ÒÁ×ÎÁ!̃ = 1n! e〈i1;i2;:::;in〉 = altn (ei1 ⊗ ei2 ⊗ · · · ⊗ ein) : (25-21)



440 §25.ðÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÏ×ëÁË É × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, �ÏÌÎÁÑ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎ-ÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ! ∈ �nV ∗ É � ∈ �nV�Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÁÑ Ó×£ÒÔËÁ ÉÈ �ÏÌÎÙÈ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÊ 〈!̃; �̃〉 .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 25.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÑ Ä×ÕÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÇÒÁÓ-ÓÍÁÎÏ×ÙÈ ÍÏÎÏÍÏ× eI = ei1 ∧ei2 ∧ · · · ∧ein É xJ = ei1 ∧ei2 ∧ · · · ∧ein ÏÔ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎ-ÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V É V ∗ (ÏÂÁ ÎÁÂÏÒÁ ÉÎÄÅËÓÏ× I É J ÓÔÒÏÇÏ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 1=n!, ÅÓÌÉ i� = j� ∀�, É ÎÕÌØ ×Ï ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.25.4.1. þÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ × ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ plv : �nV ∗ - �n−1V ∗ ;ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ! ∈ �nV ∗ �ÒÏÅË�ÉÀ ×Ï ×ÎÅÛÎÀÀ ÁÌ-ÇÅÂÒÕ ÔÅÎÚÏÒÁ, �ÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ Ó×£ÒÔËÏÊ �Ï �ÅÒ×ÏÍÕ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍÕ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÀ�ÏÌÎÏÊ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ !̃ ∈ V ∗⊗n  ×ÅËÔÏÒÏÍ v ∈ V . ïÎÏ ×ËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ËÏÍÍÕÔÁ-ÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕV ∗⊗n ⊃ Skew nV ∗ 1v - Skew (n−1)V ∗⊂ V ∗⊗(n−1)�nV ∗? plv - �n−1V ∗?ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÔØ �ÒÏÅË�ÉÉ ×Ï ×ÎÅÛÎÀÀ ÁÌÇÅÂÒÕ (ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÑ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ �Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ), Á ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÏÒÉ-ÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ | Ó×£ÒÔËÁ �ÅÒ×ÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ Ó ×ÅËÔÏÒÏÍv . ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÓÌÕÞÁÅÍ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Õ �ÒÏÉÚ×ÏÄ-ÎÕÀ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ! ∈ �nV ∗ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÁ v ∈ VÆÏÒÍÕÌÏÊ �v! def= deg! · plv! :éÚ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ plv! �Ï v É ! ÍÙ ÓÒÁÚÕ ÖÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ × ÎÁ-�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÁ v =∑�iei Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÏÉÚ-×ÏÄÎÙÈ ×ÄÏÌØ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×:�v =∑�i �ei :åÓÌÉ ! ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ Èj, ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ej! = 0. ðÏÜÔÏÍÕÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ËÌÁÄ × �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÏÔ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÍÏÎÏÍÁ! = xi1 ∧ xi2 ∧ · · · ∧ xinÄÁÄÕÔ ÔÏÌØËÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ �ei1 ; �ei2 ; : : : ; �ein . éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (25-21) ×Ù-ÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �ei1xi1 ∧ xi2 ∧ · · · ∧ xin = xi2 ∧ xi3 ∧ : : : ∧ xin



25.4.ðÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× 441×ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉ ÎÅ�Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÅÓÑ ÉÎÄÅËÓÙI = (i1; i2; : : : ; in)ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÎÅÔ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÁÓÔÎÁÑ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Á ÍÏÎÏÍÁ �Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÌÅ×Á ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ËÁË �=�xi1 (Ô. Å. �ÒÏÓÔÏ ÕÎÉÞÔÏÖÁÅÔ ÜÔÏÔ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ). ðÒÉ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÉ �Ï ÏÓÔÁÌØÎÙÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ ÂÕÄÕÔ �ÏÑ×ÌÑÔØÓÑ ÚÎÁËÉ:�eikxi1 ∧ xi2 ∧ · · · ∧ xin = �eik (−1)k−1xik ∧ xi1 ∧ : : : ∧ xik−1 ∧ xik+1 : : : xin == (−1)k−1�eikxik ∧ xi1 ∧ : : : ∧ xik−1 ∧ xik+1 : : : xin == (−1)k−1xi1 ∧ : : : ∧ xik−1 ∧ xik+1 : : : xin :éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Á ÍÏÎÏÍÁ �Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ k-ÔÏÊÓÌÅ×Á ×ÈÏÄÑÝÅÊ × ÎÅÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ×ÅÄ£Ô ÓÅÂÑ ËÁË (−1)k−1�=�xik . õÄÏÂÎÏ ×ÏÓ-�ÒÉÎÉÍÁÔØ ÜÔÏ Ñ×ÌÅÎÉÅ ËÁË ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Ï �ÒÁ×ÉÌÏ ìÅÊÂÎÉ�Á:õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 25.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Ù ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÔ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Õ �ÒÁ×ÉÌÕ ìÅÊÂÎÉ�Á: �v(! ∧ �) = �v(!) ∧ � + (−1)deg !! ∧ �v(�).ðÏÓËÏÌØËÕ !̃(u;w; ∗; : : : ; ∗) = −!̃(w; u; ∗; : : : ; ∗) Ï�ÅÒÁ�ÉÉ plu É plw ÁÎÔÉËÏÍÍÕ-ÔÉÒÕÀÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ: pluplw! = −plwplu! . ðÏÜÔÏÍÕ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÔÁËÖÅ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ: �u�w = −�w�u . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,�2v! ≡ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ v É !.25.4.2. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ! ∈ �nV Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W ⊂ V , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ! ∈ �nW , ÉÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Supp(!) . ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌØ ! ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ �ÏÌÑ-ÒÉÚÁ�ÉÉ !̃, ËÏÔÏÒÙÊ �Ï ÔÅÏÒ. 24.1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑV ∗⊗(n−1) - V ;ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÇÏ �ÏÌÎÏÊ Ó×£ÒÔËÏÊ Ó ÔÅÎÚÏÒÏÍ !̃. ÷ ×ÉÄÕ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÔÅÎÚÏ-ÒÁ !̃ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ó×£ÒÔËÉ ÉÚ ÔÅÏÒ. 24.1 ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁÌÉÛØ ÚÎÁËÏÍ, É �ÏÜÔÏÍÕ ÎÅ×ÁÖÎÏ, ËÁËÕÀ ÉÚ Ó×£ÒÔÏË ×ÚÑÔØ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÉ-ÎÅÊÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ n �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ�J! = �j1�j2 : : : �jn−1! ;ÇÄÅ �j = �xj É J = (j1; j2; : : : ; jn−1) �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÉÚ (n − 1)�Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ×1. åÓÌÉ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ! × ÓÕÍÍÕ ÍÏÎÏÍÏ×! =∑I aIeI = ∑i1i2 ::: in �i1i2 ::: inei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ ein1× ÓÉÌÕ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍÉ ÎÁÂÏÒÁÍÉ



442 §25.ðÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÏ×(ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �i1i2 ::: in ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ �Ï ÉÎÄÅËÓÁÍ i1; i2; : : : ; in), ÔÏ ×ËÌÁÄ× �J! ÄÁÄÕÔ ÔÏÌØËÏ ÍÏÎÏÍÙ aIeI Ó I ⊃ J . ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÂÝÅÇÏÚÎÁËÁ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ �J! = ±∑i6∈J �j1j2 ::: jn−1i ei : (25-22)ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔÉ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ-×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 25.3óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ! = ∑i1i2 ::: in �i1i2 ::: inei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ einÇÄÅ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �i1i2 ::: in ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ �Ï ÉÎÄÅËÓÁÍ i1; i2; : : : ; in, ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:1) ! = u1 ∧ u2 ∧ · · · ∧ un ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ u1; u2; : : : ; un ∈ V2) u ∧ ! = 0 ∀u∈Supp(!)3) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÎÅ�Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ ÉÎÄÅËÓÏ×i1; i2; : : : ; im+1 É j1; j2; : : : ; jm−1×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ðÌÀËËÅÒÁ1 m+1∑�=1 (−1)�−1aj1:::jm−1i�ai1:::bi� :::im+1 = 0 .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÓÌÏ×ÉÅ (1) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ! ÌÅÖÉÔ × ÓÁÍÏÊ ÓÔÁÒ-ÛÅÊ ×ÎÅÛÎÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ �dimSupp(!) Ó×ÏÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ Supp(!). ðÏÜÔÏÍÕÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÊ (1) É (2) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÆÁËÔÁ:õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 25.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ! ∈ �U ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÏÄÎÏÒÏÄÅÎÓÔÅ�ÅÎÉ dimU , ËÏÇÄÁ u ∧ ! = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ u ∈ U .æÏÒÍÕÌÙ (3) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÚÁ�ÉÓØ ÕÓÌÏ×ÉÑ (2) É ËÏÎÓÔÁ-ÔÉÒÕÅÔ ÚÁÎÕÌÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ �ÒÉ ei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ ein+1 × u ∧ !, ÇÄÅ u | ÜÔÏ×ÅËÔÏÒ (25-22). ðÏÓËÏÌØËÕ (2) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØÓÉÓÔÅÍÙ ×ÅËÔÏÒÏ× u, ÌÉÎÅÊÎÏ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Supp(!), ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ× (3) ÕÓÌÏ×ÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 25.11. ÷Ù�ÉÛÉÔÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ðÌÀËËÅÒÁ ÄÌÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ! ÏÔ ÞÅÔÙÒ£È �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ×Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÎÉÈ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÆÏÒÍÁÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ, ËÏÇÄÁ ! ∧ ! = 0 .1�ËÒÙÛËÁ� × ai1:::bi� :::im+1 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ i� ÓÌÅÄÕÅÔ �ÒÏ�ÕÓÔÉÔØ



úÁÄÁÞÉ Ë §25 443óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 25.2 (�ÌÀËËÅÒÏ×Ï ×ÌÏÖÅÎÉÅ)ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ðÌÀËËÅÒÁ Gr(m;V ) ⊂ - P(�mV ) , �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ m-ÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ V × ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �mU ⊂ �mV , ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ × �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × ËÁÞÅÓÔ×Å ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÑ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ (3) ÉÚ �ÒÅÄÌ. 25.3.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ V ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓ u1; u2; : : : ; um, ÔÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ðÌÀËËÅÒÁ �ÅÒÅ×ÅÄ£Ô ÅÇÏ × ËÌÁÓÓ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÁÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ u1 ∧ u2 ∧ · · · ∧ um. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ðÌÀËËÅÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔÉÚ ×ÓÅÈ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÈ ÆÏÒÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ m , Ô. Å. Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ Ë×ÁÄÒÉË ÉÚ �. (3) �ÒÅÄÌ. 25.3. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅðÌÀËËÅÒÁ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ U 6=W × V ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓv1; v2; : : : ; vr; u1; u2; : : : ; um−r; w1; w2; : : : ; wm−r; v2m−r; v2m−r+1; : : : ; vn ;× ËÏÔÏÒÏÍ v1; v2; : : : ; vr ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ U ∩W , Áv1; v2; : : : ; vr; u1; u2; : : : ; um−r É v1; v2; : : : ; vr; w1; w2; : : : ; wm−rÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓÙ × U É W , ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ðÌÀËËÅÒÁ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÍÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÍÏÎÏÍÙv1 ∧ · · · ∧ vr ∧ u1 ∧ · · · ∧ um−r 6= v1 ∧ · · · ∧ vr ∧ w1 ∧ · · · ∧ wm−rÁÌÇÅÂÒÙ �V . �úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §25úÁÄÁÞÁ 25.1. ñ×ÎÏ �ÒÅÄßÑ×ÉÔÅ ÔÅÎÚÏÒ t ∈ V ⊗3, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÏÇÏ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ.úÁÄÁÞÁ 25.2. îÁÄ �ÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ �ÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÙ ÍÅÖÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ:Á) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ n-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ V × V × · · · × V '- kÂ) ÆÕÎË�ÉÊ V f- k, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÏÔ ÌÉ-ÎÅÊÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ (Á ÚÎÁÞÉÔ, É × ÌÀÂÏÍ) ÂÁÚÉÓÅ×) Sym n(V ∗) Ç) Sym n(V )∗ Ä) (SnV )∗ Å) (SnV ∗)ëÁËÉÅ ÉÚ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÔÁËÏ×ÙÍÉ É ÎÁÄ ×ÓÅÍÉ �ÏÌÑÍÉËÏÎÅÞÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ?úÁÄÁÞÁ 25.3. îÁÄ �ÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ �ÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÙ ÍÅÖÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ:Á) ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ n-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ V × V × · · · × V '- kÂ) Skew n(V ∗) ×) Skew n(V )∗ Ç) (�nV )∗ Ä) (�nV ∗)ëÁËÉÅ ÉÚ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÔÁËÏ×ÙÍÉ É ÎÁÄ ×ÓÅÍÉ �ÏÌÑÍÉËÏÎÅÞÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ?



444 úÁÄÁÞÉ Ë §25úÁÄÁÞÁ 25.4 (�ÒÉÎ�É� áÒÏÎÇÏÌØÄÁ). ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÎÚÏÒÏ× Sym n(V ) ⊂ V ⊗n ÌÉÎÅÊÎÏ �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ ×ÉÄÁv⊗n = v ⊗ v ⊗ · · · ⊗ v ÓÏ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ v ∈ V É Ñ×ÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔÅ ÞÅÒÅÚ ÔÅÎÚÏÒÙ×ÉÄÁ v⊗3 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ ÔÅÎÚÏÒ u⊗w⊗w+w⊗u⊗w+w⊗w⊗u,ÇÄÅ u;w ∈ V | Ä×Á �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ×ÅËÔÏÒÁ.úÁÄÁÞÁ 25.5. íÏÖÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØÍÎÏÇÏÞÌÅÎ 9x3 − 15 yx2 − 6 zx2 + 9xy2 + 18 z2x − 2 y3 + 3 zy2 − 15 z2y + 7 z3 ×ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ 6 2 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ?úÁÄÁÞÁ 25.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ det(A) ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å n×n-ÍÁÔÒÉ� ÉÍÅÅÔÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÅÊÌÏÒÁ: det(�A+�B) = ∑p+q=n�p�q ·tr (�pA · �qBt) , ÇÄÅ�pA É �qB ÓÕÔØ ×ÎÅÛÎÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ1 ÍÁÔÒÉ� A É B .úÁÄÁÞÁ 25.7. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S ⊂ PN = P(S2V ∗) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈË×ÁÄÒÉË ÎÁ Pn = P(V ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) S Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ, É ÔÏÞËÁ Q ∈ S Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏ-ÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ S ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑË×ÁÄÒÉËÁ Q ⊂ Pn ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÏÓÏÂÕÀ ÔÏÞËÕ p ∈ QÂ) ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ TQS ⊂ PN × ÔÁËÏÊ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÅ Q ∈ S ÓÏÓÔÏ-ÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ Ë×ÁÄÒÉË ÎÁ Pn, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÏÓÏÂÕÀ ÔÏÞËÕ p Ë×ÁÄÒÉËÉ Q ⊂ Pn.úÁÄÁÞÁ 25.8. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒ£È ËÒÉ×ÙÈ ÎÁ P2 = P(C3):Á) (x0 + x1 + x2)3 = 27x0x1x2Â) x2y + x y2 = x4 + y4×) (x2 − y + 1)2 = y2(x2 + 1)(�ÏÓÌÅÄÎÉÅ Ä×Å ËÒÉ×ÙÅ ÚÁÄÁÎÙ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ËÁÒÔÅ U0É ÒÅÞØ × ÚÁÄÁÞÅ ÉÄ£Ô �ÒÏ ÉÈ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ).úÁÄÁÞÁ 25.9. îÁ�ÉÛÉÔÅ Ñ×ÎÕÀ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÀ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓ-ËÏÊ Ë×ÁÒÔÉËÉ (x20 + x21)2 +3x20x1x2 + x31x2 = 0 , ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ �ÒÏÅË�ÉÅÊ ÉÚÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÁ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ �ÒÑÍÕÀ.úÁÄÁÞÁ 25.10 (ËÏÍ�ÌÅËÓÙ ëÏÛÕÌÑ É äÅòÁÍÁ). úÁÉËÓÉÒÕÅÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å VÂÁÚÉÓ e1; e2; : : : ; en É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ xi É �i ËÌÁÓÓÙ ×ÅËÔÏÒÁ ei × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊÉ ×ÎÅÛÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ�k+1V ⊗ Sm−1V �d �kV ⊗ SmV �- �k−1V ⊗ Sm+1Vd =∑� �� ⊗ ��x� : ! ⊗ f 7−→∑� �!��� ⊗ x� · f� =∑� ���� ⊗ x� : ! ⊗ f 7−→∑� �� ∧ ! ⊗ �f�x� (25-23)1Ô. Å. ÍÁÔÒÉ�Ù Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ A É B ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÏÄÎÏ-ÒÏÄÎÙÈ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÔÅ�ÅÎÅÊ p É q ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (ÓÍ.ÚÁÄ. 24.17); ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÉÈ ÍÁÔÒÉ� ÓÕÔØ ÍÉÎÏÒÙ �ÏÒÑÄËÏ× p É q ÍÁÔÒÉ� A É B,ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÍÉÎÏÒÙ ÉÍÅÌÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÎÏÍÅÒÁ



úÁÄÁÞÉ Ë §25 445ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ É ÉÍÅÀÔ d2 = 0 É �2 = 0Â) Ï�ÅÒÁÔÏÒ d� + �d ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ �kV ⊗ SmV ËÁË (k +m) · Id .×) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ker d=im d É ker�=im �úÁÄÁÞÁ 25.11 (ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Á ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÁ). îÁÄ �ÏÌÅÍ ÌÀÂÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ �Ï-ÌÏÖÉÍ e! def= 1 + ! ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ! ∈ �2m É �ÒÏÄÏÌÖÉÍ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ×Ó£ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �2mV �ÒÁ×ÉÌÏÍ eP!i =∏ e!i . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ef ËÏÒÒÅËÔÎÏ (ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÉ ÏÔ Ó�ÏÓÏÂÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ f × ×É-ÄÅ ÓÕÍÍÙ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÍÏÎÏÍÏ×, ÎÉ ÏÔ �ÏÒÑÄËÁ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ×ÓÔÏÑÝÅÍ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ)Â) ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �evenV ⊂ - �evenV Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÍÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ×ÓÅÈ Þ£ÔÎÙÈ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÏ× × ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÕÀ ÇÒÕ��Õ Þ£ÔÎÙÈ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÏ Ó×Ï-ÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ 1.úÁÄÁÞÁ 25.12. ÷Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÌÉ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅ-ÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á: Á) �vef = ef ∧ �vf Â) ef = ∑k>0 1k!f∧kúÁÄÁÞÁ 25.13. ÷ÙÑÓÎÉÔÅ, ÒÁÚÌÏÖÉÍÁ ÌÉ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Á ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÔ ÞÅÔÙÒ£È�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ −�1 ∧ �2 ∧ �3+2 �1 ∧ �2 ∧ �4+4 �1 ∧ �3 ∧ �4+3 �2 ∧ �3 ∧ �4 (ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏÎÁ�ÉÛÉÔÅ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ Ñ×ÎÏ, ÅÓÌÉ ÎÅÔ | ÏÂßÑÓÎÉÔÅ, �ÏÞÅÍÕ).



òÁÚÄÅÌ VIIóÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ,ÍÁÓÓÉ×Ù É ÔÁÂÌÉ�Ù àÎÇÁ
§26. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ26.1. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. óÉÍÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á Sn ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ËÏÌØ�Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Z[x1; x2; : : : ; xn℄ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×-ËÁÍÉ ÎÏÍÅÒÏ× �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ:gf(x1; x2; : : : ; xn) = f(xg(1); xg(2); : : : ; xg(n)) ∀ g ∈ Sn : (26-1)âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ Z[x1; x2; : : : ; xn℄ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ gf = fÄÌÑ ×ÓÅÈ g ∈ Sn , É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ g(t) = sgn(g) · t ÄÌÑ ×ÓÅÈ g ∈ Sn.óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ × Z[x1; x2; : : : ; xn℄ �ÏÄËÏÌØ�Ï, Á ËÏÓÏ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÜÔÉÍ ËÏÌØ�ÏÍ (�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ | ÜÔÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊÍÎÏÇÏÞÌÅÎ).éÎÏÇÄÁ ÕÄÏÂÎÏ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÙ ËÁË ÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ × n-ÔÏÊ ÔÅÎÚÏÒ-ÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ËÏÌØ�Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. éÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Z-ÍÏÄÕÌÅÊ (ÓÍ. n◦ 23.3.1)
κ : Z[t℄⊗n ∼- Z[x1; x2; : : : ; xn℄ ; (26-2)�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ (ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÊ) ÔÅÎÚÏÒÎÙÊ ÍÏÎÏÍtm1 ⊗ tm2 ⊗ · · · ⊗ tmn ∈ Z[t℄× ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÍÏÎÏÍ xm11 xm22 · · · xmnn ∈ Z[x1; x2; : : : ; xn℄ (ÎÏÍÅÒÁ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÓÏ-ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÓÌÅ×Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÏÍÅÒÁÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó�ÒÁ×Á). éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

κ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÅÎ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù É ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÓÌÅ×Á Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ É ËÏ-ÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ Ó�ÒÁ×Á. õÍÎÏÖÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× × ËÏÌØ�Å
Z[x1; x2; : : : ; xn℄ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ �ÏËÏÍ�ÏÎÅÎÔÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ× Z[t℄⊗n :(f1 ⊗ f2 ⊗ · · · ⊗ fn) · (g1 ⊗ g2 ⊗ · · · ⊗ gn) = (f1g1)⊗ (f2g2)⊗ · · · ⊗ (fngn)446



26.1.óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ 447õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 26.1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÔÁË Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁÄÅÌÑÅÔ Z[t℄⊗nÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ 1⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1 .éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ κ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ Z-ÍÏÄÕÌÅÊSym n(Z[t℄) É Skew n(Z[t℄) ;Ï�ÉÓÁÎÎÙÅ × (25-2) É (25-3), × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ Z-ÍÏÄÕÌÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ É ÄÅ-ÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÙÍ.26.1.1. íÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÍÏÄÕÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÏÓÔÏ-ÉÔ ÉÚ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×m� = (ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÍÏÎÏÍÏ× ÉÚ Sn-ÏÒÂÉÔÙ ÍÏÎÏÍÁ x�11 x�22 · · · x�nn ) ; (26-3)ÇÄÅ � = (�1; �2; : : : ; �n) �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ÉÚ 6 n ÓÔÒÏË. ðÏÓËÏÌØËÕÌÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ Ó×ÏÉÍ ÍÏÎÏÍÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ(Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ) ×ÓÅ ÍÏÎÏÍÙ ÉÚ ÅÇÏ Sn-ÏÒÂÉÔÙ, É ËÁÖÄÁÑ Sn-ÏÒÂÉÔÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÔÁÒÛÉÍ ÍÏÎÏÍÏÍ,�ÏËÁÚÁÔÅÌÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï ÎÅ ÕÂÙ×ÁÀÔ, ÌÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× m� . ðÒÏÏÂÒÁÚÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ m� �ÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ (26-2) Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÅÎÚÏÒ (25-2), ÒÁ×ÎÙÊ ÓÕÍÍÅ ×ÓÅÈÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÉÚ m0(�) ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ t0 = 1, m1(�) ÓÏ-ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ t1, m2(�) ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ t2 É Ô. Ä., ÇÄÅ mi(�) ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÓÔÒÏËÄÌÉÎÙ i × ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ � .26.1.2. äÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÍÏÄÕÌÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ Sn-ÏÒÂÉÔ�� = ∑g∈Sn sgn(g) x�1g(1)x�2g(2) · · · x�ng(n) : (26-4)ðÒÏÏÂÒÁÚÏÍ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �ÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ (26-2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊÂÁÚÉÓÎÙÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒ (25-3). ðÏÓËÏÌØËÕ × ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ ÎÅÔ ÍÏÎÏÍÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÒÁÚÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ1, ÉÎÄÅËÓ � × (26-4) �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ Ó ÎÅ�Ï×ÔÏÒÑÀ-ÝÉÍÉÓÑ ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÔÒÏË �1 > �2 > : : : > �n . �ÁËÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ � ×ÓÅÇÄÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ× ÓÅÂÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÉÚ n ÓÔÒÏË ÒÁÚÎÏÊ ÄÌÉÎÙÆ = ((n− 1); (n− 2); : : : ; 1; 0)òÁÚÎÏÓÔØ � = � − Æ = ((�1 − n + 1); (�2 − n + 2); : : : ; (�n−1 − 1); �n) ÉÍÅÅÔ �i =�i − n + i É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎÇÁ ÉÚ 6 n ÓÔÒÏË(ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ÄÌÉÎÙ ÜÔÉÈ ÓÔÒÏË). éÎÏÇÄÁ ÂÙ×ÁÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ1�ÒÉ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÉ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÏÌÖÅÎ ÍÅÎÑÔØ ÚÎÁË



448 §26.óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉÂÁÚÉÓ (26-4) ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÍÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ � , É × ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ��+Æ ×ÍÅÓÔÏ �� .ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (26-4) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ1�� = det(x�ij ) = detx�11 x�12 · · · x�1nx�21 x�22 · · · x�2n... ... · · · ...x�n1 x�n2 · · · x�nn

 (26-5)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 26.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ × ÜÔÏÍ �ÒÑÍÙÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÅÍ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (26-5).÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ � = Æ �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÷ÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ�Æ = det(xn−ij ) = detxn−11 xn−12 · · · xn−1nxn−21 xn−22 · · · xn−2n... ... · · · ...x1 x2 · · · xn1 1 · · · 1



=∏i<j(xi − xj) : (26-6)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 26.3. õÂÅÄÉÔÅÓØ × Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �Æ = ∏i<j(xi − xj).26.1.3. âÁÚÉÓ ûÕÒÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ fÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ �ÒÉ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ xi = xj, ÏÎ ÄÅÌÉÔÓÑ × ËÏÌØ�Å Z[x1; x2; : : : ; xn℄ÎÁ (xi − xj), Á ÔÁË ËÁË ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ (xi − xj) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁ, f ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �Æ = ∏i<j(xi − xj), �ÒÉÞ£Í ÞÁÓÔÎÏÅ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÄÅÌÅÎÉÑf�Æ ∈ Z[x1; x2; : : : ; xn℄Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ. íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 26.1õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÷ÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ �Æ ÚÁÄÁ£Ô Z-ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

Z-ÍÏÄÕÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó Z-ÍÏÄÕÌÅÍ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÏ×. üÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØ-�ÏÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 26.1íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ2 s� = �Æ+�=�Æ , ÇÄÅ � �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ×ÓÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅn ÓÔÒÏË, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Z-ÍÏÄÕÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.1ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÚÁ�ÉÓØ (f(i; j)), ÇÄÅ f(i; j) ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ i, j, ÂÕÄÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ, × i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ É j-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÉÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ f ËÄÁÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ i É j2ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ s� = �Æ+�=�Æ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ûÕÒÁ



26.2.üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ 44926.2. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ E(t) Ó ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × ËÏÌØ�Å Z[x1; x2; : : : ; xn℄ , ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊE(t) =∏i (1 + xit) = n∑k=0 ek(x) · tk (26-7)ÉÍÅÅÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙe0 = 1 É ek(x) = ∑i1<i2<···<ik xi1xi2 : : : xik (26-8)(ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÉÚ k ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÇÄÅ k > 1). üÔÉ ÖÅ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÙ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ × ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÷ÉÅÔÁ: ÅÓÌÉ �1; �2; : : : ; �n Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ�ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁtn + a1tn−1 + · · ·+ an−1t+ an = n∏i=1(x− �i) ; (26-9)ÔÏ ai = (−1)iei(�1; �2; : : : ; �n) .äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ �1; �2; : : : ; �m �ÏÌÏÖÉÍ �ÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ e� = e�1e�2 · · · e�m = m∏k=1 e�k :åÓÌÉ � | ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ, ÔÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÔÁÒÛÉÍ ÍÏÎÏÍÏÍ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÁ e� ÂÕÄÅÔ x�t11 x�t22 : : : x�tnn , ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ �ÒÉ �ÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÉ ÍÏÎÏÍÁ x1 : : : x�1ÉÚ e�1 , ÍÏÎÏÍÁ x1 : : : x�2 ÉÚ e�2 É Ô. Ä. ×�ÌÏÔØ ÄÏ x1 : : : x�m ÉÚ e�m | ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÑ ÂÕË× x1; x2; : : : ; xn, ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎ-ÎÙÈ × ËÌÅÔËÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ � ÔÁË, ÞÔÏ x1 ÓÔÏÉÔ ×Ï ×ÓÅÈ ËÌÅÔËÁÈ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á,x2 | ×Ï ×ÓÅÈ ËÌÅÔËÁÈ ×ÔÏÒÏÇÏ É Ô. Ä. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏËÁÚÁÔÅÌØ Õ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ xiÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎ ÄÌÉÎÅ i-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ �, Ô. Å. ÄÌÉÎÅ i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÔÒÁÎÓ-�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ1 ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ �t. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ e� �ÏÂÁÚÉÓÕ m� ÉÚ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× (26-3) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:e� = m�t + (ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÌÁÄÛÉÅ ÞÌÅÎÙ) (26-10)ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 26.2íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ e� = e�1e�2 · · · e�m , ÇÄÅ � �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÓÔÏÌÂ�Ï×, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Z-ÍÏÄÕÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ e� ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ � ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ nÓÔÏÌÂ�Ï×, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ m� ÍÏÄÕÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË-�ÉÊ | ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÓÔÒÏË. ÷Ù�ÉÛÅÍ ×ÅËÔÏÒÙ m� × ÓÔÒÏËÕ1ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁ-ÇÏÎÁÌÉ (ËÁË �ÒÉ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÍÁÔÒÉ�Ù) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍÉ ÉÌÉ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ-×ÁÎÎÙÍÉ



450 §26.óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ× �ÏÒÑÄËÅ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍ �, Á ×ÅËÔÏÒÙ e� | ×�ÏÒÑÄËÅ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ �t.æÏÒÍÕÌÁ (26-10) ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×ÅËÔÏÒÏ× e� × ÍÏ-ÎÏÍÉÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ m� ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ Ó ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ �Ï ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ.ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÁÑ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÎÁÄ Z, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ e� ÔÁËÖÅÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 26.2íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ e1; e2; : : : ; en ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ × Z[x1; x2; : : : ; xn℄ É ÌÀ-ÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÏÔ e1; e2; : : : ; en. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ËÏÌØ�Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÅÓÔØ ËÏÌØ�ÏÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Z[e1; e2; : : : ; en℄ .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒÅ�ÉÓÙ×ÁÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ e� ËÁË em11 em22 · · · emnn , ÇÄÅ mi | ÜÔÏÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ i × ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ � , ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× e� |ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏ× ÏÔ e1; e2; : : : ; en . �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 26.3÷ÓÑËÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ËÏÒÎÅÊ �1; �2; : : : ; �n �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÁ (26-9) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× a1; a2; : : : ; an, Á ×ÓÑ-ËÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ ËÏÒÎÅÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ (ÎÅ ÏÂÑ-ÚÁÔÅÌØÎÏ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ ÅÇÏËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×. �26.3. ðÏÌÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ hk(x) ÓÕÍ-ÍÕ ×ÓÅÈ ÍÏÎÏÍÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ k . íÎÏÇÏÞÌÅÎ hk ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ k. ïÎ ÒÁ×ÅÎ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÕ �ÒÉ tk Õ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ H(t) ∈ Z[x1; x2; : : : ; xn℄ [[t℄℄, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÅÇÏ �ÒÉ �ÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÉn ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÊH(t) =∏i 11− xit =∏i (1 + xit+ x2i t2 + x3i t3 + · · · ) =∑k>0 hk(x) · tk (26-11)(×ÙÂÏÒ × i-ÔÏÊ ÓËÏÂËÅ mi-ÔÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÏÎÏÍxm11 xm22 · · · xmnn ). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, H(t)E(−t) = 1 . ÷ÙÞÉÓÌÑÑ × ÜÔÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÅËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ tk �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ×ÙÒÁÖÁÀÝÉÅ ei É hi ÄÒÕÇÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÁ:(−1)khk = ek − ek−1h1 + ek−2h2 − · · · + (−1)k−1e1hk−1 (26-12)(−1)kek = hk − hk−1e1 + hk−2e2 − · · · + (−1)k−1h1ek−1 : (26-13)ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 26.3ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ !, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ek × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ hk (�ÒÉ k = 1; : : : ; n)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÍ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌØ�Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.



26.4.óÔÅ�ÅÎÎÙÅ ÓÕÍÍÙ îØÀÔÏÎÁ 451äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ÁË ËÁË ËÏÌØ�Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÌØ�ÕÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ e1; e2; : : : ; en , ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ek 7→ hk ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ! ÉÚ ËÏÌØ�Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ÓÅÂÑ. éÚ ÒÅËÕÒÓÉ×-ÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ (26-12) É (26-13) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ hkÏÂÒÁÔÎÏ × ek, Ô. Å. Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÅÊ É, ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 26.4íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ h1; h2; : : : ; hn ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ × Z[x1; x2; : : : ; xn℄ É ÌÀÂÏÊÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ hm Ó m > n) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ× ×ÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ h1; h2; : : : ; hn.26.4. óÔÅ�ÅÎÎÙÅ ÓÕÍÍÙ îØÀÔÏÎÁ. óÕÍÍÁ k-ÔÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ×ÓÅÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈpk(x) =∑i xki (26-14)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ k-ÔÙÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ îØÀÔÏÎÁ. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ pk(x)Ó k > 1 ÕÄÏÂÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÑÄÁP (t) =∑k>1 pk(x) · tk−1 =∑i ∑k>1 xki · tk−1 =∑i ddt∑k>1 xki · tkk == − ddt∑i ln(1− xi · t) = ddt ln∏i 11− xi · t = ddt ln H(t) (26-15)ËÏÔÏÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔ ÒÑÄÁ H(t) = 1=E(−t) . �Á-ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, P (t) = H ′(t)=H(t) = E ′(−t)=E(−t) :óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ tk−1 × ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈH(t)P (t) = H ′(t) É E(−t)P (t) = E ′(−t) ;�ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ îØÀÔÏÎÁ ÄÌÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ pk ÞÅÒÅÚ hk É ek ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ: pk = khk − hk−1p1 − hk−2p2 − · · · − h1pk−1 (26-16)(−1)k−1pk = kek − ek−1p1 + ek−2p2 − · · · + (−1)k−1e1pk−1 : (26-17)éÎÄÕË�ÉÑ �Ï k �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ pk Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ ! ÉÚ �ÒÅÄÌ. 26.3 Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ (−1)k−1 :!(pk) = (−1)k−1pk : (26-18)óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 26.5íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ p1; p2; : : : ; pn ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ × Q[x1; x2; : : : ; xn℄ É ÌÀÂÏÊÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅpm Ó m > n) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÏÔ p1; p2; : : : ; pn.



452 §26.óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (26-17) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÏ× Q[x1; x2; : : : ; xn℄6N (ÓÔÅ�ÅÎØ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ N ∈ N)
Q-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÂÏÌÏÞËÉ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏ× pm11 pm22 · · · pmnn ÏÔ p1; p2; : : : ; pn É×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏ× em11 em22 · · · emnn ÏÔ e1; e2; : : : ; en ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. ðÏÓËÏÌØËÕËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÜÔÉÈ ÍÏÎÏÍÏ× �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ N ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, É �Ï ÓÌ. 26.4 ÍÏÎÏ-ÍÙ em11 em22 · · · emnn ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÍÏÎÏÍÙ pm11 pm22 · · · pmnn ÔÁËÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. �26.4.1. ñ×ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ek É hk ÞÅÒÅÚ pk. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ� = (�1; �2; : : : ) ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚm1 ÅÄÉÎÉ�, m2 Ä×ÏÅË, m3 ÔÒÏÅË É Ô. Ä. (ÔÁË ÞÔÏ ∑k k ·mk = |�|), �ÏÌÏÖÉÍp� = p�1p�2p�3 · · · = pm11 pm22 pm33 · · ·"� = (−1)P(k−1)mk = (−1)|�|(−1)Pmk = (−1)P(�i−1)z� =∏k (mk! · kmk) (26-19)É ÕÓÌÏ×ÉÍÓÑ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÅ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÎÁÂÏÒÙ �, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÅ-ÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÎÉÅÍ Ó�ÒÁ×Á ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÎÕÌÅÊ. íÎÏÖÅÓÔ×ÏÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× p� | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏ× ÏÔ pi.ðÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ ÍÏÎÏÍÏ× ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ àÎÇÁ Ë ÉÈ ÏÂÙÞÎÏÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÀ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÎÁÂÏÒÁ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ | ÜÔÏ �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁ-ÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ � = (�1; �2; : : : ) ÄÌÉÎ ÓÔÒÏË ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ Ë ×ÅËÔÏÒÕm(�) = (m1; m2; : : : ) i-ÔÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙi × � . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÍÏÎÏÍÙ p� Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÉÎ×Ï-ÌÀ�ÉÉ !: !(p�) = "� · p� : (26-20)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 26.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ � ÞÉÓÌÏ z� ÒÁ×-ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å S|�|, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ Ó�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ �ÉËÌÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á �, É ÞÔÏ×ÓÅÇÏ × S|�| ÉÍÅÅÔÓÑ |�|!=z� �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË �ÉËÌÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á �.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 26.4íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ek É hk ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Q-ÂÁÚÉÓ p� �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ:hk = ∑

|�|=k z−1� p� (26-21)ek = ∑

|�|=k "�z−1� p� (26-22)(ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï ×ÓÅÍ k-ËÌÅÔÏÞÎÙÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ).



26.5.äÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÙÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á 453äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ (26-21), ÆÏÒÍÕÌÁ (26-22) �Ï-ÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÎÅ£ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ ! ÉÚ �ÒÅÄÌ. 26.3. óÏÇÌÁÓÎÏ (26-15)H(t) = eR P (t) dt = eP piti=i =∏ epiti=i =∏i>1∑m>0 pmiimm! tim :ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ tk × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ �ÒÉ ×ÙÂÏÒÅ × i-ÔÏÊ �ÅÒÅÍÎÏ-ÖÁÅÍÏÊ ÓËÏÂËÅ mi-ÔÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ∑i i · mi = k. �ÁËÉÅ ×ÙÂÏÒÙÂÉÅËÔÉ×ÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ � ×ÅÓÁ k, ÉÍÅÀÝÉÈ m1 ÓÔÒÏË ÄÌÉ-ÎÙ 1, m2 ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ 2 É Ô. Ä., Á �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÔÁËÏÍÕ×ÙÂÏÒÕ, ÒÁ×ÎÏ p�=z� . �26.5. äÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÙÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á. ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ Ó×ÑÚØÍÅÖÄÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ûÕÒÁ s� É �ÏÌÎÙÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ hk ×ËÏÌØ�Å Z[x1; x2; : : : ; xn℄. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ e(p)k (x) ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ × ek(x)ÚÎÁÞÅÎÉÑ xp = 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, e(p)k | ÜÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ (n − 1) �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (x1; : : : ; x̂p; : : : ; xn) , ÇÄÅ �ËÒÙÛËÁ� ÏÚÎÁÞÁÅÔ�ÒÏ�ÕÓË �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ xp . ðÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× e(p)k Ó ÆÉËÓÉ-ÒÏ×ÁÎÎÙÍ p ÉÍÅÅÔ ×ÉÄE(p)(t) =∑k e(p)k (x) · tk =∏i6=p(1 + xit) :ðÏÜÔÏÍÕ H(t)E(p)(−t) = (1 − xpt)−1 . óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ tk × ÏÂÅÉÈÞÁÓÔÑÈ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅh0 · (−1)ke(p)k + h1 · (−1)k−1e(p)k−1 + · · · + hk · e(p)0 = xkp ;Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ k, ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ e(p)j = 0 �ÒÉj > n − 1 . ó ÕÞ£ÔÏÍ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ, ÕÄÏÂÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕËÁËxkp = hk−n+1 · (−1)n−1e(p)n−1 + hk−n+2 · (−1)n−2e(p)n−2 + · · · + hk · e(p)0 == n∑j=1 hk−n+j · (−1)n−je(p)j : (26-23)É ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ Å£ ËÁË �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÔÒÏËÉ (hk−n+1; hk−n+2; : : : ; hk) ÄÌÉÎÙ nÎÁ ÓÔÏÌÂÅ� 


(−1)n−1e(p)n−1...e(p)2
−e(p)11






454 §26.óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ×ÙÓÏÔÙ n. åÓÌÉ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ h-ÓÔÒÏËÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ËÁËÉÍ-ÎÉÂÕÄØ n ÆÉËÓÉÒÏ-×ÁÎÎÙÍ ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ k = �1; �2; : : : ; �n (ÇÄÅ �1 > �2 > · · · > �n)× ÍÁÔÒÉ�Õ H� = (h�i−n+j) = h�1−n+1 h�1−n+2 · · · h�1h�2−n+1 h�2−n+2 · · · h�2... ... · · · ...h�n−n+1 h�n−n+2 · · · h�n

(ÇÄÅ ÍÙ �ÏÌÁÇÁÅÍ h0 = 1 É hj = 0 �ÒÉ j < 0), Á ×ÓÅ e-ÓÔÏÌÂ�Ù, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ nÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ p = 1; 2; : : : ; n , | × ÍÁÔÒÉ�ÕM = ((−1)n−ie(j)n−i) = (−1)n−1e(1)n−1 (−1)n−1e(2)n−i · · · (−1)n−1e(n)n−1(−1)n−2e(1)n−2 (−1)n−2e(2)n−i · · · (−1)n−2e(n)n−2... ... · · · ...1 1 · · · 1


ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (26-23) �ÒÅ×ÒÁÔÉÔÓÑ × ÍÁÔÒÉÞÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï D� = H� ·M , ÇÄÅD� = (x�ij ) = x�11 x�12 · · · x�1nx�21 x�22 · · · x�2n... ... · · · ...x�n1 x�n2 · · · x�nn


�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙàÎÇÁ � ÓÏ ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÉÍÉ ÄÌÉÎÁÍÉÓÔÒÏË �� = detD� = detH� · detM :ðÒÉ � = Æ ÍÁÔÒÉ�Á HÆ ×ÅÒÈÎÑÑ ÕÎÉÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ. ðÏÜÔÏÍÕ detHÆ = 1 É detM =detDÆ = �Æ. íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ûÕÒÁ ÞÅÒÅÚ �ÏÌÎÙÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ:s� = �Æ+�=�Æ = detDÆ+�= detM = detHÆ+� = det (h�i+j−i) (26-24)ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 26.5 (�ÅÒ×ÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ äÖÁÍÂÅÌÌÉ)

s� = det h�1 h�1+1 . . . h�1+n−1h�2−1 h�2 . . . . . .. . . . . . . . . h�n−1+1h�n−n+1 . . . h�n−1 h�n



(26-25)(�Ï ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÑÔ h�1 ; h�2 ; : : : ; h�n , É �ÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ×ÄÏÌØ ÓÔÒÏË ÓÌÅ×ÁÎÁ�ÒÁ×Ï ÉÎÄÅËÓÙ Õ h Ó ËÁÖÄÙÍ ÛÁÇÏÍ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ). �



26.5.äÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÙÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á 45526.5.1. ðÒÉÍÅÒÙ. ÷ Z[x1; x2℄ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅs(2;1) = det(h2 h31 h1) = h1h2 − h3 = e1e2 − e3 :ðÒÉ n = 3, Ô. Å. × Z[x1; x2; x3℄ , �ÏÌÕÞÁÅÍ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅs(2;1) = s(2;1;0) = deth2 h3 h41 h1 h20 0 1 = det(h2 h31 h1)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 26.5. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ s� ÞÅÒÅÚ hk, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ �ÒÉ ÞÉÓÌÅ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ n, ÒÁ×ÎÏÍ ×ÙÓÏÔÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ �, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ É �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÂÏÌØÛÅÍÞÉÓÌÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.âÅÒÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å � ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÄÌÉÎÙ k , ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï s(k) = hk , ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ �ÒÉ n = 1 É �Ï Õ�Ò. 26.5 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ �Æ+(n) É �Æ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ n× n ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �Æ+(n) = hk ·�Æ ÏÔÎÀÄØ ÎÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 26.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ s(1k) = ek �ÒÉ ÌÀÂÏÍ n > k, ÇÄÅ � = (1k)ÏÚÎÁÞÁÅÔ k ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ 1, Ô. Å. ÓÔÏÌÂÅ� ×ÙÓÏÔÙ k.26.5.2. æÏÒÍÕÌÁ ðØÅÒÉ ×ÙÒÁÖÁÅÔ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ s� ·hk = s� ·s(k) ÞÅÒÅÚ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÙ s�. äÌÑ Å£ ×Ù×ÏÄÁ ÎÁÍ �ÒÉÄ£ÔÓÑ ÓÌÅÇËÁ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ × n◦ 26.1.á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÍÅÓÔÏ ËÏÌØ�Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ËÏÌØ�Ï ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎ-ÎÙÈ ÒÑÄÏ× Z[[x1; x2; : : : ; xn℄℄ , Á × Î£Í | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅÒÑÄÙ (�ÅÒ×ÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÄËÏÌØ�Ï, ×ÔÏÒÙÅ | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÜÔÉÍ �ÏÄËÏÌØ�ÏÍ). �ÏÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ É × n◦ 26.1.2 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊÒÑÄ A ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ Sn-ÏÒÂÉÔ ÍÏÎÏÍÏ×A = ∑�1>�2>···>�n� ·�� (26-26)ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �Ï ×ÓÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ � = (�1; �2; : : : ; �n) ÉÚn ÓÔÒÏË ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÄÌÉÎÙ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ � ∈ Z, É�� = ∑g∈Sn sgn(g) x�1g(1)x�2g(2) · · · x�ng(n) :ìÅÍÍÁ 26.1òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (26-26) ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÁ �� ÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÒÑÄH(x) = n∏i=1(1− xi)−1 = n∏i=1 (1 + xi + x2i + x3i + · · · ) =∑k>0 hk(x)



456 §26.óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉÉÍÅÅÔ ×ÉÄ �� ·î =∑� �� , ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÉÄ£Ô �Ï ×ÓÅÍ � = (�1; �2; : : : ; �n) Ó�1 > �1 > �2 > �2 > · · · �n > �n :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÌÀÂÙÈ n ÒÑÄÏ× f1(t); f2(t); : : : ; fn(t) ∈ Z[[t℄℄ �ÏÌÏÖÉÍf1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fn = ∑g∈Sn sgn(g)f1 (xg(1)) f2 (xg(2)) · · · fn (xg(n)) ∈ Z[x1; x2; : : : ; xn℄ :îÁ�ÒÉÍÅÒ, t�1 ∧ t�2 ∧ : : : ∧ t�n = �� . ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ f1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fn Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÒÑÄÏÍ, �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍ ÏÔf1; f2; : : : ; fn. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, f1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fn ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ ËÌÀÂÏÍÕ ÉÚ ÒÑÄÏ× ÌÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ. ÷ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ�� ·î = ∑g∈Sn sgn(g) n∏i=1 x�ig(i) (1− xg(i))−1 = f1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fn ;ÇÄÅ fi(t) = x�i(1−xit)−1 = t�i+ t�i+1+ t�i+2+ · · · . ÷ÙÞÉÔÁÑ f1 ÉÚ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈÒÑÄÏ×, ÍÙ ÏÂÒÅÚÁÅÍ ÉÈ ÄÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ < �1. ÷ÙÞÉÔÁÑ ×ÔÏÒÏÊ ÉÚ ÎÉÈÉÚ ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ, ÏÂÒÅÚÁÅÍ ÉÈ ÄÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ < �2. äÅÊÓÔ×ÕÑ ×ÔÁËÏÍ ÄÕÈÅ, �ÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fn = f̂1 ∧ f̂2 ∧ · · · ∧ f̂n , × ËÏÔÏÒÏÍf̂1 = f1 = ∑j>�1 tj , Á ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ f̂i = t�i + t�i+1 + · · · + t�i−1−1 . ÷ ÓÉÌÕ�ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ∧-�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑf̂1 ∧ f̂2 ∧ · · · ∧ f̂n =∑� t�1 ∧ t�2 ∧ : : : ∧ t�n =∑� �� ;ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÉÄ£Ô �Ï ×ÓÅÍ �1 > �1 > �2 > �2 > �3 > �3 > · · · �n > �n . �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 26.6 (ÆÏÒÍÕÌÁ ðØÅÒÉ)s� · hk =∑� s� ;ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �Ï ×ÓÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ � ÉÚ 6 n ÓÔÒÏË, ËÏÔÏÒÙÅÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, ÄÏÂÁ×ÌÑÑ Ë ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ � ÒÏ×ÎÏ k ËÌÅÔÏË ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉËÁËÉÅÄ×Å ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ �Ï�ÁÌÉ × ÏÄÉÎ ÓÔÏÌÂÅ�.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÌÅÍ. 26.1 ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �Æ+� ∑k>0hk =∑� �Æ+� , ÇÄÅ ÓÕÍ-ÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �Ï ×ÓÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ �, �ÁËÉÍ ÞÔÏ1�1 > �1 > �2 > �2 > : : : :äÅÌÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ �Æ É ÂÅÒÑ × �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕÓÔÅ�ÅÎÉ |�|+ k �Ï x, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ. �1ÎÁ�ÏÍÎÉÍ (ÓÍ. n◦ 26.1.2), ÞÔÏ �i = �i − n + i, �i = �i − n + i, �ÏÜÔÏÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �i >�i > �i+1 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ �i > �i > �i+1



26.6.ëÏÌØ�Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ 457úÁÍÅÞÁÎÉÅ 26.1. åÓÌÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ � ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ k < n ÓÔÒÏË, ÞÔÏ ÏÔ×ÅÞÁÅÔÚÎÁÞÅÎÉÑÍ �k+1 = �k+2 = · · · = �n = 0, ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ � × ÆÏÒÍÕÌÅ ðØÅÒÉ ÍÏÇÕÔÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÎÁ ÏÄÎÕ ÓÔÒÏËÕ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ × ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ � . îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ n =2 �ÏÌÕÞÁÅÍ s(2) · h1 = s(2;1) + s(3) (ÏÔËÕÄÁ, ÍÅÖÄÕ �ÒÏÞÉÍ, ÓÎÏ×Á �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï s(2;1) = h2h1 − h3 ÉÚ n◦ 26.5.1).26.6. ëÏÌØ�Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ. õÄÏÂÎÏ ÄÕÍÁÔØ �ÒÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÎÅ �ÒÉ×ÑÚÙ×ÁÑÓØ Ë ËÏÎËÒÅÔÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á ÓÞÉÔÁÑ,ÞÔÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÅ × ÒÁÓÓÕ-ÖÄÅÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÂÙÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ. æÏÒÍÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.õÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÎÅ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ Ä×Å ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ �′, �′′, Á ÔÁËÖÅ Ä×ÁÎÁÂÏÒÁ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ m′, m′′, ÅÓÌÉ ÏÎÉ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÄÏ�ÉÓÙ×ÁÎÉÅÍÓ�ÒÁ×Á ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÕÌÅÊ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉÞÉÓÌÁÍÉ ÂÕË× qi, i ∈ N, �ÏÌÏÖÉÍq� = q�1q�2q�3 · · · É qm = qm11 qm22 qm31 · · · :úÁ�ÉÓØ � = (�1 ; �2; �3; : : : ) = (1m1 ; 2m2 ; 3m3 ; : : : ) ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ, ÞÔÏ �ÓÏÄÅÒÖÉÔ mi ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ i ÄÌÑ ×ÓÅÈ i ∈ N . üÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ q� = qm . îÁËÏÎÅ�, �ÏÌÏÖÉÍ m� = s� = 0 ×ÓÑËÉÊ ÒÁÚ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÅÎØÛÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÓÔÒÏË × ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ �, É e� = 0, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÅÎØÛÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÓÔÏÌÂ�Ï× × ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ �.ðÒÉ ÔÁË ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÑÈ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×m�(x), s�(x),e�(x), h�(x) É p�(x) Ï�ÒÅÄÅÌ£Î ÄÌÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x = (x1; x2; : : : ; xr) ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒ-ÎÏÓÔÉ r , �ÒÉÞ£Í �ÒÉ r > s �ÒÉ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅxs+1 = xs+2 = · · · = xr = 0 (26-27)ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÏÄÎÏÉÍ£ÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÍÅÎØ-ÛÅÇÏ ÎÁÂÏÒÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x = (x1; x2; : : : ; xs). ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ (26-27) ÚÁÄÁ£Ô ÓÀ-ÒØÅËÔÉ×ÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅ��sr : Z[x1; x2; : : : ; xr℄ -- Z[x1; x2; : : : ; xs℄ : (26-28)âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×f (n) ∈ Z[x1; x2; : : : ; xn℄(�Ï ÏÄÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ n ∈ N) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ d É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÁËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �ÒÏÓÔÏ ÞÅÒÅÚ f , ÅÓÌÉ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ:
• �ÒÉ ×ÓÅÈ n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f (n) ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ d
• �rs (f (r)) = f (s) �ÒÉ ÌÀÂÙÈ r > s



458 úÁÄÁÞÉ Ë §26ðÒÉ ÜÔÏÍ ÚÁ�ÉÓØ f(x1; x2; : : : ; xn) �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÚÎÁÞÁÅÔ f (n)(x1; x2; : : : ; xn), ÎÏ�ÏÓËÏÌØËÕ ×ÅÒÈÎÉÊ ÉÎÄÅËÓ Õ f ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÕ �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, �ÉÓÁÔØÅÇÏ ÎÅÔ ÓÍÙÓÌÁ.�ÁË, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×(m�(x1; x2; : : : ; xn))n∈NÓ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ � ×ÅÓÁ |�| = d ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË-�ÉÀ ÓÔÅ�ÅÎÉ d, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ m�. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÎÁÂÏÒÁÈ ÉÚ ÏÄÎÏÊ, Ä×ÕÈÉ ÔÒ£È �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ m(2;1) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄm(2;1)(x1) = 0m(2;1)(x1; x2) = x21x2 + x1x22m(2;1)(x1; x2; x3) = x21x2 + x1x22 + x21x3 + x1x23 + x22x3 + x2x23 :áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ s�, e�, h� É p�ÓÔÅ�ÅÎÉ |�| .óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ d ÏÂÒÁÚÕÀÔ Z-ÍÏÄÕÌØ. åÇÏ �ÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÔØ �d. éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ × �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ m�, s�, e� É h�, ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÅ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉàÎÇÁ ×ÅÓÁ |�| = d, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÁÍÉ × �d, Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ p� ÓÏ-ÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Q ⊗ �d ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �d Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÍÏ-ÄÕÌÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ, ÒÁ×ÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ ×ÅÓÁ d . üÔÏ ËÏ-ÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ p(d) É ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÞÉÓÌÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏÞÉÓÌÁ d.ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ d1 É d2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ d1d2 , �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ� = ⊕d>0�d�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ËÏÌØ�Ï. ïÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÌØ�ÏÍ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ÷ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ m�,s�, e�, h� É ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ pi ÞÅÒÅÚ ej É hj Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ ×ËÏÌØ�Å �, Á ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ hi É ei ÞÅÒÅÚ p� | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ × ËÏÌØ�Å Q⊗ � ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ  ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §26úÁÄÁÞÁ 26.1. óÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÉÚ ÔÒ£È ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ 2x3−x2−7x+�ÒÁ×ÎÁ 1. þÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ � ?



úÁÄÁÞÉ Ë §26 459úÁÄÁÞÁ 26.2. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ




x1 + x2 + x3 = 0x21 + x22 + x23 = 0x31 + x32 + x33 = 24 :úÁÄÁÞÁ 26.3. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ei ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ: Á) (x1 + x2 − x3 − x4)(x1 − x2 + x3 − x4)(x1 − x2 − x3 + x4)Â) (x1 + x2)(x2 + x3)(x3 + x4)(x1 + x3)(x2 + x4)(x1 + x4)×) ∑i6=j 6=k 6=ixi(xj + xk)=2 Ç)∑i6=j x2i xjúÁÄÁÞÁ 26.4. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ1 Df ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÁf = x3 + px+ qÞÅÒÅÚ p É q.úÁÄÁÞÁ 26.5. ðÕÓÔØ × ÚÁÄ. 26.4 p; q ∈ R . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ Df < 0 Õ f ÅÓÔØ ÒÏ×ÎÏÏÄÉÎ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ, Á �ÒÉ Df > 0 | ÒÏ×ÎÏ ÔÒÉ, É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÅ f = 0 �ÅÒÅÓËÁÌÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ 4t3 − 3t = a ÉÒÅÛÁÅÔÓÑ × ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ.úÁÄÁÞÁ 26.6. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ (ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ) ÚÎÁÞÅÎÉÑ �, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎx4 − 4x+ �ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ.úÁÄÁÞÁ 26.7 (�ÉÒËÕÌÑÎÔ). ÷ÙÒÁÚÉÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÓÔÒÏËÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÓÔÒÏËÉ(�0; �1; : : : ; �n) ∈ Cn ;ÞÅÒÅÚ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÁ f(x) = �0xn+�1xn−1+· · ·+�n−1x+�n ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈËÏÒÎÑÈ n-ÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù.úÁÄÁÞÁ 26.8. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ2 n-ÔÏÇÏ ËÒÕÇÏ×ÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ3 æn(x) . åÓ-ÌÉ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÑ, ÒÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ×ÓÅÈ 3 6 n 6 7.1ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÏÍ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) = ∏i (x − xi) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅË×ÁÄÒÁÔÏ× ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ×ÓÅÈ ÅÇÏ ËÏÒÎÅÊ Df = �20 = ∏i<j(xi − xj)2, ×ÙÒÁÖÅÎÎÏÅ ÞÅÒÅÚ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÓÒ.  ÚÁÄ. 10.172ÓÍ. ÚÁÄ. 26.43ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ n-ÔÙÊ ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ | ÜÔÏ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ËÏÒÎÑÍÉ ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù, ÓÍ. n◦ 2.3.4 ÉÚÁÄ. 4.22



460 úÁÄÁÞÉ Ë §26úÁÄÁÞÁ 26.9. íÎÏÇÏÞÌÅÎ xn + a1xn−1 + · · · + an−1x + an ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÉ x1; x2; : : : ; xn.÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x2; : : : ; xn �ÅÒÅ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ× ×ÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ x1 ?úÁÄÁÞÁ 26.10. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ � ∈ C ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ m-ÔÏÊÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ C ÒÁÓËÒÏÊÔÅ ÓËÏÂËÉ É �ÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÏÄÏÂ-ÎÙÅ × m∏�=1(a− ��−1x), �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∀ f ∈ C[x℄ ∃h ∈ C[x℄: m∏�=1 f(��−1x) = h(xm)É ×ÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ h ÞÅÒÅÚ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f .úÁÄÁÞÁ 26.11. îÁÊÄÉÔÅ × C[x℄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ 4-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ, ËÏÒÎÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑÁ) Ë×ÁÄÒÁÔÙ ×ÓÅÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x4 + 2x3 − x+ 3Â) ËÕÂÙ ×ÓÅÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x4 − x− 1 .úÁÄÁÞÁ 26.12. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ Á) s(1n) ÞÅÒÅÚ e� Â) s(n) ÞÅÒÅÚ h� .úÁÄÁÞÁ 26.13. ðÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ Á) s2(1) Â) s(1;1) ·s(2) × ×ÉÄÅ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× s�.úÁÄÁÞÁ 26.14. ðÕÓÔØ h0 = e0 = 1 É hk = ek = 0 �ÒÉ k < 0. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù(hi−j) É ((−1)i−jei−j) ÏÂÒÁÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ É �ÏÌÕÞÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅdet (h�i+j−i) = det(e�ti+j−i) ÎÁ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÍÉÎÏÒÙ ÜÔÉÈ ÍÁÔÒÉ�.



§27. éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓÉ×Ï×, ÔÁÂÌÉ� É ÄÉÁÇÒÁÍÍ27.1. íÁÓÓÉ×Ù É ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÄ ÎÉÍÉ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Ä×ÁËÏÎÅÞÎÙÈ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ n É m ÜÌÅÍÅÎÔÏ×:I = {1; 2; : : : ; n} ; J = {1; 2; : : : ; m} (27-1)É ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÔÁÂÌÉ�Ù ÉÚ n ÓÔÏÌÂ�Ï× É m ÓÔÒÏË, ÚÁ-ÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ I É J ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÁËÕÀ ÔÁÂÌÉ�Õ a ÍÙ ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÁÓÓÉ×ÏÍ É ÒÁÚÍÅÝÁÔØ × �ÅÒ×ÏÍ Ë×ÁÄÒÁÎÔÅ ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏ-ÏÒÄÉÎÁÔ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ I ÒÏÓÌÉ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï �Ï ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÓÉ,Á ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ J ÒÏÓÌÉ ÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈ �Ï ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÏÓÉ. óÏÄÅÒÖÉÍÏÅ a(i; j)ËÌÅÔËÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (i; j) Õ ÎÁÓ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ �ÅÌÙÍ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ ÞÉ-ÓÌÏÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÔÏÉÔ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË �ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï� ÉÌÉ �ÍÁÓÓÕ�. ÷ÅÓØ ÍÁÓÓÉ×ÕÄÏÂÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ÎÁÂÏÒ ÛÁÒÉËÏ× ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÍÁÓÓÙ, ÎÁÄÅÌÅÎÎÙÈÄ×ÕÍÑ ÇÒÕ��ÁÍÉ �ÒÉÚÎÁËÏ× É × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÜÔÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÎÙÈ �Ï ÑÞÅÊËÁÍÍÁÓÓÉ×Á. íÙ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ Ó ÞÉÓÌÁÍÉ a(i; j), ÎÏ ÂÕÄÅÍ �ÅÒÅËÌÁ-ÄÙ×ÁÔØ ÛÁÒÉËÉ ÉÚ ÑÞÅÊËÉ × ÑÞÅÊËÕ, ÍÅÎÑÑ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÈ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ËÔÏÍÕ ÉÌÉ ÉÎÏÍÕ �ÒÉÚÎÁËÕ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÇÒÕ��.ó ÍÁÓÓÉ×ÏÍ a Ó×ÑÚÁÎ ÓÔÏÌÂ�Ï×ÙÊ ×ÅÓ (ÉÌÉ I-×ÅÓ)wI = (∑j a(1; j) ;∑j a(2; j) ; : : : ;∑j a(n; j) ) ∈ Zn>0 ; (27-2)�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÓÏÂÏÊ n-ÍÅÒÎÙÊ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ, i-ÔÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ ÏÂÝÅÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÛÁÒÉËÏ× × i-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÞÎÙÊ ×ÅÓ (ÉÌÉ J-×ÅÓ)wJ = (∑i a(i; 1) ;∑i a(i; 2) ; : : : ;∑i a(i;m) ) ∈ Zm>0 : (27-3)íÁÓÓÉ×Ù ÍÏÖÎÏ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ i = j:a 7−→ at : at(i; j) = a(j; i) : (27-4)îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å M ×ÓÅÈ ÍÁÓÓÉ×Ï× ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÞÅÔÙÒÅ ÎÁÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ Ï�Å-ÒÁ�ÉÊ Dj ; Uj ; Li ; Ri ; ÇÄÅ 1 6 i 6 n− 1, 1 6 j 6 m− 1.ðÒÉ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ ÍÁÓÓÉ×Õ a ∈ M ÍÁÓÓÉ×a ÌÉÂÏ ÎÉËÁË ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÅÇÏ ÛÁÒÉË �ÅÒÅÍÅÝÁÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÎÁÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ×ÎÉÚ (Down), ××ÅÒÈ (Up), ×ÌÅ×Ï (Left) ÉÌÉ ×�ÒÁ×Ï (Right) × ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÄÌÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ.461



462 §27.éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓÉ×Ï×, ÔÁÂÌÉ� É ÄÉÁÇÒÁÍÍ27.1.1. ÷ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ Dj É Uj �ÅÒÅÍÅÝÁÀÔ ÛÁÒ �Ï ×ÅÒÔÉËÁÌÉ× �ÒÅÄÅÌÁÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ j-ÔÏÊ É (j+1)-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ. þÔÏÂÙ ÕÚÎÁÔØ, ËÁËÏÊ ÉÍÅÎÎÏ ÛÁÒÓÌÅÄÕÅÔ �ÅÒÅÄ×ÉÎÕÔØ (ÉÌÉ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÇÏ ÛÁÒÁ ÎÅÔ), ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÎÁ-ÞÁÌÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÍÅÖÄÕ j-ÔÏÊ É (j+1)-ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÅ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ1.äÅÌÁÅÔÓÑ ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.âÕÄÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �ÅÒÅÂÉÒÁÔØ ÛÁÒÉËÉ × (j + 1)-ÏÊ ÓÔÒÏËÅ Ä×ÉÇÁÑÓØÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï É ÌÉÂÏ ÎÁÚÎÁÞÁÔØ ÉÍ �ÁÒÔÎ£ÒÏ× × j-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ, ÌÉÂÏ ÏÂßÑ×ÌÑÔØÓ×ÏÂÏÄÎÙÍÉ. ðÕÓÔØ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÛÁÒÉË Û ÌÅÖÉÔ × ËÌÅÔËÅ (i; j+1). åÇÏ �ÁÒÔÎ£ÒÏÍÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ ÛÁÒ ÉÚ ÔÅÈ, ÞÔÏ ÌÅÖÁÔ × ÓÔÒÏËÅ j ÓÔÒÏÇÏ ÌÅ×ÅÅ i-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á É ÅÝ£ ÎÅ ÎÁÚÎÁÞÅÎÙ ÎÉËÏÍÕ �ÁÒÔÎ£ÒÁÍÉ. åÓÌÉ ÔÁËÉÈ ÛÁÒÏ× ÎÅÔ,ÛÁÒ Û ÏÂßÑ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ. ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ×ÓÅ ÛÁÒÙ (j + 1)-ÏÊ ÓÔÒÏËÉÂÕÄÕÔ ÒÁÚÄÅÌÅÎÙ ÎÁ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ É ÉÍÅÀÝÉÅ �ÁÒÔÎ£ÒÏ×, ×ÓÅ ÛÁÒÙ j-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ,ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÎÉ ÞØÉÍÉ �ÁÒÔÎ£ÒÁÍÉ, ÔÁËÖÅ ÏÂßÑ×ÌÑÀÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ. ÷ÏÔ�ÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ (× ÓËÏÂËÁÈ ÕËÁÚÁÎÏ ÞÉÓÌÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÛÁÒÏ×):2 (2) 2 (0) 4 (1) 3 (0) 3 (0)3 (0)=======2 (0)=======6 (1) ============≡≡≡
≡≡≡
≡1 (0) 3 (3) (27-5)ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, Ï�ÅÒÁ�ÉÑ Dj Ï�ÕÓËÁÅÔ ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ×ÎÉÚ ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊÓ×ÏÂÏÄÎÙÊ ÛÁÒ (j + 1)-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÉÌÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÅÌÁÅÔ, ÅÓÌÉ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÛÁÒÏ×× (j + 1)-ÏÊ ÓÔÒÏÞËÅ ÎÅÔ. ï�ÅÒÁ�ÉÑ Uj �ÏÄÎÉÍÁÅÔ ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ××ÅÒÈ ÓÁÍÙÊÌÅ×ÙÊ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÛÁÒ j-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÉÌÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÅÌÁÅÔ, ÅÓÌÉ × j-ÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÎÅÔÓ×ÏÂÏÄÎÙÈ ÛÁÒÏ×. �ÁË, × �ÒÉÍÅÒÅ (27-5) Ï�ÅÒÁ�ÉÑ Dj (ÓÏÏÔ×. Uj) Ï�ÕÓËÁÅÔ ×ÎÉÚ(ÓÏÏÔ×. �ÏÄÎÉÍÁÅÔ ××ÅÒÈ) ×ÅÒÈÎÉÊ (ÓÏÏÔ×. ÎÉÖÎÉÊ) Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÛÁÒ × ÔÒÅÔØÅÊËÏÌÏÎËÅ.åÓÌÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÍÁÓÓÉ×, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÜÔÏÔ ÍÁÓÓÉ× ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ. éÚ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÇÏ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÑÓÎÏ,ÞÔÏ ×ÓÅ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÛÁÒÙ j-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÌÅÖÁÔ ÎÅÓÔÒÏÇÏ �ÒÁ×ÅÅ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÛÁÒÏ×(j + 1)-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ. ðÏÜÔÏÍÕ, ËÏÇÄÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ Dj ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÍÁÓÓÉ× a ÜÆÆÅË-ÔÉ×ÎÏ, Ï�ÕÝÅÎÎÙÊ ÅÀ ÛÁÒ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÓÁÍÙÍ ÌÅ×ÙÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÛÁÒÏÍ j-ÔÏÊÓÔÒÏËÉ × ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÍ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉ ÍÅÖÄÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ. óÔÁ-ÌÏ ÂÙÔØ, Ï�ÅÒÁ�ÉÑ Uj, �ÒÉÍÅÎ£ÎÎÁÑ Ë ÍÁÓÓÉ×Õ Dja �ÏÄÎÉÍÅÔ ÜÔÏÔ Ï�ÕÝÅÎÎÙÊÛÁÒ ÎÁÚÁÄ, Ô. Å. UjDja = a ×ÓÑËÉÊ ÒÁÚ, ËÏÇÄÁ Dj ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ a ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ Uj ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ, ÔÏ DjUja = a.çÏ×ÏÒÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÎÁÂÏÒ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ D, U ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÓÔÒÕËÔÕ-ÒÕ, ÂÌÉÚËÕÀ Ë ÇÒÕ��Ï×ÏÊ | ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÍÁÓÓÉ× a ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ë ÎÅÍÕ ÓÌÏ×Á D = Dj1 · · ·Djk �Ï ÆÏÒÍÕÌÅa = Ujk · · ·Uj1 (Dj1 · · ·Djk(a))1�Ï-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ: stable mathing



27.1.íÁÓÓÉ×Ù É ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÄ ÎÉÍÉ 463�ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÂÕË×Á Dj ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØÔÁËÉÅ D-ÓÌÏ×Á a-ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍÉ (ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ �ÏÎÑÔÎÏ, ÏËÁËÏÍ a ÒÅÞØ).27.1.2. çÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ Li+1 É Ri Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÏÎÉ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ × i-Í É (i+ 1)-Í ÓÔÏÌÂ�ÁÈ É �ÒÅ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ × Ï�Å-ÒÁ�ÉÉ D É U �ÒÉ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÍÁÓÓÉ×Á, Ô. Å.Li(a) = (Di(at))t É Ri(a) = (Ui(at))t :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 27.1. ðÅÒÅÇÏ×ÏÒÉÔÅ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ñ×ÎÏ: ÓËÁÖÉÔÅ, ËÁË ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÅ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÍÅÖÄÕ i-ÔÙÍ É (i+1)-Í ÓÔÏÌÂ�ÏÍ, É ËÁËÏÊ ÛÁÒ ÂÕÄÕÔ�ÅÒÅÍÅÝÁÔØ Ri É Li .ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ D, L ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÓÔÏÌÂ�Ï×ÙÊ ×ÅÓ, Á Ï�ÅÒÁ�ÉÉ R, L |ÓÔÒÏÞÎÙÊ.ìÅÍÍÁ 27.1 (ÌÅÍÍÁ Ï ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÉ)ëÁÖÄÙÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Ui, Ri �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÅÎ Ó ËÁÖÄÙÍ ×ÅÒÔÉËÁÌØ-ÎÙÍ Dj, Lj.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Dj É Uj �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙ Ó Li | ÏÓÔÁÌØÎÙÅÓÌÕÞÁÉ ÒÁÚÂÉÒÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ðÕÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ Li ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ ×�ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÉ ÛÁÒÁ Û ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ×ÌÅ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÁ�ÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÇÏ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÍÅÖÄÕ (j + 1)-ÏÊ É j-ÔÏÊÓÔÒÏËÏÊ × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Li Ó×ÑÚÁÎÎÙÍÉ × �ÁÒÙ ÂÕÄÕÔ ×ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ÛÁÒÙ, ÞÔÏ É ÄÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ. üÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ËÏÇÄÁ ÛÌÅÖÉÔ ×ÎÅ (j + 1)-ÏÊ É j-ÔÏÊ ÓÔÒÏË. ïÓÔÁÀÔÓÑ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÎÁÒÉÓ. 27⋄1.

òÉÓ. 27⋄1. çÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ Li ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÇÏ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏ�ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ.ðÕÓÔØ Û ÌÅÖÉÔ × (j + 1)-ÏÊ ÓÔÒÏÞËÅ, Ô. Å. × ËÌÅÔËÅ (i + 1; j + 1) (ÌÅ×ÁÑ ËÁÒ-ÔÉÎËÁ ÎÁ ÒÉÓ. 27⋄1). �ÏÇÄÁ ×ÓÅ ÛÁÒÙ ÉÚ ËÌÅÔËÉ (i; j) ÉÍÅÀÔ �ÁÒÔÎ£ÒÏ× × ËÌÅÔËÅ



464 §27.éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓÉ×Ï×, ÔÁÂÌÉ� É ÄÉÁÇÒÁÍÍ(i+1; j+1), ÉÎÁÞÅ ÛÁÒ Û �ÏÌÕÞÉÌ ÂÙ ÓÅÂÅ �ÁÒÔÎ£ÒÁ × ËÌÅÔËÅ (i; j) × �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁ-ÎÉÉ ÍÅÖÄÕ i-ÔÙÍ É (i+1)-Í ÓÔÏÌÂ�ÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ × ÓÔÒÏÞÎÏÍ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉÕ ÛÁÒÁ Û ÂÙÌ �ÁÒÔÎ£Ò, ÔÏ ÏÎ ÂÙÌ ÓÔÒÏÇÏ ÌÅ×ÅÅ ËÌÅÔËÉ (i; j), Á ÚÎÁÞÉÔ É ÏÓÔÁ-ÎÅÔÓÑ �ÁÒÔÎ£ÒÏÍ �ÏÓÌÅ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÑ Û ÎÁ ËÌÅÔËÕ ×ÌÅ×Ï. á ÅÓÌÉ �ÁÒÔÎ£ÒÁ Õ ÛÎÅ ÂÙÌÏ, ÔÏ ÏÎ É ÎÅ �ÏÑ×ÉÔÓÑ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÉ Û ÓÔÒÏÞÎÏÅ�ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ.ðÕÓÔØ Û ÌÅÖÉÔ × j-ÔÏÊ ÓÔÒÏÞËÅ (�ÒÁ×ÁÑ ËÁÒÔÉÎËÁ ÎÁ ÒÉÓ. 27⋄1). ðÏÓËÏÌØËÕÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÙÍ ×ÅÒÈÎÉÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÛÁÒÏÍ × ÓÔÏÌÂ�Ï×ÏÍ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉ,×ÓÅ ÛÁÒÙ ÉÚ ËÌÅÔËÉ (i+ 1; j + 1) ÉÍÅÀÔ �ÁÒÔÎ£ÒÏ× × ËÌÅÔËÅ (i; j). îÏ ÔÏÇÄÁ É ×ÓÔÒÏÞÎÏÍ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉ ×ÓÅ ÛÁÒÙ ÉÚ (i+1; j+1)-ÔÏÊ ËÌÅÔËÉ �ÏÌÕÞÁÔ �ÁÒÔÎ£ÒÏ×× ËÌÅÔËÅ (i; j). ðÏÜÔÏÍÕ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÅ ÛÁÒÁ Û ÎÁ ËÌÅÔËÕ ×ÌÅ×Ï É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔ ÎÉ ÅÇÏ ÓÔÁÔÕÓÁ, ÎÉ �ÁÒÔÎ£ÒÁ (ÅÓÌÉ ÔÁËÏ×ÏÊ ÂÙÌ). �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 27.1óÌÏ×Ï î, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÉÚ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÜÆ-ÆÅËÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ a, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÍÁÓÓÉ×,�ÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÉÚ a ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÓÌÏ×Ï V , ÓÏÓÔÁ-×ÌÅÎÎÏÅ ÉÚ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×Õ-ÅÔ ÎÁ a, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÍÁÓÓÉ×, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÉÚ aÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.íÙ ÄÏËÁÖÅÍ �ÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÏÓÔÁ×É× ×ÔÏÒÏÅ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i, j Ï�ÅÒÁ�ÉÑ Li ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔÎÁ a ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ DjÁ, É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ UjÁ .åÓÌÉ Lia = a, ÔÏ LiDja = DjLia = Dja, É LiUja = UjLia = Uja. îÁÏÂÏÒÏÔ,ÅÓÌÉ Lia 6= a, ÔÏ i-ÔÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÓÔÏÌÂ�Ï×ÏÇÏ ×ÅÓÁ wI(Lia) ÂÕÄÅÔ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØ-ÛÅ i-ÔÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ wI(a), Á ÔÁË ËÁË Dj É Uj ÎÅ ÍÅÎÑÀÔ ÓÔÏÌÂ�Ï×ÙÊ ×ÅÓ, ÔÏLiDja = DjLia 6= Dja, É LiUja = UjLia 6= Uja . �27.2. õ�ÌÏÔÎÅÎÉÅ ÍÁÓÓÉ×Ï×. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÁÓÓÉ× D- , L- , R- ÉÌÉ U- �ÌÏÔ-ÎÙÍ (Ô. Å. �ÌÏÔÎÙÍ ×ÎÉÚ, ×ÌÅ×Ï, ×�ÒÁ×Ï ÉÌÉ ××ÅÒÈ), ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ Ï�Å-ÒÁ�ÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÔÉ�Á ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÁ ÎÅÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ ÍÁÓÓÉ×Õ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁÏ�ÅÒÁ�ÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÔÉ�Ï× × ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï× �ÒÉ×ÅÄ£Ô Ë �ÌÏÔÎÏÍÕ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÍÁÓÓÉ×Õ. �ÁËÏÅ Õ�ÌÏÔÎÅÎÉÅ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÍÏÖÎÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØÍÎÏÇÉÍÉ ÒÁÚÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÍÅÒÁ, ÎÁ ÒÉÓ. 27⋄2 ÎÉÖÅ �ÏËÁÚÁÎÙ Ä×Á �ÕÔÉ Õ�ÌÏÔÎÅÎÉÑ ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÚÑÔÏÇÏ ÍÁÓÓÉ×Á 3 × 2. ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ�ÌÏÔÎÅÎÉÑ ÏËÁÚÁÌÓÑ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍ ÏÔ Ó�ÏÓÏÂÁ Õ�ÌÏÔÎÅÎÉÑ. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÏÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï Õ�ÌÏÔÎÅÎÉÊ × �ÒÅÄÌ. 27.1, ÓÄÅÌÁ× × ÎÁÞÁÌÅ ÏÄÎÏ ×ÁÖ-ÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ Ï Ó×ÑÚÉ ÍÁÓÓÉ×Ï× Ó ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ àÎÇÁ.



27.2.õ�ÌÏÔÎÅÎÉÅ ÍÁÓÓÉ×Ï× 46527.2.1. âÉ�ÌÏÔÎÙÅ ÍÁÓÓÉ×Ù É ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ. éÚ ÓÌ. 27.1 ×ÙÔÅËÁÅÔ,ÞÔÏ �ÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÎÁ �ÌÏÔÎÙÊ ×ÌÅ×Ï ÉÌÉ ×�ÒÁ×Ï ÍÁÓÓÉ×ÜÔÏÔ ÍÁÓÓÉ× ÂÕÄÅÔ ÏÓÔÁ×ÁÔØÓÑ �ÌÏÔÎÙÍ × ÔÕ ÖÅ ÓÔÏÒÏÎÕ. �Ï ÖÅ ÓÁÍÏÅ Ó�ÒÁ×ÅÄ-ÌÉ×Ï ÄÌÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÎÁ ÍÁÓÓÉ×, ËÏÔÏÒÙÊ �ÌÏÔÅÎ ×ÎÉÚÉÌÉ ××ÅÒÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ ÍÁÓÓÉ× ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ �ÌÏÔÎÙÍ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ × ËÁ-ËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÍ É × ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ. íÙÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÁËÉÅ ÍÁÓÓÉ×Ù DL-�ÌÏÔÎÙÍÉ, DR-�ÌÏÔÎÙÍÉ, É Ô. �.÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ DL-Õ�ÌÏÔÎÅÎÉÑÍÉ, �ÏÜÔÏÍÕÕÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÂÉ�ÌÏÔÎÙÍÉ ÍÁÓÓÉ×Ù, ËÏÔÏÒÙÅ �ÌÏÔÎÙ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×ÎÉÚÉ ×ÌÅ×Ï. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÛÁÒÙ × ÂÉ�ÌÏÔÎÏÍ ÍÁÓÓÉ×Å ÌÅÖÁÔ ÌÉÛØ × ËÌÅÔËÁÈÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ i = j, �ÒÉÞ£Í ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÎÅÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÔ Ó ÒÏÓÔÏÍi. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÓÔÏÌÂ�Ï×ÙÊ ×ÅÓ ÂÉ�ÌÏÔÎÏÇÏ ÍÁÓÓÉ×Á ÒÁ×ÅÎ ÓÔÒÏÞÎÏÍÕ É �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎÇÁ � = wI(b) = wJ(b) , Ô. Å. ÂÉ�ÌÏÔÎÙÅ ÍÁÓÓÉ×Ùb ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ1. äÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ,ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÂÉ�ÌÏÔÎÏÍÕ ÍÁÓÓÉ×Õ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ DU-Õ�ÌÏÔÎÅÎÉÅÍ ÄÁÎ-ÎÏÇÏ ÍÁÓÓÉ×Á a, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÏÊ ÍÁÓÓÉ×Á a É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ æ (a). äÏËÁÖÅÍÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÏÎÑÔÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ. 3 11 11 23 10 12 2 �

D1 0 14 11 2D 32
-

0 03 22 2D42 ? 0 10 15 2D41?

0 00 25 2 �
D2D 31

-òÉÓ. 27⋄2. ä×Á �ÕÔÉ Õ�ÌÏÔÎÅÎÉÑ ×ÎÉÚðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 27.1òÅÚÕÌØÔÁÔ D- , L- , R- ÉÌÉ U- Õ�ÌÏÔÎÅÎÉÑ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ Õ�ÌÏÔÎÑÀÝÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ.1ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ × ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ Ä×Å ËÏÎÅÞÎÙÈ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÏÄÎÁ ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ �ÒÉ�ÉÓÙ-×ÁÎÉÅÍ Ó�ÒÁ×Á ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÕÌÅÊ; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ (2; 1; 1) É(2; 1; 1; 0; 0; 0)



466 §27.éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓÉ×Ï×, ÔÁÂÌÉ� É ÄÉÁÇÒÁÍÍäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÊ D-Õ�ÌÏÔÎÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÍÁÓÓÉ× a�ÌÏÔÅÎ ×ÌÅ×Ï, ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÅÇÏ D-Õ�ÌÏÔÎÅÎÉÑ | ÜÔÏ ÂÉ�ÌÏÔÎÙÊ ÍÁÓÓÉ×, ÏÔ×ÅÞÁ-ÀÝÉÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ àÎÇÁ wI(a). ðÏÓËÏÌØËÕ wI(a) ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈÕ�ÌÏÔÎÑÀÝÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÈ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ D-Õ�ÌÏÔÎÅÎÉÑ L-�ÌÏÔÎÏÇÏ ÍÁÓÓÉ×Á ÎÅ ÚÁ×É-ÓÉÔ ÏÔ Ó�ÏÓÏÂÁ Õ�ÌÏÔÎÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ a �ÒÏÉÚ×ÏÌÅÎ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÓÌÏ×Ï L = Li1Li2 : : : Lik , ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ Õ�ÌÏÔÎÑÀÝÅÅ a ×ÌÅ×Ï ÄÏ ÍÁÓÓÉ×Áa′ = La. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á D = Dj1Dj2 : : : Djk , ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ Da �ÌÏÔÅÎ×ÎÉÚ, ÄÅÊÓÔ×ÉÅ L ÎÁ Da ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ, Á ÍÁÓÓÉ× LDa = DLa ÂÕ-ÄÅÔ ÂÉ�ÌÏÔÅÎ (�ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ L ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÍÁÓÓÉ×Á Da ÂÙÔØ�ÌÏÔÎÙÍ ×ÎÉÚ, Á �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ D ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÍÁÓÓÉ×Á La ÂÙÔØ �ÌÏÔÎÙÍ×ÌÅ×Ï). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØ Da ËÁË L−1DLa. �ÁË ËÁË ÍÁÓÓÉ×DLa, �Ï ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ Õ�ÌÏÔÎÑÀÝÅÇÏ ÓÌÏ×Á D (ÉÂÏDLa ÅÓÔØ D-Õ�ÌÏÔÎÅÎÉÅ L-�ÌÏÔÎÏÇÏ ÍÁÓÓÉ×Á La), ÍÁÓÓÉ× Da = L−1DLa ÔÏÖÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ D . �27.2.2. ðÌÏÔÎÙÅ ÍÁÓÓÉ×Ù É ÔÁÂÌÉ�Ù àÎÇÁ. éÚ ÌÀÂÏÇÏ ÍÁÓÓÉ×Á ×ÙÓÏÔÙm É ÛÉÒÉÎÙ n ÍÏÖÎÏ ÉÚÇÏÔÏ×ÉÔØ m ÓÌÏ× (�Ï ÏÄÎÏÍÕ ÓÌÏ×Õ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏ-ËÉ ÍÁÓÓÉ×Á), ÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ {1; 2; : : : ; n} . äÅÌÁÅÔÓÑ ÜÔÏ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ�ÒÏ�ÅÄÕÒÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏÞÎÏÊ ÒÁÚ×£ÒÔËÏÊ ÍÁÓÓÉ×Á É ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÍ.éÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÕÅÍ ×ÓÅ ÛÁÒÉËÉ ÍÁÓÓÉ×Á ËÁË ÂÕË×Ù, ÒÁ×ÎÙÅ ÎÏÍÅÒÕ ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂ-�Á, ÇÄÅ ÓÔÏÉÔ ÛÁÒÉË. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ �ÒÏÊÄ£Í �Ï ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï,×Ù�ÉÓÙ×ÁÑ �ÏÄÒÑÄ ×ÓÅ ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁÍ ÂÕË×Ù. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ j-ÔÁÑ ÓÔÒÏËÁÍÁÓÓÉ×Á ÒÁÚ×ÅÒÎ£ÔÓÑ × ÓÌÏ×Ï11 : : : 1︸ ︷︷ ︸a(1;j) 22 : : : 2︸ ︷︷ ︸a(2;j) : : : : : : : : : nn : : : n︸ ︷︷ ︸a(n;j) :ðÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ m ÓÌÏ× ÚÁ�ÉÛÅÍ ÄÒÕÇ �ÏÄ ÄÒÕÇÏÍ × ÓÔÏÌÂÉË, Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ1, ×Ù-ÒÏ×ÎÑ× ÉÈ �Ï ÌÅ×ÏÍÕ ËÒÁÀ. îÁ�ÒÉÍÅÒ:0 0 0 0 10 0 1 1 00 4 0 0 03 1 0 0 1  

1 1 1 2 52 2 2 23 45 ; 2 0 3 0 10 2 1 1 00 1 0 2 31 1 2 0 1  

1 1 3 3 3 52 2 3 42 4 4 5 5 51 2 3 3 5 :ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÂÕË×Ù × ËÁÖÄÏÍ ÓÌÏ×Å ÓÔÒÏÞÎÏÊ ÒÁÚ×£ÒÔËÉ ÎÅÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔ.õÓÌÏ×ÉÅ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ ÍÁÓÓÉ×Á ×ÎÉÚ (ËÁË × ÌÅ×ÏÍ �ÒÉÍÅÒÅ ×ÙÛÅ) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ�ÏÄ ËÁÖÄÏÊ ÂÕË×ÏÊ �i� × j-ÔÏÍ ÓÌÏ×Å (Ô. Å. �ÏÄ ÛÁÒÉËÏÍ, �ÒÉÛÅÄÛÉÍ ÉÚ ËÌÅÔ-ËÉ a(i; j)) ÓÔÏÉÔ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÁÑ, ÞÅÍ �i�, ÂÕË×Á (j + 1)-ÇÏ ÓÌÏ×Á (�ÁÒÔÎ£Ò ÜÔÏ-ÇÏ ÛÁÒÉËÁ �ÒÉ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÍ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉ ÍÅÖÄÕ j-ÔÏÊ É (j + 1)-ÏÊ ÓÔÒÏËÁÍÉÍÁÓÓÉ×Á). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÉÎÙ ÓÌÏ× ÓÔÒÏÞÎÏÊ ÒÁÚ×£ÒÔËÉ �ÌÏÔÎÏÇÏ ×ÎÉÚ ÍÁÓ-ÓÉ×Á ÎÅÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÔ Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ, Ô. Å. ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎÇÁ, Á ÂÕË×Ù1ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÓÓÉ×Á �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÅ ÓÌÏ×Ï É Ô. Ä.



27.2.õ�ÌÏÔÎÅÎÉÅ ÍÁÓÓÉ×Ï× 467
{1; 2; : : : ; n} ÚÁ�ÏÌÎÑÀÔ ÜÔÕ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÎÅÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÑ �Ï ÓÔÒÏËÁÍ É ÓÔÒÏ-ÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÑ �Ï ÓÔÏÌÂ�ÁÍ. �ÁËÉÅ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÄÁÎÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ � ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑÔÁÂÌÉ�ÁÍÉ àÎÇÁ ÆÏÒÍÙ � ÎÁ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ I = {1; 2; : : : ; n} . íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÆÁËÔ:ìÅÍÍÁ 27.2óÔÒÏÞÎÁÑ ÒÁÚ×£ÒÔËÁ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ �ÌÏÔÎÙÍÉ ×ÎÉÚ ÍÁÓÓÉ×ÁÍÉÒÁÚÍÅÒÁ m × n É ÔÁÂÌÉ�ÁÍÉ àÎÇÁ ÎÁ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ {1; 2; : : : ; n} , ÓÏÓÔÏÑÝÉÍÉ ÉÚ
6 m ÓÔÒÏË. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 27.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁÓÓÉ× a = (a(i; j)) �ÌÏÔÅÎ ×ÎÉÚ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i ∈ I É j ∈ J ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:a(1; j + 1) + a(2; j + 1) + · · · + a(i; j + 1) 6 a(1; j) + a(2; j) + · · · + a(i− 1; j) ;É ÎÁ�ÉÛÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ L- , R- É U- �ÌÏÔÎÏÓÔÉÍÁÓÓÉ×Á a .27.2.3. ðÌÏÔÎÙÅ ÍÁÓÓÉ×Ù É ÔÅËÓÔÙ ñÍÁÎÕÞÉ. L-�ÌÏÔÎÏÓÔØ ÍÁÓÓÉ×Á aÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË D-�ÌÏÔÎÏÓÔØ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÍÁÓÓÉ×Á at É ÆÏÒ-ÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÔÏÌÂ�Ï×ÏÊ ÒÁÚ×£ÒÔËÉ: �ÌÏÔÎÙÅ ×ÌÅ×Ï ÍÁÓÓÉ×Ù ÂÉÅË-ÔÉ×ÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÔÁÂÌÉ�ÁÍ àÎÇÁ ÉÚ 6 n ÓÔÒÏË × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ J .ïÄÎÁËÏ ÞÁÓÔÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÅÚÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÑ L-�ÌÏÔÎÏÓÔÉ × ÔÅÒÍÉ-ÎÁÈ ÓÔÒÏÞÎÏÊ ÒÁÚ×£ÒÔËÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÂÕÄÅÍ ÞÉÔÁÔØ ÓÌÏ×Á ÓÔÒÏÞÎÏÊ ÒÁÚ×£ÒÔËÉ L-�ÌÏÔÎÏÇÏ ÍÁÓÓÉ×Á a Ó�ÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï ÏÄÎÏ ÚÁ ÄÒÕÇÉÍ, Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ. õÓÌÏ×ÉÅ �ÌÏÔÎÏ-ÓÔÉ ×ÌÅ×Ï ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ËÕÓËÅ �ÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕË× ÅÄÉÎÉ� ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ Ä×ÏÅË, Ä×ÏÅË | ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍÔÒÏÅË, É Ô. Ä. ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÁÒ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÂÕË× �i� É �(i+ 1)� ÉÚ I. ÷ ËÏÍÂÉ-ÎÁÔÏÒÉËÅ ÔÅËÓÔ  ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅËÓÔÏÍ ñÍÁÎÕÞÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ,ÌÅ×ÁÑ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÔÒÏÞÎÙÈ ÒÁÚ×£ÒÔÏË11 21 1 23 3 ; 1 1 1 12 2 22 3 31 2Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅËÓÔÏÍ ñÍÁÎÕÞÉ, Á �ÒÁ×ÁÑ | ÎÅÔ. éÔÁË, ÎÁÍÉ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁìÅÍÍÁ 27.3óÔÒÏÞÎÁÑ ÒÁÚ×£ÒÔËÁ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ �ÌÏÔÎÙÍÉ ×ÌÅ×Ï ÍÁÓÓÉ×ÁÍÉÒÁÚÍÅÒÁ m× n É ÔÅËÓÔÁÍÉ ñÍÁÎÕÞÉ ÉÚ 6 m ÓÌÏ× ÎÁ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ {1; 2; : : : ; n}. �27.2.4. ðÏÓÌÏÊÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ. îÁ�ÏÍÎÉÍ ÏÄÎÕ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉÍÎÏÖÅÓÔ×. åÓÌÉ ÚÁÄÁÎÙ Ä×Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×: X '- Z É Y  - Z, ÔÏÄÉÚßÀÎËÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ �ÒÑÍÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÓÌÏ£× ÜÔÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÎÁÄÔÏÞËÁÍÉ z ∈ Z ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑX ×Z Y def= ⊔z∈Z '−1(z)×  −1(z)



468 §27.éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓÉ×Ï×, ÔÁÂÌÉ� É ÄÉÁÇÒÁÍÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÏÊÎÙÍ (ÉÌÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÙÍ) �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× X É YÎÁÄ Z.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 27.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× X ×Z YX �
�X Y�Y

-Z �
 '

-

(27-6)(× ËÏÔÏÒÏÊ �X : (x; y) 7→ x É �Y : (x; y) 7→ y) ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁ × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁMX �

� Y�
-Z �
 '

-ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M �- X ×Z Y , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ � = �X◦�, � =�Y ◦�, É ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏM É Ë×ÁÄÒÁÔ1 (27-6)ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÇÏ ÓÏ×ÓÅÍÉ ÓÔÒÅÌËÁÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ (27-6) .�ÅÏÒÅÍÁ 27.1íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÁÓÓÉ×Ï× M �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ
M = L ×

B

D ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÌÏÔÎÙÈ ×ÌÅ×Ï ÍÁÓÓÉ×Ï× L ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÌÏÔÎÙÈ×ÎÉÚ ÍÁÓÓÉ×Ï× D ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÂÉ�ÌÏÔÎÙÈ ÍÁÓÓÉ×Ï× B, �ÒÉÞ£Í ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ
M

L
�

L
D

D
-

B
�

LD
-(× ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ L É D �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ ÍÁÓÓÉ× × ÅÇÏ Õ�ÌÏÔÎÅÎÉÑ ×ÌÅ×Ï É ×ÎÉÚÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ) ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÄÅËÁÒÔÏ×Ë×ÁÄÒÁÔ (27-6).1ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÅËÁÒÔÏ×ÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ



27.2.õ�ÌÏÔÎÅÎÉÅ ÍÁÓÓÉ×Ï× 469äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ �ÒÅÄÌ. 27.1 ÓÔÒÅÌËÉ L É D ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ É �ÅÒÅ-ÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ. íÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
M - L ×

B

D ;ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÍÁÓÓÉ×Õ a �ÁÒÕ (La;Da) ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ DLa = LDa ∈ B ×ÚÁÉÍ-ÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.éÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ ÍÁÓÓÉ×Ù a É a′ ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ La = La′ É Da = Da′.÷ÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ Da = Da′ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÅ Õ�ÌÏÔÎÑÀÝÅÅ ×ÌÅ×Ï ÓÌÏ×Ï �. �ÏÇÄÁ ÏÎÏÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ É ÎÁ a, É ÎÁ a′. ðÏÌÕÞÁÅÍ: a = �−1La = �−1La′ = a′.óÀÒØÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ÍÁÓÓÉ×Ï× (a`; ad), × ËÏÔÏÒÏÊ a` �ÌÏÔÅÎ ×ÌÅ-×Ï, ad �ÌÏÔÅÎ ×ÎÉÚ, É Da` = Lad, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÏ×Ï �, ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ Õ�ÌÏÔÎÑÀÝÅÅad ×ÌÅ×Ï ÄÏ Lad. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÓÌÏ×Ï �−1 ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ Lad, Á ÚÎÁÞÉÔ,É ÎÁ a`. íÁÓÓÉ× a = �−1a` ÔÁËÏ×, ÞÔÏ La = a`, É Da = D�−1a` = �−1Da` =�−1Lad = ad. �27.2.5. ðÒÉÍÅÒ: ÇÒÁÆÉËÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ É ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÔÁÂÌÉ�Ù. çÒÁ-ÆÉË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× I a - J | ÜÔÏ ÍÁÓÓÉ×, × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÛÁÒÉË. ðÏ ÔÅÏÒ. 27.1 ÔÁËÉÅ ÍÁÓÓÉ×Ù ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄ-ÎÏÚÎÁÞÎÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔÓÑ �ÁÒÁÍÉ (a`; ad) × ËÏÔÏÒÏÊ a` �ÌÏÔÅÎ ×ÌÅ×Ï, ad �ÌÏ-ÔÅÎ ×ÎÉÚ, �ÒÉÞ£Í ÏÂÁ ÜÔÉÈ ÍÁÓÓÉ×Á ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÆÏÒÍÕ Da` = Lad, ÉwI(ad) = (1; 1; : : : ; 1). ëÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ �ÁÒÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ n◦ 27.2.2, Ñ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒ ÄÁÎÎÙÈ: ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ � = DLa = LDa ×ÅÓÁ |�| = n (ÆÏÒÍÁÍÁÓÓÉ×Á a), ÔÁÂÌÉ�Á àÎÇÁ ÆÏÒÍÙ � ÎÁ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ J (ÓÔÒÏÞÎÁÑ ÒÁÚ×£ÒÔËÁ ÔÒÁÎÓ-�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ L-Õ�ÌÏÔÎÅÎÉÑ at̀) É ÔÁÂÌÉ�Á àÎÇÁ ÆÏÒÍÙ � ÎÁ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ I, ×ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÖÄÁÑ ÂÕË×Á ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ (ÓÔÒÏÞÎÁÑ ÒÁÚ×£ÒÔËÁ D-Õ�ÌÏÔÎÅÎÉÑ ad).�ÁÂÌÉ�Ù ÆÏÒÍÙ � ÚÁ�ÏÌÎÅÎÎÙÅ ÂÅÚ �Ï×ÔÏÒÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ |�| ÎÁÚÙ×Á-ÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÔÁÂÌÉ�ÁÍÉ ÆÏÒÍÙ �. þÉÓÌÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÁÂÌÉ� ÆÏÒÍÙ� �ÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ d�, Á ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ ÔÁÂÌÉ� ÆÏÒÍÙ � ÎÁ m-ÂÕË×ÅÎÎÏÍÁÌÆÁ×ÉÔÅ | ÞÅÒÅÚ d�(m).ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ mn ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ I - J , ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÅ ∑� d� · d�(m) = mn ; (27-7)ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÉÄ£Ô �Ï ×ÓÅÍ n-ËÌÅÔÏÞÎÙÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ É ÞÉÓÌÁ d�(m)ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ÉÚ 6 m ÓÔÒÏË.åÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ #J = #I = n, É ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÂÉÅËÔÉ×ÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÑÍÉ I ∼- J , ÔÏ ÜÔÁ ÖÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÄÁÓÔ ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ n! ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù Sn É �ÁÒÁÍÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÁÂÌÉ� ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÆÏÒÍÙ×ÅÓÁ n, Ô. Å. ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ∑� d2� = n! ; (27-8)



470 §27.éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓÉ×Ï×, ÔÁÂÌÉ� É ÄÉÁÇÒÁÍÍÇÄÅ ÓÕÍÍÁ ÉÄ£Ô Ï ×ÓÅÍ n-ËÌÅÔÏÞÎÙÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ. üÔÁ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÂÉÅË�ÉÑ ×ÚÁÉÍ-ÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ1 � ∈ Sn × ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖ£Î-ÎÙÅ ÍÁÓÓÉ×Ù a = at, ËÏÔÏÒÙÍ × ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÂÉÅË�ÉÉ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ �ÁÒÙ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÁÂÌÉ�. ðÏÜÔÏÍÕ
∑� d� = #{� ∈ Sn | �2 = 1} : (27-9)27.3. äÅÊÓÔ×ÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù ÎÁ DU-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ. âÕÄÅÍ ÎÁ-ÚÙ×ÁÔØ DU-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÁÓÓÉ×Ï×, ËÏÔÏÒÏÅ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ ×ÓÅÂÑ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ D É U . çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ DU-ÍÎÏÖÅÓÔ× | ÜÔÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÅ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ D É U .DU-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ D É U ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ, ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ DU-ÏÒÂÉÔÏÊ. DU-ÏÒÂÉÔÙ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ �ÌÏÔ-ÎÙÍ ×ÎÉÚ ÍÁÓÓÉ×ÁÍ. ïÒÂÉÔÁ O ÔÁËÏÇÏ ÍÁÓÓÉ×Á ad ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈÍÁÓÓÉ×Ï×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ad ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍÉ U -ÓÌÏ×ÁÍÉ. íÙ ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ad ÎÉÖÎÉÍ ËÏÎ�ÏÍ ÏÒÂÉÔÙ O.ìÅÍÍÁ 27.4ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ, �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ É ÒÁÚÎÏÓÔÉ DU-ÍÎÏÖÅÓÔ× ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ DU-ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×ÁÍÉ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÓÑËÏÅ DU-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ × ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÅ ÏÂß-ÅÄÉÎÅÎÉÅ DU-ÏÒÂÉÔ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÁÚ×Å ÞÔÏ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÏ ÒÁÚÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØA′ É A′′ DU-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ É a′ ∈ A′ r A′′. åÓÌÉ Dja′ ∈ A′′, ÔÏ Dj ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ, É ÔÏÇÄÁ a′ = UjDja′ ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ × A′′. �27.3.1. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÏÒÂÉÔÙ. DU-ÏÒÂÉÔÙ O� ÂÉ�ÌÏÔÎÙÈ ÍÁÓÓÉ×Ï× � ÎÁ-ÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ m = 3 ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÏÒÂÉÔÁ O(2;1),ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ { ÔÁÂÌÉ�Å {ÍÁÓÓÉ×Õ

− 1 12 −
0 00 12 0ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÏÓØÍÉ ÍÁÓÓÉ×Ï×, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ÒÉÓ. 27⋄3.éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÂÉÅË�ÉÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Õ�ÌÏÔÎÅÎÉÅ ×ÌÅ×Ï ÚÁÄÁ£Ô ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÌÀÂÏÊ DU-ÏÒÂÉÔÙ O ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÏÒÂÉÔÏÊ O�, ÎÉÖÎÉÊ ËÏÎÅ� ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÂÉÕ�ÌÏÔÎÅÎÉÅÍ ÎÉÖÎÅÇÏ ËÏÎ�Á ÏÒÂÉÔÙ O. íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ � ÔÉ�ÏÍÏÒÂÉÔÙ O . ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÒÂÉÔ ÔÉ�Á � × ÄÁÎÎÏÍ DU-ÍÎÏÖÅÓÔ×Å M ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Õ �ÌÏÔÎÙÈ ×ÎÉÚ ÍÁÓÓÉ×Ï× ÓÔÒÏÞÎÏÇÏ ×ÅÓÁ �, ÉÍÅÀÝÉÈÓÑ × M .1Ô. Å. ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ �2 = 1



27.3.äÅÊÓÔ×ÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù ÎÁ DU-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ 4711 11 00 01 10 01 0 U1 - 0 12 00 0
� U2

1 00 11 0
� U2 0 11 01 0 U1 -

0 10 02 0 U1 - 0 01 11 0
� U2

0 00 12 0 U1 -� U2òÉÓ. 27⋄3. óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ DU-ÏÒÂÉÔÁ O(2;1).27.3.2. äÅÊÓÔ×ÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù Sm = Aut (J). îÁ ÌÀÂÏÍ DU-ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÍÁÓÓÉ×Ï× M ÉÍÅÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ �j =(j; j + 1), �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕ��Õ Sm, �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÝÕÀ ÓÔÒÏËÉÍÁÓÓÉ×Á. ïÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ðÕÓÔØ × j-ÔÏÊ É (j+1)-ÏÊ ÓÔÒÏËÁÈ �ÏÓÌÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÕÓÔÏÊÞÉ-×ÏÇÏ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÌÏÓØ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, sj É sj+1 Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÛÁÒÏ×.ðÏÌÏÖÉÍ �j = Dsj+1−sjj = U sj−sj+1j : (27-10)ðÏÄÒÏÂÎÅÅ ÜÔÕ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÔÁË. ó×ÅÒÎ£Í ÍÁÓÓÉ× × ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ�ÉÌÉÎÄÒ, �ÒÉËÌÅÉ× �ÒÁ×ÕÀ ÇÒÁÎÉ�Õ n-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á Ë ÌÅ×ÏÊ ÇÒÁÎÉ�Å �ÅÒ×ÏÇÏ, É�ÒÏÄÏÌÖÉÍ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÅ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ �Ï ËÒÕÇÕ, Ô. Å. ÎÁÚÎÁÞÉÍ × �ÁÒÕ ÓÁÍÏÍÕ�ÒÁ×ÏÍÕ ÎÉÖÎÅÍÕ Ó×ÏÂÏÄÎÏÍÕ ÛÁÒÕ ÓÁÍÙÊ ÌÅ×ÙÊ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ×ÅÒÈÎÉÊ É Ô. Ä.÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ |sj+1 − sj| Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÛÁÒÏ× É ×ÓÅ ÏÎÉ ÂÕÄÕÔÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÔØÓÑ ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ × ×ÅÒÈÎÅÊ ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ × ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ | ÔÁÍ ÇÄÅÉÈ ×ÎÁÞÁÌÅ ÂÙÌÏ ÂÏÌØÛÅ. ï�ÅÒÁ�ÉÑ �j �ÒÏÓÔÏ �ÅÒÅÄ×ÉÇÁÅÔ ÉÈ �Ï ×ÅÒÔÉËÁÌÉ ×ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÒÏËÕ (ÉÌÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÅÌÁÅÔ, ÅÓÌÉ sj = sj+1). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÅÊÓÔ×ÉÅ�j ÎÁ ÓÔÒÏÞÎÙÊ ×ÅÓ wJ ÓÏÓÔÏÉÔ × �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ j-ÔÏÊ É (j + 1)-ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ.éÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �2j = Id, Á ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ �j ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔÓ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÓÔÏÌÂ�Ï×. ïÞÅ×ÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ �j �ÅÒÅÓÔÁ-



472 §27.éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓÉ×Ï×, ÔÁÂÌÉ� É ÄÉÁÇÒÁÍÍÎÏ×ÏÞÎÁ Ó ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ R, L É ÓÏ ×ÓÅÍÉ �k Ó |k − j| > 2.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ �j ÎÅ�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×Ï �ÒÏÄÏÌÖÁÌÏÓØÎÁ ×ÓÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕ��Õ Sm ÏÓÔÁ£ÔÓÑ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ �j�j+1�j = �j+1�j�j+1 :üÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÄÌÑ ÔÒ£ÈÓÔÒÏÞÎÏÇÏ ÍÁÓÓÉ×Á. ðÏÌØÚÕÑÓØ Õ�ÌÏÔÎÅÎÉÑÍÉ×ÌÅ×Ï L É �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÓÔÏÌÂ�Ï× C ÍÙ ÒÅÄÕ�ÉÒÕÅÍ ÌÀÂÏÊÔÒ£ÈÓÔÒÏÞÎÙÊ ÍÁÓÓÉ× × ÏÄÎÏÓÔÏÌÂ�Ï×ÏÍÕ:
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

L- a b d e 0f 0 0 C- b  ae 0 d0 0 f L- g h 0k 0 0f 0 0 C- h g0 k0 f L- ` 0k 0f 0ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ �j �ÒÏÓÔÏ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÔÒÏËÉ, É �ÏÔÏÍÕ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.27.4. ðÏÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁ. âÕÄÅÍ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ×ÓÅ ÛÁÒÉËÉ j-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉËÁË �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ xj É ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÍÁÓÓÉ×Õ a ÍÏÎÏÍ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ�ÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ×ÓÅÈ ÛÁÒÉËÏ× ÍÁÓÓÉ×Á:xa = xwJ1 (a)1 xwJ2 (a)2 · · · xwJm(a)m(�ÏËÁÚÁÔÅÌØ Õ xj ÒÁ×ÅÎ j-ÔÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ ÓÔÒÏÞÎÏÇÏ ×ÅÓÁ wJ(A)). óÕÍÍÉÒÕÑÍÏÎÏÍÙ xa �Ï ×ÓÅÍ ÍÁÓÓÉ×ÁÍ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ DU-ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M , ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍÍÎÏÇÏÞÌÅÎ sM(x) = ∑a∈M xa ∈ k[x1; x2; : : : ; xm℄ ;ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ûÕÒÁ DU-ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M . ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á Sm �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅÓÏ×ÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ, ÏÎÁ ÄÅÊÓÔ×Õ-ÅÔ ÎÁ ÍÏÎÏÍÙ xa �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙûÕÒÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ.ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ DU-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀ-ÝÉÈÓÑ ÏÒÂÉÔ, Á ×ÓÑËÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÏÒÂÉÔÅ O�, �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÊ �ÏÌÉÎÏÍ ûÕÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ (Ó ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ �Å-ÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ) ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ûÕÒÁ s�(x), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈÂÉ�ÌÏÔÎÙÍ ÍÁÓÓÉ×ÁÍ (ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ) � :sM(x) = ∑�∈æ (M) �M · s�(x) : (27-11)óÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ × ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �Ï ×ÓÅÍ ÆÏÒÍÁÍ � ÍÁÓÓÉ×Ï× ÉÚM , ÉËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �M ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÕ DU-ÏÒÂÉÔ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ O�, Ô. Å. ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ�ÌÏÔÎÙÈ ×ÎÉÚ ÍÁÓÓÉ×Ï× J-×ÅÓÁ � × M .



27.4.ðÏÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁ 473óÏÇÌÁÓÎÏ n◦ 27.2.2, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÏÒÂÉÔÙ O� ÓÕÔØ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅL-�ÌÏÔÎÙÅ ÍÁÓÓÉ×Ù ÆÏÒÍÙ �, É ÓÔÏÌÂ�Ï×ÁÑ ÒÁÚ×£ÒÔËÁ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÂÉÅË�ÉÀÍÅÖÄÕ ÔÁËÉÍÉ ÍÁÓÓÉ×ÁÍÉ É ÔÁÂÌÉ�ÁÍÉ àÎÇÁ ÆÏÒÍÙ � × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ
{x1; x2; : : : ; xm} :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ �ÏÌÉÎÏÍ ûÕÒÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄs�(x) =∑� K�;� · x� =∑� K�;� · x�11 x�22 · · · x�mm ; (27-12)ÇÄÅ � ∈ Zm>0 �ÒÏÂÅÇÁÅÔ m-ÍÅÒÎÙÅ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ Ó ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, Á ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ K�;� ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÕ ÔÁÂÌÉ� ÆÏÒÍÙ �, ÚÁ�ÏÌÎÅÎÎÙÈ�1 ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ, �2 Ä×ÏÊËÁÍÉ É Ô. Ä. íÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÔÁÂÌÉ�Á ÉÍÅÅÔÓÏÓÔÁ× �.îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ m = 3 ÉÚ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ÒÉÓ. 27⋄3 ÓÈÅÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍs(2;1)(x1; x2; x3) = x21x2 + x21x3 + x1x22 + 2 x1x2x3 + x1x23 + x22x3 + x2x23 :þÉÓÌÏ K�;� ÔÁÂÌÉ� ÆÏÒÍÙ � É ÓÏÓÔÁ×Á � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ëÏÓÔËÉ. ïÔÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ K�;(1|�|) = d� ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÁÂÌÉ� ÆÏÒÍÙ � , ×ÓÅ K�;� = 1, ÉK�;� 6= 0 ÔÏÌØËÏ ËÏÇÄÁ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ j = 1; 2; 3; : : : ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á�1 + �2 + · · · + �j > �1 + �2 + · · · + �j ∀ j : (27-13)÷ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ � ÄÏÍÉÎÉÒÕÅÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ � É �ÉÛÕÔ� D �.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 27.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÏÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÚÁÄÁ£Ô ÎÁ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Å ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ×ÅÓÁ n ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË, �ÏÌÎÙÊ �ÒÉ n 6 5,É �ÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ Ä×ÕÈ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ ×ÅÓÁ 6.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ûÕÒÁ s�(x1; x2; : : : ; xm), ÇÄÅ � �ÒÏ-ÂÅÇÁÅÔ ×ÓÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ m ÓÔÒÏË, ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÂÁ-ÚÉÓÎÙÅ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ m� �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊÎÁÄ Z ÎÉÖÎÅÊ ÕÎÉÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù:s� =∑�E�K�;� ·m� : (27-14)�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ s� ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Z-ÍÏÄÕÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ.27.4.1. ðÒÉÍÅÒ: �ÏÌÎÙÅ É ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ.íÎÏÇÏÞÌÅÎ ûÕÒÁ s(k)(x), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ DU-ÏÒÂÉÔÅ ÏÄÎÏÓÔÏÌÂ�Ï×ÏÇÏ ÍÁÓÓÉ×Á, Ô. Å.ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ-ÓÔÒÏËÉ � = (k; 0; · · · ; 0) = · · ·︸ ︷︷ ︸k ;



474 §27.éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓÉ×Ï×, ÔÁÂÌÉ� É ÄÉÁÇÒÁÍÍ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÏÌÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ hk(x) | ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈÍÏÎÏÍÏ× ÏÂÝÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ k ÏÔ x1; x2; : : : ; xm, �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ �×ÅÓÁ |�| = k ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÏÄÎÏÓÔÒÏÞÎÁÑ ÔÁÂÌÉ�Á, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÙ ×ÙÓÔÒÏÅÎÙ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ1. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, s(1k), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ DU-ÏÒÂÉÔÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ-ÓÔÏÌÂ�Á1k = (1; 1; · · · ; 1) = ...  kÜÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ek(x), Ô. Å. ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ�Ï ËÁÖÄÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÏÎÏÍÏ× ÏÂÝÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ k ÏÔ x1; x2; : : : ; xm. ðÒÉÞÉÎÁÔÁ ÖÅ, ÔÏÌØËÏ ÔÅ�ÅÒØ ÎÏÍÅÒÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÔÁÂÌÉ�Å-ÓÔÏÌÂ�Å ÄÏÌÖÎÙ ÓÔÒÏÇÏ×ÏÚÒÁÓÔÁÔØ.27.4.2. ðÒÉÍÅÒ: ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ëÏÛÉ É ûÕÒÁ. ðÒÏÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÕÅÍ ËÁÖÄÙÊÛÁÒÉË × ËÌÅÔËÅ (i; j) ÍÁÓÓÉ×Á a ËÁË ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÍÏÎÏÍ xiyj ÏÔ Ä×ÕÈ ÎÁÂÏÒÏ×�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x = xI = (x1; x2; : : : ; xn) É y = yJ = (y1; y2; : : : ; ym). ðÅÒÅÍÎÏÖÁÑ×ÍÅÓÔÅ ×ÓÅ ÛÁÒÉËÉ ÍÁÓÓÉ×Á a, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ (× ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n◦ 27.4) ÍÏÎÏÍ xatya.ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÂÉÅË�ÉÉ ÉÚ ÔÅÏÒ. 27.1 ÓÕÍÍÁ ÔÁËÉÈ ÍÏÎÏÍÏ× �Ï ×ÓÅÍ ÍÁÓÓÉ×ÁÍa ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ � = æ (a) ÒÁ×ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ûÕÒÁs�(x) ·s�(y), É ÚÎÁÞÉÔ ÓÕÍÍÁ ÍÏÎÏÍÏ× xatya �Ï ×ÏÏÂÝÅ ×ÓÅÍ ÍÁÓÓÉ×ÁÍ a ÆÏÒÍÁÔÁI × J ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÔÁËÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ �Ï ×ÓÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ �.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÍÏÎÏÍÏ× xatya �Ï ×ÓÅÍ ÍÁÓÓÉ×ÁÍ a �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ�ÒÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÉ ÓËÏÂÏË × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÇÒÅÓ-ÓÉÊ ∏i∈Ij∈J (1 + xiyj + (xiyj)2 + (xiyj)3 + · · · )(×ÙÂÉÒÁÑ ÉÚ (i; j)-ÔÏÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ (xiyj)a(i;j) ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ × ÔÏÞ-ÎÏÓÔÉ ÍÏÎÏÍ xatya, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÍÁÓÓÉ×Õ a). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ ËÔÏÖÄÅÓÔ×Õ ëÏÛÉ: ∑� s�(x) · s�(y) =∏i;j 11− xiyj (27-15)åÓÌÉ ×ÚÑÔØ I = J , ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÍÁÓÓÉ×ÁÍÉ a = at,�ÏÌÏÖÉÔØ x = y = � É ÉÚ×ÌÅÞØ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ a-ÍÏÎÏÍÁ ËÏÒÅÎØ�a =√�at�a =√xatya|x=y=� ;ÔÏ, ÓÕÍÍÉÒÕÑ �Ï ×ÓÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÍÁÓÓÉ×ÁÍ a ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ �, ÍÙ �Ï-ÌÕÞÉÍ s�(�), Á ÓÕÍÍÉÒÕÑ �Ï ×ÏÏÂÝÅ ×ÓÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÍÁÓÓÉ×ÁÍ a | ÓÕÍÍÕ1ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ: DU-ÏÒÂÉÔÁ ÏÄÎÏÓÔÏÌÂ�Ï×ÏÇÏ ÍÁÓÓÉ×Á ×ÅÓÁ k ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÁ ×ÓÅÍÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÍÉ k ÛÁÒÉËÏ× �Ï m ÑÝÉËÁÍ
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∑� s�(�). �ÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ �ÒÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÉ ÓËÏÂÏË × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ�ÒÏÇÒÅÓÓÉÊ

∏k (1 + �k + (�k)2 + (�k)3 + · · · ) ·∏i<j (1 + �i�j + (�i�j)2 + (�i�j)3 + · · · ) :íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ûÕÒÁ:
∑� s�(�) =∏i 11− �i ·∏i<j 11− �i�j : (27-16)27.5. ðÒÁ×ÉÌÏ ìÉÔÔÌ×ÕÄÁ {òÉÞÁÒÄÓÏÎÁ. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ûÕÒÁsM(x) · sN(x)DU-ÍÎÏÖÅÓÔ×M É N Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ ûÕÒÁ ÄÌÑ DU-ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÍÁÓÓÉ×Ï× ×ÉÄÁ ab ÒÁÚÍÅÒÁ (2n)×m, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ �ÒÉ�ÉÓÙ-×ÁÎÉÅÍ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÍÁÓÓÉ×Á b ∈ N Ó�ÒÁ×Á Ë ËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÍÁÓÓÉ×Õ1 a ∈ M .íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÍÁÓÓÉ×Ï× ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ M ⊗ N É ÎÁÚÙ×ÁÔØÔÅÎÚÏÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ DU-ÍÎÏÖÅÓÔ× M É N . éÔÁË,sM(x) · sN(x) = (∑a∈M xa) · (∑b∈N xb) = ∑a∈Mb∈N xab = ∑∈M⊗N x :òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ s�s� ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ûÕÒÁ �Ï ÂÁÚÉÓÕ s� ÄÁ£Ô�ÅÏÒÅÍÁ 27.2 (�ÒÁ×ÉÌÏ ÌÉÔÔÌ×ÕÄÁ { ÒÉÞÁÒÄÓÏÎÁ)s� · s� = ∑� ��� · s� , ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �Ï ×ÓÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ �, �Ï-ÌÕÞÁÀÝÉÍÓÑ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ |�| ËÌÅÔÏË Ë ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ �, Á ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ��� ÒÁ×ÅÎËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÊ ÜÔÉÈ ÄÏ�ÉÓÁÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË �1 ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ, �2 Ä×ÏÊËÁÍÉ, �3ÔÒÏÊËÁÍÉ É Ô. Ä., ÔÁË ÞÔÏ ×ÄÏÌØ ÓÔÒÏË �ËÏÓÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ� �r� ÞÉÓÌÁ ×ÏÚÒÁÓÔÁ-ÀÔ ÎÅÓÔÒÏÇÏ, Á ×ÄÏÌØ ÓÔÏÌÂ�Ï× | ÓÔÒÏÇÏ (ËÁË × ÔÁÂÌÉ�Å àÎÇÁ), É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÓÌÏ×Ï, �ÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ �ÒÉ �ÒÏÞÔÅÎÉÉ ÜÔÏÊ �ËÏÓÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ� ÓÔÒÏËÕ ÚÁ ÓÔÒÏËÏÊÓ�ÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ËÁÖÄÏÍ Ó×Ï£Í ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ËÕÓËÅ ÅÄÉÎÉ�ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ Ä×ÏÅË, Ä×ÏÅË ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÔÒÏÅË É Ô. Ä. (ËÁË × n◦ 27.2.3).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.íÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ × DU-ÍÎÏÖÅÓÔ×Å O�⊗O� ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏDU-ÏÒÂÉÔ, ËÏÔÏÒÙÅ Õ�ÌÏÔÎÑÀÔÓÑ ×ÌÅ×Ï ÄÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÏÒÂÉÔÙ O�. ðÕÓÔØ ÍÁÓ-ÓÉ× ab ÌÅÖÉÔ × ÔÁËÏÊ ÏÒÂÉÔÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÓÓÉ×Ù a, b �ÏÌÕÞÅÎÙ ÉÚ ÂÉ�ÌÏÔÎÙÈÍÁÓÓÉ×Ï× �, � ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ, ÏÂÁ ÏÎÉ �ÌÏÔÎÙ ×ÌÅ×Ï É ÉÍÅÀÔ I-×ÅÓÁ � É � ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ Õ�ÌÏÔÎÑÀÝÅÊ1�ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ J-ÁÌÆÁ×ÉÔ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, Á ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ I-ÁÌÆÁ×ÉÔ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑÄÉÚßÀÎËÔÎÙÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ I-ÁÌÆÁ×ÉÔÏ× ÍÁÓÓÉ×Ï× a É b



476 §27.éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓÉ×Ï×, ÔÁÂÌÉ� É ÄÉÁÇÒÁÍÍÏ�ÅÒÁ�ÉÉ Dj ÎÁ �ÔÏÌÓÔÙÊ� ÍÁÓÓÉ× ab ÓÏÓÔÏÉÔ ÌÉÂÏ × Å£ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÎÁ1b , ÌÉÂÏ × Å£ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÎÁ2 a. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ Õ�ÌÏÔÎÅÎÉÉ ×ÎÉÚ �ÔÏÌÓÔÏ-ÇÏ� ÍÁÓÓÉ×Á ab ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÍÁÓÓÉ× ×ÉÄÁ a′b′, × ËÏÔÏÒÏÍ a′ �ÌÏÔÅÎ ×ÎÉÚ, É ÏÂÁÍÁÓÓÉ×Á a′, b′ �Ï �ÒÅÖÎÅÍÕ �ÌÏÔÎÙ ×ÌÅ×Ï É ÉÍÅÀÔ I-×ÅÓÁ �, �. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,a′ ÂÉ�ÌÏÔÅÎ ÆÏÒÍÙ �. åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ ÍÁÓÓÉ×Á a′b′ = �b′ ÒÁ×ÎÁ �, ÔÏ ÓÔÒÏËÉ ÇÏÒÉ-ÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÒÁÚ×£ÒÔËÉ ÍÁÓÓÉ×Á b′ | ÜÔÏ ×ÙÒÏ×ÎÅÎÎÙÅ �Ï ÌÅ×ÏÍÕ ËÒÁÀ ÓÔÒÏËÉ�ËÏÓÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù� � r �, ÚÁ�ÏÌÎÅÎÎÙÅ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË, ËÁË ÔÒÅÂÕÅÔ �ÒÁ×ÉÌÏ ìÉÔÔÌ-×ÕÄÁ {òÉÞÁÒÄÓÏÎÁ: �ÅÒ×ÏÅ, �ÔÁÂÌÉÞÎÏÅ�, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÁÅÔ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ×ÎÉÚ�ÔÏÌÓÔÏÇÏ� ÍÁÓÓÉ×Á ab, Á ×ÔÏÒÏÅ, �ÓÌÏ×ÅÓÔÎÏÅ�, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÁÅÔ, ÓÏÇÌÁÓÎÏn◦ 27.2.3, �ÌÏÔÎÏÓÔØ ×ÌÅ×Ï ÍÁÓÓÉ×Á b′. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 27.5. ðÏÌØÚÕÑÓØ �ÒÁ×ÉÌÏÍ ìÉÔÔÌ×ÕÄÁ{òÉÞÁÒÄÓÏÎÁ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ × �3�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ s(1) · s(1;1) É s22;1. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕÂÅÄÉÔÅÓØ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ ×�ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÞÅÓÔÎÏÅ� É �ÈÁÌÑ×ÎÏÅ3� ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 27.6 (ÆÏÒÍÕÌÙ ðØÅÒÉ). ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ �ÒÁ×ÉÌÁ ìÉÔÔÌ×ÕÄÁ-òÉÞÁÒÄ-ÓÏÎÁ ÆÏÒÍÕÌÙ ðØÅÒÉ ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ûÕÒÁ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ É �ÏÌÎÙÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ:s� · ek = s� · s(1k) =∑� s� (27-17)s� · hk = s� · s(k) =∑� s� (27-18)ÇÄÅ � É � �ÒÏÂÅÇÁÀÔ ×ÓÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÎÉÅÍk ÎÏ×ÙÈ ËÌÅÔÏË Ë ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ � ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉËÁËÉÅ Ä×Å ÎÏ×ÙÅ ËÌÅÔËÉ ÎÅ �Ï�ÁÌÉ× ÏÄÎÕ ÓÔÒÏËÕ � É × ÏÄÉÎ ÓÔÏÌÂÅ� �.27.5.1. �ÏÖÄÅÓÔ×Ï ñËÏÂÉ {�ÒÕÄÉ. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ðØÅÒÉ (27-18) É ÆÏÒÍÕÌÙðØÅÒÉ ÉÚ ÓÌ. 26.6 ÎÁ ÓÔÒ. 456 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÙÅ �ÏÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁ�Æ+� ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ �ÏÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁ s� ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÙÈ DU-ÏÒÂÉÔ | ÜÔÏ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ �ÏÌÉÎÏÍÙ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÆÏÒÍÕÌÙ ðØÅÒÉ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ×ÓÅ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÙ ûÕÒÁ ÞÅÒÅÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ hk. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ (27-18)s(2;2;1) = s(2;2)h1 − s(3;2)s(3;2) = s(3)h2 − s(5) − s(4;1) = h3h2 − h5 − s(4;1)s(2;2) = s(2)h2 − s(3;1) − s(4) = h22 − h4 − s(3;1)s(4;1) = s(4)h1 − s(5) = h4h1 − h5s(3;1) = s(3)h1 − s(4) = h3h1 − h41ÅÓÌÉ ÓÁÍÙÊ �ÒÁ×ÙÊ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÛÁÒ �ÒÉ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉ ×ÎÕÔÒÉ �ÔÏÌÓÔÏÇÏ� ÍÁÓÓÉ×Á abÌÅÖÉÔ × b, ÔÏ ÏÎ �ÏÄÁ×ÎÏ ÂÕÄÅÔ ÓÁÍÙÍ �ÒÁ×ÙÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÛÁÒÏÍ É ÄÌÑ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ, ÕÓÔÁ-ÎÏ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÏÔÄÅÌØÎÏ ×ÎÕÔÒÉ b2ÅÓÌÉ × b ÎÅÔ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÛÁÒÏ× �ÒÉ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉ ×ÎÕÔÒÉ �ÔÏÌÓÔÏÇÏ� ÍÁÓÓÉ×Á ab3Ô. Å. �ÒÉÍÅÎÑÀÝÅÅ �ÒÁ×ÉÌÏ ÔÅÏÒ. 27.2 ÎÅ Ë s(1) · s(1;1), Á Ë s(1;1) · s(1), ÞÔÏ ÎÅ ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ



27.5.ðÒÁ×ÉÌÏ ìÉÔÔÌ×ÕÄÁ{òÉÞÁÒÄÓÏÎÁ 477ÏÔËÕÄÁ1 s(2;2;1) = −h3h2+h4h1+h1(h22−h1h3) . ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÏÓÔÁ×ÌÑÑ × �ÒÁ×ÏÊÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (27-18) ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ Ó ÓÁÍÏÊ ÄÌÉÎÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÏÊ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈÄÉÁÇÒÁÍÍ Ó ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÓÔÒÏË, ÍÙ ×ÙÒÁÖÁÅÍ Å£ ÞÅÒÅÚ hk (ÇÄÅ kÒÁ×ÎÏ ÄÌÉÎÅ ÜÔÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ) É ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË,ÎÏ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÕÀ ÎÉÖÎÀÀ ÓÔÒÏÞËÕ, ÉÌÉ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË. äÁÌÅÅÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÕÂÙ×ÁÀÝÕÀ ÉÎÄÕË�ÉÀ �Ï ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÓÔÒÏË ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ÉÄÌÉÎÅ Å£ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ.óÏ×�ÁÄÅÎÉÅ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÏÇÏ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ûÕÒÁÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ñËÏÂÉ {�ÒÕÄÉ.27.5.2. ÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ e� É h� ÞÅÒÅÚ s�. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎ-ÇÁ � ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ mi ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ i × ÜÔÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ É�ÏÌÁÇÁÅÍ e� = e�1e�2 · · · e�r = em11 em22 · · · emnn (27-19)h� = h�1h�2 · · · h�r = hm11 hm22 · · ·hmnn : (27-20)íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ (27-19) É (27-20) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ É�ÏÌÎÙÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ k ∈ Nek(x) = s(1k)(x1; x2; : : : ; xm) É hk(x) = s(k)(x1; x2; : : : ; xm) :ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h� = s(�1)s(�2) · · · s(�r) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ �ÏÌÉÎÏÍûÕÒÁ DU-ÍÎÏÖÅÓÔ×Á O(�1)⊗O(�2)⊗ · · ·⊗O(�r) . ïÒÂÉÔÙ ÆÏÒÍÙ � × ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Å ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ Ó×ÏÉÍ ÎÉÖÎÉÍ ËÏÎ�ÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ,×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÁÂÌÉ�ÁÍÉ ÆÏÒÍÙ � É ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ �. �ÅÍ ÓÁ-ÍÙÍ, h� =∑� K�;� · s� : (27-21)ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ e� = s(1�1 )s(1�2 ) · · · s(1�r ) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎ ûÕÒÁ DU-ÍÎÏÖÅÓÔ×Á O(1�1 )⊗O(1�2 )⊗· · ·⊗O(1�r ) , ËÁÖÄÙÊ ÍÁÓÓÉ× × ËÏÔÏÒÏÍÉÍÅÅÔ |�| ÓÔÏÌÂ�Ï×, ÒÁÚÂÉÔÙÈ ÎÁ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ �ÏÄÍÁÓÓÉ×Ù a1a2 : : : ar ÛÉÒÉÎÙ�1; �2; : : : ; �r , �ÒÉÞ£Í × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÛÁÒ, É j-ÎÏÍÅÒÁÜÔÉÈ ÛÁÒÏ× ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔ ×ÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏ �ÏÄÍÁÓÓÉ×Á ai.ðÒÉ Õ�ÌÏÔÎÅÎÉÉ ×ÎÉÚ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÏÈÒÁÎÉÔÓÑ, É × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÔÁËÏÇÏÕ�ÌÏÔÎÅÎÉÑ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÍÁÓÓÉ× a′1a′2 : : : a′r × ËÏÔÏÒÏÍ ÛÁÒÙ ËÁÖÄÏÇÏ �ÏÄÍÁÓ-ÓÉ×Á a′i ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ × ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÒÏËÁÈ, ÎÏÍÅÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ËÁÖÄÙÊ �ÏÄÍÁÓÓÉ× a′i ×ÎÅÓ£Ô ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÛÁÒÁ× ËÁÖÄÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ J-×ÅÓÁ. åÓÌÉ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ J-×ÅÓ �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ �, ÔÏÚÁ�ÉÓÙ×ÁÑ × ËÁÖÄÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ � �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÎÏÍÅÒÁ i ÔÅÈ �ÏÄÍÁÓ-ÓÉ×Ï× a′i, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÁÀÔ ×ËÌÁÄ × ÜÔÕ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ J-×ÅÓÁ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÔÁÂÌÉ�ÕÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ � É ÆÏÒÍÙ �t, ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÊ2 Ë ÆÏÒÍÅ �: × ÓÉÌÕ ×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ1ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ äÖÁÍÂÅÌÌÉ (26-25)2ÉÌÉ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ, Ô. Å. ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÒÁÖ£ÎÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ



478 §27.éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓÉ×Ï×, ÔÁÂÌÉ� É ÄÉÁÇÒÁÍÍÎÏÍÅÒÁ ÂÕÄÕÔ ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÔØ �Ï ÓÔÒÏËÁÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ �, Á �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÓÓÉ×�ÌÏÔÅÎ ×ÎÉÚ, ÏÎÉ ÔÁËÖÅ ÄÏÌÖÎÙ ÎÅ ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÔØ �Ï ÓÔÏÌÂ�ÁÍ; ËÒÏÍÅ ÔÏ-ÇÏ, �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ËÁÖÄÙÊ ÎÏÍÅÒ i ÂÕÄÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÒÏ×ÎÏ × �i ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÓÔÒÏÞËÁÈ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, e� =∑� K�t;� · s� : (27-22)óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 27.2éÎ×ÏÌÀ�ÉÑ ! ÉÚ �ÒÅÄÌ. 26.3, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÁÑ ek É hk ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ, ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ �Ï-ÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ !(s�) = s�t , Ô. Å. �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ,ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ÁË ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ s� ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Z-ÍÏÄÕÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ s� 7→ s�t ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁ£Ô ÎÁ ÍÏÄÕÌÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ Z-ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÀ. éÚ ÆÏÒÍÕÌ (27-21) É (27-22) ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ ÜÔÁ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ek × hk É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, Ô. Å. ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ! . �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 27.3 (×ÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ äÖÁÍÂÅÌÌÉ)
s�t = det e�1 e�1+1 . . . e�1+n−1e�2−1 e�2 . . . . . .. . . . . . . . . e�n−1+1e�n−n+1 . . . e�n−1 e�n




(27-23)(�Ï ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÑÔ e�1 ; e�2 ; : : : ; e�n , É �ÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ×ÄÏÌØ ÓÔÒÏË ÓÌÅ×ÁÎÁ�ÒÁ×Ï ÉÎÄÅËÓÙ Õ e Ó ËÁÖÄÙÍ ÛÁÇÏÍ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ). �äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉÍÅÎÑÅÍ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÀ ! Ë ÆÏÒÍÕÌÅ äÖÁÍÂÅÌÌÉ (26-25) . �27.6. óËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÷×ÅÄ£Í ÎÁ Z-ÍÏÄÕÌÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË-�ÉÊ � ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ 〈∗; ∗〉, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÁÚÉÓ ÉÚ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ûÕÒÁ s�Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ. éÚ ÆÏÒÍÕÌ (27-21) É (27-14)h� =∑�D�K�;� · s� ; s� =∑�D�K�;� ·m�×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ 〈h�; s�〉 = K�;� = 〈m∗�; s�〉, ÇÄÅ m∗� | ÂÁÚÉÓ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë m�.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, m∗� = h�, Ô. Å. ÂÁÚÉÓÙ h� É m� Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:
〈h�;m�〉 = Æ�� : (27-24)éÚ ÓÌ. 27.2 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑ ! Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ.



úÁÄÁÞÉ Ë §27 479ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 27.2íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ îØÀÔÏÎÁ p� ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Q⊗�ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ É ÉÍÅÀÔ ÓËÁÌÑÒ-ÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ 〈p�; p�〉 = z�, ÇÄÅ1 z� =∏k (mk! · kmk).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÒÁÚÉÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÊ × �ÒÁ×ÏÊÞÁÓÔÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ëÏÛÉ (27-15) ÞÅÒÅÚ ÆÕÎË�ÉÉ îØÀÔÏÎÁ ÏÔ ÎÁÂÏÒÏ× �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈx É y :
∑� s�(x)s�(y) =∏i;j 11− xiyj =∏j H(yj) =∏j exp yj∫0 P (t) dt == exp(∑j ∑k 1k pk(x)ykj) = exp(∑k pk(x)pk(y)k ) =∏k exp(pk(x)pk(y)k ) ==∏k ∑`>0 1`! · k` (pk(x)pk(y))` =∑� 1z� p�(x)p�(y)(�ÅÒÅÈÏÄ × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÔÏÔ ÖÅ, ÞÔÏ É × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 26-21ÎÁ ÓÔÒ. 452). åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ C�� = 〈s�; p�〉 ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊîØÀÔÏÎÏ×ÓËÉÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× �Ï ÂÁÚÉÓÕ ÉÚ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ûÕÒÁ, ÔÁË ÞÔÏ p� =∑� C��s�,ÔÏ �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ × �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É�ÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ s�(x)s�(y) × ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

∑� C��C�� = {z� �ÒÉ � = �0 �ÒÉ � 6= �Ô. Å. ÍÁÔÒÉ�Á çÒÁÍÁ (〈p�; p�〉) = Ct·C ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉz�. �

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §27úÁÄÁÞÁ 27.1. îÁÒÉÓÕÊÔÅ �ÌÏÔÎÙÊ ×ÎÉÚ ÍÁÓÓÉ× ÓÏ ÓÔÒÏÞÎÏÊ ÒÁÚ×£ÒÔËÏÊ1 4 62 5 73 8 91ÓÒ. Ó ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (26-19) ÎÁ ÓÔÒ. 452



480 úÁÄÁÞÉ Ë §27É �ÌÏÔÎÙÊ ×ÌÅ×Ï ÍÁÓÓÉ× ÓÏ ÓÔÏÌÂ�Ï×ÏÊ ÒÁÚ×£ÒÔËÏÊ11 2 34 5 86 7 9 :ëÁËÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÉÚ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù S9 ÏÔ×ÅÞÁÅÔ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÂÉ-ÅË�ÉÉ ÜÔÁ �ÁÒÁ ÍÁÓÓÉ×Ï×?úÁÄÁÞÁ 27.2. ëÁËÉÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍ g ∈ S9 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÂÉÅË�ÉÉ�ÁÒÁ ÔÁÂÌÉ�2Á) 1 2 3 6 7 8 945 É 1 4 5 6 7 8 923 Â) 1 3 5 62 4 97 8 É 1 3 5 72 4 86 9úÁÄÁÞÁ 27.3. ÷Ù�ÉÛÉÔÅ Ñ×ÎÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ûÕÒÁÁ) s2;1(x1; x2; x3) Â) s3;1(x1; x2; x3) ×) s2;1;1(x1; x2; x3)úÁÄÁÞÁ 27.4. éÚ ÓËÏÌØËÉÈ ÍÏÎÏÍÏ× ÓÏÓÔÏÉÔ s(2;1;1)(x1; x2; x3; x4) ?úÁÄÁÞÁ 27.5. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ detx61 x62 x63 x64x31 x32 x33 x34x1 x2 x3 x41 1 1 1 ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ∏i<j(xi − xj) .úÁÄÁÞÁ 27.6 (ÄÏÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ). äÌÑ Ä×ÕÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ � É � ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ×ÅÓÁ
|�| = |�| = n ÍÙ �ÉÛÅÍ � D �, ÅÓÌÉ �1 + �2 + · · · + �j > �1 + �2 + · · · + �j
∀j. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ � ⊲ � ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÂÏÌØÛÉÈ �, ÔÏ ��ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ � �ÅÒÅÎÏÓÏÍ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÉ × ÀÇÏ-ÚÁ�ÁÄÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÎÁÂÌÉÖÁÊÛÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �t ⊲ �t. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ,ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ � D �⇐⇒ �t E �t.úÁÄÁÞÁ 27.7. òÁÚÒÅÖÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ � × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ç-ÏÂÒÁÚÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ1; 2; : : : ; k ÕÇÌÁÍÉ ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ËÁË, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ= ⊔ ⊔ :1ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÏÌÂ�Ï×ÁÑ ÒÁÚ×£ÒÔËÁ ÍÁÓÓÉ×Á a | ÜÔÏ ÓÔÒÏÞÎÁÑ ÒÁÚ×£ÒÔËÁ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ-×ÁÎÎÏÇÏ ÍÁÓÓÉ×Á at2�ÅÒ×ÁÑ ÔÁÂÌÉ�Á ÅÓÔØ ÓÔÒÏÞÎÁÑ ÒÁÚ×£ÒÔËÁ Õ�ÌÏÔÎÅÎÉÑ ×ÎÉÚ, ×ÔÏÒÁÑ | ÓÔÏÌÂ�Ï×ÁÑ ÒÁÚ-×£ÒÔËÁ Õ�ÌÏÔÎÅÎÉÑ ×ÌÅ×Ï, Á �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁ£Ô ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÎÏÍÅÒÏ× ××ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ



úÁÄÁÞÉ Ë §27 481÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ k | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ � Éi = (�i − i+ 1; 1; : : : ; 1︸ ︷︷ ︸�ti−i ) :ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ s� ×ÈÏÄÉÔ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ s1s2 · · · sk �Ï ÂÁÚÉÓÕûÕÒÁ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 1.úÁÄÁÞÁ 27.8* (ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑ ûÀÔ�ÅÎÂÅÒÖÅ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÑ a 7→ a∗ : a∗(i; j) = a(n+ 1− i;m+ 1− j)ÍÁÓÓÉ×Á ÒÁÚÍÅÒÁ n×m ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÅÇÏ ÆÏÒÍÕ: æ (a) = æ (a∗) .



ïÔ×ÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÙÍ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑÍÕ�Ò. 1.1. ïÔ×ÅÔ: 2n .Õ�Ò. 1.2. ïÔ×ÅÔ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ×Ï�ÒÏÓ: ÎÅÔ. òÅÛÅÎÉÅ: �ÕÓÔØ X = {1; 2}, Y = {2}; ÔÏÇÄÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ É ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÓÕÔØX ∩ Y = Y ∩X = Y ∩ Y = Y ∪X = YX ∪ Y = Y ∪X = X ∩X = X ∪X = XÉ ÌÀÂÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÉÚ X, Y , ∩ É ∪, ÄÁÓÔ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÌÉÂÏ X = {1; 2}, ÌÉÂÏY = {2}, ÔÏÇÄÁ ËÁË X r Y = {1}.Õ�Ò. 1.3. ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔÓÑ 6 ÎÁÌÏÖÅÎÉÊ É ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑ, ×Ï ×ÔÏÒÏÍ | 6×ÌÏÖÅÎÉÊ É ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÎÁÌÏÖÅÎÉÑ.Õ�Ò. 1.5. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ËÏÎÅÞÎÏ, ×ÓÑËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X - X, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÎßÅË-ÔÉ×ÎÏ ÉÌÉ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏ, Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏX ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ N, Á Õ N ÅÓÔØ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÎÅÂÉÅËÔÉ×ÎÙÅÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, n 7→ (n+1)) É ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÙÅ ÎÅÂÉÅËÔÉ×ÎÙÅ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ(ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, 1 7→ 1 É n 7→ (n−1) �ÒÉ n > 2), É ÉÈ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×X - X ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÎÁ X rN .Õ�Ò. 1.6. ïÔ×ÅÔ: ÎÅÔ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅÍ ëÁÎÔÏÒÁ: �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅÂÉÅË�ÉÉ N - N ÍÏÖÎÏ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, É, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍÓ�ÉÓËÏÍ, �ÏÓÔÒÏÊÔÅ ÂÉÅË�ÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ k = 1; 2; 3; : : : ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÞÉÓÌÏk ∈ N ÎÅ ÔÕÄÁ, ËÕÄÁ ÅÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ k-ÔÁÑ ÂÉÅË�ÉÑ ÉÚ Ó�ÉÓËÁ.Õ�Ò. 1.7. ïÔ×ÅÔ: (n+k−1k−1 ) = (n+k−1n ) = (n+k−1)!n!(k−1)! . õËÁÚÁÎÉÅ: ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØ-ËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (m1;m2; : : : ;mk) ÓÓÕÍÍÏÊ∑mi = n. �ÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÍÏÖÎÏ ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÏ×ÏÍ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍ ÉÚ (k− 1)ÂÕË× 0 É n ÂÕË× 1 : ÓÎÁÞÁÌÁ �ÉÛÅÍ m1 ÅÄÉÎÉ�, �ÏÔÏÍ ÎÕÌØ, �ÏÔÏÍ m2 ÅÄÉÎÉ�, �ÏÔÏÍÎÕÌØ, É Ô. Ä. (ÓÌÏ×Ï ËÏÎÞÉÔÓÑ mk ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ, ÓÔÏÑÝÉÍÉ ÓÌÅÄÏÍ ÚÁ �ÏÓÌÅÄÎÉÍ, (k − 1)-Í ÎÕÌ£Í) .Õ�Ò. 1.8. ðÕÓÔØ [x′℄n = [x℄n É [y′℄n = [y℄n, Ô. Å. x′ = x + nk, y′ = y + n` Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉk; "ll ∈ Z . �ÏÇÄÁ x′ + y′ = x+ y + n(k + `) É x′y′ = xy + n(`x+ ky + k`n) ÓÒÁ×ÎÉÍÙ �ÏÍÏÄÕÌÀ n Ó x+ y É xy ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Ô. Å. [x′ + y′℄n = [x+ y℄n É [x′y′℄n = [xy℄n.Õ�Ò. 1.9. òÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÓÔØ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÙ. �ÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ: ÅÓÌÉ (p; q) ∼(r; s) É (r; s) ∼ (u;w), Ô. Å. ps−rq = 0 = us−rw, ÔÏ psw−rqw = 0 = usq−rwq , ÏÔËÕÄÁs(pw − uq) = 0, É pw = uq , Ô. Å. (p; q) ∼ (u;w).Õ�Ò. 1.11. åÓÌÉ �ÒÑÍÙÅ `1 É `2 �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ O �ÏÄ ÕÇÌÏÍ 0 < � 6 �=2, ÔÏÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ `1, Á �ÏÔÏÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ `2 | ÜÔÏ �Ï×ÏÒÏÔ ×Ï-ËÒÕÇ ÔÏÞËÉ O ÎÁ ÕÇÏÌ 2� × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÏÔ �ÅÒ×ÏÊ �ÒÑÍÏÊ ËÏ ×ÔÏÒÏÊ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ `1 É `2 ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÒÑÍÙÅ�ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ.Õ�Ò. 1.12. a) ⇒ Â). ìÅ×ÏÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ×ÌÏÖÅÎÉÀ X ⊂
f- Y ÄÏÌÖÎÏ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔØ y =f(x) ∈ im f × x, Á ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ Y r im f ÍÏÖÅÔ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ËÁË ÕÇÏÄÎÏ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,ÏÔ×ÅÔ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ×Ï�ÒÏÓ ÚÁÄÁÞÉ | (m− n)n .482



ïÔ×ÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑÍ 483Â) ⇒ ×). òÁ×ÅÎÓÔ×Ï g1 = g2 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á fg1 = fg2 ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÏÂÅÉÈÞÁÓÔÅÊ ÓÌÅ×Á ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÌÅ×ÏÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë f ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.×) ⇒ Á). åÓÌÉ f(x1) = f(x2) ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ x1 6= x2, �ÏÌÏÖÉÍ g1 = IdX , Á × ËÁÞÅÓÔ×Å g2×ÏÚØÍ£Í Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ X - X, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÅÎÑÅÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ x1 É x2, Á ×ÓÅÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. �ÏÇÄÁ g1 6= g2, ÎÏ fg1 = fg2 .Õ�Ò. 1.13. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ Õ�Ò. 1.12.Õ�Ò. 1.14. �ÁÂÌÉ�Á ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÊ gf × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å S3:g�f (1; 2; 3) (1; 3; 2) (3; 2; 1) (2; 1; 3) (2; 3; 1) (3; 1; 2)(1; 2; 3) (1; 2; 3) (1; 3; 2) (3; 2; 1) (2; 1; 3) (2; 3; 1) (3; 1; 2)(1; 3; 2) (1; 3; 2) (1; 2; 3) (3; 1; 2) (2; 3; 1) (2; 1; 3) (3; 2; 1)(3; 2; 1) (3; 2; 1) (2; 3; 1) (1; 2; 3) (3; 1; 2) (1; 3; 2) (2; 1; 3)(2; 1; 3) (2; 1; 3) (3; 1; 2) (2; 3; 1) (1; 2; 3) (3; 2; 1) (1; 3; 2)(2; 3; 1) (2; 3; 1) (3; 2; 1) (2; 1; 3) (1; 3; 2) (3; 1; 2) (1; 2; 3)(3; 1; 2) (3; 1; 2) (2; 1; 3) (1; 3; 2) (3; 2; 1) (1; 2; 3) (2; 3; 1)Õ�Ò. 2.2. ïÔ×ÅÔÙ: 1 + x É xy + x+ y .Õ�Ò. 2.3. ðÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÄÒÏÂÅÊ × ÌÅ×ÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ÒÁ-×ÅÎÓÔ× (2-11) ÎÁ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ , ÞÉÓÌÉÔÅÌØ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÄÒÏÂÉ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÁËÖÅ ÕÍÎÏÖÁÔÓÑ ÎÁ . ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ.ðÒÏ×ÅÒËÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÁËÓÉÏÍ �ÏÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ.Õ�Ò. 2.5. þÉÓÌÏ � = os(2�=5) + i · sin(2�=5) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ �5 = 1. ðÏ-ÓËÏÌØËÕ z5 − 1 = (z − 1)(z4 + z3 + z2 + z + 1), ÞÉÓÌÏ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑz4 + z3 + z2 + z + 1 = 0;ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ × ÒÁÄÉËÁÌÁÈ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÚÁÍÅÎÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ zÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ t = z + z−1.Õ�Ò. 2.6. ðÕÓÔØ � = �1 = os(2�=n)+i sin(2�=n) | �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ, É � = �k . äÏËÁÖÅÍ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÓÒÅÄÉ�ÅÌÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ËÏÒÎÑ � ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÔÅ É ÔÏÌØËÏ ÔÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ�, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÎÏÄ(k; n). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �m = �x ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏm = kx + ny ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ y ∈ Z, Á ÓÏÇÌÁÓÎÏ n◦ 2.5.1 ÞÉÓÌÏ m �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅm = kx+ ny Ó �ÅÌÙÍÉ x É y ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÎÏÄ(k; n).Õ�Ò. 2.7. òÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ ÎÁÍÅÞÅÎÏ × ÚÁÄ. 4.22 Ë §4 (ÓÍ. ÓÔÒ. 67).Õ�Ò. 2.9. éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á z1z2 = 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |z1| · |z2| = 1 ÎÁ ÄÌÉÎÙ. ðÏÓËÏÌØËÕÇÁÕÓÓÏ×Ï ÞÉÓÌÏ z 6= 0 ÉÍÅÅÔ |z| ∈ N, ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ z Ó |z| = 1. �ÁËÉÈÞÉÓÅÌ × Z[i℄ ÒÏ×ÎÏ ÞÅÔÙÒÅ: ±1 É ±i , É ×ÓÅ ÏÎÉ ÏÂÒÁÔÉÍÙ.Õ�Ò. 2.11. ÷ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÉÎÄÕË�ÉÑ �Ï k, ÎÁÞÉÎÁÀÝÁÑÓÑ Ó k = 0, �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅEk ∈ (a; b). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÉÎÄÕË�ÉÑ �Ï k, ÎÁÞÉÎÁÀÝÁÑÓÑ Ó k = r+1,�ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ Ek (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ E0 = a É E1 = b) ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ Er. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, (a; b) = (Er), Ô. Å. Er = ÎÏÄ(a; b).Õ�Ò. 2.13. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ n �ÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ ÏÎÏ ÓÁÍÏ É ÂÕÄÅÔ Ó×ÏÉÍ ÒÁÚÌÏ-ÖÅÎÉÅÍ; ÅÓÌÉ n ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÉÈ �Ï



484 ïÔ×ÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑÍÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅ × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÉÌÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ ÉÌÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÉÈ �Ï ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÞÉÓÅÌ É Ô. Ä. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÏ-ÄÕÌØ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÌØÚÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÏÌÇÏ ÕÍÅÎØÛÁÔØ, ÍÙ × ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï× �ÏÌÕÞÉÍÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ.åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p É ÌÀÂÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z ×Ù�ÏÌ-ÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á: ÌÉÂÏ ÎÏÄ(z; p) = |p|, É ÔÏÇÄÁ z ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÌÉÂÏÎÏÄ(z; p) = 1, É ÔÏÇÄÁ z ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ Ó p. ðÕÓÔØ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å p1p2 · · · pk = q1q2 · · · qm×ÓÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ �ÒÏÓÔÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ ∏ qi ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p1, ÞÉÓÌÏ p1, × ÓÉÌÕ ÌÅÍ. 2.1, ÎÅÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏ Ó ËÁÖÄÙÍ qi. óÏÇÌÁÓÎÏ Õ�ÏÍÑÎÕÔÏÊ ×ÙÛÅ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Å,ÎÁÊÄ£ÔÓÑ qi (ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ q1) ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p1. ðÏÓËÏÌØËÕ q1 �ÒÏÓÔ,q1 = ±p1. óÏËÒÁÝÁÅÍ �ÅÒ×ÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ É �Ï×ÔÏÒÑÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ.Õ�Ò. 3.2. ëÌÁÓÓ (mpnpn ) (mod p) ÒÁ×ÅÎ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÕ �ÒÉ xpn , ×ÏÚÎÉËÁÀÝÅÍÕ �ÏÓÌÅ ÒÁÓ-ËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË É �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ �ÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × ÂÉÎÏÍÅ (1 + x)mpn ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Fp.ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (3-3), �ÏÌÕÞÁÅÍ(1 + x)pnm = ((1 + x)p)pn−1m = (1 + xp)pn−1m == ((1 + xp)p)pn−2m = (1 + xp2)pn−2m = : : :
· · · = (1 + xpn)m = 1 +mxpn + ÓÔÁÒÛÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÉÕ�Ò. 3.4. ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÕÀ �ÁÒÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË z, w �ÒÏÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ�ÒÑÍÁÑ, ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ �ÒÑÍÙÈ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ F2p ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ �ÁÒ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏ-ÞÅË, ÄÅÌ£ÎÎÏÍÕ ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÁÒ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, Ô. Å.(p22 )=(p2) (�ÌÏÓËÏÓÔØ F2p ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ p2 ÔÏÞÅË, Á ËÁÖÄÁÑ �ÒÑÍÁÑ ÎÁ ÎÅÊ | ÉÚ p ÔÏÞÅË).åÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÏÄÎÕ ÉÚ ÔÏÞÅË É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ �ÒÑÍÙÅ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅ-ÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ, ÔÏ ÔÁËÉÈ �ÒÑÍÙÈ ÂÕÄÅÔ (p2 − 1)=(p − 1) | ÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ× ×ÙÂÒÁÔØ×ÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÄÅÌ£ÎÎÏÍÕ ÎÁ ÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ× ×ÙÂÒÁÔØ ÜÔÕ ×ÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕÎÁ �ÒÑÍÏÊ.Õ�Ò. 3.10. ìÀÂÏÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ' : F - F ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚimκ, Ô. Ë. '(1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸p ) = 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸p ;Á �ÒÏÓÔÏÅ �ÏÄ�ÏÌÅ ÌÉÂÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó imκ, ÌÉÂÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a=b Ó a; b ∈ imκ .Õ�Ò. 3.11. ðÕÓÔØ har(F) = p É har(k) = q. ðÒÉ q 6= p ÜÌÅÍÅÎÔ 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸p ∈ k ÏÔÌÉÞÅÎÏÔ ÎÕÌÑ, ÎÏ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × ÎÕÌØ ÌÀÂÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ' : k - F. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, 'ÎÅ ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ É �Ï �ÒÅÄÌ. 3.3 ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÎÕÌÅ×ÙÍ.Õ�Ò. 4.3. ïÔ×ÅÔ: (yn − xn)=(y − x) = yn−1 + yn−2x+ yn−3x2 + · · · + yxn−2 + xn−1 .Õ�Ò. 4.4. çÏÄÑÔÓÑ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÔÅ ÖÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ, ÞÔÏ É × Õ�Ò. 2.13.óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ. ÅÓÌÉ f ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, ÔÏ ÏÎ ÓÁÍ É ÂÕÄÅÔ Ó×ÏÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉf �ÒÉ×ÏÄÉÍ, ÔÏ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ,ËÏÔÏÒÙÅ × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÉÌÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ ÉÌÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ É Ô. Ä. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÔØÓÑ,ÍÙ × ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï× �ÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ.



ïÔ×ÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑÍ 485åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p É ÌÀÂÏ-ÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á: ÌÉÂÏ ÎÏÄ(p; g) = p, É ÔÏÇÄÁg ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÌÉÂÏ ÎÏÄ(p; g) = 1, É ÔÏÇÄÁ g ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ Ó p. ðÕÓÔØ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Åp1p2 · · · pk = q1q2 · · · qm ×ÓÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ. äÅÌÑ p1 ÎÁ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ �ÒÉ×ÅÄ£Î. ðÏÓËÏÌØËÕ∏ qi ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p1, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎp1, × ÓÉÌÕ ÌÅÍ. 2.1, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ Ó ËÁÖÄÙÍ qi. óÏÇÌÁÓÎÏ Õ�ÏÍÑÎÕÔÏÊ×ÙÛÅ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Å, ÎÁÊÄ£ÔÓÑ qi (ÓËÁÖÅÍ, q1), ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p1. �ÁË ËÁË q1 ÎÅ-�ÒÉ×ÏÄÉÍ, q1 = �p1, ÇÄÅ � | ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. óÏËÒÁÝÁÅÍ �ÅÒ×ÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ É�Ï×ÔÏÒÑÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ.Õ�Ò. 4.6. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌ. 4.2 : ÒÁÚÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ n,�ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × n+ 1 ÔÏÞËÁÈ, ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ × ÜÔÉÈ n+ 1ÔÏÞËÁÈ, Ô. Å. ÉÍÅÅÔ n + 1 ÒÁÚÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÒÁÚÎÏÓÔØÎÕÌÅ×ÁÑ. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ: �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ ÷ÉÅÔÁ, �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÒÁ×ÎÙÊ ÎÕÌÀ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ a� ËÒÏÍÅ i-ÔÏÊ, ÅÓÔØ ∏� 6=i(x− a�). äÅÌÑ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ× ÔÏÞËÅ ai, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ fi(x) = ∏� 6=i(x− a�)= ∏� 6=i(ai − a�) , ÔÁËÏÊ ÞÔÏfi(a�) = { 1, �ÒÉ � = i0, �ÒÉ � 6= i :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓËÏÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁ×ÅÎ n∑i=0 bi · fi(x) = n∑i=0 bi ∏� 6=i(x− a�)=(ai − a�) .Õ�Ò. 4.7. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 3 �ÒÉ×ÏÄÉÍ, ÔÏ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÄÉÎ,ËÏÒÅÎØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÅÔ ËÏÒÎÅÍ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.Õ�Ò. 4.8. óÍ. Õ�Ò. 1.8 ÎÁ ÓÔÒ. 13.Õ�Ò. 4.9. ÷ÌÏÖÅÎÉÅ ' : k ⊂ - k[x℄=(x−�) × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÎÓÔÁÎÔ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕÞÉÓÌÏ � ∈ k �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ËÌÁÓÓ [x℄, É ÚÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ k[x℄ ÞÉÓÌÏ g(�) �ÅÒÅÈÏÄÉÔ× ËÌÁÓÓ [g℄ .Õ�Ò. 4.10. ðÕÓÔØ f ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ. åÓÌÉ [g℄[h℄ = [0℄ × k[x℄=(f), ÔÏ gh ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ f × k[x℄.åÓÌÉ g ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ f , ÔÏ ÎÏÄ(g; f) = 1, Ô. Ë. Õ f ÎÅÔ ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ,ÎÅ ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ f . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, g ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ Ó f , Á ÚÎÁÞÉÔ h ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ f �ÏÌÅÍ. 2.1 , Ô. Å. [h℄ = [0℄ . îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ f = gh, ÇÄÅ ÏÂÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g, h ÎÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ,ÔÏ deg f deg g < deg f , É ÚÎÁÞÉÔ, ËÌÁÓÓÙ [g℄ É [h℄ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ × k[x℄=(f), ÏÄÎÁËÏ[g℄ · [h℄ = [gh℄ = [0℄ .Õ�Ò. 4.11. ïÂÒÁÔÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ Ë �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍÕ a+b√2 ∈ Q[√2℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑaa2−2b2 − ba2−2b2 √2 . ëÏÌØ�Ï × (a) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ: [t + 1℄ · [t2 − t + 1℄ = [0℄ É,ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ. ëÏÌØ�Ï × (Â) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ: ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p = #3 + 2ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ × Q, É ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ × Q[x℄ ÎÉ ÎÁ ËÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �ÅÒ×ÏÊ ÉÌÉ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ; ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, p ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ ÓÏ ×ÓÅÍÉ g ∈ Q[x℄, ÎÅ ÄÅÌÑÝÉÍÉÓÑ ÎÁp , Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ [g℄ 6= [0℄ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ h1; h2 ∈ Q[x℄, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ h1g + h2p = 1; ÔÅÍÓÁÍÙÍ, [h1℄ = [g℄−1.Õ�Ò. 4.13. õËÁÚÁÎÉÅ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ a1 = 1 É ÎÁÊÔÉ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ËÏ×ÓÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ #−a; ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ å×ËÌÉÄÁ (ÓÍ. n◦ 4.2.3) |ËÌÁÓÓ h(#), ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ËÌÁÓÓÕ # − a, ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ h ∈ Q[x℄, ÞÔÏ



486 ïÔ×ÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑÍh(x)(x − a) + g(x)(x2 + x + 1) = 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g ∈ Q[x℄; ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑx2 + x + 1 ÎÁ x − a ÒÁ×ÅÎ a2 + a+ 1, ÔÁË ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÕÖÅ ÎÁ×ÔÏÒÏÍ ÛÁÇÕ.Õ�Ò. 4.16. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (b1b2)k = 1 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ bk1 = bm2−k2 . �ÏÇÄÁ bm1(m2−k)2 =bm1k1 = 1, ÏÔËÕÄÁ m1(m2 − k) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m2, Á ÚÎÁÞÉÔ, k ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m2 . ÷ ÓÉÌÕÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÍÅÖÄÕ b1 É b2, �ÏËÁÚÁÔÅÌØ k ÄÅÌÉÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÎÁ m1. á ÔÁË ËÁË m1 É m2×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, k ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m1m2. ðÏÓËÏÌØËÕ (b1b2)m1m2 = 1, ord (b1b2) = m1m2 .Õ�Ò. 4.17. ÷ ÓÉÌÕ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ � , ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �′ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ �′ =  ◦�, Á × ÓÉÌÕ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ�′ , ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ � ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ � = ′◦�′. ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ  ′◦ ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÓÁÍÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ � × ×ÉÄÅ � = ′◦ ◦�. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ � = IdQK ◦�, ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ  ′◦ = IdQK . ðÏ ÔÏÊ ÖÅ �ÒÉÞÉÎÅ  ◦ ′ = IdQ′K . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,  ′ É  Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ.Õ�Ò. 4.18. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙÈ ÚÁ�ÉÓÅÊ p=q = r=s ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ps = qr,× ËÏÔÏÒÏÍ p ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏ Ó q, Á s ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏ Ó r. éÚ ÌÅÍ. 2.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ p = rf , Á q = sg, ÏÔËÕÄÁ frs = grs É f = g. ðÏÓËÏÌØËÕ ÚÁ�ÉÓØ p=q�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÌÁÓØ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÊ, deg f = 0 .Õ�Ò. 5.1. õËÁÚÁÎÉÅ Ë (×): ÒÁÚÌÏÖÉÔÅ ÄÒÏÂØ ÎÁÄ C × ÓÕÍÍÕ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÈÕ�Ò. 5.3. åÓÌÉ f(x) =∑ akxk, ÔÏ f(x+ t) =∑k;� ak(k�) · xk−�t� =∑� t� · f�(x) , ÇÄÅf�(x) =∑k>� ak(k�) · xk−� = 1�! dkdxk ∑k>0 akxk :Õ�Ò. 5.6. ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÊÔÅ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ.Õ�Ò. 6.1. éÍ�ÌÉËÁ�ÉÉ (Á)⇒(Â)⇒(×) ÏÞÅ×ÉÄÎÙ. åÓÌÉ s ∈ I ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ ÓÒÅÄÉ ÅÇÏ ËÒÁÔ-ÎÙÈ ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉ�Á, Á ÓÒÅÄÉ Å£ ËÒÁÔÎÙÈ | ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØ�Á. úÎÁÞÉÔ, (×)⇒(Á).Õ�Ò. 6.2. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ I Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ × K ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ a1 ≡ a2 (mod I) ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏ, ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ. ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØÏ�ÅÒÁ�ÉÊ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË × Õ�Ò. 1.8: ÅÓÌÉ [a′℄I = [a℄I É [b′℄I = [b℄I , Ô. Å. a′ =a+x, b′ = b+y Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ x; y ∈ I , ÔÏ a′+b′ = a+b+(x+y) É a′b′ = ab+(ay+bx+xy)ÓÒÁ×ÎÉÍÙ �Ï ÍÏÄÕÌÀ I Ó a+b É ab ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÍÍÙ × ÓËÏÂËÁÈ ÌÅÖÁÔ× I (ÉÍÅÎÎÏ × ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÍÙ �ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÉÄÅÌ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍÓÏÄÅÒÖÉÔ É ×ÓÅ ÅÇÏ ËÒÁÔÎÙÅ); ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, [a′ + b′℄I = [a+ b℄I É [a′b′℄I = [ab℄I .Õ�Ò. 6.4. åÓÌÉ ∃ b−1, ÔÏ �(ab) 6 �(abb−1) = �(a); ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ �(ab) = �(a), ÔÏ ÄÅÌÑa ÎÁ ab Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, �ÏÌÕÞÁÅÍ a = abq + r, ÇÄÅ ÌÉÂÏ �(r) < �(ab) = �(a), ÌÉÂÏ r = 0;ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á r = a(1− bq) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ �(r) > �(a), ÌÉÂÏ 1− bq = 0; Ó ÕÞ£ÔÏÍ�ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ, ÔÁËÏÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ 1 − bq = 0 ÉÌÉ r = 0; ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅa(1− bq) = 0, ÞÔÏ ÔÏÖÅ ×ÌÅÞ£Ô 1− bq = 0; ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ bq = 1 É b ÏÂÒÁÔÉÍ.Õ�Ò. 6.5. åÓÌÉ b = ax É a = by = axy, ÔÏ a(1− xy) = 0, ÏÔËÕÄÁ xy = 1 .Õ�Ò. 6.7. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ x É y ÎÅ ÉÍÅÀÔ × Q[x; y℄ ÎÉËÁËÉÈ ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ËÒÏÍÅ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔ. ïÂÝÉÍÉ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× 2 É x × Z[x℄ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ±1 .



ïÔ×ÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑÍ 487Õ�Ò. 6.8. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ � : K -- K=I. ðÏÌÎÙÊ �ÒÏÏÂÒÁÚ�−1(J) ÌÀÂÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ J ⊂ K=I Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ × K. ëÌÁÓÓÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, �ÏÒÏÖÄÁ-ÀÝÉÈ ÜÔÏÔ ÉÄÅÁÌ × K �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÉÄÅÁÌ J × K=I.Õ�Ò. 6.10. õËÁÚÁÎÉÅ: �Ï×ÔÏÒÉÔÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒ. 6.1, ÓÌÅÄÑ ÚÁ ÍÌÁÄÛÉÍÉ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÁÍÉ ×ÍÅÓÔÏ ÓÔÁÒÛÉÈ.Õ�Ò. 6.12. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÎÁÚÏ×£Í ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍ Ë ÞÉÓÌÕ # =a+ b√5 ÞÉÓÌÏ # = a− b√5, É ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÏÒÍÏÊ ÞÉÓÌÁ # = a+ b√5 �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ
||#|| = a2− 5b2 = # ·#. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ #1#2 = #1 ·#2, ÔÁË ÞÔÏ ||#1#2|| = #1#2#1#2 =
||#1|| · ||#2||. ðÏÜÔÏÍÕ # ∈ Z[√5℄ ÏÂÒÁÔÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ||#|| = ±1, É× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ #−1 = ±# . ðÏÓËÏÌØËÕ ||2|| = 4, a ||1 ± √5|| = −4, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÜÔÉÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÈÕ Ó ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ x É y ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ, ÅÓÌÉ ||x|| =
||y|| = ±2. ïÄÎÁËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó ÎÏÒÍÏÊ ±2 × Z[√5℄ ÎÅÔ, Ô. Ë. ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a2 − 5b2 = ±2�ÒÉ ÒÅÄÕË�ÉÉ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 5 �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a2 = ±2 × �ÏÌÅ F5, ÇÄÅ ±2 ÎÅÑ×ÌÑÀÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ.Õ�Ò. 6.13. ë ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ n = q1q2 : : : qr, × ËÏÔÏÒÏÍ qi = pmii ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, �ÒÉÍÅ-ÎÉÍÙ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÂÙÌÉ �ÒÏÄÅÌÁÎÙ ÎÁÍÉ × �ÒÅÄÌ. 4.6 É n◦ 3.5.åÝ£ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÕÀ ×ÅÒÓÉÀ ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ ÓÍ. × ÚÁÄ. 6.7.Õ�Ò. 6.14. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á a0qn + a1qn−1p+ · · · + an−1qpn−1 + anpn = 0Õ�Ò. 6.15. ïÔ×ÅÔ: (x2 − 2x+ 2)(x2 + 2x+ 2)Õ�Ò. 6.16. çÏÄÉÔÓÑ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ É �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÎÅ�ÒÉ×Ï-ÄÉÍÏÓÔÉ ËÒÕÇÏ×ÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ æp(x), �ÒÅÄÛÅÓÔ×Ï×Á×ÛÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.Õ�Ò. 6.17. éÚ ÆÕÎË�ÉÊ, ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁÎÕÌÑÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ÏÂÒÁÚÅ ', Ô. Å. ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ,ÚÁÄÁÀÝÉÈ '(X) × Y .Õ�Ò. 6.18. (Á) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ (ÉÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔËÒÙÔ; (Â): ÉÎßÅËÔÉ×-ÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÏÄß£ÍÁ '∗ : C - C ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ [0; 1℄, ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ '([0; 1℄); ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ' ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÅÎ ÎÁ [0; 1℄; �ÏÓËÏÌØËÕ ' ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ, ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ�ÒÉ '([0; 1℄) = [0; 1℄.Õ�Ò. 6.19. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ' : C - R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏ-ÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ [0; 1℄. äÌÑ ÜÔÏÇÏÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ÑÄÒÏ m = ker'. ðÏÓËÏÌØËÕ C=m = R | �ÏÌÅ, ÉÄÅÁÌ m ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ,Ô. Å. ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÉ × ËÁËÏÍ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅÍ ÉÄÅÁÌÅ, ÏÔÌÉÞÎÏÍ ÏÔ ×ÓÅÇÏ ËÏÌØ�Á C(ÓÍ. ÚÁÄ. 6.11). ëÁÖÄÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ∈ m ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍÁ, É �ÏÔÏÍÕ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å Zf ⊂ [0; 1℄. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ x ∈ ∩f Zf , ÔÏ
m ⊂ mx def= {g ∈ C | g(x) = 0}. ðÏÓËÏÌØËÕ m ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ, m = mx, Ô. Å. ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ' ÅÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÉÄÅÁÌÁ mx É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ-ÅÔ ÓÏÂÏÀ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ f 7→ f(x) . ïÓÔÁ£ÔÓÑ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ∩f Zf 6= ∅.äÏ�ÕÓÔÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ. �ÏÇÄÁ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Uf = [0; 1℄ r Zf �ÏËÒÙ×ÁÀÔ [0; 1℄.÷ÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ÜÔÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÄ�ÏËÒÙÔÉÅ [0; 1℄ = Uf1 ∪ · · · ∪Ufn . æÕÎË�ÉÑf21 + · · · + f2n ∈ m ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, Ô. Å. ÏÂÒÁÔÉÍÁ, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ô. Ë.
m 6= C .



488 ïÔ×ÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑÍÕ�Ò. 7.1. ðÕÓÔØ 0 · v = w. �ÏÇÄÁ w+ v = 0 · v+1 · v = (0+1) · v = 1 · v = v . ðÒÉÂÁ×ÌÑÑ ËÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á −v, �ÏÌÕÞÁÅÍ w = 0. éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 0 · v = 0 ×ÙÔÅËÁÅÔ,ÞÔÏ � · 0 = �(0 · v) = (� · 0) · v = 0 · v = 0. îÁËÏÎÅ�, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï(−1) · v + v = (−1) · v + 1 · v = ((−1) + 1) · v = 0 · v = 0ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ (−1) · v = −v.Õ�Ò. 7.3. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÁÚÉÓÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ  ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ. ïÓÔÁ£ÔÓÑ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÞÔÏÏÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ. åÓÌÉ w =∑xivi É u =∑ yivi, ÔÏ �w + �u =∑(�xi + �yi)ei, ÔÁË ÞÔÏ(�w + �u) = ((�x1 + �y1) ; (�x2 + �y2) ; : : : ; (�xn + �yn) ; ) == �(x1; x2; : : : ; xn) + �(y1; y2; : : : ; yn) = �(w) + �(u) :Õ�Ò. 7.4. ðÏ ÉÎÄÕË�ÉÉ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÎÏÍ xm (ÇÄÅm = 0; 1 : : : ; n) ÌÉÎÅÊ-ÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f0; f1; : : : ; fm, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ
6 m ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ f0; f1; : : : ; fm. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉÔÁËÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ∑�ifi = ∑�ifi ÓÔÁÒÛÉÊ ÍÏÎÏÍ xn�ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ × ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÑÈ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ fn. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÁ �ÒÉ xn × ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÑÈ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ �n = �n. ÷ÙÞÉÔÁÑ ÉÚ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ�nfn = �nfn, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ�ÒÉÍÅÎÉÍÏ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ.Õ�Ò. 7.6. ðÕÓÔØ f(x) =∑�i · Æi(x) . ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ x = ai, �ÏÌÕÞÁÅÍ �i = f(ai), ÞÔÏ ÄÁ£ÔÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ∀ f ∈ k[x℄ Ó deg f 6 n− 1 ÒÁÚÎÏÓÔØf(x)− n∑i=1 f(ai) · Æi(x)ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, Ô. Ë. ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ 6 (n− 1) É n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ai.Õ�Ò. 7.7. ðÕÓÔØ ËÁËÁÑ-ÔÏ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÚ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ×ÓÅÈÎÁÂÏÒÏ× ÏÂÒÁÔÉÌÁÓØ × ÎÕÌØ. ëÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÉÚ ÜÔÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÌÅÖÉÔ × ÏÄÎÏÍ ÉÚÎÁÂÏÒÏ× �Å�ÏÞËÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ×ÓÅ ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÎÁÂÏÒÏ× �Å�ÏÞËÉ (ÔÏÍ, ÞÔÏÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ÔÁËÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÎÁÂÏÒÁ �Å�ÏÞËÉÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ). �ÁË ËÁË ËÁÖÄÙÊ ÎÁÂÏÒÉÚ �Å�ÏÞËÉ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÌÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ, ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÜÔÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÎÕÌÅ×ÙÅ.Õ�Ò. 7.8. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÁÒ (G;E), ÔÁËÉÈ ÞÔÏ G ⊂ G , E ⊂ E , G ÒÁ×ÎÏ-ÍÏÝÎÏ E, É �ÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ × G ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÚ G ÎÁ ×ÅËÔÏÒÙ ÉÚ E ÎÁÂÏÒ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ �ÏÒÏ-ÖÄÁÀÝÉÍ. ðÅÒ×ÙÊ ÛÁÇ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍ. 7.2 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒÎÅ�ÕÓÔÏ. ÷×ÅÄ£Í ÎÁ Î£Í ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË, �ÏÌÁÇÁÑ (G;E) 6 (G′; E′), ÅÓÌÉ G ⊂ G′É E ⊂ E′ . ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÁÑ ÌÉÎÅÊÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÁÑ �Å�ÏÞËÁ �ÁÒ ÍÁÖÏÒÉÒÕÅÔÓÑ �Á-ÒÏÊ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ G- É E-ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑÍÉ ×ÓÅÈ G- É E-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ �Å�ÏÞËÉ, �Ï ÌÅÍÍÅ ãÏÒÎÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ �ÁÒÁ (G;E), ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑÓÑÓÔÒÏÇÏ ÎÉ × ËÁËÏÊ ÂÏÌØÛÅÊ �ÁÒÅ. åÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ E 6= E , ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏÉ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍ. 7.2 �ÏÚ×ÏÌÉÔ ÄÏÂÁ×ÉÔØ Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ G É E ÅÝ£ �Ï ÏÄÎÏÍÕÜÌÅÍÅÎÔÕ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ �ÁÒÙ (G;E) .



ïÔ×ÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑÍ 489Õ�Ò. 7.9. îÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÄ �Ï-ÌÅÍ ÉÚ 9 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÄÅ×ÑÔËÉ.Õ�Ò. 7.11. ðÕÓÔØ W * U Ä×Á �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × V . ÷ÙÂÅÒÅÍ ×ÅËÔÏÒ w ∈W r U . åÓÌÉW ∪ U | �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÔÏ ∀u∈U w + u ∈ W ∪ U . ðÏÓËÏÌØËÕ w + u 6∈ U (Ô. Ë.w 6∈ U), w + u ∈W , ÏÔËÕÄÁ u ∈W , Ô. Å. U ⊂W .Õ�Ò. 7.12. éÎÄÕË�ÉÑ �Ï ÞÉÓÌÕ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÏÇÏ �ÅÒÅÄÜÔÉÍ ÓÌÕÞÁÑ Ä×ÕÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.Õ�Ò. 7.13. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ v ∈ V ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × ×ÉÄÅv =∑ui  ui ∈ Ui , ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ⊕Ui (u1;u2;:::;um)7→Pui - V ÂÉÅËÔÉ×ÅÎ.Õ�Ò. 8.1. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï∑�i=(1−ait) = 0 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ∑�ipi(t) = 0, ÇÄÅ pi(t) =∏� 6=i(1−a�t) ∈ k[t℄ . ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ t = 1=ai ×ÓÅ p�(1=ai) Ó � 6= i ÚÁÎÕÌÑÀÔÓÑ, Á pi(1=ai) 6=0, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ �i = 0 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i .Õ�Ò. 8.2. îÁÂÏÒ v1; v2; : : : ; vn ∈ V ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉÍÅÎÑÑ �i Ë ÏÂÅÉÍÞÁÓÔÑÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �1v1+�2v2+ · · · +�nvn = 0 �ÏÌÕÞÁÅÍ �i = 0 (É ÔÁË ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏi) . ðÏÓËÏÌØËÕ dimV = n, ÜÔÏÔ ÎÁÂÏÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ, ÔÏÇÄÁ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ,ÞÔÏ �i ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, Ô. Å. Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ×ÄÏÌØ vi.Õ�Ò. 8.3. üÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑevD : k[[t℄℄ - End (k[x℄6n) ;ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÒÑÄÕ g(t) Ï�ÅÒÁÔÏÒ g(D). ñÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ | ÇÌÁ×ÎÙÊÉÄÅÁÌ ker evD = (tn+1) . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÓÑËÉÊ ÒÑÄ ×ÉÄÁ tn+1h(t) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ k[x℄Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ h(D)Dn+1 ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï k[x℄6n , Ô. Å. ×ÓÅ ÒÑÄÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁtn+1, ÌÅÖÁÔ × ker evD. åÓÌÉ ÒÑÄ g(t) ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ tn+1 É ÉÍÅÅÔ ÍÌÁÄÛÉÊ ÞÌÅÎ amtmÓ m 6 n É am 6= 0, ÔÏ g(D)xm = m!am 6= 0, Ô. Å. g 6∈ ker evD. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,im evD ≃ k[[t℄℄= ker evD ≃ k[[t℄℄= (tn+1) ≃ k[D℄= (Dn+1) :Õ�Ò. 8.5. åÓÌÉ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Å ÆÕÎË�ÉÉ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ × ÎÕÌØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÍÎÏÖÅÓÔ×Å M , ÔÏ É ÌÀÂÁÑ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ.Õ�Ò. 8.6. åÓÌÉ 〈'; v〉 = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ ' ∈ M , ÔÏ 〈 ; v〉 = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ  ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊÏÂÏÌÏÞËÉ span(M) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M .Õ�Ò. 8.7. �É�ÉÞÎÙÊ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ �ÅÒÅÎÏÓ ÉÚ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ × �ÒÁ×ÕÀ:
〈G∗F ∗�; v〉 = 〈F ∗�;Gv〉 = 〈�; FGv〉Õ�Ò. 8.8. ïÔ×ÅÔ: Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÅÚÁÎÎÙÅ �Ï ÍÏÄÕÌÀ Dn+1 ÒÑÄÙ 1− e−DÉ eD − 1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.Õ�Ò. 8.9. ÷ÓÅ �ÒÏ×ÅÒËÉ �ÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË ÄÌÑ ËÌÁÓÓÏ× ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏ-ÄÕÌÀ ÉÄÅÁÌÁ (ÓÒ. Ó Õ�Ò. 6.2 É Õ�Ò. 6.2).Õ�Ò. 8.10. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ Ó×ÏÊÓÔ× (a){(Ç) É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÂÁÚÉÓÁ (Ç) ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚÌÅÍ. 8.2, �ÒÉÍÅÎ£ÎÎÏÊ Ë �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ AnnU ⊂ kn∗ . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ u⊥� = e∗j� + ��



490 ïÔ×ÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑÍ �� = − r∑�=1〈e∗j� ; w�〉 · e∗i� ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ × AnnU . ïÎÉ ÌÅÖÁÔ × AnnU , �ÏÓËÏÌØËÕ
〈u⊥� ; u�〉 = 〈e∗j� + �� ; ei� + w�〉 = 〈e∗j� ; w�〉+ 〈��; ei� 〉 == 〈e∗j� ; w�〉 − r∑�=1〈e∗j� ; w�〉 · 〈e∗�; ei� 〉 = 〈e∗j� ; w�〉 − 〈e∗j� ; w�〉 = 0É ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÁË ËÁË e∗j� ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.Õ�Ò. 8.11. ðÒÉ �ÒÏÅË�ÉÉ I : kn -- EI ×ÅËÔÏÒÙ wi �ÅÒÅÊÄÕÔ × ÓÔÒÏËÉ ÜÔÏÊ �ÏÄÍÁ-ÔÒÉ�Ù, É ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ I |U ÂÙÌÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÂÙÌÁ r.Õ�Ò. 8.12. ÷ÅËÔÏÒÙ u⊥� ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ËÏ×ÅËÔÏÒ e∗j� ×ÈÏÄÉÔÔÏÌØËÏ × u� É ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÏËÒÁÝ£Î ÎÉËÁËÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ ÏÓÔÁÌØÎÙÈu�. ïÎÉ ×ÓÅ ÌÅÖÁÔ × AnnU , ÔÁË ËÁË
〈u⊥� ; u�〉 = 〈e∗j� −∑k �kj�e∗ik ; ei� +∑` ��j`ej`〉 = ��j� 〈e∗j� ; ej� 〉 − ��j� 〈e∗i� ; ei�〉 = 0Õ�Ò. 8.13. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V i �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ V i+1 É ×ÅËÔÏÒÏÍei, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ∩ V i ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ U ∩ V i+1 É ×ÅËÔÏÒÁ ei,ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ, ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ dim(U ∩ Vi+1) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ.Õ�Ò. 8.14. äÌÑ ÔÁËÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á di = dim �i(U) ÒÁ×ÎÁ ÞÉÓÌÕ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË ×�ÏÄÍÁÔÒÉ�Å, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÊ × �ÅÒ×ÙÈ i ÓÔÏÌÂ�ÁÈ.Õ�Ò. 8.15. åÓÌÉ ÏÔÎÑÔØ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÔÉ�Á I ÍÁÔÒÉ�Õ EI ,× ÓÔÏÌÂ�ÁÈ I ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÉÔ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ r× r �ÏÄÍÁÔÒÉ�Á, Á × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ ÎÕÌÉ,�ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÉÍÅÀÝÁÑ ÎÕÌÉ × ÓÔÏÌÂ�ÁÈ I, Á ÔÁËÖÅ �ÒÉ ×ÓÅÈ � = 1; : : : ; r ÎÕÌÉ× ÓÔÒÏËÅ � × �ÏÚÉ�ÉÑÈ  1-Ê �Ï i�-ÔÕÀ ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ. �ÁËÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ×Matr×n(k) ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ r2 + r∑�=1(i� − � +1).Õ�Ò. 9.1. ðÅÒ×ÏÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙËÌÁÄËÏÊ 0 · a = (b + (−1) · b)a = ba + (−1)ba = 0,×ÔÏÒÏÅ | ×ÙËÌÁÄËÏÊ e′ = e′ · e′′ = e′′ .Õ�Ò. 9.2. EijEk` = {Ei` �ÒÉ j = k0 × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ. × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, E12E21 6= E21E12 . ðÏÌ-ÎÙÊ Ó�ÉÓÏË ËÏÍÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÔÁËÏ×:[Eij ; Ek`℄ def= EijEk` − Ek`Eij = Eii − Ejj �ÒÉ j = k É i = `Ei` �ÒÉ j = k É i 6= `

−Ekj �ÒÉ j 6= k É i = `0 × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.Õ�Ò. 9.4. ðÕÓÔØ AB = C, BtAt = D, ÔÏÇÄÁ ij =∑k aikbkj =∑k atkibtjk =∑k btjkatki = dji .Õ�Ò. 9.7. óÍ. ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë Õ�Ò. 9.1Õ�Ò. 9.9. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ det(FG) = detF · detG. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á F ÏÂÒÁ-ÔÉÍÁ, ÔÏ detF · detF−1 det(FF−1) = detE = 1, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ detF ÏÂÒÁÔÉÍ. �Ï,



ïÔ×ÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑÍ 491ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (9-6) �ÒÉ ÏÂÒÁÔÉÍÏÍ detF ÄÁ£Ô ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ, ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ�ÒÑÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ.Õ�Ò. 9.10. íÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ
(a b 0) = (b a0 )(0 11 0) É (0 b d) = (b 0d )(0 11 0)Õ�Ò. 10.1. ÷ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n◦ 1.6.1 (ÓÍ. ÓÔÒ. 18), �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ g =(g1; g2; : : : ; gn) ÓÉÍ×ÏÌÏ× {1; 2; : : : ; n} ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ g = �◦g′,ÇÄÅ � | ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÑ ÓÉÍ×ÏÌÏ× n É gn, Á g′ = �◦g ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÜÌÅÍÅÎÔ n. éÓ-�ÏÌØÚÕÑ ÉÎÄÕË�ÉÀ �Ï n, ÒÁÚÌÏÖÉÍ g′ × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ, ÎÅ ÚÁÔÒÁÇÉ×ÁÀÝÉÈÜÌÅÍÅÎÔÁ n.Õ�Ò. 10.3. ðÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ä×ÏÊÎÙÅ É ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ, Ä×ÅÎÉÔÉ, ÉÄÕÝÉÅ ÉÚ i É ÉÚ j �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÅÓÌÉ �Á-ÒÁ (i; j) ÉÎ×ÅÒÓÎÁ, É Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÅÓÌÉ �ÁÒÁ ÎÅ ÉÎ×ÅÒÓÎÁ (× ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ, ËÁÒÔÉÎËÕ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÓÉÔÕÁ�ÉÑÈ ÒÁ×ÎÑÌÉÓØ 1 É 0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ). úÎÁË ÔÁÓÕÀÝÅÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ(i1; i2; : : : ; ik; j1; j2; : : : ; jm) ÒÁ×ÅÎ (−1)|I|+ 12k(k+1), ÇÄÅ ×ÅÓ |I| def= ∑� i� . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,ÎÉÔÉ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ i1; i2; : : : ; ik ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏÞËÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀÉ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, i1 − 1, i2 − 2, . . . , ik − k ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ ÌÅ×ÅÅ ÎÉÔÅÊ,×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ j-ÔÏÞÅË É ÔÏÖÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ.Õ�Ò. 10.4. îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÆÏÒÍÙ ÏÂß£ÍÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÆÏÒÍÙ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÌÉÎÅÊÎÏÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÅËÔÏÒÏ× v1; v2; : : : ; vn | ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÔÁËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ�ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ, É �ÅÒÅÈÏÄ Ë ÄÒÕÇÏÊÓÉÓÔÅÍÅ ÕÍÎÏÖÁÅÔ É ÞÉÓÌÉÔÅÌØ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÄÒÏÂÉ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (10-7)ÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù.Õ�Ò. 10.5. õËÁÚÁÎÉÅ: j-ÔÙÊ ÓÔÏÌÂÅ� bj ÍÁÔÒÉ�Ù b ÒÅÛÁÅÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Abj = ej .åÇÏ i-ÔÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ bij ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ ëÒÁÍÅÒÁ:bij = det(a1; : : : ; ai−1; ej; ai+1; : : : ; an)=det(A) :ðÏÓËÏÌØËÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ i-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ÍÁÔÒÉ�Ù × ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ |ÜÔÏ ÜÔÏ ÅÄÉÎÉ�Á, ÓÔÏÑÝÁÑ × j-ÔÏÊ ÓÔÒÏÞËÅ, ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ËÌÁÄ × ÓÕÍÍÕ ÄÁÄÕÔ ÔÏÌØËÏ ÔÅ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉ�Ù, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍ g ∈ Sn, �ÅÒÅ×Ï-ÄÑÝÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ i × ÜÌÅÍÅÎÔ j. üÔÏ ÒÏ×ÎÏ ÔÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÄÌÑ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù, �ÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ ÉÚ A ×ÙËÉÄÙ×ÁÎÉÅÍ i-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂ-�Á É j-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ. ïÓÔÁ£ÔÓÑ ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ ÓÏ ÚÎÁËÁÍÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË.Õ�Ò. 10.6. ðÒÉ Þ£ÔÎÏÍ n �ÅÎÔÒ k 〈�1; �2; : : : ; �n〉 ÌÉÎÅÊÎÏ �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÁÍÉ Þ£Ô-ÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ, �ÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÍ n | ÍÏÎÏÍÁÍÉ Þ£ÔÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ É ÓÔÁÒÛÉÍ (ÉÍÅÀÝÉÍÎÅÞ£ÔÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ) ÍÏÎÏÍÏÍ �1 ∧ �2 ∧ · · · ∧ �n.Õ�Ò. 10.7. ðÅÒÅÎÕÍÅÒÏ×Ù×ÁÑ, ÅÓÌÉ ÎÁÄÏ, �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ �i, ÚÁ�ÉÛÅÍ f ËÁËf(�) = �1 ∧ (�2�2 + · · · + �n�n) + �2 ∧ (�3�3 + · · · + �n�n) + (ÞÌÅÎÙ ÂÅÚ �1 É �2)



492 ïÔ×ÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑÍÇÄÅ �2 6= 0. ðÅÒÅÊÄ£Í Ë ÎÏ×ÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ �′1; �′2; : : : ; �′n :�′2 = �2�2 + · · · + �n�n ; �′i = �i �ÒÉ i 6= 2 :ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ �2 = �−12 (�′2 − �3�′3 − · · · − �n�′n) É �i = �′i �ÒÉ i 6= 2 , �ÏÌÕÞÁÅÍ:f(�′) = �′1 ∧ �′2 + �′2 ∧ (3�′3 + · · · + n�′n) + (ÞÌÅÎÙ ÂÅÚ �′1 É �′2) == (�′1 − 3�′3 − · · · − n�′n) ∧ �′2 + (ÞÌÅÎÙ ÂÅÚ �′1 É �′2) :�Å�ÅÒØ �ÅÒÅÊÄ£Í Ë ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ �′′1 ; �′′2 ; : : : ; �′′n :�′′1 = �′1 − 3�′3 − · · · − n�′n ; �′′i = �′i �ÒÉ i 6= 1 :ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ �′1 = �′′1 + 3�′′3 + · · · + n�′′n , �′i = �′′i �ÒÉ i 6= 1 , �ÏÌÕÞÁÅÍ:q = �′′1 ∧ �′′2 + (ÞÌÅÎÙ ÂÅÚ �′′1 É �′′2 ) :ðÅÒÅÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ �′′1 É �′′2 ÞÅÒÅÚ �1 É �2 É �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ �Ï×ÔÏÒÑÅÍ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ Ó ÏÓÔÁ×-ÛÉÍÉÓÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ.Õ�Ò. 10.8. üÔÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á detA = detAt.Õ�Ò. 10.10. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï detAt = detA É ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ �Ï ÓÔÒÏËÁÍ É ÓÔÏÌÂ-�ÁÍ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ ÓÌÅÄÕÀÔ �ÒÑÍÏ ÉÚ ÅÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÓÍ.ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ × ÎÁÞÁÌÅ n◦ 10.3 ÎÁ ÓÔÒ 175). éÚ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉ-ÔÅÌØ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ, ÅÓÌÉ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÓÔÒÏËÁ ÉÌÉ ÓÔÏÌÂÅ� ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ.ðÏÜÔÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉ�Ù Ó ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ ÉÌÉ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÓÔÏÌÂ�ÏÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍ. 10.3 ÔÁËÖÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ, �ÏÜÔÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØÍÁÔÒÉ�Ù, ÉÍÅÀÝÅÊ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÓÔÒÏËÉ ÉÌÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÓÔÏÌÂ�Ù ÎÕÌÅ×ÏÊ. éÚ ÓËÁÚÁÎ-ÎÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ�ÅÒ×ÏÇÏ ÔÉ�Á (ËÏÇÄÁ Ë ÓÔÒÏËÅ (ÓÏÏÔ×. ÓÔÏÌÂ�Õ) �ÒÉÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÒÕÇÁÑ ÓÔÒÏËÁ (ÓÏÏÔ×.ÓÔÏÌÂÅ�), ÕÍÎÏÖÅÎÎÁÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØ�Á). éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÔÏÌÂ�Ùa1; a2; : : : ; an ÍÁÔÒÉ�Ù A ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ: �1a1 + �2a2 + · · · + �nan = 0, ÔÏ0 = det (0; a2; : : : ; an) = det(∑� ��a� ; a2; : : : ; an) ==∑� �� det (a� ; a2; : : : ; an) = det (a1; a2; : : : ; an)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á det(AB) = detA ·detB, ÄÁÎÎÏÅ × (10-10){(10-11), �ÒÏÈÏÄÉÔÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ.Õ�Ò. 11.1. ÷ÓÅ �ÒÏ×ÅÒËÉ �ÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË ÄÌÑ ËÌÁÓÓÏ× ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏ-ÄÕÌÀ ÉÄÅÁÌÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á (ÓÒ. Ó Õ�Ò. 6.2 É Õ�Ò. 6.2).Õ�Ò. 11.2. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ M1= ker(') ∼- im (') �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÌÁÓÓ m (mod ker') × '(m).ðÒÏ×ÅÒËÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ É ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁ.Õ�Ò. 12.1. ðÕÓÔØ �ÒÏÄÅÌÁÎÎÙÅ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ C �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÔÒÏË ÚÁËÌÀÞÁÀÔÓÑ ×�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÓÌÅ×Á ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Ù SkSk−1 : : : S2S1, Á �ÒÏÄÅÌÁÎÎÙÅ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÔÏÌÂ�Ï× | × ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ Ó�ÒÁ×Á ÎÁ R1R2 : : : R`. �ÏÇÄÁF = SkSk−1 · · ·S2S1E É G = ER1R2 : : : R` :



ïÔ×ÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑÍ 493Õ�Ò. 12.3. òÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÊ (a), (Â) É (×) ÏÞÅ×ÉÄÎÁ �ÏÓÌÅ �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë ×ÚÁÉÍÎÙÍÂÁÚÉÓÁÍ Zm É �ÏÄÒÅÛ£ÔËÉ. òÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔØ (×) É (Ç) ×ÙÔÅËÁÅÔ �ÒÑÍÏ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÒÁÎÇÁ.Õ�Ò. 12.4. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï 'n = 0 �ÒÉ n > m ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ 0 6 n < m. åÓÌÉ 'n(x) = 0,ÔÏ pnx = pmy ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ y ∈ K, ÏÔËÕÄÁ x = pm−ny (ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÔÅÍ,ÞÔÏ × K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ). îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ x = pm−ny, ÔÏ pnx = 0 (mod pm). �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ ker'n = im'm−n. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏK= (pn) x (mod pn) 7→pm−nx (mod pm) - K= ((pm)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ K-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÉÚÏ-ÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÍ K= (pn) ÎÁ im'm−n . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ker'n ≃ im'm−n ≃ K= (pm)ker'm−n ≃ K= (pn) :Õ�Ò. 13.1. ðÕÓÔØ k[t℄= (tn) = U⊕W , ÇÄÅ U ÉW �ÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ × ÓÅÂÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ t. ïÂÁÜÔÉÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÅ ÍÏÇÕÔ �ÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ × ÏÂÒÁÚÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÎÁ t (ÉÎÁÞÅ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÔÏÖÅ ÂÙ × Î£Í ÓÏÄÅÒÖÁÌÁÓØ), �ÏÜÔÏÍÕ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÎÉÈ, ÓËÁÖÅÍ,× U , ÅÓÔØ ËÌÁÓÓ a (mod tn), ÇÄÅ a ∈ k ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ. îÏ ÔÏÇÄÁ × U ÌÅÖÁÔ ×ÓÅ ËÌÁÓÓÙatm (mod tn) Ó 0 6 m 6 (n−1), Á ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ×Ó£ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï k[t℄= (tn) .Õ�Ò. 13.2. åÓÌÉ V = U ⊕W , ÇÄÅ U É W F -ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ, ÔÏ V ∗ = AnnU ⊕AnnW É ÏÂÁ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á AnnU É AnnW ÂÕÄÕÔ F ∗-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ: ÓËÁÖÅÍ, ÅÓÌÉ � ∈ AnnU , ÔÏ
∀u∈U 〈F ∗�; u〉 = 〈�; Fu〉 = 0 , �ÏÓËÏÌØËÕ Fu ∈ U , É ÚÎÁÞÉÔ, F ∗� ∈ AnnU . ïÂÒÁÔÎÁÑÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �Ï Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ × ÓÉÌÕ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ V ∗∗ = V .Õ�Ò. 13.3. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ w = v Cvw ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (9-13) ÓÏ ÓÔÒ. 160×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Fw = ó−1vwFvCvw, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏdet (�E − Fw) = det (�ó−1vwECvw − ó−1vwFvCvw) = det(ó−1vw (�E − Fv)Cvw) == detó−1vw det (�E − Fv) detCvw = det (�E − Fv) :Õ�Ò. 13.4. åÓÌÉ � ∈ SpeF É g(�) 6= 0, ÔÏ g(F ) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ (ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍ!) ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V� ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ g(�). �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, g(F ) 6= 0 .Õ�Ò. 13.5. óÍ. ÎÁ�ÒÉÍÅÒ § 9 ËÎÉÇÉ ëÏÓÔÒÉËÉÎ á. é., íÁÎÉÎ à. é. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. M. �îÁÕËÁ�.Õ�Ò. 13.6. åÓÌÉ an = 0, bm = 0 É ab = ba, ÔÏ (a+ b)m+n−1 = 0 �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ.Õ�Ò. 13.8. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (13-13) ÌÉÎÅÊÎÏ. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï s(fg) = s(f)s(g) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ-×ÅÒÑÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÕÉ. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ìÅÊÂÎÉ�Á (fg)k = ∑�+�=k (k�) f (�)g(�).ðÏÜÔÏÍÕsm� (fg) ≡∑k (t− �)kk! ∑�+�=k k!�!�!f (�)(�)g(�)(�) ≡

≡
∑k ∑�+�=k f (�)(�)�! (t− �)� · g(�)(�)�! (t− �)� ≡ sm� (f)sm� (g)



494 ïÔ×ÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑÍÕ�Ò. 14.2. åÓÌÉ (u; v) < 0, ÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ×ÙËÌÁÄËÅ, �ÒÅÄÛÅÓÔ×Ï×Á×ÛÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÀÚÁÄÁÞÉ, ÓÔÒÏÇÏÅ.Õ�Ò. 14.3. úÎÁÞÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ gej ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÅ e� ÒÁ×ÎÏ (e�; ej), É ÚÎÁ-ÞÉÔ, ÓÔÏÌÂÅ� ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ × Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e∗ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÊ (e�; ej).Õ�Ò. 14.6. âÁÒÉ�ÅÎÔÒ  ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ
∑i �i−→pi +∑j �j−→qj = 0 :ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÎÅÇÏ −→pi = −→p+−→ppi, −→qqj = −→q+−→qqj, É �ÏÌØÚÕÑÓØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ∑�i−→ppi = 0,

∑�j−→qqj = 0, �ÏÌÕÞÁÅÍ (∑�i)−→p + (∑�j)−→q = 0.Õ�Ò. 14.11. ðÅÒ×ÏÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ a É b ÌÅÖÁÔ × � ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÅ-
a bòÉÓ. 27⋄4.ËÏÔÏÒÙÍÉ "-ËÕÂÁÍÉ B"(a) ⊂ � É B"(b) ⊂ � (ÓÍ. ÒÉÓ. 27⋄4), ÔÏ ÉÚ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ � ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÏÔÒÅÚËÁ [ab℄ ÔÏÖÅ ÓÏÄÅÒ-ÖÁÔØÓÑ × � ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ.÷ÔÏÒÏÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a = lim ak É b = lim bk, ÔÏ �ÒÉÌÀÂÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �, � ÍÙ ÉÍÅÅÍ lim(�ai + �bi) = �a+ �b.Õ�Ò. 15.2. åÓÌÉ y = f(x) É g(x) = x, ÔÏ y = fg(x) = fgf−1(y), Ô. Å. f · StabG(x) · f−1 ⊂StabG(y) . ðÏÓËÏÌØËÕ x = f−1(y), ÍÅÎÑÑ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ x ÎÁ y, f | ÎÁf−1, Á g ∈ StabG(x) | ÎÁ h ∈ StabG(y) , �ÏÌÕÞÁÅÍ f−1 · StabG(y) · f ⊂ StabG(x) .ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ f É f−1Adf : G g 7→fgf−1

- G É Adf−1 : G g 7→f−1gf - GÏÂÒÁÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ: AdfAdf−1 = Adf−1Adf = IdG . ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑStabG(x) Adf -� Adf−1 StabG(y)×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙ .Õ�Ò. 15.7. ïÔ×ÅÔ: |1; 2; 3; 4〉 = �12�23�34 , |1; 2; 4; 3〉 = �12�24�34 , |1; 3; 2; 4〉 = �13�23�24 ,
|1; 3; 4; 2〉 = �13�34�24 , |1; 4; 2; 3〉 = �24�23�13 , |1; 4; 3; 2〉 = �34�23�12 .Õ�Ò. 15.9. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ g−1 ÏÄÉÎ ÉÚ ÌÅ×ÙÈ ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë g ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Á ÞÅÒÅÚ e |ÏÄÎÕ ÉÚ ÌÅ×ÙÈ ÅÄÉÎÉ�. �ÏÇÄÁ g−1gg−1 = eg−1 = g−1. õÍÎÏÖÁÑ �ÒÁ×ÕÀ É ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔÉÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÅ×Á ÎÁ ÌÅ×ÙÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë g−1 ÜÌÅÍÅÎÔ, �ÏÌÕÞÁÅÍ gg−1 = e. �ÅÍÓÁÍÙÍ, g−1 Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É �ÒÁ×ÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë g (É �ÏÔÏÍÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ,ÓÍ. n◦ 15.2.1). ïÔÓÀÄÁ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ e Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É �ÒÁ×ÏÊÅÄÉÎÉ�ÅÊ: ge = g(g−1g) = (gg−1)g = eg = g.Õ�Ò. 15.11. ïÔ×ÅÔ: [−2℄7 É [3℄7 .Õ�Ò. 15.12. ðÕÓÔØ k = dr,m = ord (�) = ds, ÇÄÅ ÎÏÄ(r; s) = 1. åÓÌÉ d > 1, ÔÏ �d Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ d ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÉËÌÏ× ÄÌÉÎÙ s , É �k = (�d)r ÂÕÄÅÔ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ s-ÔÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÜÔÉÈ �ÉËÌÏ×. ïÓÔÁ£ÔÓÑ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÇÄÁ ord (�) = m ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÓ k, ÔÏ �k ÔÏÖÅ �ÉËÌ ÄÌÉÎÙ m. åÓÌÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a �ÉËÌÁ � ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (�k)r (a) = a, ÔÏ kr ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÏÄ(k;m) = 1 ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ



ïÔ×ÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑÍ 495ËÏÇÄÁ r ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m. ðÏÜÔÏÍÕ r > m, Ô. Å. ÄÌÉÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ a �ÉËÌÁ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ�k ÎÅ ÍÅÎØÛÅ m.Õ�Ò. 15.13. ïÔ×ÅÔ: n(n− 1) · · · (n− k + 1)=k (× ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ ÄÒÏÂÉ k ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ).Õ�Ò. 15.14. îÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ �ÉËÌÙ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. åÓÌÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ�ÉËÌÙ �1 É �2 �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ �Ï ÜÌÅÍÅÎÔÕ a, ÔÏ �1(a) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ �ÉËÌÁ �2,�ÏÓËÏÌØËÕ × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �2�1(a) = �1(a), Á �1�2(a) 6= �1(a), ÔÁË ËÁË �2(a) 6= a.ðÏ ÔÏÊ ÖÅ �ÒÉÞÉÎÅ �2(a) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ �ÉËÌÁ �1, É ÚÎÁÞÉÔ, ÏÂÁ �ÉËÌÁ ÓÏÓÔÏÑÔÉÚ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÕÓÔØ �1(a) = � s2 (a). ìÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ b, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÁ�ÉËÌÁ ÒÅÁÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ b = � r2 (a), É �ÉËÌ �1 ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÎÅÇÏ ËÁË � s2 :�1(b) = �1� r2 (a) = � r2 �1(a) = � r2 � s2 (a) = � s2 � r2 (a) = � s2 (b) :÷ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Õ�Ò. 15.12.Õ�Ò. 15.15. ïÔ×ÅÔ: n!= n∏i=1 imimi! (ÓÒ. Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ (1-12) ÎÁ ÓÔÒ. 11).òÅÛÅÎÉÅ: ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ �ÉËÌÏ× � ÎÅ�Ï×ÔÏÒÑÀÝÉ-ÍÉÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ n �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÉËÌÏ×, �ÉËÌÉÞÅÓËÉ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑ-ÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï; �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË �ÉËÌÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á �; �ÒÏÏÂÒÁÚËÁÖÄÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n∏i=1 imimi! ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÊ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ É �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙÍÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÓÔÒÏË ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ËÁË ÅÄÉÎÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ.Õ�Ò. 15.16. |1; 6; 3; 4〉15 · |2; 5; 8〉15 · |7; 9〉15 = |1; 6; 3; 4〉−1 · |7; 9〉 = (4; 2; 6; 3; 5; 1; 9; 8; 7)Õ�Ò. 15.19. ðÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÜÔÏ Õ×ÉÄÅÔØ ÎÁ ÍÏÄÅÌÉ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ: ËÁÖÄÁÑ ÉÚ �ÑÔÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÇÒÁÎÉ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÄÏÓÔÒÁÉ×ÁÅÔÓÑ ÄÏ ÔÁËÏÇÏËÕÂÁ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÇÒÁÎÅÊ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÂÕÄÅÔ ÒÅÂÒÏÍ ÜÔÏÇÏËÕÂÁ.Õ�Ò. 15.20. ðÏÄÓËÁÚËÁ: �ÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ �ÏÌ-ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ; �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ × S5, ËÏÍÍÕÔÉÒÕ-ÀÝÁÑ ÓÏ ×ÓÅÍÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÉÚ S5 | ÜÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ.Õ�Ò. 16.1. òÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÓÔØ: ∀ g ∈ G g = ge É e ∈ H ; ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ: g1 = g2h21,g2 = g3h32 ⇒ g1 = g3h31, ÇÄÅ h31 = h32h21 ; ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ: g1 = g2h21 ⇒ g2 = g1h12,ÇÄÅ h12 = h−121 .Õ�Ò. 16.2. �Ï, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÙ �ÒÁ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ H ÓÕÔØ ÌÅ×ÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ gH |ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Á �ÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ × �ÒÅÄÌ. 16.1 ÅÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÙ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÉÌÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. éÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ xh−1 = x ⇒ h = e ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅ-ÎÉÅÍ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÅ×Á ÎÁ x−1. éÚ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏ×�Ï ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ÄÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔÙ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÙ ×ÓÅÈ ÏÒÂÉÔ ÒÁ×ÎÙ |H|, ÏÔËÕÄÁ
|G| = |XG| = |H| · |G=H|.Õ�Ò. 16.6. ðÏÓËÏÌØËÕ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F É G = F�v ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ DG = DF , �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (14-19) ÉÚ n◦ 14.6.4 G = �w◦F , ÇÄÅ w = −−−−−−→F (p)G(p) =−−−−−−−−−→F (p)F (p + v) = DF (v).Õ�Ò. 16.8. ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (16-5), �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÁÑ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 3, �Ï ÍÏÄÕÌÀ 4 É �ÏÍÏÄÕÌÀ 5, ÒÁ×ÎÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, 1− "3 , 1− "4 É 1+ 2("1+ "2) . ïÎÁ ÍÏÖÅÔ ÄÅÌÉÔØÓÑ



496 ïÔ×ÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑÍÎÁ 3 ÉÌÉ ÎÁ 4 ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ "3 = 1 ÉÌÉ "4 = 1. ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ |H| > 16, ÔÁË ÞÔÏ |H|ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÉ 3, ÎÉ 4, ÎÉ 3 · 4, ÎÉ 3 · 5 . åÓÌÉ |H| ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5, ÔÏ "1 = "2 = 1 É
|H| > 25, ÔÁË ÞÔÏ |H| ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÉ 5, ÎÉ 4 ·5 . ïÓÔÁÀÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ:
|H| = 1 É |H| = 3 · 4 · 5 .Õ�Ò. 16.9. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ. ÷ÌÏÖÉÔÅ An−1 × An ËÁË ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÓÉÍ×ÏÌÁn, É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á × An ÏÂÑÚÁÎÁ ÉÍÅÔØ ÎÅÔÒÉ-×ÉÁÌØÎÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó An−1. �ÏÇÄÁ ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÏ × An−1, ÞÔÏÂÕÄÅÔ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔØ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÍÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ Ï �ÒÏÓÔÏÔÅ An−1.Õ�Ò. 16.10. ðÕÓÔØ �ÅÎÔÒ C(G) = C. åÓÌÉ |C| = p, ÔÏ ó ≃ G=C ≃ Z=(p). ðÕÓÔØ a ∈C | ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ �ÅÎÔÒÁ, b ∈ G | ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÞÔÏ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ bC Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ × G=C. �ÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ bkam. ðÏÓËÏÌØËÕ a ∈ C,ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ.Õ�Ò. 17.1. (wi; wj) = (∑� �iv� ; ∑� �jv�) = ∑�;� �i · (v�; v�) · �j =∑� ti� ·∑� (v�; v�) · �jÉÌÉ ËÏÒÏÞÅ: Bw = wtw = Ctwvtv Cw = CtwvtBvCw.Õ�Ò. 17.2. �ÅÒ×ÏÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �(v + w; v + w) = �(v; v) + �(w;w) + �(v; w) +�(w; v), ×ÔÏÒÏÅ | ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �(v; v) = −�(v; v)Õ�Ò. 17.3. üÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�ÒÁÚÍÅÒÁ n× n, ÒÁ×ÎÙÅ n(n± 1)=2.Õ�Ò. 17.5. ðÅÒÅÈÏÄ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ËÏ-ÏÒÄÉÎÁÔ, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ (ÈÏÔÑ É ÍÅÎÑ-ÀÔÓÑ). åÓÌÉ �ÏÌÅ k ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ V k- ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ, ÁËÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÕ ÆÕÎË�ÉÀ ÄÏÌÖÅÎ ÉÍÅÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÑÄÒÏ. îÁÄ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÙÊ ÎÕÌÀ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ kn | ÜÔÏÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï n = dimV . îÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎf(x) ÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ deg f ËÏÒÎÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉf(p) = 0 ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË p∈ k, ÔÏ f(x) = 0 × k[x℄. íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔn �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ xn Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ
k[x1; x2; : : : ; xn−1℄ :f(x1; x2; : : : ; xn) = d∑�=0'�(x1; x2; : : : ; xn−1) · xd−�n :÷ÙÞÉÓÌÑÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ '� × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ (p1; p2; : : : ; pn−1) ∈ kn−1, ÍÙ �Ï-ÌÕÞÁÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ xn Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÚÁÄÁÀÝÉÊ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÎÕÌÅ×ÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ(x1; x2; : : : ; xn−1) = (p1; p2; : : : ; pn−1) ;É �ÏÔÏÍÕ ÎÕÌÅ×ÏÊ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ '� Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍÉÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÎÁ kn−1. ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍÉ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÁÍÉ.Õ�Ò. 17.6. ðÅÒÅÈÏÄ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ËÏ-ÏÒÄÉÎÁÔ, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ.



ïÔ×ÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑÍ 497Õ�Ò. 17.7. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ × V ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ e1; e2; : : : ; en, ÒÁÚÌÏÖÉÍ v É w �Ï ÜÔÏÍÕÂÁÚÉÓÕ ËÁË v =∑xiei É w =∑ yiei É ÚÁ�ÉÛÅÍ q × ×ÉÄÅ (17-9). �ÏÇÄÁq(v + w)− q(v) − q(w) = (x+ y)B(xt − yt)− xBxt − yByt = xByt + yBxt = 2xByt :(× �ÏÓÌÅÄÎÅÍ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ yBxt, ÂÕÄÕÞÉ ÍÁÔÒÉ�ÅÊÒÁÚÍÅÒÁ 1× 1, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ Ó×ÏÅÊ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ×ÅÒÓÉÅÊ, É × ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-ÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù B ÒÁ×ÎÏ yBxt = (yBxt)t = xBtyt = xByt). ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ�ÒÏ×ÅÒÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.Õ�Ò. 17.8. �f(e) ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ f(e)⊥ É �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ f(e) × −f(e) = f(−e).ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ f◦�e◦f−1 ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, �ÏÓËÏÌØËÕf−1 �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ f(e)⊥ × e⊥ ×ÓÉÌÕ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ f .Õ�Ò. 17.11. óÏÇÌÁÓÎÏ n◦ 17.2.2, ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ x21 + x22 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ
−1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ × Fp. ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × n◦ 4.4.4, ÜÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ�ÒÉ p ≡ 1 (mod 4) . òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÒÏ ×ÔÏÒÕÀ ÆÏÒÍÕ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.Õ�Ò. 17.13. det! = det(−!t) = (−1)dimV det!t = (−1)dimV det!.Õ�Ò. 18.1. ëÁÖÄÁÑ �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÒÑÍÁÑ × Rn+1 �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÅÄÉ-ÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ �Ï Ä×ÕÍ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍ ÔÏÞËÁÍ.âÅÒÑ ×ÍÅÓÔÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ Å£ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ �ÏÌÕÓÆÅÒÕ (ÓËÁÖÅÍ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÓÌÏ×ÉÅÍx0 > 0, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Pn(R) Ó n-ÍÅÒÎÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ �ÏÌÕÓÆÅÒÏÊ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ�Ï�ÁÒÎÏ ÓËÌÅÅÎÙ ×ÓÅ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÇÒÁÎÉ�Ù. åÓÌÉ ×ÏÓ�ÒÉ-ÎÉÍÁÔØ n-ÍÅÒÎÕÀ �ÏÌÕÓÆÅÒÕ ËÁË (ÚÁ�ÏÌÎÅÎÎÙÊ) ÛÁÒ × Rn, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Pn(R) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ n-ÍÅÒÎÏÍÕ ÛÁÒÕ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓËÌÅÅÎÙ ×ÍÅ-ÓÔÅ ËÁÖÄÙÅ Ä×Å ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÅÊ ÅÇÏ ÓÆÅÒÙ.ðÒÉ n = 3 �ÏÌÕÞÁÅÍ ÇÒÕ��Õ SO3(R), ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÚÁ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÔØ ÔÏÞËÁÍÉ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÇÏ ÛÁÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ � Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ É ÓËÌÅ-ÅÎÎÙÍÉ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÇÒÎÉ�Ù: ÔÏÞËÅ P ÛÁÒÁ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ�Ï×ÏÒÏÔ ×ÏËÒÕÇ �ÒÑÍÏÊ OP ÎÁ ÕÇÏÌ |OP | �Ï þó, ÅÓÌÉ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÔ O Ë P (ÄÉÁÍÅ-ÔÒÁÌØÎÙÍ ÔÏÞËÁÍ ÓÆÅÒÙ ÒÁÄÉÕÓÁ � �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ �Ï×ÏÒÏÔÙÎÁ 180◦).ðÒÉ n = 2 �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï P2(R) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÅÍ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�Ï-ÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÇÒÁÎÉ�Ù Õ ÄÉÓËÁ ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, Õ Ë×ÁÄÒÁÔÁ. åÓÌÉ ×ÎÁÞÁÌÅ ÓËÌÅ-ÉÔØ �Ï ÜÔÏÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ �ÁÒÕ �ÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÉÈ ÓÔÏÒÏÎ, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÌÅÎÔÁ í£ÂÉÕÓÁ.äÁÌØÎÅÊÛÁÑ ÓËÌÅÊËÁ �ÒÅÄ�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅÔÏÞËÉ Å£ ÇÒÁÎÉ�Ù, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÚÁËÌÅÉ×ÁÎÉÀ ÇÒÁÎÉ�Ù ÄÉÓËÏÍ.Õ�Ò. 18.2. (n+dd )− 1 .Õ�Ò. 18.3. ìÀÂÁÑ �ÒÑÍÁÑ × �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÌÀÂÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ.Õ�Ò. 18.4. ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ∪Ann (ai) ⊂ V ∗ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ ÓÏ ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ V ∗, �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔÓÑ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÕÌÅÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ∏ ai (�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍai, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ Ann (ai) ⊂ V ∗), ËÏÔÏÒÙÊ �Ï Õ�Ò. 17.5 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÂÒÁ-ÝÁÔØÓÑ × ÎÕÌØ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ V ∗. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ � ∈ V ∗, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ 〈�; ai〉 6= 0ÄÌÑ ×ÓÅÈ i .



498 ïÔ×ÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑÍÕ�Ò. 19.1. åÓÌÉ �ÒÑÍÁÑ ËÁÓÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÉËÉ × ÔÏÞËÅ b É �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ Å£ ÅÝ£ × ËÁËÏÊ-ÎÉ-ÂÕÄØ ÔÏÞËÅ a 6= b, ÔÏ ÔÁËÁÑ �ÒÑÍÁÑ �ÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉ�ÁçÒÁÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ× a; b ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÅ×ÁÑ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÔÏÞËÁ ÌÅÖÁÝÁÑ × �ÅÒÅÓÅÞÅ-ÎÉÉ ×ÓÅÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÅ£ �ÒÑÍÁÑÌÉÂÏ ÂÏÌØÛÅ ÕÖÅ ÎÉÇÄÅ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ Ë×ÁÄÒÉËÕ, ÌÉÂÏ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÎÅÊ �ÅÌÉËÏÍ. ðÏÌÅÍ. 19.1 ÜÔÏ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ker q̂ ÌÅÖÉÔ × �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ×ÓÅÈ Ann q̂(b).Õ�Ò. 19.2. ðÅÒ×ÏÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï P(S2V ∗) Ë×ÁÄÒÉË ÎÁ
P3 = P(V ) ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 9, É ÌÀÂÙÅ 9 ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ × P9 ÉÍÅÀÔ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �Å-ÒÅÓÅÞÅÎÉÅ. ÷ÔÏÒÏÅ | ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÕ × ÔÒ£È ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÔÏÞËÁÈ, ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÎÅÊ �ÅÌÉËÏÍ. �ÒÅÔØÅ | ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÉ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ Ë×ÁÄÒÉË × P3,ËÒÏÍÅ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ óÅÇÒÅ ÎÅÔ ÔÒ£È �Ï�ÁÒÎÏ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ �ÒÑÍÙÈ.Õ�Ò. 19.4. ëÏÎÕÓ C = P∩TpP ÉÍÅÅÔ ×ÅÒÛÉÎÕ × p É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ �ÒÑÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈÞÅÒÅÚ p É ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ P . æÉËÓÉÒÕÅÍ 3-ÍÅÒÎÕÀ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ H ⊂ TpP , ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅÓÏÄÅÒÖÉÔ p. �ÏÇÄÁ G = C ∩H ÅÓÔØ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ ÎÁ H. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÌÀÂÁÑ �ÒÑÍÁÑ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ p, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (pp′) = �� ∩ ��, ÇÄÅ p′∈G É �ÌÏÓËÏÓÔÉ��; �� ÎÁÔÑÎÕÔÙÅ ÎÁ p É Ä×Å �ÒÑÍÙÅ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ p′ × G (ÓÍ. ÒÉÓ. 19⋄1).Õ�Ò. 19.5. ëÁÖÄÁÑ �ÒÑÍÁÑ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ p É ÎÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ Q, �ÅÒÅÓÅËÁÅÔË×ÁÄÒÉËÕ ÅÝ£ ÒÏ×ÎÏ × ÏÄÎÏÊ ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ p ÔÏÞËÅ, ËÏÏÒÄÉÎ×ÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ÷ÉÅÔÁ, ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ �ÒÑÍÏÊ.Õ�Ò. 19.7. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ a ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÏÌÑÒÅ ÔÏÞËÉ b , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ b ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÏÌÑÒÅ ÔÏÞËÉ aÕ�Ò. 19.8. �ÏÞËÁ (a; b) �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × �ÒÑÍÕÀ ax+ by = 1 É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.Õ�Ò. 19.9. ðÅÒÅÈÏÄ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÒÅ�ÅÒÕ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ,ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅÎÏÓÁ É ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . ïÔ ÔÁËÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ.Õ�Ò. 19.10. úÁ�ÉÛÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ q(t) ∈ k[x1; x2; : : : ; xn℄ × ×ÉÄÅq2(x) + q1(x) + q0 ;ÇÄÅ qi ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ i. ìÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÒÉ×ÅÄ£Í Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀÆÏÒÍÕ q2 Ë ×ÉÄÕ q2(t) = a1t21+a2t22+ · · · +akt2k . ðÕÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ q1 × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅÔÁËÏÊ ÚÁÍÅÎÙ �ÒÉÏÂÒÅÌÁ ×ÉÄ q1(t) =∑ �t� . úÁÍÅÎÉÍ ×ÓÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ t� Ó 1 6 � 6 kÎÁ t� + �2a� . üÔÏ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔ ×ÉÄÁ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÞÁÓÔÉ. åÓÌÉ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÄÅÌÁÎÎÏÊÚÁÍÅÎÙ q1+q0 �ÅÒÅÓÔÁÎÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ t, ÔÏ ÍÙ �ÒÉÛÌÉ Ë �ÅÒ×ÏÊ ÉÚ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ ÆÏÒÍ,ÅÓÌÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÅÔ, ÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ q1(t) + q0 ÞÅÒÅÚ tk+1 É �ÒÉÄ£Í ËÏ ×ÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÅ.äÁÌØÎÅÊÛÅÅ Õ�ÒÏÝÅÎÉÅ ÎÁÄ R É ÎÁÄ C ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊÞÌÅÎ (ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÎÕÌØ) É �ÅÒÅÓËÁÌÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.Õ�Ò. 20.2. ðÕÓÔØ |v| = |w| = 1. ðÏÓËÏÌØËÕ (ei'v; ei w) = ei('− )(v; w), ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÜÒÍÉÔÏ×Á �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ |(v; w)| ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ× v é w ÎÁÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÄÌÉÎÙ 1 × C-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÏÌÏÞËÁÈu É v. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÒÁ×ÎÁ ËÏÓÉÎÕÓÕ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÕÇÌÁ ÍÅÖ-ÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ Ó ËÏÎ�ÁÍÉ ÎÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ Ä×ÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ × × ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ



ïÔ×ÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑÍ 499�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅR4 ≃ C·v⊕C·w, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ ÜÔÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ÔÅÍ, ÞÔÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÄÌÉÎÁ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ÒÁ×ÎÁ ÅÇÏÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ÏÔÄÅÌØÎÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔÉÜÒÍÉÔÏ×Á ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ: (u1; u2) = g(u1; u2) + i!(u1; u2) , ÇÄÅg(u1; u2) def= Re (u1; u2) É !(u1; u2) def= Im (u1; u2) :æÏÒÍÁ g(u1; u2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ g(u; u) = (u; u) ∀ u, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÚÁÄÁ£Ô ÉÎÔÅÒÅÓÕÀ-ÝÕÀ ÎÁÓ Å×ËÌÉÄÏ×Õ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, Á ÆÏÒÍÁ !(u1; u2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÎÅ×Ù-ÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ1. ëÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒÙ v, w �ÒÏÂÅÇÁÀÔ Ó×ÏÉÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÓÕÍÍÁ g2(v; w) + !2(v; w) = |(v; w)|2 �ÏÓÔÏÑÎÎÁ, É ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÏÍÕ Å×ËÌÉÄÏ×Õ ÕÇÌÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÅÇÏ ËÏÓÉÎÕÓÁ,ÒÁ×ÎÏÅ g2(v; w), ÉÌÉ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ !2(v; w). îÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×-ÎÏ ÎÕÌÀ É ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÆÏÒÍÁ ! ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï v⊥! = {u | !(v; u) = 0} 3-ÍÅÒÎÏ É ÉÍÅÅÔ × R4 ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÓ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ 2-ÍÅÒÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ C · w.Õ�Ò. 20.3. ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÅÎ, ×ÓÑËÉÊ ×ÅËÔÏÒ wÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ F−1u ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ u. ðÏÜÔÏÍÕ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ×ÅË-ÔÏÒÏ× v, w ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (Fv; Fw) = (v; w) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÀ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×v É u = Fw ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (Fv; u) = (v; F−1u).Õ�Ò. 20.5. ïÔ×ÅÔ: a(t) · ( ddt)2 − (b(t)− 2a′(t)) · ddt + ((t)− b′(t) + a′′(t)).Õ�Ò. 20.6. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Matn(C) ËÁË ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ n2-ÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÓ ÂÁÚÉÓÏÍ Eij É iEij, ÇÄÅ Eij | ÍÁÔÒÉ�Á Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ × i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ j-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�ÁÉ ÎÕÌÑÍÉ × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ. ÷ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (xij ; yij) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁÍÁÔÒÉÞÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ F t ·F = E, ÚÁÄÁÀÝÅÅ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù (Fij) = (xij)+i ·(yij),ÚÁ�ÉÛÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ∑� (x2�i+y2�i) = 1 (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏi = 1; : : : ; n) É ∑� (x�ix�j + y�iy�j) =∑� (y�ix�j − x�iy�j) = 0 (ÄÌÑ ×ÓÅÈ 1 6 i < j 6 n).ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Un ÚÁÍËÎÕÔÏ. óËÌÁÄÙ×ÁÑ ×ÓÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÔÉ�Á, ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏUn ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÛÁÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ √n Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ,É ÚÎÁÞÉÔ, ËÏÍ�ÁËÔÎÏ. äÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á D Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁei# ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔÓÑ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÇÌÁÄËÉÍ �ÕÔ£Í  : [ 0 ; 1 ℄ - Un,ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÅÌÉËÏÍ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÔÏÇÏ ÖÅ ×ÉÄÁ (ÎÁÄÏ �ÒÏÓÔÏÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏ ÕÓÔÒÅÍÉÔØ ×ÓÅ # Ë ÎÕÌÀ). ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�ÁF ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË F = CDC−1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ C ∈ Un, �ÕÔØ t 7→ C ·(t) ·C−1 ÂÕÄÅÔ�ÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÔØ × Un É ÓÏÅÄÉÎÑÔØ F Ó E.Õ�Ò. 20.7. ðÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÌÅÍ. 20.3 ÎÏÒÍÁ ÏÓÔÁÔËÁ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÍÁÖÏÒÉÒÕÅÔÓÑÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ ÓÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ,ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ × ËÕÒÓÅ ÁÎÁÌÉÚÁ ÄÌÑ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔ.Õ�Ò. 21.1. ðÒÏ×ÅÒËÉ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁÞÉÓÌÁ, ËÁË ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÕË×ÅÎÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó �ÒÏ×ÅÒËÁÍÉÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × �ÏÌÅ C, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÍ ËÁË ÆÁËÔÏÒËÏÌØ�Ï R[x℄=(x2 + 1).1×ÓÅ ÜÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ × n◦ 21.5 ÎÁ ÓÔÒ. 379



500 ïÔ×ÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑÍÕ�Ò. 21.3. ÷ÙÂÅÒÅÍ × ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W� ⊂ VC Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ FC ÂÁÚÉÓw1; w2; : : : ; wm. éÚ ÔÏÇÏ ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ w� = u�+iv� ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÄÌÑ FC Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ �, ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÁ ×ÅËÔÏÒÁ u� ; v� ∈ V ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÄÌÑF Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ �. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ×ÅËÔÏÒÏ×u1; u2; : : : ; um; v1; v2; : : : ; vm ÌÅÖÉÔ × ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V� Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F .óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÑ C ⊗ V� ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏW� Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ FC, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÎÉÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÉÚ C ⊗ V�,ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÄÌÑ FC Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ �, Ô. Å. ÌÅÖÁÔ × W�.Õ�Ò. 21.4. éÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÓÌ. 21.2. òÁÚÎÉ�ÁÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ × ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÁÒÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ os# ± i sin# �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÀ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ F ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ�Ï×ÏÒÏÔÏÍ ÎÁ ÕÇÏÌ #.Õ�Ò. 21.5. âÌÏÞÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, �Ï ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÑÔ ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÅ 2 × 2-ÍÁÔÒÉ�Ù ×ÉÄÁ (21-6), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ �ÁÒÁÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÈÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ, É 1× 1-ÍÁÔÒÉ�Ù, Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÞÉ-ÓÌÁÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ.Õ�Ò. 21.6. óÍ. ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ Ë Õ�Ò. 21.1.Õ�Ò. 22.1. äÌÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� �× = det(�)�−1, ÏÔËÕÄÁ(��)× = det(��)(��)−1 = det ��−1�−1 det � = �×�× :ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÙ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ ÎÁÍÉ �ÏÌÉÎÏ-ÍÉÁÌØÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÍÁÔÒÉ�.Õ�Ò. 22.2. ïÔ×ÅÔ: ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù çÒÁÍÁ ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÀÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉd̃et(E11; E22) = d̃et(E22; E11) = 1 É d̃et(E12; E21) = d̃et(E21; E12) = −1 ;ÇÄÅ E11; E12; E21; E22 | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉ�.Õ�Ò. 22.5. ðÅÒ×ÁÑ ÓÔÒÏÞËÁ ÆÏÒÍÕÌÙ (22-9) �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÓ×ÑÚÁÎÏ Ó Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (p; q) = Re (p · q∗) = Re (p∗ · q),ÏÔËÕÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÀÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (e; i) = (e; j) = (e;k) = 0.Õ�Ò. 22.6. üÔÏ ÚÁ�ÉÓØ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ||p||2 · ||q||2 = ||pq||2.Õ�Ò. 22.7. éÚ i2 = j2 = k2 = −1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÒÉ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÁ ÉÍÅÀÔ ÎÏÒÍÕ 1É ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ (ÓÒ. Ó Õ�Ò. 22.9 ÎÉÖÅ). òÁ×ÅÎÓÔ×Á i · j = k = −j · i �Ï ÓÌ. 22.1ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ k �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ i É j. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍ. 22.1.Õ�Ò. 22.9. éÚ n2 = −1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ||n||2 = 1 É n−1 = −n. ðÅÒ×ÏÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ
||n|| = 1, ×ÔÏÒÏÅ | ÞÔÏ n∗ = −n.Õ�Ò. 23.1. éÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ �ÏÄß£ÍÁ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ V1 × V2 × · · · × Vn - kÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ V1 ⊗ V2 ⊗ · · · ⊗ Vn - k ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑÆÏÒÍÁ V1⊗V2⊗ · · · ⊗Vn - k, ÏÂÒÁÝÁÀÝÁÑ × ÎÕÌØ ÎÁ ×ÓÅÈ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÔÅÎÚÏÒÁÈ, ÜÔÏÎÕÌÅ×ÁÑ ÆÏÒÍÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÎÉ × ËÁËÏÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.Õ�Ò. 23.3. äÏÓÌÏ×ÎÏ ÇÏÄÉÔÓÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÅ × n◦ 19.2.1 �ÅÒÅÄ ÆÏÒÍÕÌÏÊ(19-14) ÎÁ ÓÔÒ. 339



ïÔ×ÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑÍ 501Õ�Ò. 23.4. íÏÄÕÌØ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Z × A - W ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Hom(A;W ).éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ' ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÎÁ 1×A.Õ�Ò. 24.1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V f- A ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅV × V × · · · × V - A ;�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ (v1; v2; : : : ; vn) × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ '(v1) ·'(v2) · · · · ·'(vn) ∈ A �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏ, ÉÚÎÁÞÉÔ, ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ N ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V ⊗n - A,ËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÅ ×ÍÅÓÔÅ ÚÁÄÁÀÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ TV - A, �ÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ f , �ÒÉ-Þ£Í ×ÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ TV - A, �ÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ f , ÄÏÌÖÅÎ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔØ ÒÁÚÌÏÖÉ-ÍÙÊ ÔÅÎÚÏÒ v1⊗v2⊗ · · · ⊗vn ∈ V ⊗n × '(v1)·'(v2)· · · · ·'(vn) ∈ A, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÄÏÌÖÅÎÓÏ×�ÁÄÁÔØ Ó �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ. üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏ-ÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á. �ÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ SV É � ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÜÔÉÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍÓ×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË × ÌÅÍ. 23.1 ÎÁ ÓÔÒ. 405.Õ�Ò. 24.2. ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ V ∗⊗n É ÆÏÒÍÕÌÁiv'(w1; w2; : : : ; wn−1) = '(v;w1; w2; : : : ; wn−1)ÌÉÎÅÊÎÁ �Ï v É �Ï ', ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÑÔØ Å£ ÄÌÑ ÆÏÒÍ ', �ÅÒÅ×ÏÄÉÍÙÈ ÉÚÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÏÍ (24-6) × ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ×ÉÄÁ �1 ⊗ �2 ⊗ · · · ⊗ �n, Á ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÆÏÒÍ ÏÎÁÏÞÅ×ÉÄÎÁ ÉÚ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ.Õ�Ò. 24.3. äÌÑ ÌÀÂÙÈ v, w ÉÍÅÅÍ0 = '(: : : ; (v + w); : : : ; (v + w); : : : ) = '(: : : ; v; : : : ; w; : : : ) + '(: : : ; w; : : : ; v; : : : )îÁÏÂÏÒÏÔ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï '(: : : ; v; : : : ; v; : : : ) = −'(: : : ; v; : : : ; v; : : : ) ×ÌÅÞ£Ô ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï'(: : : ; v; : : : ; v; : : : ) = 0, ÅÓÌÉ 1 6= −1.Õ�Ò. 24.4. çÏÄÑÔÓÑ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÔÅ ÖÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÞÔÏ É × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÅÌÅÍ. 23.1 ÎÁ ÓÔÒ. 405Õ�Ò. 24.5. ïÔ×ÅÔ: (n+d−1d−1 ), ÉÌÉ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ m1 + m2 + · · · + md = n ×ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ m1;m2; : : : ;md.Õ�Ò. 24.6. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V f- A ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅV × V × · · · × V - A ;�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ (v1; v2; : : : ; vn) × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ∏'(vi) × A �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ, ÉÚÎÁÞÉÔ, ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ N ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ SnV - A,ËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÅ ×ÍÅÓÔÅ ÚÁÄÁÀÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ SV - A, �ÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ f . îÁÏ-ÂÏÒÏÔ, ÌÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ SV - A, �ÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ f , ÄÏÌÖÅÎ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔØ ÒÁÚÌÏ-ÖÉÍÙÊ ÔÅÎÚÏÒ ∏ vi ∈ SnV × ∏'(vi) ∈ A, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÂÕÄÅÔ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ Ó �ÏÓÔÒÏÅÎ-ÎÙÍ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ. üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á. �ÏÔ ÆÁËÔ,ÞÔÏ SV É � ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÜÔÉÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË × ÌÅÍ. 23.1 ÎÁ ÓÔÒ. 405.Õ�Ò. 24.7. ðÅÒ×ÏÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 0 = (v+w)⊗(v+w) = v⊗w+w⊗v, ×ÔÏÒÏÅ |ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï v ⊗ v + v ⊗ v = 0 �ÒÉ 1 + 1 6= 0 ×ÌÅÞ£Ô ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï v ⊗ v = 0.



502 ïÔ×ÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑÍÕ�Ò. 24.8. íÏÄÉÆÉ�ÉÒÕÊÔÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌ. 24.1 ÎÁ ÓÔÒ. 423.Õ�Ò. 25.1. óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å Sn ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚm1!m2! · · · md! ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ.ïÓÔÁ£ÔÓÑ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÄÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔÙ (ÓÍ. ÔÅÏÒ. 15.1).Õ�Ò. 25.2. äÌÑ t ∈ V ⊗n É g ∈ Sn ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ g(t) ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ g ÎÁ t �ÅÒÅ-ÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ËÁË × (25-1). õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (a) É (Â) ×ÙÔÅËÁÀÔÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ h ∈ Sn ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Áh(∑g∈Sn g(t))= ∑g∈Sn hg(t) = ∑g′∈Sn g′(t)h(∑g∈Sn sgn(g) · g(t))= sgn(h) ·∑g∈Sn sgn(hg) · hg(t) = sgn(h) · ∑g′∈Sn sgn(g) · g′(t)(ÉÂÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g 7→ g′ = hg ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ), ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏh(symn(t)) = symn(t) É h(altn(t)) = sgn(h) · altn(t) :õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (×) É (Ç) ÏÞÅ×ÉÄÎÙ (ÏÂÅ ÓÕÍÍÙ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ n! ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ).÷ (Ä) ÓÕÍÍÙ �Ï Þ£ÔÎÙÍ É �Ï ÎÅÞ£ÔÎÙÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍ ÂÕÄÕÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈÖÅ (É ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ×ÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÓÕÍÍ) ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ ÚÎÁËÏÍ.Õ�Ò. 25.3. ðÅÒ×ÏÅ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ. þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ×ÔÏÒÏÇÏ, ÔÏ ÉÚ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Á sym3 + alt3 + p = E ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÙ im (sym3) = Sym 3(V ) , im (alt3) =Skew 3(V ) É im (p) ÌÉÎÅÊÎÏ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ V ⊗3, �ÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ t ∈ V ⊗3 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ËÁË t = E(t) = sym3(t) + alt3(t) + p(t). üÔÁ ÓÕÍÍÁ �ÒÑÍÁÑ × ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ, ÓÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÔÒ£È Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÅËÔÏÒÏÍ É ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÓ×Ï£Í ÏÂÒÁÚÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ÏÂÒÁÚÙ Ä×ÕÈ ÏÓÔÁ×-ÛÉÈÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× × ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ× p◦alt3 = alt3◦p = p◦sym3 = sym3◦p = 0É ÒÁ×ÅÎÓÔ× sym3◦alt3 = alt3◦sym3 = 0, ×ÙÔÅËÁÀÝÉÈ ÉÚ Õ�Ò. 25.2. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉt ∈ im (p) ∩ (im (sym3) + im (alt3)), ÔÏ t = p(t), Á ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÑ t ËÁË sym3(t1) + alt3(t2),�ÏÌÕÞÉÍ p(t) = 0 , ÏÔËÕÄÁ t = 0 .Õ�Ò. 25.4. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ im (p) ⊂ V ⊗3 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÎÕÌÑ-ÔÏÒÏÍ ÏÂÒÁÚÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ Id + T + T 2 : V ∗⊗3 - V ∗⊗3:im (p) = {t ∈ V ⊗3 | 〈(Id + T + T 2)�; t〉 = 0 ∀ � ∈ V ∗⊗3} ;ÇÄÅ 〈∗; ∗〉 ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÏÌÎÕÀ Ó×£ÒÔËÕ ÍÅÖÄÕ V ∗⊗3 É V ⊗3. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀ-ÂÙÈ g ∈ Sn, � ∈ V ∗⊗n, t ∈ V ⊗n ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 〈g�; t〉 = 〈�; g−1t〉. ðÏÜÔÏÍÕÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ p ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÑÄÒÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁId−1 + T−1 + T−2 = Id + T 2 + T = 3(alt3 + sym3) ;ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÎÁ V ⊗3. îÏ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÑ Õ�Ò. 25.3 ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ alt3+sym3 | ÜÔÏ �ÒÏÅËÔÏÒV ⊗3 ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Sym 3V ⊕ Skew 3V ×ÄÏÌØ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á im (p).Õ�Ò. 25.6. ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ �Ï v, f É g ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÅÇÏ ÄÌÑv = ei, f = xm11 : : : xmdd , g = xk11 : : : xkdd , ÞÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ �ÒÑÍÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ.Õ�Ò. 25.7. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á f̃(v; x; : : : ; x) = 1n · �vf(x) , ÇÄÅ n = deg f .



ïÔ×ÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑÍ 503Õ�Ò. 25.9. üÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Õ�Ò. 25.6.Õ�Ò. 25.10. æÉËÓÉÒÕÅÍ × U ÂÁÚÉÓ e1; e2; : : : ; em. åÓÌÉ ! 6∈ �mU , ÔÏ × ! ÅÓÔØ ÍÏÎÏÍ eI ,ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ | ÓËÁÖÅÍ, ei. �ÏÇÄÁ ei ∧ ! 6= 0,�ÏÓËÏÌØËÕ ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÏÎÏÍ ei⊔I , ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ ÔÏÌØËÏ ÉÚ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÑ ei ÎÁ eI É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÎÅ Ó�ÏÓÏÂÎÙÊ ÎÉ Ó ÞÅÍ ÓÏËÒÁÔÉÔØÓÑ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ! ∈ �mU , ÔÏ ! = � · e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ em É ei ∧ ! = 0 ∀ i, Á ÚÎÁÞÉÔ, u ∧ ! = 0 ∀u∈U .Õ�Ò. 26.3. ðÏÓËÏÌØËÕ �Æ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ �ÒÉ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ xi = xj , ÏÎ ÄÅÌÉÔÓÑ ×ËÏÌØ�Å Z[x1; x2; : : : ; xn℄ ÎÁ (xi−xj). �ÁË ËÁË ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ (xi−xj) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁ,f ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ∏i<j(xi − xj). óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÔÁÒÛÉÅ ÍÏÎÏÍÙ × ÜÔÏÍ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ É × �Æ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÁ×ÎÏ 1.Õ�Ò. 26.4. óÍ. �ÒÅÄÌ. 15.2 ÎÁ ÓÔÒ. 276.Õ�Ò. 26.5. ÷ �ÒÁ×ÏÍ ÎÉÖÎÅÍ ÕÇÌÕ ÍÁÔÒÉ�Ù (h�i+j−i), ÎÁÞÉÎÁÑ Ó �ÏÚÉ�ÉÉ (m+1;m+1),ÇÄÅ m | ×ÙÓÏÔÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ �, ÂÕÄÅÔ ÓÔÏÑÔØ ×ÅÒÈÎÑÑ ÕÎÉÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ÌÅ×ÅÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × ÓÔÒÏËÁÈ ÂÕÄÕÔ ÎÕÌÅ×ÙÅ.Õ�Ò. 26.6. óÍ. ÓÌ. 27.3 ÎÁ ÓÔÒ. 478Õ�Ò. 27.1. õÓÔÏÊÞÉ×ÏÅ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÍÅÖÄÕ i-ÔÙÍ É (i+1)-Í ÓÏÌÂ�ÏÍ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑÔÁË: �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �ÅÒÅÂÉÒÁÅÍ ÛÁÒÉËÉ × (i + 1)-ÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å Ä×ÉÇÁÑÓØ ÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈÉ ÎÁÚÎÁÞÁÅÍ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍÕ ÛÁÒÉËÕ Û �ÁÒÔÎ£ÒÏÍ ÓÁÍÙÊ ×ÅÒÈÎÉÊ ÛÁÒ i-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á,ÌÅÖÁÝÉÊ ÓÔÒÏÇÏ ÎÉÖÅÛ É ÅÝ£ ÎÅ ÎÁÚÎÁÞÅÎÎÙÊ ÎÉËÏÍÕ �ÁÒÔÎ£ÒÏÍ, Á ÅÓÌÉ ÔÁËÉÈ ÛÁÒÏ×ÎÅÔ, ÏÂßÑ×ÌÑÅÍ Û Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ. ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ×ÓÅ ÛÁÒÙ (i+1)-ÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ÒÁÚÄÅÌÅÎÙÎÁ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ É ÉÍÅÀÝÉÅ �ÁÒÔÎ£ÒÏ×, ×ÓÅ ÛÁÒÙ i-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÎÉÞØÉÍÉ �ÁÒÔÎ£ÒÁÍÉ, ÔÏÖÅ ÏÂßÑ×ÌÑÀÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ. ï�ÅÒÁ�ÉÑ Li �ÅÒÅÍÅÝÁÅÔ ÎÁ ÏÄÎÕËÌÅÔËÕ ×ÌÅ×Ï ÓÁÍÙÊ ×ÅÒÈÎÉÊ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÛÁÒ (i+1)-ÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ÉÌÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÅÌÁÅÔ,ÅÓÌÉ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÛÁÒÏ× × (i + 1)-ÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÎÅÔ. ï�ÅÒÁ�ÉÑ Ri �ÅÒÅÍÅÝÁÅÔ ÎÁ ÏÄÎÕËÌÅÔËÕ ×�ÒÁ×Ï ÓÁÍÙÊ ÎÉÖÎÉÊ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÛÁÒ i-ÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ÉÌÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÅÌÁÅÔ,ÅÓÌÉ × i-ÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÎÅÔ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÛÁÒÏ×.Õ�Ò. 27.4. äÉÁÇÒÁÍÍÙ É ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ D.Õ�Ò. 27.5. s(1) · s(1;1) = s(2;1) + s(1;1;1) = s(1;1) · s(1)Õ�Ò. 27.6. ðÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ s� · ek Ë ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ � ÎÁÄÏ ÄÏ�ÉÓÁÔØ k ËÌÅÔÏË ÂÅÚ �Ï×ÔÏ-ÒÅÎÉÊ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÎÙÈ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ k, É ÅÓÌÉ 2 ÉÚ ÎÉÈ �Ï�ÁÄÁÀÔ × ÏÄÎÕ ÓÔÒÏËÕ,ÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÌÉÂÏ Ó ÔÁÂÌÉÞÎÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ, ÌÉÂÏ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍñÍÁÎÕÞÉ. ðÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ s� · hk Ë ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ � ÎÁÄÏ ÄÏ�ÉÓÁÔØ k ËÌÅÔÏË ÚÁ�ÏÌÎÅÎ-ÎÙÈ ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ, ÎÉËÁËÉÅ Ä×Å ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÍÏÇÕÔ �Ï�ÁÓÔØ × ÏÄÉÎ ÓÔÏÌÂÅ� × ÓÉÌÕÔÁÂÌÉÞÎÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ.



ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØÁ×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ, 6ÇÌÁÄËÏÊ ËÏÎÉËÉ, 352ÇÒÕ��Ù×ÎÅÛÎÉÊ, 275×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ, 275Ë×ÁÄÒÉËÉ, 333ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, 6ÁËÓÉÏÍÁ×ÙÂÏÒÁ, 20ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÓÔÉ, 21ÁÌÇÅÂÒÁÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÁÑ, 149Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ, 416×ÎÅÛÎÑÑ, 423ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Á, 178, 423ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, 178Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×, 390ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ, 149Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ, 422ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÁÑ, 91ÎÁÄ �ÏÌÅÍ, 149Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ, 149ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ, 421ÔÅÎÚÏÒÎÁÑ, 416�ÅÌÁÑ, 200ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ, 70ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ, 153ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ, 181ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ, 58ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔØ, 67ÁÌÇÏÒÉÔÍå×ËÌÉÄÁ, 32, 55ëÒÏÎÅËÅÒÁ, 97ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á æÒÅÄÇÏÌØÍÁ, 118ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ, 430ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ, 128ÁÎÔÉÁ×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ, 391ÁÎÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, 361ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, 361ÁÒÇÕÍÅÎÔ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, 25ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ, 320ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ, 15, 21, 266

ÁÆÆÉÎÉÚÁ�ÉÑ, 246ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ,101ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á, 285ÁÆÆÉÎÎÁÑ ËÁÒÔÁ, 315ÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ, 142ÁÆÆÉÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ, 347ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, 246ÁÆÆÉÎÎÙÊ ËÏÎÕÓ, 318ÂÁÚÉÓ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, 108ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ, 300Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ, 124ÓÌÅ×Á, 294Ó�ÒÁ×Á, 294ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÙÊ, 446ÖÏÒÄÁÎÏ×, 219, 221ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ, 446ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ, 237ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ, 237, 356�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ, 109Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ, 190ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÉÊ, 308ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ × kn, 105�ÉËÌÉÞÅÓËÉÊ, 219ÂÁÚÉÓÙ×ÚÁÉÍÎÙÅ, 202Å×ËÌÉÄÏ×Ï Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ, 241ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ, 247×Ù�ÕËÌÁÑ, 248ÂÉÅË�ÉÑ, 6ÂÉÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ, 325ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, 292×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ, 294ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ, 296ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ, 294ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÁÑ, 314ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ, 295ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, 11ÂÉÎÏÍ îØÀÔÏÎÁ, 10�Ï ÍÏÄÕÌÀ p, 38Ó �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ × �ÏÌÅ, 80504



ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ 505×ÅËÔÏÒ, 104×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ, 373ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ, 23ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÊ, 300ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, 39ÎÕÌÅ×ÏÊ, 104�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ, 104ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ, 120, 222, 374ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÊ, 373×ÅËÔÏÒÉÚÁ�ÉÑ, 246×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, 104ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ, 112×ÅËÔÏÒÙÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ, 110ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ, 110ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ, 237�ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ, 108, 190ÓÏÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÅ, 240×ÅÒÈÎÅÅ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï úÉÇÅÌÑ, 385×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ, 20×ÅÒÛÉÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, 337×ÅÓ, 247ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ, 10ÍÁÓÓÉ×ÁÓÔÏÌÂ�Ï×ÙÊ, 460ÓÔÒÏÞÎÙÊ, 460ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ, 488×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, 373� ÎÁ Mat2(C), 390×ÚÁÉÍÎÁÑ �ÒÏÓÔÏÔÁ, 33ÉÄÅÁÌÏ×, 102ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, 55ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÌØ�Á, 89×ÚÁÉÍÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ ÍÏÄÕÌÅÊ, 202×ÉÄÉÍÙÊ ËÏÎÔÕÒ, 438×ÌÏÖÅÎÉÅ, 5÷ÅÒÏÎÅÚÅ, 436ðÌÀËËÅÒÁ, 442×ÎÅÛÎÅÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, 421×ÎÅÛÎÅÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, 423×ÎÅÛÎÑÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, 423×ÎÅÛÎÑÑ ÓÔÅ�ÅÎØ, 421ÍÁÔÒÉ�Ù, 180×ÎÕÔÒÅÎÎÅÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, 418×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÅ × ÓÔÅ�ÅÎØ, 79

×ÙÂÏÒÏÍ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ, 240×Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ, 248×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÉÇÕÒÁ, 248×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÔÅÎÚÏÒ, 419×ÙÞÅÔ, 37Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ, 61ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ, 38×ÙÞÉÔÁÎÉÅ, 24ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÞÅÔ×£ÒËÁ ÔÏÞÅË, 329ÇÁÕÓÓÏ×Ù ÞÉÓÌÁ, 30, 94ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ, 71ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÎÏÒÍ, 252ÇÅÏÍÅÔÒÉÑËÏÎÅÞÎÁÑ, 39ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄ, 350ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ �Ï×ÏÒÏÔ, 302ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÄ×Õ�ÏÌÏÓÔÎÙÊ, 350ÏÄÎÏ�ÏÌÏÓÔÎÙÊ, 350ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÊ, 350ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØÁÆÆÉÎÎÁÑ, 254ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÁÑ, 315×ÅËÔÏÒÎÁÑ, 107ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÏÓÏÂÁÑ, 437�ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ, 318ÇÌÁÄËÁÑ ËÏÎÉËÁ, 336ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��, 42ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ, 292×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, 105×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, 100, 103ÇÒÕ��, 269ËÏÌÅ�, 43ÍÏÄÕÌÅÊ, 192ÎÕÌÅ×ÏÊ, 42, 43�ÏÄß£ÍÁ, 129�ÏÌÅÊ, 44ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ, 42ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ, 87, 285æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ, 47ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ, 327�Ï×ÏÒÏÔÎÁÑ, 26ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ, 142



506 ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØGr(2; 4), 343ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÊ, 382, 396ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, 423ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÁ, 178ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Ï ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, 423ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Ù �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, 178ÇÒÕ��Á, 265p-ÇÒÕ��Á, 287ÁÂÅÌÅ×Á, 18, 23, 266ÁÆÆÉÎÎÁÑ, 285×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, 275ÇÏÍÏÔÅÔÉÊ, 327ÄÉÜÄÒÁ, 262ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, 265, 272ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ, 327ÚÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, 272ÉËÏÓÁÜÄÒÁ, 265ÂÉÎÁÒÎÁÑ, 401Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÈ ÅÄÉÎÉ�, 278ëÌÅÊÎÁ, 262ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ, 18, 266ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù, 29ËÕÂÁ, 270ÌÉÎÅÊÎÁÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ, 327ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ×ÙÞÅÔÏ×, 38ÏËÔÁÜÄÒÁ, 265ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ, 244Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, 302ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ, 244�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË, 18�ÏÌÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ, 150�ÏÌÑÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ, 23ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ, 23�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, 18, 260�ÒÏÓÔÁÑ, 286ÓÄ×ÉÇÏ×, 39ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ, 18, 171ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ, 309Ó�Å�ÉÁÌØÎÁÑÌÉÎÅÊÎÁÑ, 177ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ, 244ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ, 358ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, 263ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, 263

ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ, 358ÆÉÇÕÒÙ�ÏÌÎÁÑ, 261ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ, 261�ÉËÌÉÞÅÓËÁÑ, 18, 60, 199, 267Þ£ÔÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË, 272Ä×ÏÊÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ, 335Ä×ÏÊÎÁÑ ÔÏÞËÁ, 335Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, 35, 327ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ ËÏÎÉËÅ, 352Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ, 124Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á×ÅËÔÏÒÎÙÅ, 123�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ, 324Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÒÅÛ£ÔËÉ, 199Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, 129Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉË, 262ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Q[[d=dx℄℄ ÎÁ Q[x℄℄, 83ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Sn ÎÁ ÍÁÓÓÉ×ÁÈ, 470ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù, 273ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ, 281�ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÅ, 274ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅÌÅ×ÏÅ, 274�ÒÁ×ÏÅ, 274Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ, 273ÔÏÞÎÏÅ, 274ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÅ, 273ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÅ, 274ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ, 24ÄÅËÁÒÔÏ× Ë×ÁÄÒÁÔ, 467ÄÅËÁÒÔÏ×Ï �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, 5ÄÅÌÅÎÉÅ, 24Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×, 392ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, 13× Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ËÏÌØ�Å, 87ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, 52ÄÅÌÉÍÏÓÔØ, 31ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ, 37× ÍÏÄÕÌÅ, 191ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÍÁÔÒÉ�ÙÇÌÁ×ÎÁÑ, 154, 163�ÏÂÏÞÎÁÑ, 154, 163ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ, 281ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ



ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ 507ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ, 146�ÉËÌÏ×, 269àÎÇÁ, 10ÄÉÁÍÅÔÒ ÆÉÇÕÒÙ, 259ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ, 5ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ, 66, 458ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔØ, 21ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ, 249ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, 248ÄÌÉÎÁ×ÅËÔÏÒÁÅ×ËÌÉÄÏ×Á, 237, 239ÜÒÍÉÔÏ×Á, 356ÏÒÂÉÔÙ, 260ÄÏÄÅËÁÜÄÒ, 261ÄÏÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ, 472ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅË ÔÅÏÒÅÍÅ óÉÌÏ×Á, 289ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ, 358ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï×ÅËÔÏÒÎÏÅ, 116�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ, 324ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, 327ÄÒÏÂØ, 14ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁÑ, 63�ÒÏÓÔÅÊÛÁÑ, 65Å×ËÌÉÄÏ×Á ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, 236ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÎÁ Rn, 236Å×ËÌÉÄÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, 236ÅÄÉÎÉ�Á, 21ÁÌÇÅÂÒÙ, 149ÇÒÕ��Ù, 266ËÏÌØ�Á, 161ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ, 308ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ �ÏÄÍÁÔÒÉ�Á, 135ÖÏÒÄÁÎÏ×Á ËÌÅÔËÁ, 220ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÁÑ, 219ÖÏÒÄÁÎÏ×Á ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, 221ÖÏÒÄÁÎÏ×Á �Å�ÏÞËÁ, 219ÚÁËÏÎË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ, 50�ÅÒÅÍÅÓÔÉÔÅÌØÎÙÊ, 16ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÙÊ, 15

ÚÁÍÅÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, 160ÚÁÍÙËÁÎÉÅ, 250�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ, 319ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ, 10Ú×£ÚÄÏÞËÁ èÏÄÖÁ, 426ÚÉÇÅÌÅ×Ï �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, 385ÚÎÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, 172ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, 53ÉÄÅÁÌ, 85, 190ÇÌÁ×ÎÙÊ, 85, 87ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ, 103, 197�ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, 85ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ, 85ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔ, 48, 223ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ, 243ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, 302ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÆÆÉÎÎÙÈ Ë×ÁÄÒÉË, 347ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ, 292×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, 105ÇÒÕ��, 261ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×, 215ÍÎÏÖÅÓÔ×, 6�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ, 326�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ Ë×ÁÄÒÉË, 333ÉÚÏÔÒÏ�ÎÙÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ, 382, 396ÉËÏÓÁÜÄÒ, 261ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, 201ÉÎ×ÅÒÓÎÁÑ �ÁÒÁ, 171ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑ, 223, 279, 280, 330ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÁÑ, 362, 373ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ ËÏÎÉËÅ, 353ÉÎÄÅËÓÉÎÅÒ�ÉÉÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ, 307�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ, 307Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, 307�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, 437�ÏÄÇÒÕ��Ù, 282ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, 77ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, 227ìÁÇÒÁÎÖÁ, 97ÉÎßÅË�ÉÑ, 5ËÁÒÔÁ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÎÁ P(V ), 315



508 ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑË Ë×ÁÄÒÉËÅ, 338Ë �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ,437ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, 338, 437Ë×ÁÄÒÁÔ ÄÅËÁÒÔÏ×, 467Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁÁÎÉÚÏÔÒÏ�ÎÁÑ, 299×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ, 307×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ, 299ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ, 299ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Fp, 306ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ, 299ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, 299ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ, 307�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ, 307Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ×ÙÞÅÔ, 61Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÚÁËÏÎ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ, 50Ë×ÁÄÒÉËÁÁÆÆÉÎÎÁÑ, 347ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ, 334ÇÌÁÄËÁÑ, 333×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ, 334ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ�ÏÌÅÍ, 334ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ, 333ðÌÀËËÅÒÁ, 342, 425�ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ, 333�ÕÓÔÁÑ, 347óÅÇÒÅ, 339, 353, 397ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÁÑ, 334Ë×ÁÄÒÉËÉÁÆÆÉÎÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ, 347ÎÁ P1 É ÎÁ P2, 335�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ, 333Ë×ÁÚÉÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, 234Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎ, 390×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ, 391ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÊ, 391, 401Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ, 391Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ, 390ËÅÌÅÒÏ×Á ÔÒÏÊËÁ, 380ËÅÌÅÒÏ×Ù ÔÒÏÊËÉÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×,399

Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ !, 382Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ g, 380ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ, 45,64, 89ËÌÁÓÓ×ÙÞÅÔÏ×�Ï ÍÏÄÕÌÀ n, 13×ÙÞÅÔÏ×, 37�Ï ÍÏÄÕÌÀ ÉÄÅÁÌÁ, 86�Ï ÍÏÄÕÌÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, 57ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, 12ËÌÅÔËÁÖÏÒÄÁÎÏ×Á, 220ûÕÂÅÒÔÁ, 142ËÏ×ÅËÔÏÒ, 127ËÏËÕÂ, 256ËÏÌØ�Ï, 160ÇÁÕÓÓÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ, 30ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×, 87Å×ËÌÉÄÏ×Ï, 87ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ, 30Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ, 30ÌÏËÁÌØÎÏÅ, 199Î£ÔÅÒÏ×Ï, 89ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ, 200�ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÅ, 37�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÅ, 188ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, 99Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ, 161ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ, 457ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÅ, 99ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ, 93�ÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏÅ, 200�ÅÌÏÓÔÎÏÅ, 37ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÔÉ� �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á, 141ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ, 146ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, 420ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, 421ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ, 16, 21, 266ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ, 166ËÏÍ�ÌÅËÓäÅòÁÍÁ, 443ëÏÛÕÌÑ, 443ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÑ



ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ 509ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, 375×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, 372ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ, 374ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, 378ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÁÑ, 387ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ, 27×ÅËÔÏÒÏ×, 373ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, 24ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ, 15ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, 101ËÏÎÅÞÎÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, 39ËÏÎÉËÁ, 335÷ÅÒÏÎÅÚÅ, 336ÇÌÁÄËÁÑ, 318, 336ÒÁÓ�Á×ÛÁÑÓÑ, 335ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, 51ËÏÎÕÓ, 350ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÊ, 350ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ, 39ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙÁÆÆÉÎÎÙÅ, 246ÌÏËÁÌØÎÙÅ, 316ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ, 258×ÅËÔÏÒÁ, 109äÁÒÂÕ, 180ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ, 316ËÏÒÅÎØÂÉÎÁÒÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, 321ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù, 29ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, 56ËÒÁÔÎÙÊ, 73ÏÂÝÉÊ, 57�ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù, 29�Ï ÍÏÄÕÌÀ n, 48ËÏÒÎÅ×ÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ, 224ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÑ, 337ÌÅ×ÁÑ, 293�ÒÁ×ÁÑ, 293ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ, 170ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ, 79ÇÁÕÓÓÏ×, 120ÍÌÁÄÛÉÊ, 51ÍÕÌØÔÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ, 9

ÓÔÁÒÛÉÊ, 52ËÏÑÄÒÏ, 147, 148ËÒÉ×ÁÑ÷ÅÒÏÎÅÚÅ, 321ÇÌÁÄËÁÑ, 331ÏÓÏÂÁÑ, 331ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ, 331ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ, 321, 331ËÒÉÔÅÒÉÊóÉÌØ×ÅÓÔÒÁ, 308üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ, 99ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, 29, 67ËÕÂ, 251, 254, 261ÌÅ×ÙÊ ÍÏÄÕÌØ, 188ÌÅ×ÙÊ ÓÄ×ÉÇ, 282ÌÅ×ÙÊ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ, 282ÌÅÍÍÁ÷ÉÔÔÁ, 304çÁÕÓÓÁÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ×ÙÞÅÔÁÈ, 50Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ, 96çÁÕÓÓÁ-ëÒÏÎÅËÅÒÁ-äÅÄÅËÉÎÄÁ, 200îÁËÁÑÍÙ, 199Ï ÚÍÅÅ, 148Ï ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÉ Õ�ÌÏÔÎÑÀÝÉÈÏ�ÅÒÁ�ÉÊ, 462Ï �ÑÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ, 147ãÏÒÎÁ, 20, 103, 111, 197ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ, 110, 190ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ, 108ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ, 114ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ,320ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, 123ÌÉÎÅÊÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, 108ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, 189ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ, 292ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÅ, 309ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÅ, 326ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, 75,230ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ, 337ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, 190ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ
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×ÎÕÔÒÅÎÎÅÅ, 418ÄÅËÁÒÔÏ×Ï, 5ÉÄÅÁÌÏ×, 102ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ, 420ÍÁÔÒÉ�, 150ÍÎÏÖÅÓÔ×, 5�ÏÓÌÏÊÎÏÅ, 467�ÒÑÍÏÅ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, 116ÇÒÕ��, 280ÍÎÏÖÅÓÔ×, 5ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ, 467�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ, 434ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Á, 439ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ, 77ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, 71�ÒÏÏÂÒÁÚ ÔÏÞËÉ, 5�ÒÏÓÔÏÅ �ÏÄ�ÏÌÅ, 46�ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, 34�ÒÏÓÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØ�Á, 92�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÁÆÆÉÎÎÏÅ, 246×ÅËÔÏÒÎÏÅ, 104×ÅÒÛÉÎÎÏÅ, 337ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ, 300ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ, 320Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ×ÅËÔÏÒÎÏÅ, 123�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ, 324Å×ËÌÉÄÏ×Ï, 236ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅË Ë×ÁÄÒÉËÅ, 338Ë �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏ-ÓÔÉ, 437ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ, 105ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×, 112ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, 134ÍÁÔÒÉ�, 107ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ, 250ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, 108ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÅÅ, 254�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, 119�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ, 315ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÅ, 308ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÅ, 123



ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ 515ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ, 355ÆÕÎË�ÉÊ, 107ÜÒÍÉÔÏ×Ï, 355�ÒÑÍÁÑÄ×ÏÊÎÁÑ, 335ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑË Ë×ÁÄÒÉËÅ, 338Ë �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏ-ÓÔÉ, 437�ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ, 316, 322�ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, 116�ÏÄÍÏÄÕÌÅÊ, 195�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, 115�ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, 116ÇÒÕ��, 41, 280ÍÎÏÖÅÓÔ×, 5�ÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, 4�ÕÞÏË ÆÉÇÕÒ, 320�ÆÁÆÆÉÁÎ, 310ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, 51ÍÎÏÖÅÓÔ×, 4ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, 5ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ×, 51ÒÁÄÉËÁÌ ÉÄÅÁÌÁ, 102ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒ, 25, 246ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, 82ÒÁÚ×£ÒÔËÁ ÍÁÓÓÉ×Á, 465ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ× ÓÕÍÍÕ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, 50öÏÒÄÁÎÁ, 225ËÏÒÎÅ×ÏÅ, 224ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × Z[x℄, 97ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, 93ÎÁ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÄÒÏÂÉ, 65�ÏÌÑÒÎÏÅ, 365Ó�ÉÎÏÒÎÏÅ, 425�ÅÊÌÏÒÁ, 435ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, 246×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, 112�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, 114�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, 315

ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, 83×ÅÒÈÎÉÊ, 122ÎÉÖÎÉÊ, 122ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×, 4ÒÁÎÇË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, 298ÍÁÔÒÉ�Ù, 131Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ, 196ÔÅÎÚÏÒÁ, 419ÒÁÓ�Á×ÛÁÑÓÑ ËÏÎÉËÁ, 335ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏ�ÆÁ, 400ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÑ, 58ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, 321,331ÒÅÄÕË�ÉÑ �Ï �ÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ, 98ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ, 186ÒÅ�ÅÒ, 246ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÓÔØ, 12ÒÑÄ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ, 79ëÜÍ�ÂÅÌÁ{èÁÕÓÄÏÒÆÁ, 367�ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÊ, 77ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ, 51�ÏÄÄÁ, 84ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ, 51Ó×£ÒÔËÁ×ÅËÔÏÒÁ É ËÏ×ÅËÔÏÒÁ, 126�ÏÌÎÁÑ, 417ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ, 418Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ,422Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ, 139Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ, 51Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÛÁÒ, 461Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ, 139Ó×ÑÚËÁ�ÒÑÍÙÈ × P3, 344�-Ó×ÑÚËÁ, 344�-Ó×ÑÚËÁ, 344ÆÉÇÕÒ, 320ÓÄ×ÉÇ, 246ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, 307ÓÉÌÏ×ÓËÁÑ p-�ÏÄÇÒÕ��Á, 288ÓÉÍ×ÏÌ ìÅÖÁÎÄÒÁ{ñËÏÂÉ, 50ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ, 430



516 ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, 421ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á, 18ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ, 420ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ, 12ÓÉÍ�ÌÅËÓ, 255ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÅÄÉÎÉ�Á, 308ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, 117,138ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÅ×ËÌÉÄÏ×Ï, 236ÎÁ ËÏÌØ�Å ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË-�ÉÊ, 477ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, 256ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÊ, 237,355ÜÒÍÉÔÏ×Ï, 355ÓÌÅÄ, 166, 194ÓÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ×, 104ÓÌÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, 5ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, 132�Ï ÍÏÄÕÌÀ ÉÄÅÁÌÁ, 86�ÏÄÇÒÕ��ÙÌÅ×ÙÊ, 282�ÒÁ×ÙÊ, 283ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅÚÎÁÞÅÎÉÅ, 120�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, 4�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, 120ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, 222ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, 120, 222ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ, 120, 222, 374ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, 95ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÒÅÛ£ÔËÉ, 207ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, 91ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ, 178, 423ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ, 421ðÌÀËËÅÒÁ, 441òÉÍÁÎÁ, 385óÉÌØ×ÅÓÔÒÁ, 181ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ× ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å, 275ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×,363Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÅ, 391

ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ, 27ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×, 129× Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, 362× ÜÒÍÉÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, 361,374Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, 215ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÇÒÕ��Ù, 261, 274ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÓÔØÓÉÌÏ×ÓËÉÈ �ÏÄÇÒÕ��, 288ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏ×, 261ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ, 448,476ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕ-ÒÙ, 396ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ, 129× Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, 362× ÜÒÍÉÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, 361ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ, 346ÓÏÓÔÁ× ÔÁÂÌÉ�Ù, 472ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎ, 15Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÅ, 126ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ, 126Ó�ÅËÔÒ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ, 222Ó�Å�ÉÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÇÒÕ��Á, 177Ó�ÉÎÏÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ, 425ÓÒÁ×ÎÉÍÏÓÔØ �Ï ÍÏÄÕÌÀ, 11ÉÄÅÁÌÁ, 86ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, 57�ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, 37ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á, 288ÔÏÞËÉ, 260ÓÔÅ�ÅÎØ×ÎÅÛÎÑÑ, 421ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, 52ÍÏÎÏÍÁ, 19�ÌÏÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, 322�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ,318ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ, 420ÔÅÎÚÏÒÎÁÑ, 416ÓÔÒÏÇÉÊ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÙÊ ×ÉÄ, 136ÓÔÒÕËÔÕÒÁ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ, 373Å×ËÌÉÄÏ×Á, 236



ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ 517ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÎÁ Rn, 236ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ, 378ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ, 355ÜÒÍÉÔÏ×Á, 355ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÎÁ Cn, 355ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÅ ËÏÌØ�Ï, 99ÓÔÒÕÑ ÆÕÎË�ÉÉ, 230ÓÕÍÍÁÉÄÅÁÌÏ×, 102�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, 114�ÒÑÍÁÑ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, 116�ÏÄÍÏÄÕÌÅÊ, 195�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, 115ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ, 84ÓÕ�ÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, 423ÓÆÅÒÁ, 254ÓÈÅÍÁ çÏÒÎÅÒÁ, 54ÓÀÒØÅËÔ�ÉÑ, 5ÔÁÂÌÉ�Á àÎÇÁ, 466ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ, 468ÔÅËÓÔ ñÍÁÎÕÞÉ, 466ÔÅÌÏ, 392ÔÅÎÚÏÒ, 405×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ, 419ëÁÚÉÍÉÒÁ, 413ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ, 429ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊ, 405ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ, 429ÔÅÎÚÏÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, 416ÔÅÎÚÏÒÎÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ, 416ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅDU-ÍÎÏÖÅÓÔ×, 474×ÅËÔÏÒÏ×, 405ÍÏÄÕÌÅÊ, 405Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×, 426ÔÅÏÒÅÍÁâÒÉÁÎÛÏÎÁ, 353÷ÉÌØÓÏÎÁ, 49çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÜÌÉ, 194çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ, 90äÅÚÁÒÇÁ, 330ëÁÎÔÏÒÁ{âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ, 112ëÒÏÎÅËÅÒÁ{ëÁ�ÅÌÌÉ, 132ìÁÇÒÁÎÖÁ

Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÁ�ÉÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞ-ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, 298ÏÂ ÉÎÄÅËÓÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù, 282Ï ÂÁÚÉÓÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á, 111Ï ÇÒÕ��ÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÍÁÓÓ, 248Ï �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÉ Ë ÓÔÒÏÇÏÍÕ ÓÔÕ�ÅÎ-ÞÁÔÏÍÕ ×ÉÄÕ, 136Ï ÒÁÎÇÅ ÍÁÔÒÉ�Ù, 131, 213ÏÂ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ,201ÏÂ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÞÕÖÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁ-ÉÞÅÓËÉÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ, 182ÏÂ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÑÈ, 209ðÁÓËÁÌÑ, 353óÉÌÏ×Á, 288æÅÒÍÁ (ÍÁÌÁÑ), 39èÅÌÌÉ, 258ûÕÒÁ, 368üÊÌÅÒÁÏ ×ÙÞÅÔÁÈ, 47Ï Ä×ÉÖÅÎÉÑÈ, 246Ï �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, 82àÎÇÁ, 259ÔÅÔÒÁÜÄÒ, 261ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏçÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÜÌÉ, 194ëÏÛÉ, 473, 478�ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, 253ûÕÒÁ, 474üÊÌÅÒÁ, 392ñËÏÂÉ, 431ñËÏÂÉ {�ÒÕÄÉ, 476ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ, 250ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ × Rn, 251ÔÏÞËÁ, 4×ÎÅÛÎÑÑ, 250×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ, 250ÇÌÁÄËÁÑ, 437ÇÒÁÎÉÞÎÁÑ, 251ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ, 251Ä×ÏÊÎÁÑ, 335ËÏÌØ�Á, 100ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, 39



518 ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØÍÎÏÖÅÓÔ×Á, 4ÏÓÏÂÁÑ, 437ÔÏÞËÉÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ, 329ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ, 346ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, 147ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ, 147ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ, 12ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á,115ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÑ, 171ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁàÎÇÁ,448, 476ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, 131ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ,153ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÑ, 27ÔÒÏÊËÁËÅÌÅÒÏ×Á, 380Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ !, 382Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ g, 380ÔÏÞÎÁÑ, 147ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ×ÅËÔÏÒÁÍÉÅ×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, 240ÜÒÍÉÔÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, 360×ÅËÔÏÒÏÍ É �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ,243ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÞÉÓÌÁ, 104×ÎÅÛÎÅÅ, 423×ÎÕÔÒÅÎÎÅÅ, 415ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Ï, 423ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ, 421ÌÅ×ÏÅ, 188�ÒÁ×ÏÅ, 188ÓÕ�ÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ, 423ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ SU2 = S3 ։SO3(R), 394ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÂÁÚÉÓÁ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ, 192×ÎÅÛÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, 423�ÏÌÑ ÞÁÓÔÎÙÈ, 63Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅ-ÂÒÙ, 416
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