
440 ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÉ ÆÓÐÍÀË ÂØÝ  ¹ 4 
 

 
 

Ñòðóêòóðíî-äèíàìè÷åñêèå èíäåêñû öåí  
è êîëè÷åñòâ äëÿ àãðåãèðîâàííûõ ïåðèîäîâ  
è ñðåäíèå öåíû äëÿ îäíîðîäíûõ ïåðèîäîâ 

 
Åðøîâ Ý.Á. 

 
Ðàññìîòðåíà ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ èíäåêñîâ äëÿ ïåðèîäîâ ñ íåïî-

ñòîÿííûìè öåíàìè. Äëÿ àãðåãèðîâàííûõ ïåðèîäîâ, ñîñòîÿùèõ èç ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé ýëåìåíòàðíûõ, íå ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé ïåðèîäîâ ñ ìåíüøèìè ïðîäîëæèòåëüíîñòÿìè, è îäíîðîäíûõ ïå-
ðèîäîâ ââåäåíû ñòðóêòóðíî-äèíàìè÷åñêèå èíäåêñ êîëè÷åñòâ è èíäåêñ 
öåí – äåôëÿòîð ïîòîêà ñòîèìîñòè. Îíè çàâèñÿò îò äèíàìèê êîëè÷åñòâ è 
ñðåäíèõ öåí ïðîäóêòîâ â ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ. Ýòî îòëè÷àåò èõ îò 
òðàäèöèîííûõ ñòàòè÷íûõ èíäåêñîâ, îïðåäåëÿåìûõ òîëüêî ñóììàìè ñòîè-
ìîñòåé è êîëè÷åñòâ ïðîäóêòîâ äëÿ àãðåãèðîâàííûõ ïåðèîäîâ. Ïðåäëî-
æåíî îïðåäåëåíèå èíäåêñîâ, ñîãëàñîâàííûõ îòíîñèòåëüíî àãðåãèðîâà-
íèÿ ïðîäóêòîâ, åñòåñòâåííîå â êîíòåêñòå ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ 
èíäåêñîâ. Ðåêîìåíäóåìûå ñöåïëåííûå èíäåêñû öåí Äèâèçèà – Ìîíòãî-
ìåðè òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò. Ðàññìîòðåíû àëüòåðíàòèâíûå îïðåäå-
ëåíèÿ îäíîðîäíîñòè ïåðèîäà ñ íåïîñòîÿííûìè öåíàìè è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ìåòîäû ðàñ÷åòà ñðåäíèõ öåí ïðîäóêòîâ ïî äîñòóïíûì ñòàòèñòè÷å-
ñêèì äàííûì. Ïðåäïî÷òåíèå îòäàåòñÿ îïðåäåëåíèþ, áàçèðóþùåìóñÿ íà 
ñâîéñòâàõ èíäåêñîâ Äèâèçèà – Ìîíòãîìåðè. 
 
 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíäåêñû öåí è êîëè÷åñòâ; èíäåêñû Äèâèçèà; èíäåêñû Ìîíò-
ãîìåðè; ýëåìåíòàðíûé è îäíîðîäíûé ïåðèîä; àãðåãèðîâàííûé ïåðèîä; ñðåäíÿÿ öåíà; 
ñîãëàñîâàííîñòü ïðè àãðåãèðîâàíèè; ñîãëàñîâàííîñòü îòíîñèòåëüíî àãðåãèðîâàíèÿ. 

 
1. Ââåäåíèå 

 
Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè èíäåêñîâ ïðîáëåìà îáîñíîâàííîãî òåîðåòè÷åñêè è ïðè-

åìëåìîãî ïðàêòè÷åñêè âûáîðà ôîðìóëû èíäåêñîâ öåí è êîëè÷åñòâ îáñóæäàëàñü è 
ðåøàëàñü äëÿ ïàðû ñðàâíèâàåìûõ ýëåìåíòàðíûõ ïåðèîäîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ öå-
íû òîâàðîâ è óñëóã ïðåäïîëàãàëèñü ïîñòîÿííûìè èëè ñëàáî è íåçàêîíîìåðíî èçìå-
íÿþùèìèñÿ. Òàêèå ïåðèîäû íåèçáåæíî äîëæíû èìåòü íåáîëüøèå ïðîäîëæèòåëüíîñòè. 
Ïðåäïîëîæåíèÿ î ñëàáîì èçìåíåíèè öåí â ñðàâíèâàåìûõ ïåðèîäàõ ðåãóëÿðíî èñïîëü-
çóþòñÿ. Òàê, â «Ðóêîâîäñòâå» [13; ð. 291] ñî ññûëêîé íà Ôèøåðà [18; ð. 318] è Õèêñà 
[19; ð. 122] ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ðåêîìåíäàöèÿ: «Â ïðèíöèïå, ïåðèîä âðåìåíè 
äîëæåí âûáèðàòüñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èçìåíåíèÿ öåí òîâàðîâ âíóòðè ïåðèîäà áû-
ëè î÷åíü ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ èõ èçìåíåíèÿìè ìåæäó ïåðèîäàìè». 
____________________ 
Åðøîâ Ý.Á. – ê.ý.í., ïðîôåññîð êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè è ýêîíîìåòðèêè Ãîñóäàð-
ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà – Âûñøåé øêîëû ýêîíîìèêè. E-mail: emborer33@gmail.com 
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Îäíàêî ýêîíîìè÷åñêàÿ òåîðèÿ è ñòàòèñòèêà ïðåèìóùåñòâåííî èìåþò äåëî ñ 
áîëåå ïðîäîëæèòåëüíûìè ïåðèîäàìè, ñîñòîÿùèìè èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýëåìåí-
òàðíûõ è ñóùåñòâåííî ìåíüøèõ ïåðèîäîâ. Â êà÷åñòâå àãðåãèðîâàííûõ ïåðèîäîâ 
ðàññìàòðèâàþòñÿ, íàïðèìåð, ãîäû èëè êâàðòàëû, à â êà÷åñòâå ýëåìåíòàðíûõ ïåðèî-
äîâ – ìåñÿöû èëè äàæå íåäåëè è äíè. Ýëåìåíòàðíûå ïåðèîäû ïðåäïîëàãàþòñÿ äîñòà-
òî÷íî îäíîðîäíûìè äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî íå ïðåäñòàâëÿòü èõ â âèäå öåïî-
÷åê îäíîðîäíûõ ïåðèîäîâ ñ ìåíüøèìè ïðîäîëæèòåëüíîñòÿìè, õàðàêòåðèçóåìûìè 
ñâîèìè ñîîòíîøåíèÿìè ìåæäó ïîòîêàìè ñòîèìîñòåé è êîëè÷åñòâ òîâàðîâ è óñëóã 
è èõ öåíàìè. 

Òîâàðû è óñëóãè áóäåì íàçûâàòü ïðîäóêòàìè. Åñëè äëÿ ýëåìåíòàðíîãî ïåðè-
îäà öåíû ïðîäóêòîâ ïðåäïîëàãàòü ïîñòîÿííûìè èëè ïðèáëèæåííî ïîñòîÿííûìè, 
íå èìåþùèìè â òå÷åíèå ïåðèîäà òåíäåíöèé ê ïîâûøåíèþ èëè ïîíèæåíèþ, òî öåíó 
ïðîäóêòà-ïðåäñòàâèòåëÿ ìîæíî èçìåðÿòü îäèí ðàç äëÿ òàêîãî ïåðèîäà, íå îáðàùàÿ 
âíèìàíèÿ íà äèíàìèêó åãî êîëè÷åñòâà. Çíàíèå ïîòîêà ñòîèìîñòè vi è âûáîðî÷íîãî 
çíà÷åíèÿ öåíû pi i-ãî ïðîäóêòà â ýëåìåíòàðíîì ïåðèîäå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òðîéêó 
ñîãëàñîâàííûõ ïîêàçàòåëåé: ñòîèìîñòü vi, öåíó pi è êîëè÷åñòâî qi є vi / pi. Äëÿ íåêî-
òîðûõ ïðîäóêòîâ ñòàòèñòèêà ïðåäñòàâëÿåò çíà÷åíèÿ ñòîèìîñòè è êîëè÷åñòâà, òîãäà 
åãî ñðåäíÿÿ äëÿ ýëåìåíòàðíîãî ïåðèîäà öåíà íàõîäèòñÿ áåç èñïîëüçîâàíèÿ äàííûõ 
âûáîðî÷íûõ íàáëþäåíèé (pi є vi / qi). 

Ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ öåí t
ip è èõ èíäåêñîâ IPi(t; t + 1) äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ïå-

ðèîäîâ äåòàëüíî èçó÷åíû â ïðåäïîëîæåíèè ïîñòîÿíñòâà öåí t
ip  è 1t

ip +  â ðàáîòàõ 
[1; 2; 7; 9; 10; 13, ð. 355–371; 14; 16]. Íî ýòè ìåòîäû íå ìîãóò áûòü êîððåêòíî ðàñ-
ïðîñòðàíåíû íà ñëó÷àé, êîãäà öåíû ïðîäóêòîâ èçìåíÿþòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ïåðèî-
äàõ âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èì êîëè÷åñòâàìè. Â èäåàëüíîì ñëó÷àå ñòàòèñòèêà 

èçìåðÿåò âåëè÷èíû , tt
i ip q  èëè , ,tt

i iv q  ÷òî ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü èíäèâèäóàëüíûé èí-

äåêñ öåíû IPi(t; t + 1) ïðîäóêòà. Íî ïðè íåïîñòîÿíñòâå öåí â ñðàâíèâàåìûõ ïåðèîäàõ 

è êîãäà íå èçìåðåíà ñòàòèñòè÷åñêè îäíà èç ïàðû âåëè÷èí , tt
i iv q  èëè 11, ,tt

i iv q ++  íåîá-

õîäèìî ïðåäëîæèòü ìåòîä ðàñ÷åòà ñðåäíèõ öåí t
ip  è 1t

ip +  ïî äîñòóïíûì äàííûì. 
Òàêîé ìåòîä äîëæåí ôîðìàëèçîâàòü êà÷åñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå îá îäíîðîäíîñòè 
ýëåìåíòàðíîãî ïåðèîäà è î äîñòàòî÷íîñòè èìåþùèõñÿ äàííûõ äëÿ ðàñ÷åòà ñðåäíåé 
öåíû ïðîäóêòà. Ìåòîä, áàçèðóþùèéñÿ íà ïðåäïîëîæåíèè î ñîâìåñòíîé äèíàìèêå öå-
íû è êîëè÷åñòâà i-ãî ïðîäóêòà â îäíîðîäíîì ïåðèîäå, ïðåäëîæåí â òðåòüåì ðàçäå-
ëå ñòàòüè. 

Íî öåíòðàëüíîé äëÿ íàñ áóäåò äðóãàÿ ïðîáëåìà. Íåîáõîäèìî ïðåäëîæèòü ìåòîä 
ðàñ÷åòà èíäåêñîâ êîëè÷åñòâ IQ è öåí IP äëÿ ïàðû ñðàâíèâàåìûõ, íå ÿâëÿþùèõñÿ 
îäíîðîäíûìè, àãðåãèðîâàííûõ ïåðèîäîâ, êîòîðûì äàíû øèôðû-íîìåðà J = 0 è J = I. 
Òàêèå ïåðèîäû áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåòñòâåííî А0- è АI-ïåðèîäàìè. Ïóñòü êàæäûé 
èç íèõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ïåðèîäîâ ñ íîìå-
ðàìè t = 1,...,T(0) äëÿ А0-ïåðèîäà è t = T(0) + 1,...,T(0) + T(I) – äëÿ АI-ïåðèîäà. 

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü èçâåñòíûìè ñòîèìîñòè ,t
iv  êîëè÷åñòâà t

iq  è ñðåäíèå öåíû 
t
ip  ïðîäóêòîâ (i = 1,...,n) äëÿ âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ïåðèîäîâ (t = 1,…,T(0) + T(I)). Òîãäà 

äëÿ А0-ïåðèîäà è АI-ïåðèîäà îïðåäåëåíû ñóììàðíûå ñòîèìîñòè [ ] ( )T 0
=1V 0 ,t

i it v=е  
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[ ] [ ]V 0 V 0 ,ii=е  [ ] T(I) T(0)
=1V I ,ti it v +=е  [ ] [ ]V I V I ,ii=е  êîëè÷åñòâà [ ] ( )T 0

=1Q 0 ,t
i it q=е  

[ ] T(I) T(0)
=1Q I t

i it q +=е  è ñðåäíèå öåíû [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1P 0 V 0 / Q 0 , P I V 0 / Q I .i i i i i= =  Èñïîëüçóÿ 

ýòè äàííûå, òðåáóåòñÿ ïðåäëîæèòü îïðåäåëåíèå è ìåòîä ðàñ÷åòà èíäåêñîâ êîëè÷åñòâ 
IQ(0;I) è öåí IP(0;I) äëÿ ïàðû àãðåãèðîâàííûõ А0- è АI-ïåðèîäîâ. Îò èñêîìûõ èíäåêñîâ 
áóäåì òðåáîâàòü óäîâëåòâîðåíèÿ Àêñèîìå ñòîèìîñòè IP(0;I) × IQ(0;I) = V[I]/V[0] є IV(0;I) 
è Àêñèîìå îáðàòèìîñòè ñîñòîÿíèé (îáðàòèìîñòè âî âðåìåíè) IP(0;I) × IP(I;0) = 1, 
IQ(0:I) × IQ(I;0) = 1. Çàìåòèì, ÷òî àãðåãèðîâàííûå ïåðèîäû íå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê 
îäíîðîäíûå è õàðàêòåðèçóþòñÿ ñâîèìè äèíàìèêàìè ñðåäíèõ öåí è êîëè÷åñòâ ïðî-
äóêòîâ, êîòîðûå ñêðûòû â öåíàõ Pi[J] è êîëè÷åñòâàõ Qi[J ] äëÿ АJ-ïåðèîäîâ. 

Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ìîæíî è ñëåäóåò ëè ó÷èòûâàòü äèíàìèêó öåí è êîëè-
÷åñòâ ïðîäóêòîâ, ïðîÿâëÿþùóþñÿ íà óðîâíå ýëåìåíòàðíûõ ïåðèîäîâ, ïðè îïðåäåëå-
íèè è ðàñ÷åòàõ èíäåêñîâ öåí-äåôëÿòîðîâ IP(0;I), IP(I;0) è èíäåêñîâ êîëè÷åñòâ IQ(0;I), 
IQ(I;0) äëÿ àãðåãèðîâàííûõ ïåðèîäîâ. Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, ýòà ïðîáëåìà íå èçó-
÷àëàñü. Åé ïîñâÿùåí âòîðîé ðàçäåë ñòàòüè. Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ óñëîâ-
íûé ïðèìåð îïðåäåëåíèÿ òðàäèöèîííûõ, ñòàòè÷íûõ è ïðåäëàãàåìûõ äèíàìè÷åñêèõ 
èíäåêñîâ. 

 
2. Èíäåêñû öåí è êîëè÷åñòâ äëÿ àãðåãèðîâàííûõ ïåðèîäîâ 

 
Íàèáîëåå ïðîñò ïðèìåíÿåìûé â ïðàêòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ñïîñîá ðàñ÷åòà èíäåê-

ñîâ IQ(0;I) è IP(0;I) êàê ôóíêöèé îò öåí Pi[0], Pi[I] è ñóììàðíûõ äëÿ àãðåãèðîâàííûõ 
ïåðèîäîâ êîëè÷åñòâ Qi[0], Qi[I] i = 1,...,n. ×àñòíûìè ñëó÷àÿìè òàêèõ, îïðåäåëÿåìûõ 
íà ñóììàðíûõ âåëè÷èíàõ Qi[J], Vi[J] ñòàòè÷íûõ èíäåêñîâ ÿâëÿþòñÿ èíäåêñû öåí Ëàñ-
ïåéðåñà, Ïààøå, Ôèøåðà, Ìàðøàëëà – Ýäæâîðòà, Óîëøà, Òåéëà, Òîðíêâèñòà, Ñòþ-
âåëà, Ìîíòãîìåðè – Âàðòèà è Ñàòî – Âàðòèà, ðàññìàòðèâàåìûå âìåñòå ñ èìïëèöèò-
íûìè èì, óäîâëåòâîðÿþùèìè Àêñèîìå ñòîèìîñòè èíäåêñàìè êîëè÷åñòâ. 

Íî âñåì ñòàòè÷íûì èíäåêñàì ïðèñóùå ñâîéñòâî, äåëàþùåå ñïîðíûì, ïî íàøå-
ìó ìíåíèþ, èõ ïðèìåíåíèå â ðàññìàòðèâàåìûõ óñëîâèÿõ, ò.å. äëÿ íåîäíîðîäíûõ àã-
ðåãèðîâàííûõ ïåðèîäîâ. Ýòè òðàäèöèîííûå èíäåêñû íå ìåíÿþò ñâîè çíà÷åíèÿ ïðè 

ëþáûõ èçìåíåíèÿõ öåí t
ip  è êîëè÷åñòâ ,t

iq  äëÿ êîòîðûõ ñîõðàíÿþò ñâîè çíà÷åíèÿ 

âåëè÷èíû Vi[J ], Qi[J ], J = 0, I, i = 1,...,n. Â ÷àñòíîñòè, òàêèå èíäåêñû IQ(0;I) è IP(0;I) 
íå èçìåíÿþòñÿ ïðè ëþáîì èçìåíåíèè ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ïåðèîäîâ, 
îáðàçóþùèõ AJ-ïåðèîäû. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ïåðåñòàíîâêàõ ýëåìåíòàðíûõ ïåðèîäîâ 
äèíàìèêà öåí ïðîäóêòîâ ìîæåò èçìåíèòüñÿ êàðäèíàëüíûì îáðàçîì. Ñëåäîâàòåëüíî, 
èñïîëüçîâàíèå ñòàòè÷åñêèõ èíäåêñîâ äîïóñòèìî, åñëè öåíû ïî÷òè ïîñòîÿííû â òå÷å-
íèå àãðåãèðîâàííûõ ïåðèîäîâ, ò.å. ñàìè AJ-ïåðèîäû ìîãóò ïðèçíàâàòüñÿ ýëåìåíòàð-
íûìè è îäíîðîäíûìè. Îäíàêî èìåííî ýòî ïðåäïîëîæåíèå â íàøåì ñëó÷àå ñ÷èòàåòñÿ 
íå ñîîòâåòñòâóþùèì äåéñòâèòåëüíîñòè. 

Åñëè æå ïðåäïîëîæåíèå î íåîäíîðîäíîñòè àãðåãèðîâàííûõ ïåðèîäîâ íå ñîãëà-
ñóåòñÿ ñ äèíàìèêîé öåí ïðîäóêòîâ, òî òðåáóåòñÿ ïðåäëîæèòü èíóþ è áîëåå îáùóþ 
ìîäåëü ðàñ÷åòà èíäåêñîâ IQ(0;I) è IP(0;I). Òàêóþ ìîäåëü áóäåì êîíñòðóèðîâàòü, èñ-
ïîëüçóÿ âîçìîæíîñòü ââåäåíèÿ öåïíûõ èíäåêñîâ öåí è ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî äëÿ ýëåìåí-
òàðíûõ ïåðèîäîâ ñ íîìåðàìè t è t + 1 âûáðàíû èíäåêñíûå ôîðìóëû IP (t; t + 1), IQ(t; t + 1) 

è IP (t + 1; t), IQ(t + 1; t), óäîâëåòâîðÿþùèå àêñèîìàì ñòîèìîñòè è îáðàòèìîñòè ñîñòîÿíèé. 
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Ïðîàíàëèçèðóåì âîçìîæíîñòè ïåðåñ÷åòà êîëè÷åñòâ T(0) t
iq +  äëÿ ýëåìåíòàðíûõ 

ïåðèîäîâ, îáðàçóþùèõ AI-ïåðèîä, â öåíû A0-ïåðèîäà. Åñëè T(0) = T(I) є T è ïðîäîë-

æèòåëüíîñòè t-ãî è (T + t)-ãî ïåðèîäîâ áëèçêè, òî, óìíîæàÿ êîëè÷åñòâî T t
iq +  íà öå-

íó ,t
ip  ïîëó÷èì èíäåêñ êîëè÷åñòâ òèïà èíäåêñà Ëàñïåéðåñà 
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àíàëîãè÷íûé èíäåêñó Ïààøå. 

Òàêèì æå îáðàçîì êîëè÷åñòâà t
iq  (t = 1,...,T) ìîæíî ïåðåñ÷èòàòü â öåíû ïåðèî-

äîâ ñ íîìåðàìè (T + t). Â ýòîì ñëó÷àå ââîäÿòñÿ èíäåêñû 
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Ïîëó÷åííûå èíäåêñû îáëàäàþò íåæåëàòåëüíûìè ñâîéñòâàìè. Âî-ïåðâûõ, îíè 
íå ìîãóò áûòü îáîáùåíû íà ñëó÷àé T(0) ≠ T(I). Âî-âòîðûõ, äëÿ íèõ íå âûïîëíÿåò-
ñÿ àêñèîìà îáðàòèìîñòè ñîñòîÿíèé è â îáùåì ñëó÷àå èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà 
IO0(0;I) ≠ IOI(0;I), IPI(0;I) ≠ IP0(0;I), ò.å. èñêîìûå èíäåêñû íå îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñò-
âåííûì îáðàçîì. Êðîìå òîãî, ýòè èíäåêñû èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ñîãëàñîâàííîãî 
ïåðåìåøèâàíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ïåðèîäîâ â àãðåãèðîâàííûõ ïåðèîäàõ. Òàêèå ñâîéñòâà 
âîçíèêëè êàê ñëåäñòâèå èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ äåôëèðîâàíèÿ ñòîèìîñòåé ïðîäóêòîâ èõ 
èíäèâèäóàëüíûõ èíäåêñîâ öåí, îïðåäåëÿåìûõ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ äðóã äðóãó ïàð 
ýëåìåíòàðíûõ ïåðèîäîâ. Ïîýòîìó ïðîàíàëèçèðóåì äðóãóþ âîçìîæíîñòü äåôëèðîâà-
íèÿ ñòîèìîñòåé, èñïîëüçóþùóþ öåïíûå èíäåêñû öåí, ñîîòâåòñòâóþùèå âûáðàííûì 
ñöåïëåííûì èíäåêñàì IP (t; t + 1). Ïîñëåäíèå îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ âñåé ñîâîêóïíîñòè ïðî-
äóêòîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, îòðàæàþò ïîêóïàòåëüíóþ ñèëó äåíåã â îïåðàöèÿõ, õàðàê-
òåðèçóåìûõ èõ öåíàìè è êîëè÷åñòâàìè.  

Öåïíûå èíäåêñû öåí IP [t; τ] îïðåäåëÿþòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì: 
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     IP (t;t + 1) × IP (t + 1;t + 2) ×…× IP (τ – 1;τ) ïðè t < τ; 
IP [t;τ] =           1, ïðè t = τ; 

     IP (t;t – 1) × IP (t – 1;t – 2) ×…× IP (τ + 1;τ) ïðè t > τ. 

Äåôëèðîâàíèåì ñòîèìîñòåé Vt äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ïåðèîäîâ ñ ïîìîùüþ öåïíûõ 
èíäåêñîâ öåí IP [t; τ] ïðè ôèêñèðîâàííîì íîìåðå τ íåêîòîðîãî ýëåìåíòàðíîãî ïåðèîäà 
(1 ≤ τ ≤ T(0) + T(I)) íàéäåì ñòîèìîñòè V t × IP [t; τ], âûðàæåííûå â öåíàõ ïåðèîäà τ, è 
ââåäåì èíäåêñ êîëè÷åñòâ 
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Âàæíåéøèì ñâîéñòâîì ýòèõ èíäåêñîâ ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîñòü îò âûáîðà τ-ãî 
ïåðèîäà, â öåíû êîòîðîãî ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ ñòîèìîñòè V t ñ ïîìîùüþ öåïíûõ èíäåê-
ñîâ. Åñëè â êà÷åñòâå òàêîãî «áàçîâîãî» ïåðèîäà âûáðàí ïåðèîä ñ íîìåðîì τ*, òî ÷èñ-
ëèòåëè è çíàìåíàòåëè â ôîðìóëàõ èíäåêñîâ IQτ(0;I) è IPτ(0;I) óìíîæàþòñÿ íà öåïíîé 
èíäåêñ öåí IP [τ;τ*] è, ñëåäîâàòåëüíî, èõ çíà÷åíèÿ íå èçìåíÿòñÿ. Ïîëó÷àåìûå èíäåê-
ñû äëÿ àãðåãèðîâàííûõ ïåðèîäîâ óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìàì ñòîèìîñòè è îáðàòèìîñòè 
ñîñòîÿíèé, íå èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïåðåìåøèâàíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ïåðèîäîâ è 

èçìåíÿþòñÿ, åñëè èçìåíÿþòñÿ öåíû t
ip  è êîëè÷åñòâà t

iq  ïðîäóêòîâ ïðè ôèêñèðîâàí-

íûõ çíà÷åíèÿõ ïîêàçàòåëåé Vi[0], Qi[0] è Vi[I], Qi[I], i = 1,…,n. 
Â ïðåäëîæåííûõ èíäåêñàõ ó÷èòûâàåòñÿ èçìåíÿþùàÿñÿ âðåìåííàÿ ñòðóêòóðà 

öåí è êîëè÷åñòâ ïðîäóêòîâ äëÿ àãðåãèðîâàííûõ ïåðèîäîâ. Íàçîâåì èõ ñòðóêòóð-
íî-äèíàìè÷åñêèìè èíäåêñàìè, ïîä÷åðêèâàÿ äèíàìè÷åñêèé õàðàêòåð àãðåãèðîâàííûõ 
ïåðèîäîâ è âûäåëåíèå â íèõ ýëåìåíòàðíûõ è îäíîðîäíûõ ïîäïåðèîäîâ. Äëÿ íèõ áó-
äåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ IQSD(0;I) è IPSD(0;I), â êîòîðûõ íîìåð τ íå óêàçû-
âàåòñÿ. Â òàêèõ îáîçíà÷åíèÿõ íå îòðàæåí âûáîð èíäåêñíûõ ôîðìóë äëÿ ñöåïëåííûõ 
èíäåêñîâ öåí IP (t; t + 1). Áóäåì ïðèìåíÿòü â êà÷åñòâå èíäåêñîâ IP (t; t + 1) èíäåêñû öåí Ôè-
øåðà IPF (t; t + 1), Òîðíêâèñòà IPTo(t; t + 1) è Ìîíòãîìåðè – Âàðòèà IPM (t; t + 1). Ýòè èíäåê-
ñû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè òðàåêòîðíûõ èíäåêñîâ öåí, ïîðîæäàåìûõ ïðåäëî-
æåííûìè Äèâèçèà è Ìîíòãîìåðè êîíñòðóêöèÿìè èíäåêñîâ [2–5; 11; 17; 21; 22].  

Èíäåêñû Ìîíòãîìåðè – Âàðòèà îòëè÷àþòñÿ îò èíäåêñîâ Ôèøåðà è Òîðíêâèñòà 
òåì, ÷òî îíè ñîãëàñîâàíû ïðè àãðåãèðîâàíèè [8; 11; 12; 15; 23] è ìîãóò ðàññ÷èòûâàòü-
ñÿ êàê ñðàçó äëÿ âñåõ n ïðîäóêòîâ, òàê è äëÿ ãðóïï ïðîäóêòîâ ñ ïîñëåäóþùèì èñ-
ïîëüçîâàíèåì ãðóïïîâûõ èíäåêñîâ öåí ðàçëè÷íûõ óðîâíåé àãðåãèðîâàíèÿ. Â îïðå-
äåëåíèÿõ òàêîé ñîãëàñîâàííîñòè èñïîëüçóþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå êîíñòðóêöèè è ïðåä-
ïîëîæåíèÿ, íå ïðèìåíÿåìûå â ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ èíäåêñîâ. Ïîýòîìó ââåäåì 
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ñëåäóþùåå, áîëåå åñòåñòâåííîå îïðåäåëåíèå èíäåêñîâ, ñîãëàñîâàííûõ îòíîñèòåëüíî 
àãðåãèðîâàíèÿ.  

Ïóñòü ïðîäóêòû îáúåäèíåíû â К íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãðóïï (к = 1,…К) è äëÿ 
к-é ãðóïïû ðàññ÷èòàíû ãðóïïîâûå èíäåêñû öåí IPk

(t – 1; t) è êîëè÷åñòâ IQk
(t – 1; t). Òîãäà 

äëÿ ýòîé ãðóïïû â ïåðèîäàõ (t – 1) è t ìîæíî ââåñòè «öåíû» Pk
(t – 1) = 1, Pk

(t) = IPk
(t – 1; t) 

è «êîëè÷åñòâà» Qk
(t – 1) = Vk

(t – 1), Qk
(t) = Vk

(t) / IPk
(t – 1; t), óäîâëåòâîðÿþùèå àêñèîìå ñòîè-

ìîñòè: Pk
(t – 1)Qk

(t – 1) = Vk
(t – 1), Pk

(t)Qk
(t) = Vk

(t), ãäå Vk
(t ) – ñòîèìîñòü к-é ãðóïïû ïðîäóê-

òîâ â öåíàõ ïåðèîäà t. Ïî òàê êîíñòðóèðóåìûì «öåíàì» è «êîëè÷åñòâàì» äëÿ K «ïðî-
äóêòîâ» ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõ æå èíäåêñíûõ ôîðìóë, êîòîðûå ïðèìåíÿëèñü íà óðîâíå 
ãðóïï, ðàññ÷èòûâàþòñÿ èíäåêñû IPK

(t – 1; t) è IQK
(t – 1; t). Åñëè ïðè ëþáîì âûäåëåíèè K 

ãðóïï ïðîäóêòîâ (2 ≤ K ≤ n) è ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ãðóïïîâûõ èíäåêñîâ 
IPk

(t – 1; t) è IQk
(t – 1; t) âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà IPK

(t – 1; t) = IP1
(t – 1; t), IQK

(t – 1; t) = IQ1
(t – 1; t), â 

êîòîðûõ IP1
(t – 1; t), IQ1

(t – 1; t) – èíäåêñû, ðàññ÷èòûâàåìûå ñðàçó äëÿ n ïðîäóêòîâ (K = 1), 
òî ñåìåéñòâî èíäåêñíûõ ôîðìóë {IP; IQ}, îïðåäåëåííûõ äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ïðîäóê-
òîâ (r = 2,…,∞), íàçîâåì ñîãëàñîâàííûì îòíîñèòåëüíî àãðåãèðîâàíèÿ. 

Èçâåñòíî, ÷òî èíäåêñû Ôèøåðà è Òîðíêâèñòà íå ÿâëÿþòñÿ ñîãëàñîâàííûìè îò-
íîñèòåëüíî àãðåãèðîâàíèÿ, â òî âðåìÿ êàê èíäåêñû Ìîíòãîìåðè – Âàðòèà ýòèì ñâîé-
ñòâîì îáëàäàþò. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ èñïîëüçóåò ñâîéñòâà ïîñëåäíèõ 
êàê ðåøåíèÿ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ìåäèàëüíîãî ôàêòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ êîíå÷íîãî ïðè-
ðàùåíèÿ ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ [2; 3]. Êðîìå òîãî, äëÿ èíäåêñîâ Ìîíòãîìåðè – 
Âàðòèà äîêàçàíî, ÷òî îíè ïðè åñòåñòâåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåí-
íûìè èíäåêñàìè, êîòîðûå ïîðîæäàþòñÿ ïðè îáùèõ äëÿ íèõ òðàåêòîðèÿõ öåí è êî-
ëè÷åñòâ êàê ôóíêöèÿõ íåïðåðûâíîãî âðåìåíè, êîíêóðèðóþùèìè êîíñòðóêöèÿìè òðà-
åêòîðíûõ èíäåêñîâ, ïðåäëîæåííûõ Äèâèçèà è Ìîíòãîìåðè [5]. Ïîýòîìó ýòè èíäåêñû 
áóäåì íàçûâàòü òàêæå èíäåêñàìè Äèâèçèà – Ìîíòãîìåðè, îáîçíà÷àÿ èõ IPDM è IQDM. 

Äëÿ ñòðóêòóðíî-äèíàìè÷åñêèõ èíäåêñîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáî-
çíà÷åíèÿ: IPSDF(0;I) è IQSDF(0;I), åñëè èñïîëüçóþòñÿ ñöåïëåííûå èíäåêñû öåí 
IPF(t – 1; t) Ôèøåðà; IPSDTo(0;I) è IQSDTo(0;I), åñëè èñïîëüçóþòñÿ ñöåïëåííûå èí-
äåêñû öåí IPTo(t – 1; t) Òîðíêâèñòà; IPSDM(0;I) è IQSDMV(0;I), åñëè èñïîëüçóþòñÿ 
ñöåïëåííûå èíäåêñû öåí IPMV(t – 1; t) Ìîíòãîìåðè – Âàðòèà èëè Äèâèçèà – Ìîíò-
ãîìåðè. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñ ïîçèöèé èíäåêñíîé òåîðèè èíäåêñû Äèâèçèà – 
Ìîíòãîìåðè èìåþò ïðåèìóùåñòâà ïåðåä äðóãèìè äèíàìè÷åñêèìè èíäåêñàìè, ïî-
ñêîëüêó îíè àêñèîìàòè÷åñêè îïðåäåëÿþòñÿ èìåííî äëÿ îäíîðîäíûõ ýëåìåíòàðíûõ 
ïåðèîäîâ [3; 5], è ñ èõ èñïîëüçîâàíèåì â ñëåäóþùåé ÷àñòè ñòàòüè îïðåäåëÿåòñÿ ñðåä-
íÿÿ öåíà ïðîäóêòà äëÿ òàêîãî ïåðèîäà, êîãäà öåíà ïðîäóêòà äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè 
ìîæåò íå îñòàâàòüñÿ ïîñòîÿííîé. 

 
3. Ñðåäíèå öåíû ïðîäóêòîâ äëÿ îäíîðîäíûõ ïåðèîäîâ  

ñ íåïîñòîÿííûìè öåíàìè 
 

Ñóùåñòâóþò äâå âîçìîæíûå èíòåðïðåòàöèè ïîêàçàòåëåé öåí ïðîäóêòîâ: èçìå-
ðÿåìûå ñòàòèñòè÷åñêè ìîìåíòíûå öåíû, ïðåäïîëàãàþùèå ïîñòîÿíñòâî öåí â ïåðèî-
äå, äëÿ êîòîðîãî îíè îïðåäåëÿþòñÿ è â êîòîðîì ïðîâîäÿòñÿ íàáëþäåíèÿ; ñðåäíèå äëÿ 
ïåðèîäà öåíû, â êîòîðîì öåíû íå îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè è ñâÿçàíû ñ äèíàìèêîé êî-
ëè÷åñòâ è ñòîèìîñòåé ïðîäóêòîâ. Ââåäåì ïîíÿòèå ñðåäíåé öåíû ïðîäóêòà äëÿ ïåðèî-
äà ñ åãî èçìåíÿþùåéñÿ öåíîé. Îáîñíóåì ãèïîòåçû, ïîçâîëÿþùèå àêñèîìàòè÷åñêè ðàñ-
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ñ÷èòûâàòü ñðåäíþþ öåíó, èñïîëüçóÿ íàáëþäåíèÿ çà ìîìåíòíûìè öåíàìè â íà÷àëüíûé 
è êîíå÷íûé ìîìåíòû äëÿ îäíîðîäíîãî ïåðèîäà. 

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî öåíà ïðîäóêòà èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè âìåñòå ñ åãî êîëè-
÷åñòâîì. Êîíñòðóêöèè äèíàìè÷åñêèõ èíäåêñîâ, ïðåäëîæåííûå Äèâèçèà è Ìîíòãîìå-
ðè, ïîñòóëèðóþò èñïîëüçîâàíèå òðîåê ïîêàçàòåëåé {qi(t),vi(t),pi(t)}, i = 1,…,n, ÿâëÿ-
þùèõñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè t. Êîëè÷åñòâà è ñòîèìîñòè áëàã ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ïîòîêîâûå âåëè÷èíû, îïðåäåëÿåìûå äëÿ ïåðèîäà âðåìåíè, èìåþùåãî 
íà÷àëüíûé ìîìåíò t0 è êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè t1 = t0 + 1. Äëÿ ïåðèîäà ñ τ О [t0; t1] 
êîëè÷åñòâî è ñòîèìîñòü i-ãî òîâàðà áóäåì îáîçíà÷àòü Qi(t0; t1) ≡ Qi(t0), Vi(t0; t1) ≡ Vi(t0). 
Òîãäà ñðåäíÿÿ öåíà äëÿ ïåðèîäà ðàâíà Pi(t0) ≡ Vi(t0) /Qi(t0). Òðèàäó {Qi(t),Vi(t),Pi(t)}, 
èìåþùóþ íåïðåðûâíûé àðãóìåíò – ìîìåíò âðåìåíè t О [0;1], ïðåäñòàâèì â âèäå 

Qi(t) = ,)(
1

т
+t

t
i dq tt  Vi(t) = ,)(

1

tt dv
t

t
iт

+

 

ãäå qi(τ) è vi(τ) – ïëîòíîñòè; pi(τ) ≡ vi(τ) /qi(τ) – öåíà â ìîìåíò τ.  
Òåîðèÿ èíäåêñîâ ðàññìàòðèâàåò êàê ôóíêöèè âðåìåíè îáå òðèàäû, 

{Qi(t),Vi(t),Pi(t)} è {qi(τ),vi(τ),pi(τ)}. Íî ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðàêòèêà ýòè ïîêàçàòåëè êàê 
ôóíêöèè íåïðåðûâíîãî âðåìåíè íå íàáëþäàåò. Îíà íå äëÿ ëþáîãî ïðîäóêòà èëè èõ 
ãðóïïû ñïîñîáíà è íàáëþäàòü, è ôèêñèðîâàòü, èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå èñòî÷íèêè äàí-
íûõ, òðèàäó ïîêàçàòåëåé äëÿ äèñêðåòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé t. Åñëè èçâå-
ñòíû âåëè÷èíû Qi(t), Vi(t), òî ñðåäíÿÿ öåíà Pi(t) ðàññ÷èòûâàåòñÿ. Åñëè èç âåëè÷èí 
Qi(t), Vi(t) èçâåñòíà òîëüêî îäíà, íàïðèìåð Vi(t), òî âåëè÷èíû Qi(t), Pi(t) ìîãóò áûòü 
îïðåäåëåíû ïðè ïðèíÿòèè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé. Â òðèàäå {qi(t),vi(t),pi(t)} 
òîëüêî öåíà pi(t) ìîæåò ñòàòèñòè÷åñêè íàáëþäàòüñÿ, íî êàê ñðåäíÿÿ öåíà äëÿ ïåðèî-
äà ìàëîé ïðîäîëæèòåëüíîñòè, öåíó pi(τ) â êîòîðîì äîïóñòèìî ïðåäïîëàãàòü ïîñòîÿííîé. 

Îïðåäåëåíèå ñðåäíèõ öåí Pi(0) è Pi(I) äëÿ áàçîâîãî (t = 0) è òåêóùåãî (t = 1) 
ïåðèîäîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ öåíà pi(τ) мîãëà íå îñòàâàòüñÿ ïîñòîÿííîé, è ìåòîä 
ðàñ÷åòà èõ çíà÷åíèé ïî ñòàòèñòè÷åñêèì äàííûì – çàäà÷à, òðåáóþùàÿ ðåøåíèÿ íå-
çàâèñèìî îò òîãî, êàêàÿ âåðñèÿ òåîðèè èíäåêñîâ ïðèíèìàåòñÿ çà îñíîâó è êàêèå 
ôîðìóëû äëÿ èíäåêñîâ öåí è êîëè÷åñòâ ïðèìåíÿþòñÿ. Ýòà çàäà÷à äàëåå ðåøàåòñÿ 
äëÿ áàçîâîãî ïåðèîäà ñ τ О [0;1] â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå. 

Ñòàòèñòè÷åñêè èçìåðåííûìè ïðåäïîëàãàþòñÿ ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ pi
0 ≡ pi(0) è 

pi
1 ≡ pi(1) ìîìåíòíîé öåíû pi(τ) è ñóììàðíàÿ äëÿ ïåðèîäà ñòîèìîñòü Vi(0) i-ãî ïðî-

äóêòà. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî i-ãî ïðîäóêòà Qi(0) è åãî ñðåäíþþ öåíó 
Pi(0), óäîâëåòâîðÿþùèå àêñèîìå ñòîèìîñòè Qi(0)Pi(0) = Vi(0). Ãèïîòåçó îäíîðîäíîñòè 
ïåðèîäà áóäåì òðàêòîâàòü òàê, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñðåäíåé öåíû Pi(0) è êîëè÷åñò-
âà Qi(0) íå òðåáóåòñÿ äðóãàÿ èíôîðìàöèÿ, êðîìå ïðåäïîëàãàåìîé èçâåñòíîé. Ýòó 
ãèïîòåçó ïðåäëàãàåòñÿ ôîðìàëèçîâàòü êàê àêñèîìàòè÷åñêèé âûáîð ôóíêöèé ïëîò-
íîñòè vi(τ), qi(τ) è ôóíêöèè ìîìåíòíîé öåíû pi(τ). 

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà âàðèàíòà òðàåêòîðèé öåíû è êîëè÷åñòâà. 
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Ïåðâûé âàðèàíò:  
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Ýòè òðàåêòîðèè ïîëó÷àþòñÿ êàê ñîâïàäàþùèå ðåøåíèÿ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ìå-
äèàëüíîãî ôàêòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ êîíå÷íoão ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè F(p,q) = pq ïîëî-
æèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ p, q è âñåõ ôóíêöèé H(p,q) ≡ f(F(p,q)), ãäå f(z) – ìîíîòîí-
íàÿ è ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî z. Â îáùåì âèäå ýòà çàäà÷à 
ñôîðìóëèðîâàíà è ðåøåíà äëÿ ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ â ðàáîòå [3]. Â ðàññìàò-
ðèâàåìîì çäåñü ÷àñòíîì ñëó÷àå ïîä êîíå÷íûì ïðèðàùåíèåì ôóíêöèè (pq) ïîíèìà-
åòñÿ ðàçíîñòü Δ ≡ p1q1 – p0q0, ïðåäñòàâëÿåìàÿ â âèäå ñóììû âêëàäîâ ôàêòîðîâ äâóõ 
àðãóìåíòîâ ôóíêöèè F: Δ = Δp + Δq. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ òî÷-
êè, (p0,q0) è (p1,q1), îïðåäåëÿþùèå ðàçíîñòü Δ ≡ ΔF = F(p1,q1) – F(p0,q0), ìîãóò áûòü 
ñîåäèíåíû äèôôåðåíöèðóåìûì ïóòåì π(t ;p0,q0;p1,q1) ≡ {p(t),q(t)}, 0 ≤ t ≤ 1, äëÿ êî-
òîðîãî p(0) = p0, q(0) = q0, p(1) = p1, q(1) = q1. Â òî÷êàõ ïóòè ðàçíîñòü F(p1(t),q1(t)) – 
F((p0,q0) ïðè 0 < t ≤ 1 êàê ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà t ïðåäñòàâëÿåòñÿ, åñëè ïóòü π âûá-
ðàí, â âèäå 

F(p1(t),q1(t)) – F((p0,q0)) = =+ тт t
t
tttt

t
t d

d
dqpdq

d
dp

tt

00

)()()()( Δp (t) + Δq (t) ≡ Δ(t). 

Ìåäèàëüíîå ôàêòîðíîå ðàçëîæåíèå êîíå÷íîé ðàçíîñòè ΔF îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâîì Δ = Δp(1) + Δq (1), â êîòîðîì ìåäèàëüíûé ïóòü π(t ;p0,q0;p1,q1) íàõîäèòñÿ èç òðå-
áîâàíèÿ íåçàâèñèìîñòè äîëåé âêëàäîâ ôàêòîðîâ λp (t) ≡ Δp(t) /Δ(t), λq(t) ≡ Δq(t) /Δ(t) îò t, 
ò.å. èõ ïîñòîÿíñòâà íà ìåäèàëüíîì ïóòè. Äîêàçàíî, ÷òî ìåäèàëüíîå ôàêòîðíîå ðàçëî-
æåíèå äëÿ ìîíîòîííîé è äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè F(x), x О Rm ñóùåñòâóåò è ìå-
äèàëüíûé ïóòü ÿâëÿåòñÿ îáùèì äëÿ âñåõ ìîíîòîííûõ è ãëàäêèõ ôóíêöèé f(F(x)). Ìå-
äèàëüíîå ðàçëîæåíèå è ìåäèàëüíûé ïóòü íå çàâèñÿò îò âûáîðà ïàðàìåòðà t, ñîõðàíÿ-
þòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò t ê ïàðàìåòðó u = h(t), ãäå h – ìîíîòîííàÿ è ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. 

Îäíîðîäíîñòü ïåðèîäà ñ τ О [0;1] ïðåäëàãàåòñÿ îïðåäåëÿòü êàê ïîñòîÿíñòâî äî-
ëåé âêëàäîâ ôàêòîðîâ öåí pi è êîëè÷åñòâ qi âñåõ n ïðîäóêòîâ â ðàññìàòðèâàåìîì ïå-
ðèîäå â êîíå÷íûå ïðèðàùåíèÿ èõ ñòîèìîñòåé Δvi(τ) = pi(τ)qi(τ) – pi

0qi
0 è ôóíêöèé 

f(piqi). Ýòî îïðåäåëåíèå ïîñòóëèðóåò «ðàâíîïðàâèå» ìîìåíòîâ âðåìåíè, îáðàçóþùèõ 
îäíîðîäíûé ïåðèîä, è îòñóòñòâèå íåîáõîäèìîñòè èçìåðÿòü öåíû è êîëè÷åñòâà äëÿ 
ìîìåíòîâ âðåìåíè ìåæäó íà÷àëüíûì è êîíå÷íûì ìîìåíòàìè òàêîãî ïåðèîäà.  
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Èñïîëüçóÿ òðàåêòîðèè öåíû è êîëè÷åñòâà i-ãî ïðîäóêòà, ñîîòâåòñòâóþùèå ìå-
äèàëüíîìó ïóòè, èíòåãðèðîâàíèåì ïîëó÷àåì ôîðìóëû äëÿ òðèàäû {Qi(0),Vi(0),Pi(0)}:  
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â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ íåèçâåñòíûå çíà÷åíèÿ qi
0, qi

1 èëè vi
0, vi

1, è  

β(i) = ln(qi
1/q1

0)/ln(vi
1/vi

0).  
Íî îíè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì 2Vi (0) = vi

0 + vi
1. 

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû ïî Vi(0), pi
0 è pi

1 ðàññ÷èòàòü âåëè÷èíû q1
0 è qi

1, à çàòåì 
èñïîëüçîâàòü èõ â ëþáûõ èíäåêñàõ öåí è êîëè÷åñòâ äëÿ ñðàâíèâàåìûõ ïåðèîäîâ, 
íåîáõîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü ãèïîòåçó, ïîçâîëÿþùóþ ïîëó÷èòü åùå îäíî ñîîòíîøå-
íèå äëÿ ïàðàìåòðîâ è èñõîäíûõ äàííûõ. 

Èññëåäóåì äâà ñëó÷àÿ, â êîòîðûõ ýòà çàäà÷à äîëæíà áûòü ðåøåíà. Äëÿ òèïè÷-
íîãî ñëó÷àÿ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå êîëè÷åñòâ qi

0 ìîæíî ñ÷èòàòü íàéäåííûì â ðåçóëüòà-
òå ðåøåíèÿ àíàëîãè÷íîé çàäà÷è, íî äëÿ ïðåäøåñòâóþùåãî ïåðèîäà ñ t О [–1;0]. Åñëè 
äëÿ òàêîãî ïåðèîäà íàéäåíû âåëè÷èíû Qi(–1), Pi(–1), òî ïî èçâåñòíûì âåëè÷èíàì ðàñ-
ñ÷èòàíû qi

–1 è qi
0. Ïîýòîìó Qi(0) è Pi(0) ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ. 

Â îñîáîì ñëó÷àå çíà÷åíèå qi
0 íåèçâåñòíî, ïîñêîëüêó îòñóòñòâóþò äàííûå äëÿ 

ïåðèîäà, ïðåäøåñòâóþùåãî ðàññìàòðèâàåìîìó ñîñòîÿíèþ. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ çàïèøåì 
ôîðìóëó äëÿ Pi(0), èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå ïîêàçàòåëÿ (1 + β(i)) â âèäå  

1 + β(i) = = 1 + [ln(vi
1/vi

0) – ln(рi
1/рi

0)] /(ln(vi
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0) = 2 – ai / lnzi, 

ãäå ai = ln(рi
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0) è zi = vi
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Ïåðåéäÿ ê ïåðåìåííîé xi = 2lnzi – ai è îïóñêàÿ äëÿ óïðîùåíèÿ ïîëó÷àåìûõ ôîð-
ìóë èíäåêñ òîâàðà ó ïîêàçàòåëÿ ai è ïåðåìåííîé xi, ïîëó÷àåì 
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Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå ñðåäíåé è íà÷àëüíîé äëÿ ïåðèîäà öåíû â ïðèíèìà-
åìûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèÿìè vi

1/vi
0 è (рi

1/рi
0). 

Ïðîàíàëèçèðóåì ñâîéñòâî ñåìåéñòâà ôóíêöèé f(x;a), çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåò-
ðà a. Ïðè a = 0 èìååì f(x;1) ≡ 1, Pi(0) = pi

1 = pi
0, Qi(0) = Vi(0) /pi

0, íî âåëè÷èíû qi
0 è qi

1 
íå îïðåäåëÿþòñÿ. Ïîýòîìó èññëåäóåì ñëó÷àé a ≠ 0 è ïîëó÷àåìîå ðåøåíèå ðàñïðî-
ñòðàíèì ïî íåïðåðûâíîñòè íà ýòîò èñêëþ÷èòåëüíûé ñëó÷àé. 
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Ôóíêöèÿ f(x;a) ïåðåìåííîé x îïðåäåëåíà íà âñåé ïðÿìîé Ґ-  < x < +Ґ . Áóäåì 
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïàðàìåòð a ïîëîæèòåëåí. Ñëó÷àé a < 0 èññëåäóåòñÿ àíàëîãè÷íûì 
îáðàçîì. Íî â ýòîì íåò íåîáõîäèìîñòè. Åñëè â íà÷àëüíîì ïåðèîäå íàáëþäàåòñÿ óìåíü-
øåíèå öåíû, ò.å. pi

1 < pi
0 è ai < 0, òî äîñòàòî÷íî íàéòè ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çà-

äà÷è äëÿ (–a) > 0 è ïðèìåíèòü åãî, ïîìåíÿâ íóìåðàöèþ ãðàíè÷íûõ ìîìåíòîâ. 
Ïðè a ≠ 0 ôóíêöèÿ f(x;a) èìååò äâà îñîáûõ çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà: x1 = –a è x2 = 0. 

Â ýòèõ òî÷êàõ îñîáåííîñòè òèïà «0/0» óñòðàíèìû: 
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Àñèìïòîòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x;a) ëåãêî íàõîäÿòñÿ:  

( ) ( ); 1; ; .lim lim a

x x
f x a f x a e

®-Ґ ®+Ґ
= =  

Ïðè a > 0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà 1 < f(–a;a) < f(0;a) < ea. Äîêàçàòåëüñòâà ýëå-
ìåíòàðíû: 1 < aea/(ea – 1) è (ea – 1)/a < ea, ïîñêîëüêó ea – 1 є a + a2/2! + a3/3! +…< a + a2 + 
+ a3/2!+… є aea; íåðàâåíñòâî aea/(ea – 1) Ъ (ea – 1) /a ýêâèâàëåíòíî ïðè a > 0 íåðàâåí-
ñòâàì a2ea Ъ (ea – 1)2 èëè (2 + a2)ea Ъ e2a + 1, à ïîñëåäíåå, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå 
ôóíêöèè ea â ðÿä ïî ñòåïåíÿì (a)k, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå 

(2 + a2)(1 + a + a2/2! + a3/3! +…) є  
є {2 + 2a + 2a2 + (2/3! + 1)a3 +…+ [2/k! + 1/(k – 2)!]ak +…} Ъ 
Ъ {2 + 2a + 2a2 + (23/3!)a3 +…+ (2k/k!)ak +...}.  

Â ýòîì íåðàâåíñòâå êîýôôèöèåíòû ïðè a0, a1, a2, a3 â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ 
ðàâíû, íî êîýôôèöèåíòû ïðè ak (k і 4) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì [2/k! + 1/(k –2)!] < 
< [2k/k!], êîòîðûå òðàíñôîðìèðóþòñÿ â íåðàâåíñòâà 2 + k(k – 1) < 2k, è íåðàâåíñòâî 
aea/(ea – 1) < (ea – 1)/a äîêàçàíî. 

Âûïîëíåííûé ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü ãèïîòåçó 
ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè f(x;a) ïî ïåðåìåííîé x, ò.å. ïîëîæèòåëüíîñòè ïðî-
èçâîäíîé df /dx є g (x ;a). Äëÿ íåå èìååì ôîðìóëó 
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Ôóíêöèÿ g (x;a) òàêæå îïðåäåëåíà íà âñåé îñè x, ïîñêîëüêó åå îñîáåííîñòè òèïà 
«0/0», èìåþùèåñÿ ïðè x1 = -a è x2 = 0, òàêæå óñòðàíèìû (èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå ex 

â ðÿä Ìàêëîðåíà): 
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Çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé df(x;a)/dx â òî÷êàõ x1 = –a è x2 = 0 ïîëîæèòåëüíû, ïî-
ñêîëüêó ïðè a > 0 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 3
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Ïî÷ëåííûå äåéñòâèÿ ñ ðÿäàìè êîððåêòíû èç-çà èõ àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè. 
Íåðàâåíñòâà g(-a;a)>0 è g(0;a)>0 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýâðèñòè÷åñêèå ïîä-

òâåðæäåíèÿ ãèïîòåçû ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè f(x;a). Äîêàæåì âûïîëíåíèå 
(ïðè a > 0) íåðàâåíñòâà ,0);( >axg  âûäåëÿÿ òðè ñëó÷àÿ: 1) 0 < x; 2) x < -a; 3) -a < x < 0 
(ïðè x1 = -a è x2 = 0 îíî óæå äîêàçàíî). Î÷åâèäíî, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî 

H(x;a) є (ea + x – 1)(ex – 1)a - (ea – 1)ex(x + a)x > 0. 

1. Ñëó÷àé 0 < x. Íåðàâåíñòâî H(x;a) Ъ 0 ïðè a > 0 ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó 
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Íî (ex – 1)/xex > 1, ïîñêîëüêó e–x > 1 – x (î÷åâèäíî ãåîìåòðè÷åñêè). Ñëåäîâà-
òåëüíî, 
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2. Ñëó÷àé x < -a. Ââåäåì ïåðåìåííóþ z = -(x + a). Òîãäà z > 0 è 
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Äëÿ ïðîèçâîäíîé df(z;a) /dz ïîëîæèòåëüíîñòü äîêàçàíà (ñëó÷àé 1). Ïîýòîìó èìååì 
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3. Ñëó÷àé -a < x < 0. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè a > 0 (ea - 1) = a + 0,5a2 +… > a. Ïîýòîìó 

H(x;a) є (ex + a - 1)(ex - 1)a - (ea – 1)ex(x + a)x > (ex + a - 1)(ex - 1)a - aex(x + a)x. 

Íî xex = x + x2 + x3/2! +… > x + x2/2! + x3/3! +… = ex - 1. Ñëåäîâàòåëüíî, 

(ex + a - 1)(ex - 1)a - aex(x + a)x > a{(ex + a - 1) - (x + a)] > 0, òàê êàê (x + a) > 0. □ 

Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûáðàòü õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå 
ïåðåìåííîé x, ÿâëÿþùåéñÿ àðãóìåíòîì ôóíêöèè f(x;a), îò êîòîðîãî çàâèñèò çíà÷å-
íèå ñðåäíåé äëÿ ïåðèîäà öåíû Pi[0;1] i-ãî òîâàðà. Â êà÷åñòâå òàêèõ õàðàêòåðíûõ 
çíà÷åíèé äëÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü åå îñî-
áûå òî÷êè x1, x2, â êîòîðûõ îíà äîîïðåäåëÿåòñÿ òàê, ÷òî ñòàíîâèòñÿ íåïðåðûâíîé 
ôóíêöèåé âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíûìè, è òî÷êó x*, â êîòîðîé 
äîñòèãàåò ìàêñèìóìà åå ïðîèçâîäíàÿ. Òî÷êà x* ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ â ñâÿçè ñ òåì, 
÷òî ôóíêöèÿ F(x;a) = [ f(x;a) – 1]/(ea – 1) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, à åå ïðîèçâîäíàÿ – êàê åå ôóíêöèÿ ïëîò-
íîñòè. Òîãäà x* – ìîäà òàêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.  

Ïîêàæåì, ÷òî â îñîáûõ òî÷êàõ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f(x;a) ÿâëÿåòñÿ íå-
ïðåðûâíîé ôóíêöèåé, è âûÿñíèì âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê x1 = –a < 0, x2 = 0 è x*. 
Äëÿ ýòîãî íàéäåì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x;a).  

Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäñòàâëåíèåì ôóíêöèè f(x;a) â âèäå  
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Â ÷èñëèòåëå êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ 210 ,, eee  ïåðåìåíîé e  ðàâíû íóëþ, 
à ÷ëåíû ñ áîëüøèìè ñòåïåíÿìè (k > 3) ïðè 0®e  íå âëèÿþò íà ðåçóëüòàò. Ïîýòîìó 

íàõîäÿòñÿ êîýôôèöèåíòû ïðè .3e  Î÷åâèäíî, ÷òî  

024)12)(1(6 22 >++=+-- aaqaa eeeee  è .0);( >- aaf  

Ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, íàõîäèì  

( )( ) ( )( )2 3 2

2 3 3 30

1 2 / 6 2 1 2 / 6 2
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a a
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e a a a x e a a a
f x a f a
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Âàæíî, ÷òî ,0);0( >ўўaf  ïîñêîëüêó ïðè a > 0 è äëÿ k ≥ 5 èìååì  

12 + k(k – 1) – 6(k – 1) = (k – 3)(k – 4) > 0. 

Òàêèì îáðàçîì, ïðè x 0®  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 3

5
; / 1/ ! 12 1 6 1 0.k
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d f x a dx a k k k k
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Àíàëèòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ d2f(x;a)/dx 2 ïî-
ëîæèòåëüíà ïðè x < x*, îòðèöàòåëüíà ïðè x* < x è, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå 
d2f(x;a)/dx 2 = 0 èìååò åäèíñòâåííîå è ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå x = x*, çàòðóäíåíî. Ïî-
ýòîìó óíèìîäàëüíîñòü ôóíêöèè );( ўaxf  ïðîâåðåíà ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðè ðàçëè÷-

íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a. Çàìåòèì, ÷òî èç äîêàçàííîãî ïðè x = 0 íåðàâåíñòâà 
0);0( >ўaf  ñëåäóåò, ÷òî x* > 0.  

Ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 1 ïðèìåðû ãðàôèêîâ ôóíêöèé f(x;a) ïðè øåñòè ðàçëè÷-
íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a (a = 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 1,0; 1,5) ïîêàçûâàþò, ÷òî â îêðå-
ñòíîñòè x = 0 ýòè ôóíêöèè ïî÷òè ëèíåéíû è äëÿ èõ òî÷åê ïåðåãèáà 0* »x . Àíàëè-
çèðóÿ ãðàôèêè ôóíêöèé f(x;a), ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî èíòåãðàëüíîé ôóíêöèåé 

ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ F(x;a)=
1

1);(
-

-
ae

axf
 ïðè a > 0 è F(x;a)=

ae
axf
-

-

1
1);(

 

ïðè a < 0.  
Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîãî çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà x äëÿ ôóíêöèè 

f(x;a) ïðè a ≠ 0 ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìàòðèâàòü x* - ðåøåíèå óðàâíåíèÿ d2f(x;a)/dx2 = 0, 
ïðåäñòàâèìîãî ïðè x ≠ 0 â âèäå óðàâíåíèÿ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2
; 1 1 2 1 1 2 1 1 0,a x x a x x x a xh x a e e e x x a e e e a x a a e e+є - + + - - - + - - - =  

èëè åãî ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå x = 0. Àðãóìåíòó x* ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà ïåðåãèáà 
ôóíêöèè f(x;a) è íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ýòîé ôóíêöèè. Çàìåòèì, 
÷òî õîòÿ x = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ, íî íå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ d2f(x;a)/dx 2 = 0. 
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Ðèñ. 1. Ãðàôèêè ôóíêöèé f (x;a) 
 
Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ïðåäëàãàåìîãî ñïîñîáà îöåíèâàíèÿ ñðåäíåé öå-

íû Pi[0] âàæíî òî, ÷òî ðåøåíèå x* íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà a є ai è î÷åíü ìàëî, ÷òî 
áûëî îáíàðóæåíî â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðè ðàñ÷åòå 
öåíû Pi(0) èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèå ýêñïîíåíòû exp(x*) » 1 + 1,11 × 10–16 » 1, ò.å. ïðè-
íèìàòü x = 0. ×òîáû îöåíèòü çíà÷åíèå ïîëîæèòåëüíîãî êîðíÿ x* óðàâíåíèÿ h (x;a) = 0 
â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà a, íà ñåòêå çíà÷åíèé x áûëè ðàññ÷èòàíû çíà-
÷åíèÿ ôóíêöèè h (x;a), ÿâëÿþùåéñÿ ÷èñëèòåëåì äëÿ ïðîèçâîäíîé  
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( ) ( )
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Áûëè âû÷èñëåíû ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè h(x;a) ïðè çíà÷åíè-
ÿõ ïàðàìåòðà a è ïåðåìåííîé x èç îòðåçêà, ñîäåðæàùåãî òî÷êó x*(a), äëÿ êîòîðîé 
h (x*;a) = 0. Ðåçóëüòàòû ïîäòâåðäèëè áëèçîñòü x*(a) ê x = 0 è óêàçûâàþò íà âàæíîå 
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ñïåöèôè÷åñêîå ñâîéñòâî óðàâíåíèÿ g(x;a) = 0. Îíî ñîñòîèò â òîì, ÷òî åãî ïîëîæè-
òåëüíîå ðåøåíèå x* íå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a. Çíà÷åíèå íåïðåðûâíîé 
ôóíêöèè g(x;a) ìåíÿåò çíàê â èíòåðâàëå (1,1107651255×10–16; 1,1107651258×10–16) 
ïðè a ìåæäó 0 è 50. Âû÷èñëåíèå êîðíÿ x* ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ áîëüøåé òî÷íîñòüþ íå 
èìååò ñìûñëà. Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü åãî ïðèáëèæåí-
íîå è íåçàâèñÿùåå îò a çíà÷åíèå x = 0. Èñïîëüçîâàíèå x = 0 âìåñòî x* öåëåñîîáðàç-
íî, åñëè ó÷èòûâàòü òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóåìûõ äàííûõ. Åìó ñîîòâåòñòâóåò 
äîïîëíèòåëüíîå ñîîòíîøåíèå: pi

0(qi
0)2 = pi

1(qi
1)2.  

Äëÿ ôóíêöèè F(x;a) = sign(a)[ f(x;a) – 1]/(ea – 1), èíòåðïðåòèðóåìîé (ïðè a ≠ 1) 
êàê ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x, çíà÷åíèå x* îïðåäåëÿåò åå 
ìîäó. Âåëè÷èíà x = 2lnzi – ai ïðè èçâåñòíûõ çíà÷åíèÿõ öåí pi

0 è pi
1 i-ãî òîâàðà â íà-

÷àëüíûé è êîíå÷íûé ìîìåíòû âðåìåíè ðàññìàòðèâàåìîãî ïåðèîäà ìîæåò òðàêòîâàòü-
ñÿ êàê ñëó÷àéíàÿ, ïîñêîëüêó â ôîðìóëå x = 2ln(vi

1/vi
0) – ln(pi

1/pi
0) îòíîøåíèå vi

1/vi
0 

çíà÷åíèé ôóíêöèè ïëîòíîñòè äëÿ ñòîèìîñòè ýòîãî òîâàðà â òå æå ìîìåíòû âðåìåíè 
íåèçâåñòíî è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòî îòíîøåíèå ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê ñëó÷àéíàÿ 
âåëè÷èíà. Áûëî äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ F(x;a) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è èìååò ïðåäåëû 
lim F( ; ) 0,x x a®-Ґ =  lim F( ; ) 1.x x a®+Ґ =  Åå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ ðàñïðå-

äåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ îò -Ґ  äî +Ґ . 
Ïðåäëàãàåìàÿ îöåíêà îòíîøåíèÿ ñðåäíåé è íà÷àëüíîé öåí Pi(0)/pi

0 ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé îöåíêó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ïëîòíîñòè ñëó÷àéíîé 
âåëè÷èíû x è ñòàòèñòè÷åñêè èçìåðåííûì çíà÷åíèÿì âåëè÷èí pi

0, pi
1, Vi(0). Ïî çíà÷å-

íèþ x* ìîæåò áûòü íàéäåíà âåëè÷èíà zi = exp[(x* + ai)/2] = exp(x*/2)(pi
1/pi

0)0,5.  
Çàòåì âû÷èñëÿëàñü áû ñðåäíÿÿ äëÿ ïåðèîäà öåíà Pi(0). Â åñòåñòâåííîì ñëó-

÷àå, êîãäà èñïîëüçóåòñÿ ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå x* @ x = 0, ïîëó÷àåì zi = (pi
1/pi

0)0,5 è 

íàõîäèì ñðåäíþþ öåíó 
( ) ( )( )
( ) ( )

0 1 0

(2ln ) / ln 1 0

1 1 2 ln
(0) ,

ln /2 1 lni i i

i i i i i i i
i z a z

i ii i

p z z z a p p
P

p pz z-

+ - - -
= =

й щ-
л ы

  

åñëè pi
1 № pi0. Â ñëó÷àå pi

1 = pi0 è ai = 0 ýòà ôîðìóëà ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõî-
äà ïðè pi

1 ® pi0 òðàíñôîðìèðóåòñÿ â ôîðìóëó Pi(0) = pi0 = pi
1 è, ñëåäîâàòåëüíî, Pi(0) 

ðàâíà ëîãàðèôìè÷åñêîìó ñðåäíåìó äëÿ öåí pi0 è pi
1 â ãðàíè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè. 

Ýòî âïîëíå ëîãè÷íî, ïîñêîëüêó èñïîëüçîâàëàñü ãèïîòåçà î òðàåêòîðèÿõ ïëîòíîñòåé öåí 
è êîëè÷åñòâ, àíàëîãè÷íûõ òðàåêòîðèÿì, ïîðîæäàþùèì èíäåêñû Äèâèçèà - Ìîíòãî-
ìåðè. 

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå íà÷àëüíîãî áàçîâîãî ïåðèîäà çíà÷åíèå 
ïëîòíîñòè êîëè÷åñòâ â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ïåðèîäà [0;1] íåèçâåñòíû è óäîâëåòâîðÿþò 
óñëîâèþ 2Vi(0) = vi

0 + vi
1, â êîòîðîì öåíû pi0, pi

1 è ïîòîê Vi(0) ñòîèìîñòè ñòàòèñòè-
÷åñêè èçìåðåíû. Ïîýòîìó, ÷òîáû ïðîäîëæèòü âû÷èñëåíèÿ ïðåäëàãàåìûõ îöåíîê ñðåä-
íèõ öåí äëÿ ïîñëåäóþùèõ ïåðèîäîâ, íåîáõîäèìî íàéòè çíà÷åíèå ïëîòíîñòè â íà-
÷àëüíûé äëÿ ïåðèîäà ñ τ О [1;2] ìîìåíò âðåìåíè t = 1. Ïðè íàéäåííîì çíà÷åíèè x* 
äëÿ ïåðèîäà [0;1] âåëè÷èíû qi0 è qi

1 íàõîäèëèñü áû êàê ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé 

( )
1 1 1

0 0 1 1 *
0 0 00 , 2ln ln .i i i

i i i i i
i i i

p q pp q p q V x
p q p

ж ц ж ц
+ = = +з ч з чз ч з ч

и ш и ш
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Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ëåãêî íàõîäèòñÿ:  

,)0(
*5,0100

0
x

iii

i
i

eppp

Vq
+

=  .)0()0(
*

*

* 5,0101

5,0
*5,0

0

1

5,0100
1

x
iii

x
ix

i

i
x

iii

i
i

eppp

eVe
p
p

eppp

Vq
+

=
+

=  

Îíî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñëó÷àé pi0 = pi
1. Ýòè ôîðìóëû óïðîùàþòñÿ ïðè 

èñïîëüçîâàíèè ïðèáëèæåíèÿ x = 0 âìåñòî x*. 
Âòîðîé âàðèàíò îïðåäåëåíèÿ îäíîðîäíîãî ïåðèîäà ñ èçìåíÿþùèìèñÿ öåíàìè 

áóäåì ñâÿçûâàòü ñ òðàäèöèîííîé äëÿ ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè è ñòàòèñòèêè ãèïîòåçîé 
ïîñòîÿíñòâà òåìïîâ ðîñòà äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïîêàçàòåëåé. Ïóñòü òðàåêòîðèè ìî-
ìåíòíûõ êîëè÷åñòâ, öåí è ñòîèìîñòåé ïðîäóêòîâ çàäàþòñÿ â âèäå  

qi(t) = qi
0(qi

1/qi
0) t, pi(t) = pi

0(pi
1/pi

0)t , v(t) = vi
0(vi

1/vi
0)t  є pi

0qi
0{(pi

1qi
1)/(pi

0qi
0}t , 

ãäå 0 ≤ t ≤ 1, i = 1,…,n. Âåëè÷èíû Vi[0] è Qi[0] íàõîäÿòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì 

Vi(0)=(vi
1 – vi

0)/ln(vi
1/vi

0), Qi(0) = (qi
1 – qi

0)/ln(qi
1/qi

0), 

è äëÿ ñðåäíåé (äëÿ ïåðèîäà) öåíû ïîëó÷àåì  

( )
( )

( )
1 01 1 0 0

1 0 1 1 0 0

ln /
P 0 .

ln /

i ii i i i
i

i i i i i i

q qp q p q
q q p q p q
-

= Ч
-

 

Â ýòîé ôîðìóëå ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè ìãíîâåííûå öåíû pi0, pi
1 è ñòà-

òèñòè÷åñêè íå íàáëþäàþòñÿ ìãíîâåííûå êîëè÷åñòâà qi0, qi
1. Ââîäÿ ïàðàìåòð  

a = ln(pi
1/pi0) è ïåðåìåííóþ x = ln(qi

1/qi0), ïðåîáðàçóåì åå ê âèäó  

),;(
))(1(

)1()0(
0

axf
axe
xe

p
P

x

ax

i

i є
+-

-
=

+

 

ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþùåìó ñ ôîðìóëîé, ïîëó÷åííîé â ïåðâîì âàðèàíòå. Ýòî ïîçâîëÿ-
åò, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû àíàëèçà ñâîéñòâ ôóíêöèè f(x;a), âûáðàòü äëÿ ïåðåìåí-
íîé x çíà÷åíèå x*, ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ d2f(x;a)/dx2 = 0, è åãî ïðèáëè-
æåíèå x = 0. Åñëè èñïîëüçóåòñÿ çíà÷åíèå x = 0, òî â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî ñî-
îòíîøåíèÿ èñïîëüçóåì qi

1 = qi0 è ïîëó÷àåì 

Qi(0) = qi
0, Pi(0) = ( pi

1 – pi
0)/ln( pi

1/pi
0) è qi

0 = Vi(0)/Pi(0). 

Åñëè âûáèðàåòñÿ íàéäåííîå ÷èñëåííî çíà÷åíèå x*, òî çíà÷åíèÿ ìãíîâåííûõ 
êîëè÷åñòâ qi

0, qi
1 ïîëó÷àåòñÿ êàê ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé qi

1 – qi
0exp(x*) = 0, 

(vi
1 – vi

0)/ln(v1
i /vi

0) = Vi(0), â êîòîðîé ñóììàðíàÿ (äëÿ ïåðèîäà) ñòîèìîñòü Vi(0) i-ãî 
ïðîäóêòà ïðåäïîëàãàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè èçìåðåííîé. Åå ðåøåíèå íàõîäèòñÿ ýëåìåí-
òàðíî: 

qi
0 = Vi(0)(ai + xi

*){pi
1exp(xi

*) – pi
0}, qi

1 = qi
0exp(xi

*). 
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïåðâîíà÷àëüíîãî ïåðèîäà ñ íåèçâåñòíûì çíà÷åíèåì qi0 íà-
õîäÿòñÿ ñðåäíÿÿ öåíà Pi(0), ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî Qi(0) є Vi(0)/Pi(0) è ïàðàìåòð qi

1, 
íåîáõîäèìûé äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàññ÷èòûâàòü ñðåäíþþ öåíó Pi(1) è êîëè÷åñòâî Qi(1) 
äëÿ ñëåäóþùåãî ïåðèîäà.  

Âûáîð âàðèàíòà îïðåäåëåíèÿ îäíîðîäíîñòè ïåðèîäîâ íå âëèÿåò íà çíà÷åíèÿ 
Pi(0) è Qi(0), òàê êàê â âàðèàíòàõ èñïîëüçóåòñÿ îáùåå çíà÷åíèå ñòîèìîñòè Vi(0) è 
îäíî è òîæå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ai = ln( pi

1/pi
0). Ïîýòîìó çíà÷åíèå öåíû Pi(0), ïîëó÷àå-

ìîå ïðè x = x* èëè x = 0, ÿâëÿåòñÿ îáùèì äëÿ ýòèõ âàðèàíòîâ, îáùèì áóäåò è çíà-
÷åíèå Qi(0) = Vi(0)/Pi(0). 

Ôîðìóëà äëÿ ðàñ÷åòà ñðåäíåé öåíû Pi(0), ðåêîìåíäóåìàÿ äëÿ ïðèìåíåíèÿ, åñëè 
åùå íå îïðåäåëÿëîñü ðàñ÷åòíîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè qi(0) íà ìîìåíò íà÷àëà ïåðèîäà, 
ò.å. äëÿ ôèíàëüíîãî ìîìåíòà ïðåäûäóùåãî ïåðèîäà, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì îòíîñèòåëü-
íîì èçìåíåíèè öåí ïðåîáðàçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ èñïîëüçîâàíèÿ ðàçëîæåíèÿ ln( pi

1/pi
0) â 

ðÿä 

ln( pi
1/pi

0) є ln{1 + ( pi
1 – pi

0)/pi
0} є ln(1 + u) = u – 2–1u2 + 3–1u3 – 4–1u4 +... . 

Îãðàíè÷èâàÿñü êâàäðàòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì, ïîëó÷àåì äëÿ Pi(0) 
Pi(0) = pi

0/(1,5pi
0 – pi

1) = pi
0/{1 – 0,5( pi

1 – pi
0)/pi

0} » pi
0{1 + 0,5(( pi

1 – pi
0)/pi

0 + 

+ [0,5(( pi
1 – pi

0)/pi
0]2 + ...= 0,5( pi

0 + pi
1) + 0,25( pi

1 – pi
0)2/pi

0 +... . 

Ïîýòîìó ÷àñòî ïðèìåíÿåìàÿ â ïðàêòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ôîðìóëà äëÿ ñðåäíåé 
(äëÿ ïåðèîäà) öåíû Pi(0) » ( pi

0 + pi
1)/2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèáëèæåíèå ê ïîëó÷åí-

íîìó èñõîäÿ èç òåîðåòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé çíà÷åíèþ. Âàæíî, ÷òî äëÿ îöåíîê ñðåä-
íèõ öåí ïðè pi

1 > pi
0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 

Pi(0) є ( p1
i – pi

0)/ln( p1
i /pi

0) < ( p0
i + pi

1)/2 є pi
0 + ( pi

1 – pi
0)/2, 

êîòîðîå ñëåäóåò èç ôîðìóëû  

lnz = 2[x + 3–1x2 + 5–1x3 +...] = 2еҐ

=

-

-1

12

12k

k

k
x

 ïðè x є (z – 1)/(z + 1). 

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè èñïîëüçîâàíèè îöåíêè ñðåäíåé öåíû ( pi
0 + p1

i)/2 ïðîèñõîäèò çà-
íèæåíèå îöåíêè êîëè÷åñòâà Qi(0) ïî ñðàâíåíèþ ñ îöåíêîé Vi(0)/{( p1

i – pi
0)/ln( p1

i /pi
0)}. 

Â òàáë. 1 äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèé F1(x) = (x + 1)/2 è 
F2(x) = (x – 1)/lnx ïðè çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà x є p1

i /pi
0 îò 1 äî 5. Îíà íàãëÿäíî ïîêàçû-

âàåò, ÷òî òîëüêî ïðè ìàëûõ îòíîñèòåëüíûõ èçìåíåíèÿõ öåíû ðàçëè÷èÿ äâóõ îöåíîê 
ñðåäíåé äëÿ ïåðèîäà öåíû íåñóùåñòâåííû. Ïðè 40-ïðîöåíòíîì ðîñòå êàêîé-ëèáî öå-
íû âûáîð ãèïîòåçû äèíàìèêè öåíû â òå÷åíèå ïðåäïîëàãàåìîãî îäíîðîäíûì ïåðèîäà 
óæå çíà÷èìî âëèÿåò íà ïðèíèìàåìóþ îöåíêó ñðåäíåé äëÿ ïåðèîäà öåíû è ñóììàð-
íîãî êîëè÷åñòâà i-ãî ïðîäóêòà. 

Òàêæå áûëà ðàññìîòðåíà â ñëåäóþùèõ òðåõ âàðèàíòàõ ëèíåéíàÿ ãèïîòåçà çà-
âèñèìîñòè ïåðåìåííûõ vi(t), qi(t) è pi(t) îò âðåìåíè. 
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Âàðèàíò 3: vi(t), qi(t) – ëèíåéíû ïî t. Òîãäà  

Vi(0) = 0,5(vi
0 + vi

1), Qi(0) = 0,5(qi
0 + qi

1), Pi(0)=(vi
0 + vi

1)/(qi
0 + qi

1). 

Âàðèàíò 4: qi(t), pi(t) – ëèíåéíû ïî t. Òîãäà  

Qi(0) = 0,5(qi
0 + qi

1), Vi(0) = (pi
0 + pi

1)(qi
0 + qi

1)/3, Pi(0) = (2/3)(qi
0 + qi

1). 

Âàðèàíò 5: vi(t), pi(t) – ëèíåéíû ïî t. Òîãäà  

Vi(0) = 0,5(vi
0 + vi

1), Qi(0) = (vi
1 – vi

0)/(pi
1 – pi

0)+{(vi
0pi

1 – vi
1pi

0)/(pi
1 – pi

0)2}ln(pi
1/pi

0), 
Pi(0) = Vi(0)/Qi(0). 

 
Òàáëèöà 1. 

Ñðàâíåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèé F1(x) = (x + 1)/2 è F2(x) = (x – 1)/lnx  
(èñïîëüçóåìûõ ïðè îöåíèâàíèè ñðåäíåé äëÿ ïåðèîäà öåíû ïðîäóêòà) 

x (x + 1)/2 (x – 1)/ln(x) Ðàçíîñòü x (x + 1)/2 (x – 1)/ln(x) Ðàçíîñòü 

1,01 1,00500 1,00499 0,00001 1,45 1,22500 1,21110 0,01390 

1,02 1,01000 1,00997 0,00003 1,50 1,25000 1,23315 0,01685 

1,03 1,01500 1,01493 0,00007 1,55 1,27500 1,25498 0,02002 

1,04 1,02000 1,01987 0,00013 1,60 1,30000 1,27659 0,02341 

1,05 1,02500 1,02480 0,00020 1,65 1,32500 1,29799 0,02701 

1,06 1,03000 1,02971 0,00029 1,70 1,35000 1,31919 0,03081 

1,08 1,04000 1,03949 0,00051 1,75 1,37500 1,34021 0,03479 

1,10 1,05000 1,04921 0,00079 1,80 1,40000 1,36104 0,03896 

1,15 1,07500 1,07325 0,00175 1,85 1,42500 1,38170 0,04330 

1,20 1,10000 1,09696 0,00304 1,90 1,45000 1,40219 0,04781 

1,25 1,12500 1,12036 0,00464 2,00 1,50000 1,44270 0,05730 

1,30 1,15000 1,14345 0,00655 3,00 2,00000 1,82048 0,17952 

1,35 1,17500 1,16626 0,00874 4,00 2,50000 2,16404 0,33596 

1,40 1,20000 1,18881 0,01119 5,00 3,00000 2,48534 0,51466 

 
Äëÿ ýòèõ âàðèàíòîâ íå óäàåòñÿ ïðåäëîæèòü è îáîñíîâàòü ñâîè äîïîëíèòåëüíûå 

ñîîòíîøåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå íàõîäèòü âåëè÷èíû qi
0, qi

1, Pi(0) ïî èçâåñòíûì Vi(0), pi
0, 

pi
1. Íî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèÿ: (r = 1) pi

0(qi
0)2 = pi

1(qi
1)2 èëè (r = 2) qi

0 = qi
1, 

íà êîòîðûõ îñíîâûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî Âàðèàíòû 1 è 2. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì 
ôîðìóëû äëÿ ñðåäíåé öåíû Pi(0), îáîçíà÷àåìûå Pi(0)kr, ãäå k = 1,2,3,4,5 è r = 1,2: 
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( ) ( )
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 0
0 1

11 22 12 32 521 0

0 1

21 310 1 1 0 0 1

0 1
41 42 51 1 0 1 0 0 1

P 0 P 0 , P 0 P 0 P 0 0,5 ,
ln /

2P 0 , P 0 ,
1/ 1/ / /

0,5P 0 P 0 2 / 3 , P 0 .
ln / / 1/

i i
i i i i i i i

i i

i i
i i

i i i i i i

i i i i i
i i i i i i

p p
p p

p p

p p

p p p p p p

p p
p p p p p p

-
= = = = = +

+
= =

+ +

= = + =
- - +

 

Èç ýòèõ ôîðìóë ñëåäóåò, ÷òî òðàäèöèîííàÿ äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè îöåí-
êà (pi

0 + pi
1)/2 ñðåäíåé äëÿ ïåðèîäà öåíû ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ ïî êðàéíåé ìåðå 

òðåìÿ ñïîñîáàìè: êàê Pi(0)12, êàê Pi(0)32 è êàê Pi(0)52.  
Äëÿ ïîëó÷åííûõ èíäåêñîâ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ Pi(0)31 = Pi(0)12 × Pi(0)21, 

Pi(0)11 = 2/{(1/Pi(0)12 + 1/Pi(0)21} è öåïî÷êà íåðàâåíñòâ  

Pi(0)41 > Pi(0)12 ≥ Pi(0)11 ≥ Pi(0)51 ≥ Pi(0)21 ≥ Pi(0)31. 

Â íèõ ðàâåíñòâà ðåàëèçóþòñÿ ïðè pi
1 = pi

0. Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâà íåðà-
âåíñòâ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî öåíû pi

0 є p0, pi
1 є p1 è ñðåäíèå öåíû Pi(0)kr є Pkr ïîëîæèòåëüíû. 

Íåðàâåíñòâî P41 є (2/3)( p0 + p1) > (1/2)( p0 + p1) є P12 î÷åâèäíî. Íåðàâåíñòâî  
P12 і P11 áûëî äîêàçàíî âûøå. Áàëê [11] ñîîáùàåò, ÷òî îíî áûëî äîêàçàíî Ëîðåíöåíîì 
[20]. Íåðàâåíñòâî P11 є ( p1 – p0)/ln(p1/p0) Ъ (1/2){1/P11 – 1/( p0 + p1)} є P51 ïðåîáðàçóåòñÿ 
â íåðàâåíñòâî P12 Ъ P11. Ïîýòîìó P11 і P51. Íåðàâåíñòâî 

{ } ( )

( ) ( )

0 1 0 1 0 1

21 312 20 1

2
P P

p p p p p p p p

p p

+ Ъ =
є є

+
 

ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó 2{( p0)2 + ( p1)2} Ъ (p0 + p1)2. Íî ( p1 – p0)2 і 0, ïîýòîìó P21 і P31. 
Ñëîæíåå äîêàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî P51 і P21. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé p1 і p0. Â ïå-

ðåìåííûõ x = lnp1, y = lnp0 è z = x – y і 0 îíî çàïèñûâàåòñÿ êàê  

[(e z – 1)/z]{1 + (2 + e z + e–z)/4} Ъ (1 + e z). 

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé e z è e–z â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì z, ïðåäñòàâèì 
ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â âèäå 
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(1 + z/2 + z2/6 +z3/24 + z 4/120 +...)(2 +z2/4 +z 4/48 +...) Ъ (2 + z + z2/2 + z3/6 + z 4/24 +...). 



2010 ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÉ ÆÓÐÍÀË ÂØÝ 459 
 

Ïåðåìíîæàÿ ðÿäû â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà, ñðàâíèì êîýôôèöèåíòû ïðè ñòå-
ïåíÿõ z â ëåâîé è ïðàâîé åãî ÷àñòÿõ. Êîýôôèöèåíòû ïðè (z)0 є 1 è ïðè z ñîâïàäàþò. 
Ïðè z2 ïîëó÷àåì êîýôôèöèåíò â ëåâîé ÷àñòè (1/3 + 1/4) = 7/12, êîòîðûé áîëüøå 
êîýôôèöèåíòà â ïðàâîé ÷àñòè. Àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì äëÿ êîýôôèöè-
åíòîâ ïðè z3 è z 4.  

Ïîêàæåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû аr è br = 1/r! ïðè z r ñîîòâåòñòâåííî â ëåâîé è ïðà-
âîé ÷àñòÿõ íåðàâåíñòâà òàêîâû, ÷òî аr > br. Íåðàâåíñòâî аr Ъ br, ðàññìàòðèâàåìîå ïðè 
íå÷åòíîì r = 2t – 1,  

2/(2t)! + 0,5{1/[(2t – 2)!(2t)!] + 1/[(2t – 2)! 4!] +...+ 1/[2!(2t – 2)!]} Ъ 1/(2t – 1)! 

ïîñëå óìíîæåíèÿ íà (2t)! ïðåâðàùàåòñÿ â íåðàâåíñòâî  

2 + 0,5{(2t – 1)t +...+ (2t – 1) t} > 2 + (2t – 1) t Ъ 2t. 

Çàìå÷àåì, ÷òî íåðàâåíñòâî 2 + (2t – 1) t і 2t âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ t. Ñëåäîâà-
òåëüíî, a2t – 1 > b2t – 1. 

Ïðè ÷åòíîì r = 2t íåðàâåíñòâî аr Ъ br ïðåâðàùàåòñÿ â íåðàâåíñòâî 

0,5{1/(2t)! + 1/[3!(2t – 2)!] + 1/[5!(2t – 4)!] +...+ 1/[(2t – 1)!2!]} + 2/(2t + 1)! Ъ 1/(2t)!, 

êîòîðîå ïîñëå óìíîæåíèÿ íà (2t)! äàåò 0,5{1 +...+ t} + 2/(2t + 1) > 0,5 + 0,5t + 2/(2t + 1) Ъ 1.  
Íî íåðàâåíñòâî 0,5 + 0,5t + 2/(2t + 1) > 1 âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ t. Ïîýòîìó a2r > b2r. 

È èç íåîòðèöàòåëüíîñòè ïåðåìåííîé z è ïîëîæèòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ ar è br ñëå-
äóåò íåðàâåíñòâî P51 і P21. 

Ñëó÷àé p0 > p1 ñâîäèòñÿ ê óæå ðàññìîòðåííîìó, ïîñêîëüêó ñðåäíèå öåíû P51 è 
P21 ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè ôóíêöèÿìè îò ïåðåìåííûõ p0 è p1.  

Äëÿ âñåõ âàðèàíòîâ íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòåé qi
0, qi

1 è ôîðìóëû, ñîîò-
âåòñòâóþùèå îñîáîìó ñëó÷àþ pi

1 = pi
0. Íî òîëüêî ïåðâûé âàðèàíò îñíîâûâàåòñÿ íà 

òî÷íî ôîðìóëèðóåìîé èíòåðïðåòàöèè îäíîðîäíîñòè ïåðèîäà ñ öåíàìè, êîòîðûå íå 
ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. 

 
4. Ñðàâíåíèå ñòðóêòóðíî-äèíàìè÷åñêèõ è ñòàòè÷åñêèõ èíäåêñîâ  

äëÿ àãðåãèðîâàííûõ ïåðèîäîâ 
 
Íà óñëîâíîì, íî õàðàêòåðíîì ïðèìåðå ïðîäåìîíñòðèðóåì âîçìîæíûå ðàçëè-

÷èÿ çíà÷åíèé èíäåêñîâ öåí è êîëè÷åñòâ, ðàññ÷èòûâàåìûõ êàê òðàäèöèîííûå, ò.å. ñòà-
òè÷íûå, è êàê ñòðóêòóðíî-äèíàìè÷åñêèå èíäåêñû. Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ áóäåì 
èñïîëüçîâàòü öåíû è êîëè÷åñòâà øåñòè ïðîäóêòîâ â ïÿòè ïåðèîäàõ èç «Ðóêîâîäñòâà» 
[13, ñh. 19]. Ýòèì ïðèìåðîì Ý. Äèâåðò èëëþñòðèðóåò ðàñ÷åòû è ñâîéñòâà ðàçëè÷íûõ 
ñòàòè÷íûõ èíäåêñîâ. Ïðèìåð áûë ïîäãîòîâëåí òàê, ÷òîáû õàðàêòåðèçîâàòü òåíäåíöèè 
â äèíàìèêå öåí è êîëè÷åñòâ ãðóïï ïðîäóêòîâ. Ïðîäóêòû èíòåðïðåòèðîâàëèñü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: i = 1 – ãðóïïà ñåëüñêîõîçÿéñòâåííûõ ïðîäóêòîâ; i = 2 – ýíåðãîíîñèòå-
ëè; i = 3 – òðàäèöèîííûå ïðîìûøëåííûå òîâàðû; i = 4 – âûñîêîòåõíîëîãè÷íûå ïðî-
ìûøëåííûå òîâàðû; i = 5 – òðàäèöèîííûå óñëóãè; i = 6 – âûñîêîòåõíîëîãè÷íûå óñ-
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ëóãè. Íåñìîòðÿ íà óñëîâíûé õàðàêòåð äàííûõ (ãëàâà 19 â [13] íàçûâàåòñÿ «Ïîñòðîåíèå 
èíäåêñîâ öåí ñ èñïîëüçîâàíèåì íàáîðà óñëîâíûõ äàííûõ»), áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðå-
çóëüòàò ðàñ÷åòîâ ïî íèì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê â öåëîì ñîîòâåòñòâóþùèé ðåà-
ëèñòè÷åñêîé äèíàìèêå öåí â ðàçâèòûõ ýêîíîìèêàõ. 

Ïî ýòèì äàííûì áûëè ñêîíñòðóèðîâàíû öåíû è êîëè÷åñòâà 6 ïðîäóêòîâ â 21 
ýëåìåíòàðíîì ïåðèîäå (t = 0,1,…,20). Ïåðèîäû ñ t = 1….,20 âêëþ÷åíû â 4 àãðåãèðî-
âàííûõ ïåðèîäà, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç 5 ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýëåìåíòàðíûõ 
ïåðèîäîâ. Àãðåãèðîâàííûì èëè À-ïåðèîäàì äàíû íîìåðà J = 0, I, II è III. Äàííûå èç 
[13] èñïîëüçîâàëèñü êàê öåíû è êîëè÷åñòâà äëÿ îïîðíûõ ïåðèîäîâ ñ íîìåðàìè t = 0, 
5, 10, 15 è 20. Äëÿ îñòàëüíûõ ýëåìåíòàðíûõ ïåðèîäîâ öåíû è êîëè÷åñòâà ïðîäóêòîâ 
ïîëó÷åíû ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèåé äàííûõ äëÿ îïîðíûõ ïåðèîäîâ. Ðàññ÷èòàííûå 
öåíû è êîëè÷åñòâà ïðîäóêòîâ ïðèâåäåíû â òàáë. 2, 3 è èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2, 3 .  

Òàáëèöà 2. 
Öåíû ëèíåéíîé öåïè ïåðèîäîâ 

t P1 P2 P3 P4 P5 P6 

0 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 

1 1,04 1,40 1,06 0,94 1,08 0,96 

2 1,08 1,80 1,12 0,88 1,16 0,92 

3 1,12 2,20 1,18 0,82 1,24 0,88 

4 1,16 2,60 1,24 0,76 1,32 0,84 

5 1,20 3,00 1,30 0,70 1,40 0,80 

6 1,16 2,60 1,34 0,66 1,46 0,76 

7 1,12 2,20 1,38 0,62 1,52 0,72 

8 1,08 1,80 1,42 0,58 1,58 0,68 

9 1,04 1,40 1,46 0,54 1,64 0,64 

10 1,00 1,00 1,50 0,50 1,70 0,60 

11 0,96 0,90 1,52 0,46 1,74 0,56 

12 0,92 0,80 1,54 0,42 1,78 0,52 

13 0,88 0,70 1,56 0,38 1,82 0,48 

14 0,84 0,60 1,58 0,34 1,86 0,44 

15 0,80 0,50 1,60 0,30 1,90 0,40 

16 0,84 0,60 1,60 0,26 1,92 0,36 

17 0,88 0,70 1,60 0,22 1,94 0,32 

18 0,92 0,80 1,60 0,18 1,96 0,28 

19 0,96 0,90 1,60 0,14 1,98 0,24 

20 1,00 1,00 1,60 0,10 2,00 0,20 
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Òàáëèöà 3. 
Êîëè÷åñòâà ëèíåéíîé öåïè ïåðèîäîâ 

t Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6 

0 1,00 1,00 2,00  1,00 4,50 0,50 

1 0,96 0,98 1,98  1,06 4,54 0,52 

2 0,92 0,96 1,96  1,12 4,58 0,54 

3 0,88 0,94 1,94  1,18 4,62 0,56 

4 0,84 0,92 1,92  1,24 4,66 0,58 

5 0,80 0,90 1,90  1,30 4,70 0,60 

6 0,84 0,94 1,88  1,64 4,70 0,64 

7 0,88 0,98 1,86  1,98 4,82 0,68 

8 0,92 1,02 1,84  2,42 4,88 0,72 

9 0,96 1,06 1,82  2,76 4,94 0,76 

10 1,00 1,10 1,80  3,00 5,00 0,80 

11 1,04 1,12 1,82  3,60 5,12 0,90 

12 1,08 1,14 1,84  4,20 5,24 1,00 

13 1,12 1,16 1,86  4,80 5,36 1,10 

14 1,16 1,18 1,88  5,40 5,48 1,20 

15 1,20 1,20 1,90  6,00 5,60 1,30 

16 1,14 1,20 1,92  7,20 5,78 1,54 

17 1,08 1,20 1,94  8,40 5,96 1,78 

18 1,02 1,20 1,96  9,60 6,14 2,02 

19 0,96 1,20 1,98 10,80 6,32 2,26 

20 0,90 1,20 2,00 12,00 6,50 2,50 

 
Ñòàòè÷íûå èíäåêñû öåí IP(J – 1;J) è êîëè÷åñòâ IQ(J – 1;J) äëÿ ïàð ñîñåäíèõ àã-

ðåãèðîâàííûõ ïåðèîäîâ ñ J = I, II è III ðàññ÷èòàíû ïî ñóììàðíûì ñòîèìîñòÿì Vi (J), 
êîëè÷åñòâàì Qi (J) è öåíàì Pi (J) â 12 âàðèàíòàõ. Â âàðèàíòàõ èñïîëüçóþòñÿ ñöåïëåí-
íûå èíäåêñû öåí Ëàñïåéðåñà IPL, Ïààøå IPP, ãåîìåòðè÷åñêèå (ëîãàðèôìè÷åñêèå) 
èíäåêñû öåí Ëàñïåéðåñà IPLG è Ïààøå IPPG, èíäåêñû öåí Ìàðøàëëà – Ýäæâîðòà 
IPME, Óîëøà IPW, Òåéëà IPTh, Ñòþâåëà IPSt, Ôèøåðà IPF, Òîðíêâèñòà IPTo, Ìîíò-
ãîìåðè – Âàðòèà IPMV è Ñàòî – Âàðòèà IPSV. Èíäåêñû êîëè÷åñòâ íàõîäÿòñÿ êàê èìï-
ëèöèòíûå èì èíäåêñû ñ ïîìîùüþ àêñèîìû ñòîèìîñòè: IQ(J – 1;J) = IV(J – 1;J)/IP(J – 1;J). 
Ïîëó÷àåìûå èíäåêñû îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî IQP, IQL, IQPG, IQLG, IQME, IQW, 
IQTh, IQSt, IQF, IQTo, IQMV è IQSV, õîòÿ òî÷íåå áûëî áû â êàæäîå èç ýòèõ îáîçíà-
÷åíèé âêëþ÷èòü ñèìâîë «p», óêàçûâàþùèé íà òî, ÷òî èíäåêñ êîëè÷åñòâ èìïëèöèòåí 
èìåííî èíäåêñó öåí. Òîãäà èñïîëüçóåìûé èíäåêñ êîëè÷åñòâ Òîðíêâèñòà èìåë áû îáî-
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çíà÷åíèå IQTop. Ýòî îòëè÷àëî áû åãî îò îáû÷íîãî èíäåêñà êîëè÷åñòâ Òîðíêâèñòà, êî-
òîðûé âìåñòå ñ èíäåêñîì öåí Òîðíêâèñòà íå óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå ñòîèìîñòè. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Ðèñ. 2. Öåíû ëèíåéíîé öåïè ïåðèîäîâ    Ðèñ. 3. Êîëè÷åñòâà ëèíåéíîé öåïè ïåðèîäîâ 

 
Ñòðóêòóðíî-äèíàìè÷åñêèå èíäåêñû äëÿ àãðåãèðîâàííûõ ïåðèîäîâ ðàññ÷èòàíû â 

òðåõ âàðèàíòàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ èñïîëüçîâàíèþ ñöåïëåííûõ èíäåêñîâ öåí Ôèøåðà 
IPF(t – 1; t), Òîðíêâèñòà IPTo(t – 1; t) è Ìîíòãîìåðè – Âàðòèà IPMV(t – 1; t). Ðåçóëüòàòû ïðè-
âåäåíû â òàáë. 4. 

Îòìåòèì îñîáåííîñòè ïîëó÷àåìûõ èíäåêñîâ, êîòîðûå â ÷àñòè ñòàòè÷åñêèõ èí-
äåêñîâ çàìå÷àëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè. Òàê íàçûâàåìûå «ãðàíè÷íûå» ñòàòè÷åñêèå èí-
äåêñû Ëàñïåéðåñà è Ïààøå, à òàêæå èõ ãåîìåòðè÷åñêèå àíàëîãè, ïðèíèìàþò ñèëüíî 
ðàçëè÷àþùèåñÿ çíà÷åíèÿ äëÿ ôèêñèðîâàííîé ïàðû ñðàâíèâàåìûõ àãðåãèðîâàííûõ 
ïåðèîäîâ. Ýòè èíäåêñû ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü òîëüêî â êà÷åñòâå ïðåäâàðè-
òåëüíûõ è ãðóáûõ îöåíîê äëÿ èíòåðâàëà âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùåãî èñ-
êîìîãî èíäåêñà. Îñòàëüíûå 8 ìîìåíòíûõ èíäåêñîâ öåí è êîëè÷åñòâ ïðèíèìàþò îòíîñè-
òåëüíî áëèçêèå, íî âñå æå çíà÷èòåëüíî ðàçëè÷àþùèåñÿ çíà÷åíèÿ. Ðàçëè÷èÿ â çíà÷å-
íèÿõ ñòðóêòóðíî-äèíàìè÷åñêèõ èíäåêñîâ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì äëÿ ñòàòè÷åñêèõ 
èíäåêñîâ. Çíàêè ðàçíîñòåé ñòðóêòóðíî-äèíàìè÷åñêèõ è ñòàòè÷åñêèõ èíäåêñîâ çàâèñÿò 
îò òîãî, äëÿ êàêèõ àãðåãèðîâàííûõ ïåðèîäîâ îíè ðàññ÷èòûâàþòñÿ, è ó÷åò äèíàìèêè 
öåí è êîëè÷åñòâ â àãðåãèðîâàííûõ ïåðèîäàõ ïðèâîäèò ê èíäåêñàì, íå ýêâèâàëåíò-
íûì ñòàòè÷åñêèì èíäåêñàì. 
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Òàáëèöà 4. 
Ñòðóêòóðíî-äèíàìè÷åñêèå è ñòàòè÷åñêèå èíäåêñû êîëè÷åñòâ  

è èìïëèöèòíûå èì èíäåêñû öåí äëÿ àãðåãèðîâàííûõ ïåðèîäîâ 

{IQ(J – 1;J) – 1}100 = 
= {IV(J – 1;J)/IP(J – 1;J) – 1} × 100 

IP(J – 1;J) × 100 Èíäåêñ 
êîëè÷åñòâ 

J = I J = II J = III J = I J = II J = III 

Ñòðóêòóðíî-äèíàìè÷åñêèå èíäåêñû 

IQSDF  9,619 17,901 19,184 8,911 –4,841 –3,596 

IQSDTo  9,635 17,927 19,170 8,895 –4,862 –3,585 

IQSDMV  9,742 18,096 19,327 8,789 –4,998 –3,712 

Ñòàòè÷åñêèå èíäåêñû 

IQP  8,444 15,777 16,278 9,713 –3,101 –1,205 

IQL 12,074 19,502 22,254 6,551 –6,122 –6,033 

IQPG 11,339 22,368 19,982 7,254 –8,320 –4,254 

IQLG  9,243 13,857 17,525 9,312 –1,467 –2,352 

IQME 10,527 17,776 19,491 8,042 –4,746 –3,861 

IQW 10,272 17,463 18,911 8,291 –4,492 –3,392 

IQTh 10,216 17,384 18,687 8,347 –4,427 –3,210 

IQSt 10,464 17,821 19,550 8,103 –4,782 –3,908 

IQF 10,447 17,625 19,228 8,120 –4,623 –3,649 

IQTî 10,286 18,036 18,747 8,278 –4,955 –3,358 

IQMV 10,235 17,354 18,684 8,328 –4,403 –3,207 

IQSV 10,268 17,468 18,716 8,316 –4,496 –3,233 

 
Ýòîò êà÷åñòâåííûé âûâîä ïîäòâåðæäàåòñÿ ðàñ÷åòàìè, â êîòîðûõ èñïîëüçîâà-

ëèñü äðóãèå òðàåêòîðèè öåí è êîëè÷åñòâ ïðîäóêòîâ äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ïåðèîäîâ ñ 
ôèêñèðîâàííûìè èõ ñòîèìîñòÿìè è êîëè÷åñòâàìè äëÿ àãðåãèðîâàííûõ ïåðèîäîâ. Íà-
ïîìíèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ëþáûõ ñòàòè÷åñêèõ èíäåêñîâ íå çàâèñÿò îò âûáîðà òàêèõ äè-
íàìèê. Òàêèå òðàåêòîðèè áûëè ñêîíñòðóèðîâàíû âî ìíîãèõ âàðèàíòàõ. Îõàðàêòåðè-
çóåì òîëüêî äâà èç íèõ. 

Äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ïåðèîäîâ ñ íîìåðàìè t = 1,…,20 c èñïîëüçîâàíèåì ýêñïî-
íåíöèàëüíîé èíòåðïîëÿöèè áûëè ðàññ÷èòàíû òàê íàçûâàåìûå ýêñïîíåíöèàëüíûå òðà-
åêòîðèè, äëÿ êîòîðûõ òåìïû ðîñòà öåí pi(t)э è êîëè÷åñòâ qi(t)э ïðîäóêòîâ â àãðåãè-
ðîâàííûõ ïåðèîäàõ ïîñòîÿííû è îïðåäåëÿþòñÿ ïî äàííûì îïîðíûõ ïåðèîäîâ. Èñ-
ïîëüçîâàëèñü ôîðìóëû 
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â êîòîðûõ [s] – öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà s; pi(τ) è qi(τ) – èñõîäíûå äàííûå äëÿ îïîðíûõ 
ïåðèîäîâ (τ = 0, 1, 2, 3, 4).  

 Çàòåì áûëè ðàññ÷èòàíû ñèììåòðè÷íî-ýêñïîíåíöèàëüíûå òðàåêòîðèè pi (t)cэ è 
qi (t)cэ, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè 

pi (t)cэ + pi(t)э = pi ([t/5]) + pi([t/5] + 1), qi(t)cэ + qi (t)э = qi([t/5]) + qi([t/5] + 1), 

è íàéäåíû ìèíèìàëüíûå è ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ öåí è êîëè÷åñòâ 

pi (t)min = min(pi (t)э; pi (t)cэ), qi (t)min = min(qi (t)э; qi (t)cэ), 
pi (t)max = max(pi (t)э; pi (t)cэ), qi (t)max = max(qi (t)э; qi (t)cэ). 

Ïîñëåäíèå áûëè ïðîíîðìèðîâàíû òàê, ÷òîáû èõ ñóììû äëÿ îòäåëüíûõ ïðîäóê-
òîâ â àãðåãèðîâàííûõ ïåðèîäàõ ñîâïàëè ñ ñóììàìè äëÿ âàðèàíòà, ïîëó÷åííîãî ëèíåé-
íîé èíòåðïîëÿöèåé äàííûõ äëÿ îïîðíûõ ïåðèîäîâ. Ñêîíñòðóèðîâàííûå âàðèàíòû íà-
çûâàþòñÿ ìèíèìàëüíûì è ìàêñèìàëüíûì. Äëÿ íèõ ðàññ÷èòàíû ñòðóêòóðíî-äèíàìè÷å-
ñêèå èíäåêñû êîëè÷åñòâ è öåí â òðåõ âàðèàíòàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèìåíåíèþ 
ñöåïëåííûõ èíäåêñîâ öåí Ôèøåðà, Òîðíêâèñòà è Ìîíòãîìåðè – Âàðòèà. Èõ çíà÷åíèÿ 
ïðèâåäåíû â òàáë. 5. Äëÿ óäîáñòâà ñðàâíåíèÿ â íåå âêëþ÷åíû çíà÷åíèÿ ñòðóêòóðíî-
äèíàìè÷åñêèõ èíäåêñîâ èç òàáë. 4, â îáîçíà÷åíèÿ êîòîðûõ ñèìâîë «ë» óêàçûâàåò ñïî-
ñîá êîíñòðóèðîâàíèÿ èñïîëüçóåìûõ äàííûõ. Ñòàòè÷åñêèå èíäåêñû êîëè÷åñòâ Ôèøåðà, 
Òîðíêâèñòà è Ìîíòãîìåðè – Âàðòèà â òàáë. 5 âûäåëåíû êóðñèâîì. 

Òàáëèöà 5. 
Ñòðóêòóðíî-äèíàìè÷åñêèå èíäåêñû êîëè÷åñòâ  

äëÿ âàðèàíòîâ òðàåêòîðèé öåí è êîëè÷åñòâ 

IQ(J – 1;J) × 100 Èíäåêñ êîëè÷åñòâ IQ 

J = I J = II J = III 

IQSDFЛ 

IQSDFmin 

IQSDFmax 
IQF 

109,619 
109,551 
109,635 
110,447 

117,901 
117,908 
117,944 
117,625 

119,184 
119,135 
119,168 
119,228 

IQSDToЛ 

IQSDTomin 

IQSDTomax 

IQTo 

109,635 
109,570 
109,653 
110,235 

117,927 
117,926 
117,997 
117,354 

119,117 
119,119 
119,161 
118,684 

IQSDMVЛ 

IQSDMVmin 

IQSDMVmax 

IQMV 

109,742 
109,540 
109,626 
110,247 

118,096 
117,896 
117,930 
117,468 

119,327 
119,111 
119,144 
118,716 
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Èç ïðèâåäåííûõ â òàáë. 5 ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ âèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ ñòðóêòóð-
íî-äèíàìè÷åñêèõ èíäåêñîâ çàâèñÿò îò äèíàìèêè öåí è êîëè÷åñòâ â ýëåìåíòàðíûõ 
ïåðèîäàõ è ýòà çàâèñèìîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ ñèëüíåå ïðè èñïîëüçîâàíèè ñöåïëåííûõ èí-
äåêñîâ öåí Ìîíòãîìåðè – Âàðòèà. Äëÿ âñåõ âàðèàíòîâ ñòðóêòóðíî-äèíàìè÷åñêèõ èí-
äåêñîâ âûÿâëÿåòñÿ çíà÷èìîå è îäíîíàïðàâëåííîå ïðè ôèêñèðîâàííûõ ñðàâíèâàåìûõ 
àãðåãèðîâàííûõ ïåðèîäàõ îòëè÷èå èõ çíà÷åíèé îò ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñòàòè÷íûõ 
èíäåêñîâ. 

 
5. Çàêëþ÷åíèå 

 
Äëÿ äåôëèðîâàíèÿ ïîòîêà ñòîèìîñòè â äîñòàòî÷íî ïðîäîëæèòåëüíîì è ïîòîìó 

ïðèçíàâàåìûì íåîäíîðîäíûì ïåðèîäå, ò.å. äëÿ ïåðåñ÷åòà òàêîãî ïîòîêà â öåíû ïðåä-
øåñòâóþùåãî è òàêæå íåîäíîðîäíîãî ïåðèîäà, ïðåäëîæåí ìåòîä, ó÷èòûâàþùèé äèíà-
ìèêè öåí è êîëè÷åñòâ ïðîäóêòîâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ ýëåìåíòàðíûõ ïåðèîäîâ, îá-
ðàçóþùèõ àãðåãèðîâàííûå ïåðèîäû. Ïîëó÷àåìûå ñòðóêòóðíî-äèíàìè÷åñêèå èíäåêñû 
öåí è êîëè÷åñòâ íå íàõîäÿòñÿ â êîíôëèêòå ñî çíà÷åíèÿìè òðàäèöèîííûõ ñòàòè÷íûõ 
èíäåêñîâ, â êîòîðûõ ýòè äèíàìèêè íå îòðàæàþòñÿ. Ñòàòè÷íûå èíäåêñû äëÿ íåîäíî-
ðîäíûõ ïåðèîäîâ èìåþò äåëî ñ ïîòîêàìè ñòîèìîñòåé äëÿ àãðåãèðîâàííûõ, íåîäíîðîä-
íûõ ïåðèîäîâ, èçìåðÿåìûìè â èçìåíÿþùèõñÿ öåíàõ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïîëîæåíèÿì 
èíäåêñíîé òåîðèè. 

Ñòðóêòóðíî-äèíàìè÷åñêèå èíäåêñû îïðåäåëÿþòñÿ èíâàðèàíòíî ïî îòíîøåíèþ ê 
âûáîðó ýëåìåíòàðíîãî ïåðèîäà, â öåíàõ êîòîðîãî ñðàâíèâàþòñÿ ïîòîêè ñòîèìîñòåé. 
Ïðèìåíÿåìîå äåôëèðîâàíèå ñòîèìîñòåé ñîîòâåòñòâóåò èäåå âûÿâëåíèÿ è ó÷åòà ïîêó-
ïàòåëüíîé ñèëû äåíåã. Ïðåäïî÷òèòåëüíûì ïðè äåôëèðîâàíèè ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå 
ñöåïëåííûõ èíäåêñîâ öåí Ìîíòãîìåðè – Âàðòèà. Â èõ îïðåäåëåíèè ôîðìàëèçóåòñÿ 
ïðåäñòàâëåíèå î ñðàâíèâàåìûõ îäíîðîäíûõ ïåðèîäàõ ñ íåïîñòîÿííûìè öåíàìè. Îíè 
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîâïàäàþùèå äèíàìè÷åñêèå èíäåêñû, ïîðîæäàåìûå êîíñòðóêöèÿ-
ìè èíäåêñîâ Äèâèçèà è Ìîíòãîìåðè è îáëàäàþò âàæíûì äëÿ ïðèëîæåíèé ñâîéñòâîì 
ñîãëàñîâàííîñòè îòíîñèòåëüíî àãðåãèðîâàíèÿ. Ïðåäëîæåííîå îïðåäåëåíèå ýòîãî ñâîé-
ñòâà åñòåñòâåííî â êîíòåêñòå ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ òåîðèè èíäåêñîâ öåí è êî-
ëè÷åñòâ. 

Ââåäåíî ïîíÿòèå «îäíîðîäíûé ïåðèîä ñ íå ïðåäïîëàãàåìûìè ïîñòîÿííûìè öå-
íàìè». Ó èññëåäîâàòåëÿ èìååòñÿ âîçìîæíîñòü âûáîðà èíòåðïðåòàöèè ýòîãî ïîíÿòèÿ. 
Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ðàñ÷åòà ñðåäíåé öåíû äëÿ îäíîðîäíîãî ïåðèîäà íå çàâèñèò îò 
âûáîðà îäíîé èç äâóõ îñíîâíûõ âîçìîæíûõ èíòåðïðåòàöèé è íå ïðîòèâîðå÷èò ïðè-
ìåíÿåìîìó â ñòàòèñòè÷åñêîé ïðàêòèêå «èíòóèòèâíîìó» ìåòîäó, êîððåêòèðóÿ åãî â 
ñèòóàöèè áûñòðîãî ðîñòà ñòàòèñòè÷åñêè íàáëþäàåìûõ äëÿ êîðîòêèõ èíòåðâàëîâ âðå-
ìåíè ìîìåíòíûõ öåí.  

Òàêàÿ ñâîáîäà âûáîðà, âìåñòå ñ ïðîñòîòîé ïðåäëàãàåìûõ îïðåäåëåíèé òðàåê-
òîðèé ìîìåíòíûõ êîëè÷åñòâ è öåí è èõ ñâÿçüþ ñ èíäåêñàìè Äèâèçèà – Ìîíòãîìåðè, 
ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñîìûì àðãóìåíòîì, îïðàâäûâàþùèì ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ðàñ÷åòà 
ïîêàçàòåëåé êîëè÷åñòâ è öåí äëÿ ïåðèîäîâ ïî ðåàëüíî èçìåðÿåìûì ñòàòèñòè÷åñêîé 
ñèñòåìîé äàííûì.  

Ïîëó÷àåìûå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåäïîëàãàåìûõ îäíîðîäíûìè ïåðèîäîâ 
çíà÷åíèÿ êîëè÷åñòâ Qi è ñðåäíèõ öåí Pi òîâàðîâ è óñëóã ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè 
ðàñ÷åòå êàê ñòàòè÷íûõ, òàê è äèíàìè÷åñêèõ èíäåêñîâ. 



466 ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÉ ÆÓÐÍÀË ÂØÝ  ¹ 4 
 

*   * 
* 
 
 
 

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ 
 

1. Åðøîâ Ý.Á. Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû ìåæäóíàðîäíûõ ñîïîñòàâëåíèé ýêîíîìè÷å-
ñêèõ ïîêàçàòåëåé. Ì.: ÍÈÝÈ Ãîñïëàíà ÑÑÑÐ, 1965.  

2. Åðøîâ Ý.Á. Âñòóïèòåëüíàÿ ñòàòüÿ ê [6]. C. 5–34. 
3. Åðøîâ Ý.Á. Èíäåêñû öåí è êîëè÷åñòâ Ôèøåðà è Ìîíòãîìåðè êàê èíäåêñû Äèâè-

çèà // Ýêîíîìèêà è ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû. 2003. Ò. 39. ¹ 2. Ñ. 136–154.  
4. Åðøîâ Ý.Á. Èìïëèöèòíî-ñóïåðñîâåðøåííûå èíäåêñû öåí è êîëè÷åñòâ Äèâèçèà // 

Ýêîíîìèêà è ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû. 2006. Ò. 42. ¹ 3. Ñ. 68–85. 
5. Åðøîâ Ý.Á. Ôàêòîðíàÿ èäåíòè÷íîñòü òðàåêòîðíûõ èíäåêñîâ, ïîðîæäàåìûõ êîíñò-

ðóêöèÿìè Äèâèçèà è Ìîíòãîìåðè êàê îïðåäåëÿþùåå ñâîéñòâî ëîãàðèôìè÷åñêèõ èíäåêñîâ öåí 
è êîëè÷åñòâ // Ýêîíîìè÷åñêèé æóðíàë Âûñøåé øêîëû ýêîíîìèêè. Ò. 14. 2010. ¹ 1. Ñ. 70–87. 

6. Ê¸âåø Ï. Òåîðèÿ èíäåêñîâ è ïðàêòèêà ýêîíîìè÷åñêîãî àíàëèçà. Ì.: Ôèíàíñû è ñòà-
òèñòèêà, 1990. (Ïåðåâîä ìîíîãðàôèè: Köves P. Theory and Economic Reality. Budapest: Akadé-
mia Kiadó, 1983.) 

7. Balk B.M. On the First Step in the Calculation of a Consumer Price Index. 1994. 
(http://www.ottawagroup.org) 

8. Balk B.M. Consistency-in-Aggregation and Stuvel Indices // The Review of Income 
and Wealth. Series 42. 1996. ¹ 3. Ð. 353–363. 

9. Balk B.M. On the Use of Unit Value Indices as Consumer Price Subindices. 1998. 
(http://www.ottawagroup.org) 

10. Balk B.M. Price Indexes for Elementary Aggregates: The Sampling Approach. Re-
search Report, Methods and Informatics Department. Voorburg: Statistics Netherlads, 2002. 

11. Balk B.M. Divisia Price and Quantity Indices: 80 Years After // Statistica Neer-
landica. 2005. ¹ 2. Ð. 119–158. 

12. Blackorby C., Primont D. Index Numbers and Consistency in Aggregation // Journal 
of Economic Theory. 1990. Vol. 22. ¹ 1. Ð. 87–98. 

13. Consumer Price Index Manual: Theory and Practice. Geneva: International Labor Of-
fice, 2004. (Ïåðåâîä: ÌÎÒ. Ðóêîâîäñòâî ïî èíäåêñó ïîòðåáèòåëüñêèõ öåí: òåîðèÿ è ïðàêòèêà. 
Âàøèíãòîí: Ìåæäóíàðîäíûé âàëþòíûé ôîíä, 2007.) 

14. Dalén J. Computing Elementary Aggregate in the Swedish Consumer Price Index // 
Journal of Official Statistics. 1992. Vol. 8. Ð. 129–147. 

15. Diewert W.E. Superlative Index Numbers and Consistency in Aggregation // Econo-
metrica. 1978. Vol. 46. ¹ 4. Ð. 883–900. 

16. Diewert W.E. Axiomatic and Economic Approach to Elementary Price Indexes: Dis-
cussion Paper ¹ 95-01. Department of Economics. Vancouver: University of British Columbia, 
1995. (http://www.econ.ubc.ca) 

17. Divisia F. L’ indice monétaire et la théorie de la monnaie // Revue D’Economie Politi-
que. 1925. V. 39. ¹ 4–6. 1926. V. 40. ¹ 1.  



2010 ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÉ ÆÓÐÍÀË ÂØÝ 467 
 

18. Fisher I. The Making of Index Numbers. A Study of Their Varietes, Tests and Reality. 
Boston – Massachusetts: Houghton Mifflin Company, 1922. (Ïåðåâîä 3-ãî èçäàíèÿ ýòîé ìîíîãðà-
ôèè: Ôèøåð È. Ïîñòðîåíèå èíäåêñîâ. Ó÷åíèå îá èõ ðàçíîâèäíîñòÿõ, òåñòàõ è äîñòîâåðíîñòè. Ì.: 
ÖÑÓ ÑÑÑÐ, 1928.) 

19. Hiks J.R. Value and Capital. 2nd åd. Oxford Claredon Press, 1946. 
20. Lorenzen G. Konsistent Addierbare Relative Aenderungen // Allgemeines Statistisches 

Archiv. 1990. Vol. 74. Ð. 336–344. 
21. Montgomery J.K. Is There a Theoretically Correct Price Index of Group of Commodi-

ties? Private edition. Rom: International Institute of Agriculture, 1929. 
22. Montgomery J.K. The Mathematical Problem of the Price Index. L.: P.S. King et Sons, 

Ltd., 1937. 
23. Pursiainen H. Consistency in Aggregation, Quasilinear Means and the Index Numbers: 

Discussion Paper ¹ 244. Helsinki Center of Eñonomic Research, November 2008. 


