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Î ÄÈÊÈÕ È ÐÓ×ÍÛÕ ÊÎÍÅ×ÍÎÌÅÐÍÛÕ ÀËÃÅÁÐÀÕ

ËÈ

ÅÂÃÅÍÈÉ ÌÀÊÅÄÎÍÑÊÈÉ

Àííîòàöèÿ. Äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð Ëè íàä àëãåáðàè÷åñêè çà-
ìêíóòûì ïîëåì íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè ïðèâåäåí êðèòåðèé äèêî-
ñòè èëè ðó÷íîñòè çàäà÷è êëàññèôèêàöèè êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé.

1. Ââåäåíèå

Âñå ðàññìàòðèâàåìûå àëãåáðû Ëè îïðåäåëåíû íàä ôèêñèðîâàííûì
àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì K íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè è êîíå÷íî-
ìåðíû íàä K. Â äàëüíåéøåì ïîëå ÷àñòî óêàçûâàòü íå áóäåì, â ÷àñòíîñòè
âìåñòî sln(K) áóäåì ïèñàòü sln.
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùèé âîïðîñ. Ïóñòü äàíà

íåêîòîðàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè L. Êëàññèôèöèðîâàòü ïî âîçìîæ-
íîñòè âñå åå íåðàçëîæèìûå êîíå÷íîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Â ñëó÷àå,
åñëè àëãåáðà Ëè L ïîëóïðîñòà îòâåò èçâåñòåí ñ íà÷àëà äâàäöàòîãî âåêà.
Âñå ïðåäñòàâëåíèÿ òàêèõ àëãåáð êëàññèôèöèðóþòñÿ íåêîòîðûìè ýëåìåí-
òàìè äóàëüíîé êîðíåâîé ðåøåòêè. Ìû áóäåì èññëåäîâàòü âîïðîñ î âîç-
ìîæíîñòè ïîäîáíîé êëàññèôèêàöèè äëÿ äðóãèõ êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð
Ëè.
Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïîä íåâîçìîæíîñòüþ êëàññèôèêàöèè ïðåäñòàâëåíèé

áóäåì ïîíèìàòü äèêîñòü (ñì. îïðåäåëåíèÿ 1, 2), ââåäåííóþ Þ. À. Äðîç-
äîì â ðàáîòå [2]. Íåôîðìàëüíî äèêîñòü êëàññèôèêàöèîííîé çàäà÷è îçíà-
÷àåò, ÷òî èç åå ðåøåíèÿ áóäåò ñëåäîâàòü ðåøåíèå çàäà÷è êëàññèôèêàöèè
ïàðû ìàòðèö ñ òî÷íîñòüþ äî ïîäîáèÿ (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, êëàññèôèêà-
öèè âñåõ êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ñâîáîäíîé àëãåáðû îò äâóõ îáðà-
çóþùèõ). Ýòà çàäà÷à ñ÷èòàåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíîé, òàê êàê åå ðåøå-
íèå âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè âñåõ êîíå÷íîìåðíûõ
ïðåäñòàâëåíèé äëÿ ëþáîé êîíå÷íîìåðíîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû. Äëÿ
íåêîòîðîãî êëàññà çàäà÷, âêëþ÷àþùåãî êëàññèôèêàöèþ ïðåäñòàâëåíèé
êîíå÷íîìåðíûõ àññîöèàòèâíûõ àëãåáð, Þ. À. Äðîçä ïîêàçàë, ÷òî ýòè çà-
äà÷è ðàçáèâàþòñÿ íà äâà êëàññà � äèêèõ è òàêèõ, ÷òî âñå èõ ïðåäñòàâëå-
íèÿ ðàñïàäàþòñÿ íà êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ
(òàê íàçûâàåìûå ðó÷íûå çàäà÷è). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àíàëîãè÷íîãî ðåçóëü-
òàòà äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð Ëè íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåãêà èçìåíèòü
îïðåäåëåíèå ðó÷íûõ çàäà÷ (ñì. îïðåäåëåíèå 3).
Î ðó÷íîñòè è äèêîñòè çàäà÷ òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ñì., íàïðèìåð, ðà-

áîòû [1], [2], [3], [5], [6] è ìíîãèå äðóãèå. Â ýòèõ ðàáîòàõ ñðåäè íåêîòîðûõ
êëàññîâ çàäà÷ âûäåëåíû ðó÷íûå è äèêèå.
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Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíèà âîïðîñó î òîì, äëÿ êàêèõ àëãåáð Ëè L äàí-
íàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ äèêîé èëè ðó÷íîé. Òàêèå àëãåáðû áóäåì íàçûâàòü,
ñîîòâåòñòâåííî, äèêèìè è ðó÷íûìè. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû:
Òåîðåìà 3. Ðó÷íûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå àëãåáðû Ëè:
1) ïîëóïðîñòûå;
2) îäíîìåðíàÿ àëãåáðà;
3) ïðÿìûå ñóììû ïîëóïðîñòûõ ñ îäíîìåðíîé.
Âñå îñòàëüíûå � äèêèå.
Èç Òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî êîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû Ëè ðàçáèâàþòñÿ

íà äâà êëàññà � ðó÷íûõ è äèêèõ.
Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíèÿ íåïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè èçó÷àþòñÿ

ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî áåñêîíå÷íîãî êîë÷àíà. Àëãåáðà ïóòåé ýòîãî êîë-
÷àíà íå èçîìîðôíà îáåðòûâàþùåé àëãåáðå èñõîäíîé àãåáðû Ëè, ïîòîìó
÷òî â íåé áåñêîíå÷íî ìíîãî èäåìïîòåíòîâ. Îäíàêî êàòåãîðèÿ ïðåäñòàâ-
ëåíèé ýòîé àëãåáðû ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè ïðåäñòàâëåíèé èñõîäíîé àë-
ãåáðû Ëè.
Î ñòðóêòóðå ðàáîòû. Â ï. 2 äàííîé ðàáîòû ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ äè-

êîñòè è ðó÷íîñòè è íåêîòîðûå ïðîñòûå ïðèìåðû ðó÷íûõ è äèêèõ àëãåáð
Ëè. Äàëåå â ï. 3 èçó÷àåòñÿ çàäà÷à îïèñàíèÿ ïðåäñòàâëåíèé äàííîé àë-
ãåáðû Ëè ñ àáåëåâûì ðàäèêàëîì, à èìåííî ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îïèñàíèÿ
ïðåäñòàâëåíèé íåêîòîðîãî êîë÷àíà ñ ñîîòíîøåíèÿìè, à â ï. 4 ñ ïîìî-
ùüþ èññëåäîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ýòîãî êîë÷àíà àëãåáðû Ëè ñ àáåëåâûì
ðàäèêàëîì ðàçäåëåíû íà ðó÷íûå è äèêèå . Äàëåå ïîñëå èññëåäîâàíèÿ
àëãåáð ñ ðó÷íûì ôàêòîðîì ïî êâàäðàòó ðàäèêàëà â ï. 5 äîêàçûâàåòñÿ
îñíîâíàÿ òåîðåìà.

2. Ïðèìåðû ðó÷íûõ è äèêèõ àëãåáð Ëè

Îïðåäåëåíèå 1. ([2]) Àññîöèàòèâíàÿ K-àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ äè-
êîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé A − K〈x, y〉-áèìîäóëü M ñâîáîäíûé êî-
íå÷íîãî ðàíãà êàê ìîäóëü íàä A ⊗ K〈x, y〉, ÷òî ôóíêòîð M ⊗K〈x,y〉 (−):
mod(K〈x, y〉)→ mod(A) ñîõðàíÿåò íåðàçëîæèìîñòü è ïåðåâîäèò íåèçî-
ìîðôíûå ìîäóëè â íåèçîìîðôíûå.

Ýòî îïðåäåëåíèå äèêîñòè áûëî èñòîðè÷åñêè ïåðâûì. Ìû áóäåì ïîëü-
çîâàòüñÿ íåñêîëüêî äðóãèì îïðåäåëåíèåì äèêîñòè, ýêâèâàëåíòíûì ïðè-
âåäåííîìó â ðàáîòå [4]. Îíî èìååò ñìûñë äëÿ ëþáîé K-àëãåáðû, ó êî-
òîðîé îïðåäåëåíà êàòåãîðèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ìû áóäåì
ïðèìåíÿòü åãî äëÿ àëãåáð Ëè.

Îïðåäåëåíèå 2. ([4]) K-àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ äèêîé, åñëè ñóùåñòâó-
åò òî÷íûé ôóíêòîð èç êàòåãîðèè ïðåäñòàâëåíèé K〈x, y〉 � ñâîáîäíîé
àëãåáðû îò äâóõ îáðàçóþùèõ, ñîõðàíÿþùèé íåðàçëîæèìîñòü è ïåðåâî-
äÿùèé íåèçîìîðôíûå ìîäóëè â íåèçîìîðôíûå.

Äâà ðàññìàòðèâàåìûõ îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû êàê ìèíèìóì äëÿ
êîíå÷íîìåðíûõ àññîöèàòèâíûõ àëãåáð. Êðîìå òîãî, èç äèêîñòè â ñìûñëå
Îïðåäåëåíèÿ 1 ñëåäóåò äèêîñòü â ñìûñëå Îïðåäåëåíèÿ 2.

Îïðåäåëåíèå 3. Àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ ðó÷íîé, åñëè âñå íåðàçëîæè-
ìûå êîíå÷íîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ A ðàñïàäàþòñÿ íà äèñêðåòíîå ìíî-
æåñòâî îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ.



ÄÈÊÎÑÒÜ ÀËÃÅÁÐ ËÈ 3

Ýòî îïðåáåäåíèå ìû òîæå áóäåì ïðèìåíÿòü äëÿ àëãåáð Ëè.
Èññëåäîâàíèþ ñâÿçè ïîíÿòèé äèêîñòè è ðó÷íîñòè äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ

àëãåáð ïîñâÿùåíà ðàáîòà [2], â êîòîðîé äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ òàêàÿ àë-
ãåáðà ÿâëÿåòñÿ ëèáî äèêîé, ëèáî ðó÷íîé.
Â ðàìêàõ âòîðîãî îïðåäåëåíèÿ äèêîñòè è îïðåäåëåíèÿ ðó÷íîñòè î÷å-

âèäíî, ÷òî àëãåáðû ñ ýêâèâàëåíòíûìè êàòåãîðèÿìè êîíå÷íîìåðíûõ
ïðåäñòàâëåíèé äèêèìè èëè ðó÷íûìè ìîãóò áûòü òîëüêî îäíîâðåìåííî.
Ñëåäóþùåå ïðîñòîå ïðåäëîæåíèå áóäåì èñïîëüçîâàòü íå ññûëàÿñü íà

ïðîòÿæåíèè âñåé ðàáîòû.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ðàññìîòðèì àëãåáðó A è èäåàë ICA. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî àëãåáðà A/I - äèêàÿ. Òîãäà è àëãåáðà A � äèêàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ñóùåñòâóåò (A/I) − K〈x, y〉-áèìîäóëü M ,
óäîâëåòâîðÿþùèé âñåì ñâîéñòâàì èç îïðåäåëåíèÿ 1. Íî òîãäà ýòîò æå
ìîäóëü, ðàññìàòèðâàåìûé êàê A-ìîäóëü, (òî÷íåå, ìîäóëü AA/IA/I ⊗A/I
M) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò âñåì ñâîéñòâàì îïðåäåëåíèÿ 1.

�

Êðîìå òîãî, îòìåòèì ñëåäóþùèé î÷åâèäíûé ôàêò.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü L = I ⊕ J , I � äèêàÿ. Òîãäà è L � äèêàÿ.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèìåðû ðó÷íûõ è äèêèõ àëãåáð Ëè.

2.1. Äâóìåðíûå àëãåáðû � äèêèå. Ïóñòü L � äâóìåðíàÿ àëãåáðà Ëè.
Òîãäà L ëèáî àáåëåâà, ëèáî èìååò áàçèñ L = 〈x, y〉 òàêîé, ÷òî [x, y] = y.
Àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ äâóìÿ îáðàçóþùèìè x, y è îäíèì ñîîòíîøåíèåì
[x, y] = y ÿâëÿåòñÿ äèêîé (ñì, íàïðèìåð, [6]). Ïðåäñòàâëåíèÿ äâóìåðíîé
àáåëåâîé àëãåáðû Ëè L = 〈a, b〉 � ýòî ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû ïîëèíî-
ìîâ îò äâóõ ïåðåìåííûõ. Äèêîñòü ïîñëåäíåé ÿâëÿåòñÿ õîðîøî èçâåñòíûì
ôàêòîì ([1]). Òåì íå ìåíåå, ñ öåëüþ èëëþñòðàöèè ïðèâåäåì äîêàçàòåëü-
ñòâî (ñì, íàïðèìåð, [6]).
Ðàññìîòðèì L − K〈x, y〉-áèìîäóëü M , ñâîáîäíûé íàä 〈x, y〉 ðàíãà 4.

Îáðàçóþùèå a è b àëãåáðû L äåéñòâóþò íà ýòîì áèìîäóëå ñëåäóþùèìè
K〈x, y〉-ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè:

a =


0 0 1 0
0 0 0 x
0 0 0 1
0 0 0 0

 b =


0 1 0 0
0 0 0 y
0 0 0 x
0 0 0 0

 Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòè

ïðåîáðàçîâàíèÿ êîììóòèðóþò, ïîýòîìó ýòî äåéñòâèòåëüíî L − K〈x, y〉-
áèìîäóëü. Ðàññìîòðèì êîíå÷íîìåðíûé íåðàçëîæèìûé K〈x, y〉-ìîäóëü V .
Ïóñòü x è y äåéñòâóþò íà ýòîì ìîäóëå ñ ïîìîùüþ ìàòðèö X è Y . Òî-
ãäà N = M ⊗K〈x,y〉 V ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, èçîìîðôíîì
V ⊕ V ⊕ V ⊕ V , íà êîòîðîì îáðàçóþùèå ðàññìàòðèâàåìîé àëãåáðû Ëè
äåéñòâóþò ïðè ïîìîùè ñëåäóþùèõ îïåðàòîðîâ:

a =


0 0 1 0
0 0 0 X
0 0 0 1
0 0 0 0

 b =


0 1 0 0
0 0 0 Y
0 0 0 X
0 0 0 0

 Äîïóñòèì, ýòîò ìîäóëü

ðàçëîæèì. Ïóñòü N = W1 ⊕W2 - ïðÿìàÿ ñóììà L-ìîäóëåé. Ïîëîæèì
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Vi = {u4|(u1, u2, u3, u4)t ∈ Wi} äëÿ íåêîòîðûõ u1, u2, u3, i = 1, 2. Î÷å-
âèäíî, ÷òî V = V1 + V2. Ïóñòü (u1, u2, u3, u4)

t ∈ Wi. Ïðèìåíèâ ê ýòîìó
ýëåìåíòó îïåðàòîð a2 ìû ïîëó÷èì ýëåìåíò (u4, 0, 0, 0)t ∈ Wi. Çíà÷èò,
(Vi, 0, 0, 0) ∈Wi. Ïîýòîìó V1 ∩ V2 = {0} è V = V1 ⊕ V2, Wi ∩ (V, 0, 0, 0)t =
(Vi, 0, 0, 0)t. Äàëåå, ïðèìåíèì ê ýëåìåíòó (u1, u2, u3, u4)

t ∈Wi îïåðàòîðû
ab è b2. Ïîëó÷èì ýëåìåíòû (xu4, 0, 0, 0)t ∈ Wi è (yu4, 0, 0, 0)t ∈ Wi. Ïî-
ýòîìó xVi ∈ V1, yVi ∈ Vi, i = 1, 2. Ìû ïîëó÷èëè ðàçëîæåíèå èñõîäíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðûK〈x, y〉. Çíà÷èò, ïîñòðîåííûé ôóíêòîð ïåðåâîäèò
íåðàçëîæèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ â íåðàçëîæèìûå.
Ïóñòü òåïåðü äëÿ äâóõ ïðåäñòàâëåíèé V1, V2 àëãåáðû K〈x, y〉 ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ N1 = M ⊗K〈x,y〉 V1, N2 = M ⊗K〈x,y〉 V2 èçîìîðôíû. Òîãäà èõ ðàç-
ìåðíîñòè ðàâíû è ñóùåñòâóåò îáðàòèìûé ñïëåòàþùèé îïåðàòîð, òî åñòü
òàêîé îïåðàòîð S, ÷òî Sa1 = a2S, Sb1 = b2S (Íîìåð ñîîòâåòñòâóåò íîìå-

ðó ïðåäñòàâëåíèÿ Vi). Çàïèñàâ S â âèäå S =


S11 S12 S13 S14
S21 S22 S23 S24
S31 S32 S33 S34
S41 S42 S43 S44

.
Òåïåðü, ïåðåìíîæèâ áëî÷íûå ìàòðèöû è ïðèðàâíÿâ êîýôôèöèåíòû

ìû ïîëó÷èì, ÷òî S21 = S31 = S41 = S32 = S42 = S43 = S23 = 0, S11 =
S22 = S33 = S44. Êðîìå òîãî, S22Y1 = Y2S44, S22X1 = X2S44. Ïîýòîìó ìû
ïîëó÷èëè ñïëåòàþùèé îïåðàòîð äëÿ ïðåëñòàâëåíèé V1, V2. Îí îáðàòèì,
òàê êàê â ñèëó ðàâåíñòâà íóëþ âñåõ íèæíèõ áëîêîâ áëî÷íîé ìàòðèöû S è
ðàâåíñòâà âñåõ åå äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ, detS = detS4

22, òî åñòü ìàòðèöà
S22 îáðàòèìà. Çíà÷èò, îïèñûâàåìûé ôóíêòîð ïåðåâîäèò íåèçîìîðôíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ â íåèçîìîðôíûå. Ýòîò ôàêò çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî
äèêîñòè äâóìåðíîé àáåëåâîé àëãåáðû Ëè.
Ñëåäîâàòåëüíî, âñå äâóìåðíûå àëãåáðû Ëè � äèêèå.

2.2. Ðàçðåøèìûå àëãåáðû � äèêèå. Ïóñòü òåïåðü LB I, dim(L/I) =
2. Òîãäà L � äèêàÿ, òàê êàê L/I � äâóìåðíàÿ, ñëåäîâàòåëüíî, äèêàÿ.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè L � ðàçðåøèìàÿ àëãåáðà Ëè, òî â ñèëó Òåîðåìû

Ëè â íåé åñòü ôëàã èç èäåàëîâ, â ÷àñòíîñòè, èäåàë ëþáîé ðàçìåðíîñòè,
íå ïðåâûøàþùåé ðàçìåðíîñòü L. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ðàçìåðíîñòü L íå
ìåíüøå äâóõ, òî â íåé ñóùåñòâóåò èäåàë êîðàçìåðíîñòè 2. Òàêèì îáðà-
çîì, âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ïðåäëîæåíèå 2. Âñå ðàçðåøèìûå àëãåáðû Ëè ÿâëÿþòñÿ äèêèìè.

2.3. Ïîëóïðîñòûå àëãåáðû � ðó÷íûå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç êëàñ-
ñè÷åñêîé òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè èçâåñòíî, ÷òî
âñå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïàðàìåòðèçóþòñÿ öåëî÷èñëåííûìè äî-
ìèíàíòíûìè ôîðìàìè íà êîðíåâîé ðåøåòêå, òî åñòü äèñêðåòíûì ìíî-
æåñòâîì ïàðàìåòðîâ è èñ÷åðïûâàþò âñå íåðàçëîæèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ.
Ïîýòîìó âñå ïîëóïðîñòûå àëãåáðû ðó÷íûå.

2.4. Îäíîìåðíûå ðàñøèðåíèÿ ïîëóïðîñòûõ � ðó÷íûå. Ñëåäóþ-
ùåå óòâåðæäåíèå äîëæíî áûòü èçâåñòíûì, íî àâòîðó íå óäàëîñü íàéòè
ïîäõîäÿùóþ ññûëêó, ïîýòîìó îíî çäåñü ïðèâåäåíî ñ ïîëíûì äîêàçàòåëü-
ñòâîì. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó èç êíèãè ([7], ñ.
225).
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Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü L = L̂ ⊕ L1 � àëãåáðà Ëè, òàêàÿ ÷òî L̂ - ïî-
ëóïðîñòàÿ; (M,f) � íåðàçëîæèìîå ïðåäñòàâëåíèå L. Òîãäà ñóùåñòâó-

þò òàêèå íåðàçëîæèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ (M1, f1) àëãåáðû L̂ è (M2, f2)
� àëãåáðû L1, ÷òî M = M1⊗M2, f(X +Y ) = f1(X)⊗ id + id⊗f2(Y ), ãäå

X ∈ L̂, Y ∈ L1, id � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó L̂ 3 X 7→ f(X) � âïîëíå ïðèâîäèìîå

ïðåäñòàâëåíèå (â ñèëó ïîëóïðîñòîòû àëãåáðû L̂), ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,

÷òî f(X) =


F1(X) 0 . . . 0

0 F2(X) . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . Fk(X)

 , ãäå Fi � íåïðèâîäèìîå

ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû L̂ ðàçìåðíîñòè h1. Äàëåå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
F1 = ...Fp, à ïðåäñòàâëåíèÿ Fq, q > p íå ýêâèâàëåíòíû F1. Ïóñòü Sij

� hi × hj-ìàòðèöû è S =

 S11 . . . S1k
...

. . .
...

Sk1 . . . Skk

 ∈ gl(n,K). Ïðåäïîëîæèì,

÷òî f(X)S = Sf(X) äëÿ ëþáîãî X ∈ L̂. Òîãäà fi(X)Sij = Sijfj(X) ïðè
i, j = 1, . . . k. Ïî ëåììå Øóðà ([7], ñ. 225) èìååì, ÷òî Sij = sij1h1 , sij ∈ K
ïðè i, j = 1, . . . p è Sij = 0 ïðè i 6 p < j è j 6 p < i.
Òåïåðü ïðèìåíèì ýòîò ðåçóëüòàò ê S = f(Y ), Y ∈ L1. Åñëè áû p 6= k,

òî èç ñîîòíîøåíèé Sij = 0 ïðè i 6 p < j è j 6 p < i ñëåäîâàëî áû, ÷òî
(M,f) � ðàçëîæèìî. Çíà÷èò, p = k.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå f1(X) = F1(X) äëÿ X ∈ L̂, f2(Y ) = (sij) ∈
gl(p,K), Y ∈ 〈λe〉. M î÷åâèäíûì îáðàçîì ðàñïàäàåòñÿ â òåíçîðíîå ïðî-
èçâåäåíèå. Òîãäà èìååì:

f(X) = f1(X)⊗ 1p, X ∈ L̂;

f(Y ) = 1h ⊗ f2(Y ), Y ∈ 〈λe〉.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ïðåäñòàâëåíèå (f2,M2) ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóì-
ìó äðóãèõ ïðåäñòàâëåíèé, òî è ïðåäñòàâëåíèå f òàêæå ðàñïàäàåòñÿ â
ïðÿìóþ ñóììó äâóõ ïðåäñòàâëåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, (f2,M2) � íåðàçëî-
æèìîå ïðåäñòàâëåíèå. Îáðàòíî, åñëè (f2,M2) � íåðàçëîæèìî, òî è ïðåä-
ñòàâëåíèå (f,M) òàêæå íåðàçëîæèìî. �

Çàìå÷àíèå 1. Ïðÿìàÿ ñóììà ðó÷íîé è ïîëóïðîñòîé àëãåáð � ðó÷íàÿ.
Ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû 〈λe〉, î÷åâèäíî, çàäàþòñÿ îáðàçîì ýëåìåíòà e 7→
f2(e). Ñëåäîâàòåëüíî, âñå íåðàçëîæèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû L =

L̂⊕〈λe〉, L̂ � ïðîñòàÿ, çàäàþòñÿ íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèåì àëãåáðû

L̂ è æîðäàíîâîé êëåòêîé. Ïîýòîìó âñå òàêèå àëãåáðû ðó÷íûå.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè îäèí èç ñîìíîæèòåëåé ïðèâîäèì, òî è òåíçîðíîå

ïðîèçâåäåíèå ïðèâîäèìî. Ïîýòîìó íåïðèâîäèìûå ïðåäñòâëåíèÿ L = L̂⊕
〈λe〉, L̂ � ïðîñòàÿ, � ýòî íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû L̂, íà
êîòîðûõ ýëåìåíò e äåéñòâóåò óìíîæåíèåì íà êîíñòàíòó.
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3. Êîë÷àí àëãåáðû ñ àáåëåâûì ðàäèêàëîì

Ñâåäåì òåïåðü èññëåäîâàíèå ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû Ëè ñ àáåëåâûì
ðàäèêàëîì ê èññëåäîâàíèþ ïðåäñòàâëåíèé íåêîòîðîãî êîë÷àíà.

Ëåììà 1. Ïóñòü L̂ = LiI � àëãåáðà Ëè òàêàÿ, ÷òî L � ïîëóïðîñòàÿ, I

� àáåëåâ èäåàë. Òîãäà êàòåãîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû L̂ ýêâèâàëåíòíà
êàòåãîðèè ïàð (M,φ), ãäå M � L-ìîäóëü , φ : I ⊗M → M � ìîðôèçì
ìîäóëåé òàêîé, ÷òî

(1) φ ◦ (id⊗φ) ((I ∧ I)⊗M) = 0,

ñ ìîðôèçìàìè � êîììóòàòèâíûìè äèàãðàììàìè:

(2) I ⊗M

id⊗θ
��

φ
// M

θ
��

I ⊗N
ψ // N

,

ãäå θ � ìîðôèçì ìîäóëåé. Â äàëüíåéøåì ïîä ïàðàìè áóäåì ïîíèìàòü
ïàðû (M,φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � L̂-ìîäóëü, òîãäà M � è L-ìîäóëü. Çàäàäèì
îòîáðàæåíèå φ : I ⊗M →M : i⊗m 7→ im. Òîãäà äëÿ ëþáûõ i, j ∈ I,m ∈
M :

φ ◦ (id⊗φ)((i⊗ j − j ⊗ i)⊗ (m)) = i(jm)− j(im) = [i, j]m = 0.

Ïîýòîìó óñëîâèå 1 âûïîëíÿåòñÿ.
Êðîìå òîãî:

lφ(i⊗m) = lim = [l, i]m+ ilm = φ(l(i⊗m))

Ïîýòîìó φ � ìîðôèçì ìîäóëåé.
Îáðàòíî, ïóñòü φ � ìîðôèçì ìîäóëåé φ : I ⊗M → M ñ óñëîâèåì 1.

Çàäàäèì äåéñòâèå äëÿ i ∈ I,m ∈ M : im := φ(i ⊗m). Â ñèëó óñëîâèÿ 1
ïîëó÷èì äëÿ i, j ∈ I,m ∈ M : [i, j]m = ijm − jim = 0, êðîìå òîãî, äëÿ
l ∈ L, i ∈ I,m ∈M :

[l, i]m = φ([l, i]⊗m) = φ(l(i⊗m)− i⊗ lm) = lφ(i⊗m)− ilm =

= lim− ilm.
Ïîýòîìó ñ òàêèì äåéñòâèåì M ÿâëÿåòñÿ L̂-ìîäóëåì.
Î÷åâèäíî, ÷òî êîìïîçèöèÿ äâóõ îïèñàííûõ îòîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ

èçîìîðôèçìîì. Òåì ñàìûì çàäàíî ñîîòâåòñòâèå íà îáúåêòàõ êàòåãîðèé.

Ïóñòü òåïåðü A � ìîðôèçì L̂-ìîäóëåé A : M → N , òîãäà çàäàäèì
ìîðôèçì L-ìîäóëåé θ = A. Òîãäà äëÿ i ∈ I,m ∈M :

θ(φ(i⊗m)) = θ(im) = A(im) = iA(m) = iθ(m) = ψ(i⊗ θ(m)).

Ïîýòîìó ýòî îòîáðàæåíèå çàäàåò êîììóòóòèâíûé êâàäðàò (2). Äàëåå, åñ-
ëè äâà ìîðôèçìà ìîäóëåé äåëàþò êîììóòàòèâíûì êâàäðàò (2), òî è èõ
êîìïîçèöèÿ � òîæå â ñèëó ôóíêòîðèàëüíîñòè òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Èç òåõ æå âû÷èñëåíèé ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé êîììóòàòèâíûé êâàäðàò
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(2) çàäàåò îòîáðàæåíèå L̂-ìîäóëåé è ïîñòðîåííûå â îáå ñòîðîíû ôóíê-
òîðû ôâëÿþòñÿ âçàèìíî ñîïðÿæåííûìè. Òåì ñàìûì ýêâèâàëåíòíîñòü
ðàññìàòðèâàåìûõ êàòåãîðèé äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå 3. Ðàññìîòðèì êîíå÷íîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ (áåñêîíå÷íî-
ìåðíîé) àëãåáðû Li F (I), ãäå F (I) � ñâîáîäíàÿ àëãåáðà Ëè, ïîðîæäåí-
íàÿ I, ïðè ÷åì L äåéñòâóåò íà I åñòåñòâåííûì îáðàçîì, à äåéñòâèå L íà
÷ëåíû ãðàäóèðîâêè âûñøèõ ñòåïåíåé îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó Ëåéáíè-
öà. Òîãäà àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäóäóùåé Ëåììû ïîëó÷àåì, ÷òî
êàòåãîðèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé LiF (I) ýêâèâàëåíòíà êàòåãî-
ðèè ïàð (M,φ), ãäå M � L-ìîäóëü , φ : I ⊗M → M , ñ ìîðôèçìàìè �
êîììóòàòèâíûìè êâàäðàòàìè (2) (íî áåç óñëîâèÿ (1)).

Çàôèêñèðóåì òåïåðü äî êîíöà ïóíêòà ïîëóïðîñòóþ àëãåáðó Ëè L è
L-ìîäóëü I. Çàíóìåðóåì òåïåðü êàê-íèáóäü âñå ïîïàðíî íåýêâèâàëåíò-
íûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëóïðîñòîé àëãåáðû L (Ýòî ìîæíî
ñäåëàòü, òàê êàê èõ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî), ïðåäñòàâëåíèå ñ íîìåðîì i áó-
äåì îáîçíà÷àòü Mi. Ââåäåì òåïåðü äëÿ äàííîé àëãåáðû Ëè ñ àáåëåâûì
ðàäèêàëîì LiI ñ÷åòíûé êîë÷àí KI . Ñòðåëîê èç òî÷êè k â òî÷êó l áóäåò
ñòîëüêî, êàêîâà êðàòíîñòü âõîæäåíèÿ Ml â ðàçëîæåíèå I ⊗Mk. Ñ ýòîãî
ìîìåíòà áóêâû è äî êîíöà ïóíêòà áóêâû α è β áóäóò îçíà÷àòü ñòðåëêè
KI , à π áóäåò îçíà÷àòü ïóòè äëèíû 2. Äëÿ ñòðåëêè èëè ïóòè µ îáîçíà÷èì
s(µ) è t(µ) íà÷àëî è êîíåö µ ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì:

(3) I ⊗Mk '
⊕

k:s(α)=k

Mt(α)

Ñëåäóþùÿÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè î÷åâèäíîé.

Ëåììà 2. Â âûøåïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ ìû èìååì:

(4) I ⊗ I ⊗Mk '
⊕

π:s(π)=k

Mt(π).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóÿñü ôîðóëîé (3) äâà ðàçà, âû÷èñëÿåì:

(5) I ⊗ I ⊗Mk '
⊕
s(α)=k

I ⊗Mt(α) '
⊕
s(α)=k

⊕
s(β)=t(α)

Mt(β) '
⊕
s(π)=k

Mt(π).

�

Ëåììà 3. (i)Êàòåãîðèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíà KI ýê-
âèâàëåíòíà êàòåãîðèè KI ïàð (M,φ : I⊗M →M), ñ ìîðôèçìàìè � êîì-
ìóòàòèâíûìè êâàäðàòàìè (2). (ii) Êàòåãîðèÿ ïàð (M,φ : I⊗M →M)
ñî ñâîéñòâîì (1) ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëå-
íèé êîë÷àíà KI ñ îäíîðîäíûìè ñîîòíîøåíèÿìè ñòåïåíè 2, ïðè÷åì ðàç-
ìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñîîòíîøåíèé íà ïóòÿõ äëèíû 2 èç òî÷êè k â
òî÷êó l ðàâíà êðàòíîñòè âõîæäåíèÿ ïðîñòîãî ìîäóëÿMl â ðàçëîæåíèå
ìîäóëÿ I ∧ I ⊗Mk.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i)Ðàññìîòðèì ïàðó p1 = (M,φ : I ⊗M → M). Ðàçëî-
æèì M â ñóììó íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò:
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M =

∞⊕
i=1

Vi ⊗Mi,

ãäå Vi � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî è dim(Vi) � êðàòíîñòü âõîæäåíèÿ
Mi â M . Ïðè ýòîì â ñèëó êîíå÷íîìåðíîñòè ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïðî-
ñòðàíñòâ Vi íåíóëåâûå. Òîãäà â ñèëó ôîðìóëû (3) ìû èìååì:

(6) I ⊗M '
∞⊕
i=1

Vi ⊗ I ⊗Mi '
∞⊕
i=1

⊕
s(α)=i

Vi ⊗Mt(α)

Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå φ ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó îòîáðàæå-
íèé èç Vi ⊗Mt(α) äëÿ âñåõ α òàêèõ, ÷òî s(α) = i â Vj ⊗Mj . Â ñèëó ëåì-
ìû Øóðà èìååì, ÷òî äëÿ íåèçîìîðôíûõ ìîäóëåé Mt(α) è Mj (òî åñòü
â ñëó÷àå åñëè t(α) 6= j) ñóùåñòâóþò òîëüêî íóëåâûå ìîðôèçìû ìåæäó
Vi⊗Mt(α) è Vj⊗Mj , à äëÿ èçîìîðôíûõ ìîðôèçì èìååò âèä Ap1,α⊗id. Çà-
ìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííûé íàáîð ïðîñòðàíñòâ {Vi} è îòîáðàæåíèé {Ap1,α}
ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì êîë÷àíà KI .
Ðàññìîòðèì ìîðôèçì ïàð èç p1 = (M,φ) â p2 = (N,ψ), òî åñòü êîì-

ìóòàòèâíóþ äèàãðàììó (2). Çàïèøåì ðàçëîæåíèÿ M =
⊕∞

i=1 Vi ⊗ Mi,
N =

⊕∞
i=1 Ui⊗Mi. Ìîðôèçì θ ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ìîðôèçìîâ

èç Vi ⊗Mi â Uj ⊗Mj è äëÿ i 6= j ýòî îòîáðàæåíèå ìîæåò áûòü òîëüêî
íóëåâûì, à äëÿ i = j îíî èìååò âèä Ti ⊗ id, ãäå Ti � ëèíåéíîå îòîáðàæå-
íèå èç Vi â Ui. Ìîðôèçì id⊗θ èç äèàãðàìû (2) òîãäà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé
ñóììîé ìîðôèçìîâ âèäà Ti ⊗ id èç Vi ⊗Mt(α) â Ui ⊗Mt(α) äëÿ s(α) = i.
Çàïèøåì òåïåðü óñëîâèå êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàìû (2) íà êàæäîì ïîä-
ìîäóëå Vs(α) ⊗Mt(α):

Tt(α) ⊗ id ◦Ap1,α ⊗ id = Ap2,α ⊗ id ◦Ts(α) ⊗ id,

òî åñòü:

Tt(α) ◦Ap1,α = Ap2,α ◦ Ts(α).

Íî ýòî � óñëîâèå íà òî, ÷òî íàáîð îòîáðàæåíèé {Ti} ïðîñòðàíñòâ â òî÷-
êàõ êîë÷àíà ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì ïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíà èç {Vi, Ap1,α}
â {Ui, Ap2,α}. Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷èëè îòîáðàæåíèå íà îáúåêòàõ è ìîð-
ôèçìàõ. Ôóíêòîðèàëüíîñòü ýòîãî îòîáðàæåíèÿ î÷åâèäíà.
Íàîáîðîò, ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå {Vi, Aα} êîë÷àíà KI . Ïîñòðîèì

L-ìîäóëüM =
⊕∞

i=1 Vi⊗Mi. Çàäàäèì ìîðôèçì φ : I⊗M →M íà ïîäìî-
äóëÿõ Vs(α)⊗Mt(α) → Vt(α)⊗Mt(α) íàáîðîì îòîáðàæåíèé Aα⊗ id. Òåì ñà-
ìûì ìû çàäàëè îòîáðàæåíèå íà îáúåêòàõ ðàññìàòðèâàåìûõ êàòåãîðèé.
Òàê æå ïî ìîðôèçìó {Ti} ïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíà ïîñòðîèì ìîðôèçì
ïàð, çàäàâ îòîáðàæåíèå íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ Ti⊗ id : Vi⊗Mi → Ui⊗Mi.
Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ýòîò ìîðôèçì ìîäóëåé
çàäàåò ìîðôèçì ïàð, ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî {Ti} � ìîðôèçì ïðåäñòàâ-
ëåíèé KI . Òåì ñàìûì ìû ïîñòðîèëè ôóíêòîð è íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
ïîñòðîåííûå çäåñü ôóíêòîðû ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ñîïðÿæåííûìè. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ðàññìàòðèâàåìûå êàòåãîðèè ýêâèâàëåíòíû.
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(ii) Ðàññìîòðèì ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ ïàð p = (M,φ : I ⊗M →M) ñî
ñâîéñòâîì (1). Â ñèëó ôîðìóëû (6) ìû èìååì:

(7) I ⊗ I ⊗M ' I ⊗
∞⊕
i=1

⊕
s(α)=i

Vi ⊗Mt(α) ' I ⊗
⊕
α

Vs(α) ⊗Mt(α)

Ïðèìåíèâ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ïîëó÷àåì, ÷òî îáðàç îä-
íîãî ïðÿìîãî ñëàãàåìîãî I ⊗ Vs(α) ⊗Mt(α) ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ
id⊗φ áóäåò ëåæàòü â I ⊗ Vt(α) ⊗Mt(α) è îòîáðàæåíèå íà ýòîì ñëàãàåìîì
áóäåò èìåòü âèä id⊗Ap,α ⊗ id.

I ⊗ V ⊗Mt(α) ' V ⊗
⊕

s(β)=t(α)

Mt(β).

Ïîýòîìó I ⊗ Vs(α)⊗Mt(α) '
⊕

t(α)=s(β) Vs(α)⊗Mt(β) è îòîáðàæåíèå id⊗φ
áóäåò ïåðåâîäèòü ïðÿìîå ñëàãàåìàå Vs(α) ⊗ Mt(β) â ïðÿìîå ñëàãàåìîå
Vt(α) ⊗ Mt(β) è èìåòü âèä Ap,α ⊗ id. Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå φ ◦ (id⊗φ)
íà êàæäîì ïðÿìîì ñëàãàåìîì Vs(α) ⊗Mt(β) (íàïîìíèì, ÷òî t(α) = s(β))
èìååò âèä Ap,βAp,α ⊗ id.
Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ φ◦(id⊗φ) íà (I∧I)⊗M , òî åñòü

ïàðó p1 = (M,φ◦(id⊗φ)). Íà ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ îíî èìååò âèä Ap1,γ⊗id,
ãäå γ � ñòðåëêà â K(I∧I). Òîãäà óñëîâèå (1) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî âñå
Ap1,γ = 0. Íî ïî ïîñòðîåíèþ âñå Ap1,γ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöè-
ÿìè ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé âèäà Ap,βAp,α. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (1)
ýêâèâàëåíòíî íåêîòîðîìó íàáîðó ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé íà Ap,βAp,α,
ïðè÷åì äëÿ òî÷åê k è l êîëè÷åñòâî ñîîòíîøåíèé äëÿ ïóòåé äëèíû 2 ðàâ-
íî êðàòíîñòè âõîæäåíèÿ Ml â (I ∧ I) ⊗Mk. Ïîýòîìó ýêâèâàëåíòíîñòü
êàòåãîðèé èç ïóíêòà (i) çàäàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ïîëíûõ ïîäêàòåãîðèé
ïàð ñ óñëîâèåì (1) è ïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíà KI ñ òåðáóåìûì â óñëîâèè
Ëåììû êîëè÷åñòâîì ñîîòíîøåíèé äëèíû 2 ìåæäó êàæäîé ïàðîé òî÷åê.
Òåì ñàìûì äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû çàâåðøåíî.

�

Òåîðåìà 1. Êàòåãîðèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé LiF (I) ýêâèâà-
ëåíòíà êàòåãîðèè ïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíà KI . Êàòåãîðèÿ êîíå÷íîìåð-
íûõ ïðåäñòàâëåíèé Li I ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè ïðåäñòàâëåíèé êîë-
÷àíà KI ñ íàáîðîì ñîîòíîøåíèé âòîðîé ñòåïåíè, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ
äëÿ ïóòåé èç òî÷êè k â l ðàâíî êðàòíîñòè âõîæäåíèÿ Ml â (I∧I)⊗Mk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå Òåîðåìû ëåãêî ñëåäóåò èç Ëåììû 3, Çà-
ìå÷àíèÿ 3 è Ëåììû 1. �

4. Èññëåäîâàíèå ïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíà KI , äèêîñòü àëãåáð

ñ àáåëåâûì ðàäèêàëîì

Èç òåîðåìû () ñëåäóåò, ÷òî åñëè äëÿ êîë÷àíà KI àëãåáðà
kKI/rad(kKI)

2 äèêàÿ, òî è àëãåáðà L i I äèêàÿ, òàê êàê êàòåãîðèÿ
åå ïðåäñòàâëåíèé ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû ñ
ôàêòîðàëãåáðîé, èçîìîðôíîé àëãåáðå kKI/rad(kKI)

2. Î÷åâèäíî, ÷òî
kKI/rad(kKI)

2 äèêàÿ, åñëèKI äèêèé êîë÷àí áåç ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòðå-
ëîê. Â îáùåì ñëó÷àå èìååòñÿ ñëåäóþùèé, ïðèíàäëåæàùèé Ãàáðèåëþ
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êðèòåðèé òîãî, ÷òî ôàêòîð ïî êâàäðàòó ðàäèêàëà àëãåáðû ïóòåé êîë÷à-
íà äèêèé. Ññûëêó íà íåãî íàéòè íå óäàëîñü, òàê ÷òî ïðèâåäåì íàáðîñîê
äîêàçàòåëüñòâà.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü Γ � êîë÷àí. Òîãäà àëãåáðà KΓ/rad(KΓ)2 äè-
êàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñëåäóþùèé êîë÷àí Γ′ ÿâëÿåòñÿ äèêèì.
Òî÷êè Γ′ � ýòî òî÷êè i′, i′′ äëÿ êàæäîé òî÷êè i èç Γ. Ñòðåëîê èç i′ â
j′′ � ñòîëüêî, ñêîëüêî èç i â j â êîë÷àíå Γ, è äðóãèõ ñòðåëîê íåò.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íóæíî âçÿòü ïðåäñòàâëåíèå Γ, â êà÷åñòâå ïðî-
ñòðàíñòâà â êàæäîé òî÷êå j′′ âçÿòü ñóììó îáðàçîâ âñåõ ñòðåëîê, âõîäÿ-
ùèõ â j, à â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà â òî÷êàõ j′ - ôàêòîð ïðîñòðàíñòâà
â òî÷êå j ïî ñóììå ýòèõ îáðàçîâ. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì âñå íåðàç-
ëîæèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ Γ′ êðîìå òðèâèàëüíûõ â òî÷êàõ j′′. Êîë÷àí Γ′

íàçûâàåòñÿ äóáëåì Ãàáðèýëÿ êîë÷àíà Γ.
Îòñþäà ñðàçó æå ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü I � L-ìîäóëü òàêîé, ÷òî äëÿ íåãî ñóùåñòâó-
åò òàêîé íåïðèâîäèìûé L-ìîäóëü M , ÷òî I ⊗M ñîäåðæèò 5 ðàçëè÷-
íûõ íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò, èëè êîìïîíåíòó êðàòíîñòè íå ìåíüøå
3, èëè êîìïîíåíòó êðàòíîñòè 2 è åùå îäíó íåíóëåâîé êðàòíîñòè (è
âñå ýòè êîìïîíåíòû îòëè÷íû îò M). Òîãäà àëãåáðà Li I � äèêàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îïèñàííûõ âûøå ñëó÷àÿõ äóáëü Ãàáðèýëÿ êîë÷àíà
KI ñîäåðæèò îäèí èç ñëåäóþùèõ ïîäêîë÷àíîâ:

r
r

r
r r
r
-�

6

?

�
�
���

,
r r-

,
r r r�

Ýòè êîë÷àíû äèêèå [8].
�

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü L � ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà Ëè, I � ïðîñòîé
L-ìîäóëü òàêîé, ÷òî (i) äëÿ íåêîòîðûõ äâóõ ïðîñòûõ êîðíåé α∨, β∨:
〈ΛI , α∨〉 > 1, 〈ΛI , β∨〉 > 1 èëè (ii) äëÿ åãî ñòàðøåãî âåñà ΛI è äëÿ íåêî-
òîðîãî ïðîñòîãî êîðíÿ α∨ èç ïîäàëãåáðû Êàðòàíà âåðíî 〈ΛI , α∨〉 > 2,
(iii) âîîáùå ìîäóëü I ïðîñòîé èìåþùèé ðàçìåðíîñòü áîëüøå 2. Òîãäà
àëãåáðà Li I � äèêàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ìîäóëåé N1, N2 ñî ñòàðøèìè âå-
ñàìè ΛN1 , ΛN2 : 〈ΛNi , α

∨〉 > 1, i = 1, 2, òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå N1⊗N2

ñîäåðæèò â ðàçëîæåíèè ïðîñòîé ìîäóëü ñî ñòàðøèì âåñîì ΛN1 +ΛN2−α.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü n1, n2 � ñòàðøèå âåêòîðà ýòèõ ìîäóëåé. Ðàññìîò-
ðèì âåêòîð 〈ΛN2 , α

∨〉fαn1⊗n2−〈ΛN1 , α
∨〉n1⊗fαn2. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

ýòîò ýëåìåíò èìååò âåñ ΛN1 + ΛN2 −α, íåíóëåâîé, òàê êàê fαni = 0 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà 〈ΛNi , α

∨〉 = 0, è îáíóëÿåòñÿ âñåìè ïîëîæèòåëüíû-
ìè êîðíÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, îí ÿâëÿåòñÿ ñòàðøèì âåñîâûì ýëåìåíòîì
íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ïîäìîäóëÿ.
Åñëè æå 〈ΛNi , α

∨〉 > 2, òî âñå ýëåìåíòû fαfαn1 ⊗ n2, fαn1 ⊗ fαn2,
n1⊗fαfαn2 íåíóëåâûå. Äëÿ ïðîñòîãî êîðíÿ β 6= α eβ îáíóëÿåò âñå ýòè ýëå-
ìåíòû, òàê êàê êîììóòèðóåò ñ fα. Ýëåìåíò eα ïåðåâîäèò ïðîñòðàíñòâî,
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ïîðîæäåííîå ýòèìè ýëåìåíòàìè â äâóìåðíîå. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ëè-
íåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýëåìåíòîâ fαfαn1⊗n2, fαn1⊗fαn2, n1⊗fαfαn2, îáíó-
ëÿåìàÿ ýòèì ýëåìåíòîì. Íî òîãäà ýòà ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ îáíóëÿåòñÿ
âñåìè ïîëîæèòåëüíûìè êîðíÿìè, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ñòàðøèì âåñîì íåêî-
òîðîãî ïðîñòîãî ïîäìîäóëÿ. Ïîýòîìó òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå N1 ⊗ N2

ñîäåðæèò ïðîñòîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå ñî ñòàðøèì âåñîì ΛN1 + ΛN2 − 2α.
(i)Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ìîäóëüM òàêîé, ÷òî äëÿ åãî ñòàðøåãî âåñà ΛM

ôîðìû ΛM + α, ΛM + β òàêæå ÿâëÿþòñÿ äîìàíèíòíûìè è 〈ΛM , α∨〉 >
1, 〈ΛM , β∨〉 > 1. Ïî äîêàçàííîìó âûøå òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå I ⊗M
ñîäåðæèò â ðàçëîäåíèè ïîäìîäóëè ñî ñòàðøèìè âåñàìè ΛM + ΛI − α,
ΛM + ΛI − β. Òàêæå ýòî ïðîèçâåäåíèå ñîäåðæèò ïðîñòîé ïîäìîäóëü ñî
ñòàðøèì âåñîì ΛM+ΛI . Äàëåå, äëÿ ìîäóëÿ N ñî ñòàðøèì âåñîì ΛM+α â
ðàçëîæåíèè I⊗N åñòü ïîäìîäóëè ñî ñòàðøèìè âåñàìè ΛM+ΛI , ΛM+ΛI+
α, è äëÿ ìîäóëÿ ñî ñòàðøèì âåñîì ΛM + β îäèí èç ïðîñòûõ ïîäìîäóëåé
ðàçëîäåíèÿ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ýòîãî ìîäóëÿ íà I èìååò ñòàðøèé
âåñ ΛM +ΛI (òàê êàê 〈ΛM +α, α∨〉 > 1, 〈ΛM +β, β∨〉 > 1). Âñå ýòè ìîäóëè
ðàçëè÷íû â ñèëó ñâîéñòâ ðàññìàòðèâàåìîãî ìîäóëÿ I, êðîìå ñëó÷àÿ I =
α+ β. Ïîýòîìó êîë÷àí KI ñîäåðæèò ñëåäóþùèé ïîäêîë÷àí:

r
ΛM + ΛI − α

r
ΛM

r
ΛM + ΛI − β

r
ΛM + ΛI

r
ΛM + β

r
ΛM + ΛI + α

r
ΛM + α

-

6

?

6
�

?
Â

ñëó÷àå I = α+ β äóáëü Ãàáðèåëÿ êîë÷àíà KI áóäåò ñîäåðæàòü ðàññìàò-
ðèâàåìûé êîë÷àí.
Ýòîò êîë÷àí äèêèé è áåç ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòðåëîê, ïîýòîìó â ñèëó

Òåîðåìû (4) àëãåáðà Li I � äèêàÿ.
(ii) Ïóñòü M � òàêîé ïðîñòîé ìîäóëü, ÷òî äëÿ åãî ñòàðøåãî âåñà ΛM

ôîðìà ΛM − 2α òàêæå ÿâëÿåòñÿ äîìàíèíòíîé. Òîãäà 〈ΛM − α, α∨〉 >
1, ñëåäîâàòåëüíî, ïî äîêàçàííîìó âûøå I ⊗M ñîäåðæèò â ðàçëîæåíèè
ïðîñòûå ìîäóëè âåñîâ ΛM+ΛI , ΛM+ΛI−α, ΛM+ΛI−2α, à ïðîèçâåäåíèå
ìîäóëÿ ñî ñòàðøèì âåñîì ΛM −α íà I ñîäåðæèò ïîäìîäóëè ñî ñòàðøèìè
âåñàìè ΛM + ΛI − α, ΛM + ΛI − 2α. Ïîýòîìó â çàâèñèìîñòè îò òîãî,
ðàâíÿåòñÿ ëè ΛI α,2α èëè íè òîìó, íè äðóãîìó, KI ñîäåðæèò îäèí èç
ñëåäóþùèõ ïîäêîë÷àíîâ:

r
ΛM − α

r
ΛM

r
ΛM + α

��� ���? ?- -
�

r
ΛM + 2α

r
ΛM

r
ΛM − α

r
ΛM + α

�� ���

?

H
HHH

HHHj

?
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r
ΛM + ΛI − α

r
ΛM

r
ΛM + ΛI

r
ΛM + ΛI − 2α

r
ΛM − α

-�

?

6

�

Ó âñåõ ýòèõ êîë÷àíîâ äèêèé ôàêòîð ïî êâàäðàòó ðàäèêàëà (òàê êàê
äèêèé äóáëü Ãàáðèýëÿ). Ïîýòîìó àëãåáðà Li I � äèêàÿ.
(iii) Èç âûøåäîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî àëãåáðà Ëè L⊗ I, ãäå L � ïîëó-

ïðîñòàÿ, I � L-ìîäóëü, äèêàÿ, åñëè â ðàçëîæåíèè I ïðèñóòñòâóåò íåôóí-
äàìåíòàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå. Íàïîìíèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíûì, åñëè åãî ñòàðøèé âåñ îáíóëÿåò âñå ýëåìåíòû hα äëÿ
ïðîñòûõ âåñîâ α, êðîìå îäíîãî, íà êîòîðîì ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1.
Ðàññìîòðèì ôóíäàìåíòàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå I. Ïóñòü m � åãî ñòàð-

øèé âåñîâîé âåêòîð. Ïóñòü α � òàêîé (åäèíñòâåííûé) âåñ, ÷òî fαm 6= 0.
Åñëè ýòî ïðåäñòàâëåíèå íå äâóìåðíî, òî ñóùåñòâóåò òàêîé âåñ β, ÷òî
fβfαm 6= 0. Ïóñòü òåïåðü N � òàêîé L-ìîäóëü, ÷òî äëÿ åãî ñòàðøåãî âå-
ñîâîãî âåêòîðà n ýëåìåíòû fαfβn è fβfαn ëèíåéíî íåçàâèñèìû è òî æå
ñàìîå âåðíî äëÿ ìîäóëÿ ñî ñòàðøèì âåñîì ΛN + α. Ðàññìîòðèì ýëåìåí-
òû òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ I ⊗ N âåñà ΛN + ΛI − α − β: fαfβm ⊗ n,
fβm⊗ fαn, m⊗ fαfβn, m⊗ fβfαn. Îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Íåïîñðåä-
ñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà eα èìååò
íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå îäíîìåðíûé îáðàç, à îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà eβ �
äâóìåðíûé. Ïîýòîìó ÿäðà ýòèõ îïåðàòîðîâ èìåþò íåíóëåâîå ïåðåñå÷å-
íèå, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ýëåìåíò âåñà ΛN + ΛI −α−β,
îáíóëÿåìûé âñåìè ïîëîæèòåëüíûìè êîðíÿìè. Ïîýòîìó â ðàññìàòðèâàå-
ìîì òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè ñóùåñòâóåò ïðîñòîé ïîäìîäóëü ñ ðàññìàò-
ðèâàåìûì ñòàðøèì âåñîì. Ïîýòîìó àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó
ïîëó÷àåì â êîë÷àíå KI îäèí èç îïèñàííûõ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ïîä-
êîë÷àíîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìîäóëü I ïðîñòîé è èìååò ðàçìåðíîñòü
áîëüøå 2, òî àëãåáðà Li I � äèêàÿ. �

Åñëè ìîäóëü I íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, I = J ⊕ J ′, òî àëãåáðà L i J
ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðàëãåáðîé L i I. Ïîýòîìó èç Ïðåäëîæåíèÿ 6 ñëåäóåò,
÷òî àëãåáðà Li I äèêàÿ, åñëè îäíî èç íåïðèâîäèìûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ
ìîäóëÿ I èìååò ðàçìåðíîñòü áîëüøå äâóõ.

4.1. Ñëó÷àé äâóìåðíîãî ìîäóëÿ.

Ëåììà 4. Àëãåáðû Ëè ñ äâóìåðíûì àáåëåâûì ðàäèêàëîì äèêèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ðàäèêàë ïðèâîäèì êàê ìîäóëü íàä ïîëóïðîñòîé
÷àñòüþ, òî åñòü ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó äâóõ îäíîìåðíûõ, òî êîë-
÷àí KI ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå òî÷åê ñ äâóìÿ ïåò-
ëÿìè, òàê êàê òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ìîäóëÿ N íà îäíîìåð-
íûé èçîìîðôíî N . I ∧ I îäíîìåðåí, ïîýòîìó ïîëó÷àåì çàäà÷ó îïèñà-
íèÿ ïðåäñòàâëåíèé ïàðû ìàòðèö ñ îäíèì îäíîðîäíûì ñîîòíîøåíèåì
âòîðîûé ñòåïåíè. Ýòà çàäà÷à äèêàÿ ïðè ëþáîì ñîîòíîøåíèè â ñèëó
ðàáîòû [6]. Îñòàåòñÿ ñëó÷àé äâóìåðíîãî íåïðèâîäèìîãî ìîäóëÿ. Äâó-
ìåðíûé íåïðèâîäèûé ìîäóëü I áûâàåò òîëüêî íàä àëãåáðàìè Ëè âèäà

L = sl2 ⊕ L̂, L̂ � ïîëóïðîñòàÿ, äåéñòâóþùàÿ íà I òðèâèàëüíî. Â ýòîì
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ñëó÷àå LiI w sl2iI⊕ L̂. Âñëåäñòâèå Ïðåäëîæåíèÿ 3, ïðÿìàÿ ñóììà ïî-
ëóïðîñòîé è ðó÷íîé àëãåáð Ëè � ðó÷íàÿ. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî èñëåäîâàòü
àëãåáðó sl2 i I.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé äâóìåðíîãî ìîäóëÿ íàä sl2. Â ñèëó ôîðìóëû

Êëåáøà-Ãîðäîíà êîë÷àí KI äëÿ äâóìåðíîãî èìååò âèä:

r r r r- - -
� � �M1 M2 M3 M4

α1 α2 α3

β1 β2 β3

. . .

Ìîäóëü I ∧ I èçîìîðôåí îäíîìåðíîìó ìîäóëþ. Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèÿ
áóäóò òîëüêî âèäà kiαiβi + liβi+1αi+1 = 0 ïðè íåêîòîðûõ êîíñòàíòàõ ki
è li. Ýòà çàäà÷à äèêàÿ ïðè ëþáûõ êîíñòàíòàõ, òàê êàê ó ïîäêîë÷àíà íà
åå 6 ïîñëåäîâàòåëüíûõ òî÷êàõ èìååòñÿ íàêðûâàþùàÿ, ó êîòîðîé ôîðìà
Òèòñà íå ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé.
Ôîðìà Òèòñà äëÿ êîë÷àíà ñ ñîîòíîøåíèÿìè � ýòî ñëåäóþùàÿ êâàäðà-

òè÷íàÿ ôîðìà íà ïðîñòðàíñòâå Kn, ãäå n � ÷èñëî òî÷åê êîë÷àíà. Ïóñòü
{v1, . . . vn} � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Kn, {e1, . . . en} � ìíîæåñòâî òî÷åê êîë-
÷àíà, lij � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñòðåëîê èç ei â ej , rij � ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà ñîîòíîøåíèé íà ïóòè èç ei â ej . Òîãäà ôîðìà Òèòñà � ýòî
ñëåäóþùàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà:

T

(
n∑
i=1

αivi

)
=

n∑
i=1

α2
i −

n∑
i,j=1

1

2
(lij + lji)αiαj +

n∑
i,j=1

1

2
(rij + rji)αiαj .

Èñêîìàÿ íàêðûâàþùàÿ àëãåáðà � ýòî àëãåáðà ñëåäóþùåãî êîë÷àíà Q
ñ ñîîòíîøåíèÿìè:

re1
re2
re3

re4
re5
re6

re7
re8

�
�
��	

@
@
@@R

�
�

��	

@
@
@@R
�

�
��	

@
@
@@R

�
�

��	

@
@
@@R
�

�
��	

β1 β3 β5

β2 β4
α3 α5

α2 α4

,
ñ îäíèì ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì íà β2α2, α3β3 è îäíèì ñîîòíîøåíèåì

íà β4α4, α5β5, à èìåííî k2α2β2 + l2β3α3 = 0 è k4α4β4 + l4β5α5 = 0.
Ôîðìà Òèòñà ýòîãî êîë÷àíà ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå íà

âåêòîðå v1 + 2v2 + 2v3 + 2v4 + 4v5 + 2v6 + 2v7 + 2v8.
Îïèøåì ôóíêòîð èç êàòåãîðèè ïðåäñòàâëåíèé ðàññìàðòèâåìîãî êîë-

÷àíà â êàòåãîðèþ ïðåäñòàâëåíèé ïîäêîë÷àíà KI , ñîäåðæàùåãî òî÷êè,
ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäóëÿì ðàçìåðíîñòè îò 1 äî 6, è âñå ñòðåëêè ìåæäó
ýòèìè òî÷êàìè. Ïóñòü U � íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå êîë÷àíà Q, Ui � ïðî-
ñòðàíñòâà â òî÷êàõ, Uα � îòîáðàæåíèÿ ìåæäó íèìè. Ïîëîæèì V1 = U1,
V2 = U2, V3 = U3 ⊕ U4, V4 = U5, V5 = U6 ⊕ U7, V6 = U8. Äàëåå, ïîëîæèì
Vα1 = 0, Vβ1 = Uβ1 , Vα2 = (0, Uα2), Vβ2 = (0, Uβ2)t, Vα3 = (Uα3 , 0), Vβ3 =
(Uβ3 , 0)t, Vα4 = (0, Uα4), Vβ4 = (0, Uβ4)t, Vα5 = (Uα5 , 0), Vβ5 = (Uβ5 , 0)t,
ãäå çàïèñü (a, b) îçíà÷àåò îòîáðàæåíèå a â ïåðâîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå è
îòîáðàæåíèå b âî âòîðîå, à çàïèñü (a, b)t îçíà÷àåò ñóììó îòîáðàæèíèé
èç ïåðâîãî è âòîðîãî ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ.
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Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå äåéñòâè-
òåëüíî çàäàåò ôóíêòîð èç êàòåãîðèè ïðåäñòàâëåíèé îäíîãî êîë÷àíà â
êàòåãîðèþ ïðåäñòàâëåíèé äðóãîãî è òîò ôàêò, ÷òî ýòîò ôóíêòîð ïåðåâî-
äèí íåðàçëîæèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ â íåðàçëîæèìûå è íåèçîìîðôíûå â
íåèçîìîðôíûå.
Ïîýòîìó àëãåáðà sl2 i I äèêàÿ.

�

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü L = L̂ i I � àëãåáðà Ëè ñ àáåëåâûì ðàäèêàäîì. Òî-
ãäà L ðó÷íàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìîäóëü I � îäíîìåðíûé. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå L � äèêàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ðàçìåðíîñòü I áîëüøå îäíîãî, òî L � äèêàÿ ïî
Ëåììå (4) èëè Ïðåäëîæåíèþ (6). �

5. Ñëó÷àé íåàáåëåâîãî ðàäèêàëà

Ðàññìîòðèì òåïåðü àëãåáðû Ëè ñ íåàáåëåâûì ðàäèêàëîì. Àëãåáðà
L/[R,R] èìååò àáåëåâ ðàäèêàë. Åñëè îíà äèêàÿ, òî è L � äèêàÿ. Òå-
ïåðü ðàññìîòðèì àëãåáðû ñ ðó÷íûì ôàêòîðîì ïî êâàäðàòó ðàäèêàëà.
Âñå òàêèå ôàêòîðàëãåáðû îïèñûâàþòñÿ Òåîðåìîé 2.

5.1. Àëãåáðû ñ îäíîìåðíûì ôàêòîðîì ðàäèêàëà ïî êâàäðàòó

ðàäèêàëà. Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ôàêòîð ðàäèêàëà ïî åãî
êâàäðàòó � îäíîìåðåí. Áóäåì ñ÷èòàòü àëãåáðó L íåðàçðåøèìîé. Î÷åâèä-
íî, ÷òîáû äîêàçàòü äèêîñòü òàêèõ àëãåáð, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äèêîñòü
èõ ôàêòîðîâ ïî âòîðîé ïðîèçâîäíîé ðàäèêàëà. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî êâàäðàò ðàäèêàëà � àáåëåâ.
Ðàññìîòðèì ðàñøèðåíèÿ ïðè ïîìîùè ìîäóëÿ J àëãåáð âèäà L0⊕I, ãäå

L0 � ïîëóïðîñòà, I � îäíîìåðíà. Î÷åâèäíî, ÷òî ìîäóëü J ìîæíî ñ÷èòàòü
íåïðèâîäèìûì (åñëè íåò � ìîæíî ïåðåéòè ê ôàêòîðàëãåáðå), òî åñòü, â
ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 3, ïðîñòî L0-ìîäóëåì, íà êîòîðîì íåêîòîðàÿ îáðà-
çóþùàÿ I äåéñòâóåò òîæäåñòâåííûì ëèáî íóëåâûì îáðàçîì. Âî âòîðîì
ñëó÷àå ïîëó÷àåì àëãåáðó ñ àáåëåâûì ðàäèêàëîì ðàçìåðíîñòè áîëüøå,
÷åì 1. Ïîýòîìó âñå òàêèå àëãåáðû � äèêèå â ñèëó òåîðåìû 2. Ñëåäîâà-
òåëüíî, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà J ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì
L0-ìîäóëåì è íåêîòîðàÿ îáðàçóþùàÿ I äåéñòâóåò íà ýòîì ìîäóëå òîæäå-
ñòâåííî. Êðîìå òîãî, ðàñøèðåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü ïîëóïðÿìûì ïðîèçâå-
äåíèåì, òàê êàê àëãåáðà L0 ⊕ I èìååò òðèâèàëüíûå âòîðûå êîãîìîëîãèè
(ñì, íàïðèìåð, [10]). Òåïåðü äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùåå ïðåäëîæå-
íèå.

Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü L = (L0 ⊕ I)i J � àëãåáðà Ëè òàêàÿ, ÷òî L0

� ïîëóïðîñòà, I � îäíîìåðíà, J � íåïðèâîäèìûé L0-ìîäóëü, íà êîòîðîì
îáðàçóþùàÿ I äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî. Òîãäà L � äèêàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé êîë÷àí Q ñ ñîîòíîøåíèÿìè:

r r- ?? ������
V0 V1

β
α1α0
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α1β = βα0 + β.
Ýòîò êîë÷àí äèêèé (ñì., íàïðèìåð, [5]). Ïîñòðîèì ôóíêòîð èç êàòå-

ãîðèè ïðåäñòàâëåíèé ýòîãî êîë÷àíà â êàòåãîðèþ ïðåäñòàâëåíèé àëãåá-
ðû L = (L0 ⊕ I) i J . Ïóñòü (V0, V1, α0, α1, β) � ïðåäñòàâëåíèå ðàññìàò-
ðèâûåìîãî êîë÷àíà, ãäå V0, V1 � ïðîñòðàíñòâà â òî÷êàõ, αi : Vi → Vi,
β : V0 → V1. Ïîñòðîèì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû L:
M = V0 ⊕ V1 ⊗ J êàê L0-ìîäóëè. Âûáåðåì íåêîòîðóþ îáðàçóþùóþ

I, I = 〈e〉 è ïîëîæèì äëÿ vk ∈ Vk, è j, j′ ∈ J : e · v0 = αi(v0),
e · v1⊗ j = α1(v1)⊗ j, j · v0 = β(v0)⊗ j, j · v1⊗ j′ = 0. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ýòî ïðåäñòàâëåíèå è ÷òî åñòåñòâåííî îïðåäåëåííîå îòîáðàæåíèå íà
ìîðôèçìàõ çàäàåò òî÷íûé ôóíêòîð F . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñòðîåííîå
ïðåäñòàâëåíèå ðàçëîæèìîþ Ïóñòü ýëåìåíò v0+v1⊗j ïðèíàäëåæèò îäíî-
ìó ïðÿìîìó ñëàãàåìîìóá v0+v1⊗j ∈ U ′. Òîãäà óìíîæåíèåì íà ýëåìåíòû
èç ïîëóïðîñòîé àëãåáðû L0 ìû ïîëó÷èì, ÷òî v1 ⊗ J ⊆ U ′, â ÷àñòðîñòè,
v1 ⊗ j ∈ U ′, à çíà÷èò è v0 ∈ U ′. Ïîýòîìó ïðÿìûå ñëàãàåìûå èìåþò âèä
U ′0 ⊕ U ′1 ⊗ J , U ′′0 ⊕ U ′′1 ⊗ J . Î÷åâèäíûì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîñòðàí-
ñòâà U ′0, U

′′
0 èíâàðèàíòíû ïîä äåéñòâèåì α0, U

′
1, U

′′
1 ïîä äåéñòâèåì α1,

è β ïåðåâîäèò U ′0 â U ′1 è U ′′0 â U ′′1 . Ïîýòîìó ìû ïîëó÷èëè ðàçëîæåíèå
ïðåäñòàâëåíèÿ êîë÷àíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòðîåííûé ôóíêòîð ïåðåâî-
äèò íåðàçëîæèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ â íåðàçëîæèìûå.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ìîðôèçì θ L-ìîäóëåé ðàññìàòðèâàåìîãî

âèäà, íàçîâåì ýòè ìîäóëè U0⊕U1⊗J è V0⊕V1⊗J . Òîãäà, â ñèëó Ëåììû
Øóðà ïîëó÷àåì, ÷òî θ(U0) ⊆ V0, θ(U1 ⊗ J) ⊆ V1 ⊗ J , ïðè ÷åì äëÿ íåêî-
òîðîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà âåðíî, ÷òî θ(U1⊗J) = η(U1)⊗J . Íåïîñðåä-
ñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî θ|U0 , η çàäàåò ïðåäñòàâëåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî
êîë÷àíà ñ ñîîòíîøåíèÿìè, äàííîå îòîáðàæåíèå ôóíêòîðèàëüíî è ÿâëÿ-
åòñÿ ñîïðÿæåííûì ôóíêòîðîì ê ðàññìàòðèâàåìîìó, åñëè ðàññìàòðèâàòü
åãî êàê ôóíêòîð íà ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ ìîäóëåé âèäà U ⊕U ⊗ J . Ïî-
ýòîìó ïîñòðîåííûé íàìè ôóíêòîð ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì êàòåãîðèé.
Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî âñå àëãåáðû âèäà L = (L0 ⊕ I)i J � äèêèå.

�

Çàìå÷àíèå 4. Èç ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ïàðàãðàôà è Òåîðåìû 2 ñëåäóåò,
÷òî âñå àëãåáðû Ëè ñ íåàáåëåâûì ðàäèêàëîì � äèêèå.

5.2. Îñíîâíàÿ òåîðåìà. Èç âñåãî äîêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò ñëåäóþ-
ùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 3. Ðó÷íûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå àëãåáðû Ëè:
1) ïîëóïðîñòûå;
2) îäíîìåðíàÿ àëãåáðà;
3) ïðÿìûå ñóììû ïîëóïðîñòûõ ñ îäíîìåðíîé.
Âñå îñòàëüíûå � äèêèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå ïîëóïðîñòûå àëãåáðû ðó÷íûå â ñèëó êëàññè÷åñêîé
òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé àëãåáð Ëè. Âñå ðàçðåøèìûå àëãåáðû � äèêèå â
ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 2.
Áóäåì òåïåðü ñ÷èòàòü, ÷òî äàííàÿ àëãåáðà íå ñîäåðæèò ðàçðåøèìûõ

ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ.
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Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå Ëåâè äàííîé àëãåáðû Ëè L̂: L̂ = L i R, L �
ïîëóïðîñòàÿ, R � ðàäèêàë. Åñëè R/[R,R] � îäíîìåðíà, òî, â ñèëó ïðåä-
ëîæåíèé 7 è 3, L äèêàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R � íå îäíîìåðåí, è
ðó÷íàÿ, êîãäà R � îäíîìåðåí.
Ïóñòü òåïåðü dim I = dimR/[R,R] > 1. Òîãäà L/[R,R] � äèêàÿ â ñèëó

Òåîðåìû 2. Ïîýòîìó L � òîæå äèêàÿ.
�

Çàìå÷àíèå 5. Â ðàáîòå [10] ïðèâåäåí ñïèñîê êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð Ëè,
èìåþùèõ òðèâèàëüíûå âòîðûå êîãîìîëîãèè â ëþáîì êîíå÷íîìåðíîì ìî-
äóëå. Ýòîò ñïèñîê ñîâïàäàåò ñî ñïèñêîì ðó÷íûõ àëãåáð Ëè. Òàêèì îáðà-
çîì, êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè ÿâëÿåòñÿ ðó÷íîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíà èìååò òðèâèàëüíûå âòîðûå êîãîìîëîãèè â ëþáîì êîíå÷íîìåð-
íîì ìîäóëå.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó Þ. Ñ. Ñàìîéëåíêî çà ïî-
ñòàíîâêó çàäà÷è è ïîìîùü ïðè íàïèñàíèè ðàáîòû, ïðîôàññîðó Ñ. À. Îâ-
ñèåíêî çà ïîìîùü â íåêîòîðûõ äîêàçàòåëüñòâàõ è ðåöåíçåíòó çà öåííûå
çàìå÷àíèÿ.
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