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К ВОПРОСУ О МОДЕЛИ ПОЛНОСТЬЮ НЕЛИНЕЙНЫХ ТАРИФОВ 

Дюсуше О. М. 

(2003, Москва) 

Проведен анализ расширения дискретной модели полностью нелинейных тарифов с двумя типами 

агентов для случаев, когда условия Спенса-Миррлиса выполняются не на всей области определения 

функций спроса, когда возможен арбитраж спроса при кратных контрактах, а также для агентов с 

горизонтально дифференцированными вкусами и одним продуктом1. Тип агента может характеризоваться 

набором параметров. Предметом анализа являются: функционирование системы стимулов, свойства 

оптимальных решений и параметрические ограничения модели. Для линейных функций спроса получены 

конечные решения и области допустимых ограничений параметров модели. 

Введение 

Модель полностью нелинейных тарифов относится к семейству 

микроэкономических моделей с несовершенной информацией типа «Принципал-Агент», 

где стороны взаимодействуют путем заключения контракта. Модели могут различаться 

спецификой асимметрии информации (скрытые действия или скрытая информация), 

формой стратегии игры, а также структурой взаимодействующих сторон (монополия или 

олигополия на стороне принципала, дискретные или непрерывные распределения типов 

агентов).  Предметом контракта могут быть количественные или качественные 

характеристики, а платежи по контракту - осуществляться как со стороны принципала, так 

и со стороны агента. Решения сторон могут носить вероятностный характер. Прикладные 

аспекты теории определяют решения большого класса задач в областях оптимального 

налогообложения, страхования, кредитов, аукционов, трудовых контактов, регулирования 

деятельности фирм и других, в том числе, полностью2 нелинейного ценообразования. 

Концептуальные основы и прикладные направления в этой области определили первые 

                                                
1 Автор пользуется случаем выразить признательность руководителю научного семинара ЦЭМИ д.э.н.  В.М. 
Полтеровичу и  к.ф.-м.н. С. М. Гуриеву за проявленное внимание и критические замечания к первому 
варианту статьи, доложенной на семинаре ЦЭМИ 23.02.2001, а также к.ф.-м.н. А.В. Соколову (ГУ ВШЭ) за 
консультации по вопросам оптимизации. 
2 Полностью нелинейное ценообразование определяет тарифы и объемы, которые не могут быть 
эквивалентным образом заменены конечной системой линейных двухчастных тарифов, в том числе, в 
модели с двумя типами агентов. 
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работы: Миррлиса (1971) [9], об оптимальном налогообложении агентов, распределенных 

по параметру дохода (или квалификации); Ротшильда и Стиглица (1976) [12], о различных 

типах равновесия на рынке страхования, механизме «самоотбора», робастости модели по 

отношению к исходным предпосылкам; Спенса (1977) [14] и Робертса (1979) [11], о 

нелинейных ценах и благосостоянии и другие. Перечень работ и анализ основных 

результатов можно найти в монографиях  [13], [15] и других работах. 

По классификации Салани [13] модель полностью нелинейных тарифов относится 

к классу моделей adverse selection по признакам частной скрытой информации и форме 

стратегии игры, где неинформированная партия (принципал-монополист) делает первый 

ход. Модели подобного типа рассматривались Маскином и Рэйли (1984) [8], Женери и 

Лаффонтом (1984) [5], Лаффонтом и Тиролем (1994) [7] и другими, и включены в 

Справочники по теории отраслевых рынков и математическим методам в экономике [2], 

[16]. Эти модели (с дискретным и непрерывным распределением типов агентов) имеют 

следующие общие черты. 

Тип агента характеризуется однопараметрической функцией агента V(x, ), 

экономический содержание которой может интерпретироваться, например, как валовая 

готовность платить в задачах ценовой дискриминации или внутренняя стоимость усилий в 

задачах регулирования усилий агентов3. В первом случае х – это объем (или уровень 

качества) блага, предлагаемого принципалом, во втором случае – объем усилий агента. 

Соответственно, в первом случае платеж по контракту осуществляет агент, а во втором 

случае – принципал. Агенты упорядочены по типам (ранжированы) и упорядочение 

агентов соответствует упорядочению функций агентов (в первом случае прямым, а во 

втором – обратным образом). Например, функция валовой готовности платить агента 

более высокого ранга всегда доминирует функцию агента более низкого ранга (в первом 

                                                
3 Если агент – потребитель, то функция агента отражает полезность потребления, однако агент может быть и 
фирмой. 
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случае). Во втором случае, наоборот, функция внутренней стоимости усилий агента более 

высокого ранга доминируется функцией агента более низкого ранга. 

Принципал не различает типа агентов и предлагает меню контрактов {(T, x),}, 

реализуя выявляющий принцип (revelation principle). Меню контрактов определяется 

путем максимизации целевой функции принципала при условиях неотрицательного 

выигрыша агентов (individual rationality, IR) и совместимости стимулов (incentive 

compatibility, IC) и побуждает агентов выбирать контракт, предназначенный для «его 

типа». Стороны обменивают сумму платежа Т на определенное количество x. Агент 

максимизирует функцию выигрыша4 U(V(, x), T) (квазилинейную по T) на множестве 

контрактов {(T, x), (0,0)}, где контракт (0, 0) означает, что агент не приобретает никакого 

контракта. В классической постановке задачи предполагается, что агент выбирает 

только один контракт. Оптимальные решения основываются на предпосылке 

выполнения условий Спенса-Миррлиса, которые определяют упорядочение функций 

первых производных от функций агентов в строгом соответствии с упорядочением 

функций агентов (иногда заменяемого «условием однократного пресечения»)5. 

Классический подход предсказывает (см., например, [13], [15]) следующие свойства 

оптимальных решений6: 

1) все типы агентов безразличны между выбором своего контракта или  контракта 

агента ближайшего низшего типа; это позволяет считать, что каждый агент 

выбирает свой контракт; 

                                                
4 Например, в задаче полностью нелинейных тарифов выигрыш агента равен: U=V-T (при этом в литературе 
используется также термин «полезность»). В задаче стимулирования снижения производственных издержек 
фирм (cost-reimbursement rules): U=T-V. 
5 Условие Спенса-Миррлиса для пары функций агентов, при условии их монотонного возрастания и 
вогнутости (или выпуклости), определяет условие однократного их пересечения при сдвиге. Анализ 
взаимосвязи условия Спенса-Миррлиса и условия однократного пересечения см. [4]. 
6 Имеются в виду решения разделяющего равновесия. 
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2) нет искажений у агента наивысшего типа, он получает (или отдает) социально 

оптимальный объем7, остальные получают объем благ меньше социально 

оптимального; 

3) все типы агентов, кроме низшего типа, получают неотрицательный выигрыш, 

называемый также информационной рентой (informational rent), низший тип 

получает нулевой выигрыш (в предположении, отсутствия иной лучшей 

альтернативы). Информационная рента растет с повышением типа агента. 

Характерной особенностью модели в случае, когда контракты  заключается 

агентами не анонимно, является возможность идентификации типа агентов.  

Проблемы, рассмотренные в настоящей статье, связаны с некоторыми общими 

теоретическими предпосылками и допущениями. Изложенные в применение к дискретной 

модели с двумя типами агентов они могут быть актуальны и в иных случаях. Имеются в 

виду следующие проблемы: 1) ослабление условий Спенса-Миррлиса; 2) применение 

многопараметрических функций агентов; 3) изменение средних цен с ростом объема 

контракта (в т.ч. количественные скидки, см. [8] и [16] - quantity discount) и арбитраж 

продукта; 4) система стимулов и выбор агентом кратных контрактов (арбитраж спроса); 5) 

упорядочение контрактов в зависимости от типа (ранга) агента; 6) полностью нелинейные 

тарифы и благосостояние; 7) параметрические ограничения модели; 8) случай 

горизонтально дифференцированных вкусов агентов.  

1). Являются ли условия Спенса-Миррлиса (в дальнейшем условия СМ) 

необходимыми для построения решений разделяющего равновесия в подобных моделях? 

Условия СМ определяют упорядочение функций первых производных в прямом 

соответствии с упорядочением функций агентов или их рангов. Учитывая, что в модели 

оптимизируются суммарные платежи за предлагаемые объемы благ (тарифы), можно 

ожидать, что для построения полностью нелинейных тарифов достаточно принять более 

                                                
7 Под социально оптимальными объемами блага понимаются равновесные Парето оптимальные объемы в 
задаче максимизации общественного благосостояния.  



 5 

слабые ограничения на функции V(x, ) (валовую платежеспособность агентов). Поэтому в 

настоящей работе, при сохранении упорядочения функций агентов (валовой  

платежеспособности) в соответствии с рангом агента допускается также иное 

упорядочение первых производных этих функций (маржинальных функций агентов или 

функций спроса). Последнее допущение соответствует случаю пересекающихся функций 

спроса, когда в области больших объемов агенты с меньшей валовой 

платежеспособностью готовы платить больше за каждую последующую единицу блага. 

Примерами могут служить два типа предприятий - потребителей промежуточного 

продукта, различные производственные функции которых определяют отмеченные 

различия спроса, или два типа семей: малые семьи с высоким доходом и большие семьи с 

низким доходом. Вопросу ослабления условий СМ посвящена работа Араухо и Морейра 

(1999) [1]. Авторы рассматривают широкий класс задач «adverse selection», при условии 

«однократного пересечения», где тип агента определяется однопараметрической 

функцией. Авторы используют для анализа оптимальных решений «идентичность 

предельных норм замещения» для выполнения совместимости стимулов. В настоящей 

статье в применение к объединенному равновесию аналог «идентичности предельных 

норм замещения» будет рассмотрен для дискретного случая. 

2). Описание пересекающихся функций спроса возможно при 

однопараметрических функциях агента, однако они ограничивают класс прикладных 

задач. Поэтому рассмотрен общий случай для многопараметрических функций агентов. В 

частности, для линейных функций спроса (с двумя параметрами) получены конечные 

решения, что позволяет количественно исследовать чувствительность изменения решений 

при изменении параметров спроса агентов. 

3). При классическом подходе предполагается отсутствие арбитража продукта, и 

считается, что при разделяющем равновесии средняя цена для агента высшего типа ниже 

– что соответствует, так называемой, количественной, или оптовой скидке (quantity 



 6 

discount), см. [8], [16]. В настоящей статье (п. 3) показана возможность иных случаев, 

когда средняя цена для агента второго типа выше, а также рассмотрены случаи, 

возможности и невозможности арбитража продукта (последнее имеет место только при 

выполнении условия СМ).   

4) Если не существует экономически содержательных, законодательных или иных 

ограничений на количество заключаемых контрактов, или они могут быть обойдены, то 

при выполнении  условия СМ формальное решение классической системы уравнений (в 

том числе, для валовой платежеспособности вида  V(x), см., например, [15]) может 

привести к арбитражу спроса. То есть, при определенном сочетании параметров модели 

(см. п. 3) для агентов высшего типа может оказаться выигрышным вместо приобретения 

контракта на большой объем приобрести несколько контрактов на малый объем, 

предназначенных для агентов низшего типа. В этом случае прибыль принципала не 

соответствует расчетной. Классическая система условий совместимости стимулов агентов 

не предусматривает запрета кратных контрактов в этом случае. Проблема состоит в 

предотвращении кратных покупок контракта, предназначенного для агентов низшего типа 

и восстановлении действия «выявляющего принципа». Эта проблема может возникнуть, 

когда для агента высшего типа существует стимул подменить деятельность крупного 

масштаба кратными фрагментами мелкого масштаба. Например, оптимальное 

разделяющее равновесие в классической постановке задачи предлагает агентам два типа 

контрактов на приобретение большого и маленького объема благ. Объем блага может 

определяться, например, объемом партии продукта в торговых сделках, объемом кредита, 

или размером торговой площади при лицензировании торговой деятельности со стороны 

принципала. Подобная ситуация может реализоваться при любом соотношении средних8 

цен агентов первого и второго типа. Приведенное замечание не может быть 

непосредственно применено к модели дискриминации по качеству - модели торговца 

                                                
8 Средняя цена определяются отношением тарифа к объему  контракта. 
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вином9 [13]. Две бутылки простого вина не сопоставимы в этой модели с одной бутылкой 

вина высокого качества, потому что фактор объема не рассматривается, т.к. количество 

спроса предполагается фиксированным и готовность платить определяется параметром 

качества в пространстве вертикально дифференцированного продукта. Тем не менее, 

проблема актуальна и для случаев дискриминации по качеству, т.к. в некоторых случаях 

вопрос о привлекательности двух бутылок вина низшего качества или одной бутылки 

вина высшего качества, с учетом их стоимости, вполне может быть решён в пользу 

большего количества. Этот случай требует рассмотрения модели с функциями спроса, 

зависящими от показателя качества и количества (например, [8]), и в настоящей работе не 

рассматривается. Считается, что переменная х аддитивна. 

5). Проблема упорядочения контрактов в зависимости от типа (ранга) агентов для 

случая ослабления условий СМ состоит в выявлении факторов, определяющих это 

упорядочение. Для дискретных распределений упорядочение можно описывать матрицей 

перестановки, первая строка которой определяет ранги агентов, а вторая оптимальные 

объемы (или тарифы). В дискретных моделях с количеством агентов более двух типов, 

перестановка может быть нетривиальной (в отличие от случаев неубывания или 

невозрастания объемов, см., например, гл. 2, [13]). Потому что уже для трех типов 

агентов, при условии не более чем однократного попарного пересечения функций спроса, 

может появиться до четырех областей различного упорядочения функций спроса агентов. 

В рассмотренной модели такими факторами являются предельных издержек принципала и 

параметры распределения (доля) типов агентов. 

6). Проблема благосостояния в данной задаче может рассматриваться, как вопрос 

отклонения предлагаемых для агентов каждого типа объемов от социально оптимального 

уровня. Показано, что в случае пересекающихся функций спроса агентов, 

                                                
9 Это замечание принадлежит к.э.н. Е. Н. Калмычковой. 
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недообеспечение агентов низшего типа может смениться переобеспечением при снижении 

предельных издержек. 

7). Представляется важным вопрос параметрических ограничений модели, 

определяющих существование различных типов равновесия. В задаче с двумя типами 

агентов возможны три вида равновесия: разделяющее, объединяющее и краевое. Однако в 

задаче с тремя типами агентов уже возможно предположить существование частично 

объединяющего равновесия. 

8) Построение полностью нелинейных тарифов для агентов, имеющих не только 

различные функции валовой платежеспособности, но и различные вкусы в пространстве 

горизонтально дифференцированного продукта, когда функция выигрыша агентов зависит 

от трансакционных (или транспортных) издержек потребления, позволяет показать, что 

агенты высшего типа не всегда получают социально оптимальный объем. Учет издержек 

потребления может иметь прикладное значение, например, при анализе рынка 

промежуточного продукта, когда на стороне спроса предприятия-потребители несут 

дополнительные расходы по доставке, входному контролю и дополнительной обработке 

промежуточного продукта, а на стороне предложения - при выборе предприятием-

изготовителем параметра «расположения продукта». В модели эти факторы могут 

определяться параметрами расположения или вкуса агентов относительно параметра 

продукта в пространстве горизонтальной дифференциации. 

Поставленные вопросы рассматриваются в применение к дискретной модели 

полностью нелинейных тарифов с двумя типами агентов в следующем порядке: 

В п. 1 рассмотрены в обобщенном виде параметрическая задача оптимизации - 

построение полностью нелинейных тарифов при ослаблении условия Спенса-Миррлиса, и 

ее особенности для многопараметрических функций агентов двух типов при условии 

заключения агентом не более одного контракта; свойства решений для случая 

разделяющего равновесия и их зависимость от уровня предельных издержек принципала и 
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распределения долей агентов, а также источники ограничений на параметры модели 

(дополнительные параметрические ограничения кратности контрактов, зависящие от 

параметров модели, рассмотрены в п. 3); 

В п. 2 получены конечные решения частного случая задачи п. 1 для линейных 

функций спроса (квадратичных функций агентов); проведен анализ решений, соотношения 

средних цен и области допустимых значений параметров модели; 

В п. 3 проведен анализ возникновения арбитража спроса (возможного только при 

выполнении условия СМ), получены дополнительные ограничения области допустимых 

параметров модели и рассмотрено построение квазиоптимальных контрактов, 

предупреждающих арбитраж спроса; 

В п. 4 рассмотрено построение полностью нелинейных тарифов в пространстве 

горизонтально дифференцированных вкусов и одного продукта для двух типов агентов с 

линейными функциями спроса. 

1. Задача построения полностью нелинейных тарифов 

Рассматривается однопериодная, последовательная игра принципала 

(монополиста) с совокупностью агентов двух типов. Тип (ранг i) агента характеризуется 

параметрической функцией агента (функцией валовой готовности платить) V (x,  i , i)C2,  

где x  X  R, X - ограниченное компактное множество, i    R, i=1, 2. В дальнейшем 

параметры функций агентов разного типа (i) не указываются, но их различие 

подразумевается различием рангов. Функции агентов строго упорядочены в прямом 

соответствии с рангом агента: 

(1) V2 (x) > V1 (x),  или  21 V(x) = V2 (x) -V1(x) > 0 для любого x > 0,  

(2) ∞ > Vi’(x) > 0, Vi’’(x) < 010, Vi (0) = 0 – функции агентов – дважды 

дифференцируемые, неубывающие, вогнутые, равные нулю при x = 0; 

                                                
10 В п. 2 условие строгого убывания функции  V2’(x) будет ослаблено. 
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(3) 21V(x) = V2(x) - V1(x) - разностный функционал, определенный на 

произведении двух множеств параметрических функций, неотрицательная, возрастающая 

в окрестности нуля, квазивогнутая, имеющая не более одного экстремума (максимума) 

функция11.  

Условия (1)-(3) определяют ограничения на параметры функций агентов  1,  2 

(область ), которые предполагаются выполненными в данной задаче. Дополнительные 

ограничения, определяющие тип равновесия, рассмотрены ниже.  

Доля агентов первого (низшего) типа равна , а агентов второго (высшего) типа - 

(1-), где  < 1. Принципал знает функции агентов и их доли,  но ex ante агенты анонимны. 

Агент знает параметры своей функции (свой спрос). 

Принципал делает первый ход - предлагает агентам меню контрактов {(T, x)}, 

позволяющее приобрести объем блага x при соответствующем фиксированном платеже T. 

В зависимости от параметров модели, меню контрактов может содержать: 1) в случае 

разделяющего равновесия во внутренней точке - два типа контрактов  (T1, x1) и (T2, x2); 2) в 

случае объединяющего равновесия или краевого решения – один контракт. Второй ход 

делают агенты: каждый агент приобретает только один12 контракт, либо не приобретает 

никакого контракта (0,0).  

Платежная функция определяется выигрышами принципала, агента первого типа и 

агента второго типа. Принципал строит контракты таким образом, что каждый агент 

выбирает предназначенный ему контракт. Выигрыш принципала определяется 

выражением:  = (T1 - cx1) + (1-)(T1 - cx2), где с – предельные издержки принципала 

(издержки: C(x) = cx). Выигрыш агента определяется квазилинейной функцией выигрыша, 

                                                
11 Интерпретация свойств (1)-(3) означает, что функции первых производных от функций агентов 
пересекаются не более одного раза, а кривые безразличия пересекаются не более двух раз. Условие «не 
более чем однократного пересечения функций первых производных от функции агентов» является 
ослаблением условия СМ, и используется при доказательстве свойств решений разделяющего равновесия. 
Первая производная Vi’(x) может рассматриваться как обратная функция спроса Pi(x), а вторая производная 
Vi’’(x)– как производная обратной функции спроса Pi’(x). 
12 Дополнительные ограничения на параметры модели рассматриваются в п. 3. 
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как разности функции агента (валовой готовности платить) и стоимости контракта T в 

зависимости от выбора контракта: 

  TxVTxU  )(),,( 111   

 TxVTxU  )(),,( 222   

Из условий доминирования валовой готовности платить агентов высшего типа - 

(1), и Vi (0) = 0  (2), следует, что при малых объемах блага (x  0),  локально выполняется 

условие СМ. Однако, с увеличением объема x, система условий (1)-(3) допускает 

выполнение обратного условия СМ, т.е. возможность пересечения функций спроса. 

Определение оптимальных контактов в классической постановке - это задача с 

параметрами на условный экстремум. Контракты (T1, x1) и (T2, x2) определяются, как 

решение задачи максимизации выигрыша принципала (прибыли): 

(4)  = (T1 - cx1) + (1-)(T2 - cx2)   max (по T1, x1, T2, x2)  

при выполнении условий 

(5) IR1  V1 (x1) - T1   0 

(6) IR2  V2 (x2) - T2  0 

(7) IC1  V1 (x1) - T1   V1 (x2) - T2 

(8) IC2  V2 (x2) - T2   V2 (x1) - T1 

T1 ≥ 0,  x1 ≥ 0,  T2 ≥ 0,  x2 ≥ 0. 

Исходная задача максимизации может быть сведена эквивалентной задаче для 

случая двух переменных путем анализа системы стимулов (5)-(8): 

Лемма 1: Если решения существуют, IR1 всегда выполняется как равенство, а  IR2 

при x1 > 0 как строгое неравенство.  При x1 = 0 условие IR2 выполняется как равенство. 

Док-во: Хотя бы одно из условий индивидуальной рациональности должно 

выполнятся как равенство, иначе можно было бы увеличить оба тарифа на одну и ту же 

малую величину. Учитывая это, при x1 > 0 из условий IC2 и IR1 и условия доминирования 

функции агента второго типа (1) следует  V2 (x2) - T2   V2 (x1) - T1  >  V1 (x1) - T1    0   
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 V2 (x2) - T2 > 0  V1 (x1) - T1 = 0. Если x1 = 0, то  из (5) следует T1 = 0. В этом случае IR2, 

учитывая, что Vi (0) = 0, должно выполнятся как равенство, иначе можно было бы 

увеличить тариф T2 на малую величину. Таким образом, агент низшего типа имеет всегда 

нулевой выигрыш, а агент высшего типа имеет положительный выигрыш при x1 ≠ 0. Это 

классический результат, имеющий место всегда, за исключением случая x1 = 0, когда оба 

агента имеют нулевой выигрыш (при x2 > 0), т.к. первый выбирает контракт (0, 0). 

Из Леммы 1 следует общее выражение для тарифа в контрактах первого типа: 

(9) T1 = V1 (x1) 

Лемма 2: Если решения существуют, IC2 всегда выполняется как равенство. 

Док-во: При x1 = 0 это очевидно с учетом Vi (0) = 0 и Леммы 1. При x1 > 0 

предположим, что IC2 выполняется как строгое неравенство, тогда учитывая, что IR2 

выполняется как строгое неравенство, тариф T2 можно было бы увеличить на малую 

величину, не изменяя стимулов, что противоречит оптимальности решения. 

Следовательно, всегда имеет место равенство. 

Экономическая интерпретация этого вывода означает, что агент высшего типа 

безразличен в выборе между своим контрактом и контрактом для агента низшего типа. 

Полученный результат определяет выражение для тарифа в контрактах второго типа для 

любых типов оптимальных решений: 

(10) T2 = V2 (x2) - V2 (x1) +  V1 (x1) 

Выражения (9) и (10) позволяют выразить тарифы в зависимости от функций 

агентов. Подстановка этих выражений в (7) и перегруппировка приводит условие IC1 к 

виду: 

V2(x2) - V1(x2)  V2(x1) - V1(x1) или 21V(x2) - 21V(x1) или  
2

1
12 0))(')('(

X

X

dxxVxV    

Подстановка выражений для T1 и T2 в (4) приводит к задаче оптимизации 

относительно переменных  x1 и x2: 
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(x1, x2, , c) = (V1 (x1 ) -cx1) + (1-)(V2 (x2) - V2 (x1)+ V1 (x1) - cx2) max (по x1, x2)  

При   IC1: (V2(x2 )- V1(x2)) – ((V2(x2) - V1(x1))   0,   x1  0,  x2  0. 

Вид целевой функции зависит от параметра . Целевая функция вогнутая при 

достаточно больших значениях , а при достаточно малых – седлообразная. Очевидно, что 

при условиях (1)-(3) функция ограничения всегда имеет седлообразный вид. Например, 

при квадратичных двухпараметрических функциях агентов и существовании двух 

областей различного упорядочения первых производных функций агентов целевая 

функция для случаев «большого» (=0,8) и «малого» (=0,1) значения  представлена на  

рис. 1, 2, а условие IC1, определяющее область допустимых решений, на рис. 3.   

0

2

4
0

2

4

6

8

-6,00
-4,00

-2,00
0,00

2,00

выигрыш 
принципала

x2

x1

 

Рис. 1. Вогнутая целевая функция при «достаточно больших» значениях λ. 
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Рис. 2. Седлообразная целевая функция при «достаточно малых» значениях λ. 
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Рис. 3. Седлообразный вид функции ограничения. 

Вопросы существования решений для широкого класса моделей «Принципал-

агент» (для континуума распределенных типов агентов при выполнении условий СМ) 

рассматривались в работе Женери и Лаффонта [5], а также, для определенных типов 

моделей, в работе Болдера [3]. Здесь вопрос существования решений рассматривается в 

аспекте определения области допустимых параметров модели. 

 Функция Лагранжа имеет вид: 

L = (V1(x1) - cx1) + (1-)(V2(x2) - V2(x1) + V1(x1) - cx2) + y (V2(x2) - V1(x2) - V2(x1)+ 

V1(x1) ) max (по x1,  x2) 

Условия Куна-Такера для нахождения допустимых решений: 

(11) 
1x

L

 = - c + V1’ (x1) – (1- ) V2’ (x1) – y (V2’(x1) - V1’(x1))   0,    x1

1x
L


 = 0 

(12) 
2x

L

  = (1-) ( V2’(x2) – c )+ y ((V2’(x2) - V1’(x2)   0,            x2

2x
L


 = 0            

(13)   
y
L

  = (V2(x2) -  V1(x2)) – (V2(x1) - V1(x1))  0,       y

y
L

 = 0  

Окаймленный гессиан имеет вид: 
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Условия Куна-Такера позволяют рассмотреть особенности различных типов 

решений: 

I. Краевое решение x1 = 0 при x1  x2 соответствует  случаю y = 0, что следует из 

условий (13) и V2(x1) = V1(x1) = 0, при этом агент второго типа получает социально 

оптимальный объем блага x2 = (V2’) -1 (c), что следует из (12). Если существует краевое 

решение x2 = 0, тогда x1 = 0, что следует из (13) и V2(x1) > V1(x1) . 

II. Граничное решение, должно соответствовать случаю, когда условие 

совместимости стимулов агентов первого типа (13) выполняется как равенство. При этом 

(13) можно рассматривать в форме 21V(x2) = 21V(x1) или в форме (V2(x2) - V2(x1)) = (V1(x2) 

- V1(x1)), что соответствует условию «идентичности предельных норм замещения» в 

работе [1]. Функциональное уравнение 21V(Х2) = 21V(Х1) всегда имеет очевидное 

решение – линейную функцию: Х2=Х1. Если имеет место оптимальное решение 

объединенного равновесия (pooling): x1=x2=x, очевидно, оно должно находится на линии 

Х2=Х1. Тогда из (11) и (12) следует x = (V1’)-1(c), y = - (1-) < 0.  

Если параметры 1, 2  таковы, что функция 21V(x) имеет максимум, то уравнению 

21V(Х2) = 21V(Х1) может удовлетворять вторая функция Х2 = Х2(Х1), отличная от первой 

(например, при квадратичных функций агентов:  Х2 = 2 (a2-a1) /(b2-b1) - Х1  ).  

III. Внутреннее решение определяется условием y=0. В этом случае 

параметрическая оптимизационная задача приводится к задаче на безусловный экстремум, 

анализ которой является основной целью данного раздела. Внутреннее решение, за 

исключением случая совпадения уровня предельных издержек с ординатой пересечения 

функций спроса, соответствует решениям разделяющего равновесия. Однако если 

ордината пересечения функций спроса совпадает с уровнем предельных издержек, имеет 

место объединяющее равновесие, при этом множитель Лагранжа, в отличие от случая II 
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равен нулю. Например, для квадратичных функций агентов с параметрами а1 = 4, b1 = 0,5;  

a2 = 8, b2 = 2 при  = 0,8,  c = 2,6 (6); х1 = х2 = 2,6(6), π = 1,78, y = 0.  

Анализ свойств внутреннего равновесия проводится с использованием условий 

первого порядка (11)-(12) при подстановке y=0. Условия максимума целевой функции 

определяются критерием Сильвестра, и, поскольку V2’’(x2) < 0, требуют выполнения 

неравенства: 

(14)  V1’’ (x1) – (1- )V2’’ (x1) < 0.  

Последнее неравенство определяет для внутреннего решения первое ограничение 

на параметры модели, как допустимую область  изменения параметров c и , от которых, 

в общем случае, зависит оптимальное решение x1. Допустимая область зависит от 

параметров функций агентов  1,  2. 

Условие  x1 > 0 определяет второе ограничение на параметры модели в случае 

внутреннего решения. Перечисленные ограничения относятся к ограничениям первой 

группы. Их невыполнение предполагает рассмотрение либо граничного решения, либо 

краевого решения x1 = 0. 

Далее рассматриваются свойства решений разделяющего равновесия, когда оно 

является внутренним решением. 

Из (11) и (14) при y = 0 можно получить неравенство, связывающее первые и 

вторые производные функций агентов (функций валовой платежеспособности) в точке x1. 

)(''
)(''1

)(')('
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Полученное неравенство позволяет установить, что если разделяющее равновесие 

существует, агент высшего типа имеет более эластичный спрос в точке x1: 
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Последнее неравенство относительно производных функций выигрыша является 

аналогом невозрастания  абсолютной несклонности к риску с ростом типа агента в работе 
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Мура [10], где он рассматривал торги между несклонными к риску покупателями и 

продавцами в условиях несовершенной (частной) информации13.  

Свойства решений разделяющего равновесия, если решения существуют, могут 

быть проанализированы с точки зрения, во-первых, упорядочения оптимальных объемов 

блага относительно ранга агента, и, во вторых, относительно соответствия объемов блага 

социально оптимальным объемам. 

Необходимо заметить, что при ослаблении условия СМ, так же как при его 

глобальном выполнении, агенты второго типа всегда получают социально оптимальный 

объем блага:  x2 =  x2С,  т.к. при  y = 0, это следует из (12). 

Лемма 3: Для пары функций V1(x), V2(x), удовлетворяющих условиям (1)-(3), 

выполнение условия СМ в точке x влечет выполнение того же условия во всех точках 

слева. Если выполняется обратное условие СМ, то оно выполняется во всех точках справа. 

 Справедливость утверждения следует из выполнения условия СМ в точке x = 0 

(слева), строго монотонного убывания первых производных Vi’(x) и условия не более чем 

однократного их пересечения (см. (1)-(3)). 

Лемма 4: Если функции первых производных V1’(x), V2’(x) пересекаются в точке xE: 

V1’(xE) = V2’(xE), тогда слева от этой точки выполняется условие СМ, а справа обратное 

условие. 

Док-во: Предположим обратное, что слева от xE существует точка, где выполняется 

обратное условие СМ, тогда по Лемме 3 в точке xE также должно было бы выполняться 

обратное условие СМ, что противоречит определению xE. Аналогично – для области 

справа от xE. 

                                                
13 Аналогично работе Мура (см. [12] стр. 56) здесь также возможны два различных варианта пересечения 
кривых безразличия агентов высшего и низшего типа: однократное и двукратное пересечение. Однократное 
пересечение имеет место при глобальном выполнении условия СМ или в случае, когда информационная 
рента агента второго типа (сдвиг вниз кривой безразличия агента второго типа) меньше разности 
максимальных значений функций агентов (валовой готовности платить). При двукратном пересечении 
оптимальное решение определяется левой точкой, если предельные издержки больше ординаты пересечения 
маржинальных функций агентов, и – правой точкой, если предельные издержки меньше (см. Теорему 2).  
Замечание по этому вопросу принадлежит д.э.н. В.М. Полтеровичу. 
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Лемма 5: При выполнении условия СМ в точке  x1: V1’(x1) < V2’(x1), для решений 

разделяющего равновесия: 

1) упорядочение оптимальных объемов соответствует упорядочению первых 

производных функций агентов в точке x1 (x1 < x2); 

2) объем блага для агента первого типа меньше социально оптимального x1 <  x1С. 

Док-во: Подстановка  с = V2‘(x2) из (12) в (11), при y = 0 и V2’(x1) > V1’(x1),  

приводит к  V2’(x1) > V2’(x2). Следовательно, при строго убывающей функции V2’(x), 

объем благ, предлагаемый второму агенту, больше, чем первому агенту: x2 > x1. 

Подстановка  V1‘(x1) вместо V2’(x1) в  уравнение (9) приводит к неравенству V1’(x1) > c, 

откуда следует x1 <  x1С. 

 Лемма 6: При выполнении обратного условия СМ в точке  x1: V2’(x1) < V1’(x1),  для 

решений разделяющего равновесия: 

1) упорядочение оптимальных объемов соответствует упорядочению первых 

производных функций агентов в точке x1 (x2 < x1); 

2) объем блага для агента первого типа больше социально оптимального x1 >  x1С. 

Доказательство аналогично доказательству Леммы 5.  

Лемма 7: Если в точке x1 выполняется равенство: V2’(x1) = V1’(x1), то объемы блага 

для агентов первого и второго типа совпадают и равны социально оптимальным. Кроме 

того, предельные издержки совпадают со значением первых производных функций 

агентов в этой точке. 

Док-во: Подстановка  V2’(x1) = V1’(x1) в (11) с учетом (12) доказывает, что x1 = x1С = 

x2 =  x2С. А также, V2’ (x2) = V1’ (x1) = с.  

Леммы (5)-(7) доказывают прямую связь упорядочения первых производных 

функций агентов в точке x1 и соотношения объемов x1  и x2. 

Теорема 1: Если внутренние решения разделяющего равновесия (x1, x2) 

существуют, и функции агентов удовлетворяют условиям (1)-(3), то в области, 
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ограниченной  значениями оптимальных объемов x1 и x2, упорядочение первых 

производных от функций агентов не изменяется, и решения удовлетворяют условию IC1: 

Δ21V(x2) -  Δ21V(x1) =  
2

1
12 0))(')('(

X

X

dxxVxV .  

Док-во: Δ21V(x) – квазивогнутая функция (см. (3)). Согласно теореме М.С.314   при 

выполнении условия IC1:  Δ21V(x2) ≥ Δ21V(x1), должно выполнятся неравенство: [V2’(x1) – 

V1’(x1)](x2 - x1) ≥ 0. Предположим, что IC1 не выполняется: Δ21V(x2) < Δ21V(x1). Тогда 

согласно теореме М.С.3 [V2’(x1) – V1’(x1)](x2 - x1) < 0. Однако последнее неравенство 

входит в противоречие с Леммой 5 или 6 или 7, которые исчерпывают все соотношения 

между производными функций агентов в точке x1, и требуют одинаковой 

упорядоченности этих производных и соответствующих оптимальных объемов. 

Следовательно предпосылка о невыполнении IC1 не верна. Теорема доказана. 

Теорема 2:  Если внутреннее решение существует, то упорядочение оптимальных 

объемов x1, x2, определяется уровнем предельных издержек с и соответствует 

упорядочению социально оптимальных объемов x1С, x2С.  

Док-во: Из (12) при y = 0  следует с = V2‘(x2). Если условия СМ выполняются 

глобально или x2 < xE 
15, то решения x1, x2 согласно Теореме 1 принадлежат области 

выполнения условия СМ  и  x1 < x2. При этом x1C < x2C,  что  доказывается  от  

противоположного.  Предположим, что  x2C < x1C,  тогда x1 < x2 = x2C < x1C, и в силу 

монотонности существует точка x1
* = x2C, такая, что c < V1‘(x1

*), откуда следует  V2‘(x2) = c 

< V1‘(x1
*) = V1‘(x2С), что противоречит условию x2 = x2C . Таким образом, доказано x1C < x2C 

и, следовательно, x1 < x1C < x2C  = x2. Если xE < x2 тогда решения x1, x2 принадлежат области 

выполнения обратного условия СМ и x2 = x2C < x1C < x1 (доказательство аналогично).  Если 

x2 = xE, тогда x2 = x1, с = V2‘(x2) = V1‘(x1) (в соответствии с Леммой 7). Теорема доказана. 

                                                
14  Mas-Colell A., Winston M. D., Green J. R. “Microeconomic Theory” / Oxford University Press. 1995, p. 934. 
15 Если существует две области упорядочения первых производных от функций агентов, то xE обозначает 
объем, при котором первые производные равны: V1’(xE) = V2’(xE). Эта точка разделяет области выполнения 
прямых и обратных условий СМ. 
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Согласно Теореме 2 (при условии, что разделяющее равновесие существует и 

существует точка пересечения функций V’2 (x) и V’1(x)), если предельные издержки 

производства выше точки пересечения функций V’2 (x) и V’1(x) , то принципал предлагает 

агентам низшего типа объемы блага ниже социально оптимального уровня. При низких 

предельных издержках  оптимальным для принципала решением может оказаться 

«переобеспечение» (с точки зрения общественного благосостояния) объема благ  для 

агентов низшего типа. Заметим, что в последнем случае принципал не несет убытков на 

этом сегменте рынка, и перекрестное субсидирование не имеет места, т.к. 

ценообразование нелинейное. Социально оптимальный  (и одинаковый) объем благ 

агенты обоих типов получают только в том случае, когда предельные издержки совпадают 

с ординатой пересечения функций V’2 (x) и V’1(x).  

Из условия первого порядка (11) для случая внутреннего решения разделяющего 

равновесия можно получить выражение для чувствительности  оптимального объема благ 

для агентов первого типа к возрастанию их доли: 

)(')(')1(
)('

1112

121

xVxV
cxV
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dx







 

Знаменатель последнего выражения всегда должен быть положительным, что 

следует из условия второго порядка. Если локально неравенство СМ выполняется: V’2 (x1) 

> V’1(x1) > c, то производная положительна. Т.е. с ростом доли агентов первого типа 

предлагаемый принципалом оптимальный объем благ x1 растет, но остается ниже 

социально оптимального. Если локально выполняются обратные условия, то с ростом 

доли агентов первого типа предлагаемый принципалом объем благ x1 уменьшается, но 

остается больше социально оптимального. Аналогичным образом можно получить 

выражение чувствительности  оптимального объема благ для агентов первого и второго 

типа к возрастанию предельных издержек, и показать, что с ростом предельных издержек 

производства оптимальные объемы уменьшаются. 

2. Частная модель полностью нелинейных тарифов при линейных функциях спроса 
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Аналогично общему случаю п. 1 рассматривается частный случай ценовой 

дискриминации второй степени по классификации Пигу, а именно полностью нелинейное 

ценообразование (в отличие от другой известной формы дискриминации второй степени – 

двухчастных или линейных тарифов) при квадратичных функциях агентов, что 

соответствует линейным функциям спроса. Функции агентов определяются интегралом от 

линейной функции спроса в пределах от 0 до х. Таким образом, тип агента определяется 

двумя параметрами (a и b). Функции агентов первого и второго типа (функции валовой 

платежеспособности) имеют вид: 

(15)     
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Необходимо отметить определенное отличие от требований (1)-(3) п. 1. Здесь 

функции агентов, начиная с объема xi = ai /bi, постоянны и равны своим максимальным 

значениям. В этой области производная от функции агента равна нулю, валовая 

готовность платить агента не растет с ростом объема блага х. При этом первая 

производная функции агента непрерывна, а вторая терпит разрыв в точке максимального 

количества спроса (ai/bi).  

Ограничения на параметры функций агентов определяются условием 

доминирования валовой готовности платить агента высшего типа (1): 

 V2 (x) > V1 (x), откуда следует 1,,;1
2

1

2

2

1
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На рис. 4 приведены допустимые варианты  а), b), с) линейных функций спроса 

агентов первого и второго типа, удовлетворяющие условию доминирования валовой 

готовности платить. Первые два варианта удовлетворяют условию СМ, т.к. первая 

производная функции V (x) агента второго типа доминирует при любом объеме благ: 
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V’2(x) > V’1(x). Пример в монографии Тироля16 рассматривает линейные функции спроса, 

исходящие из точки  x=1  на оси объемов.  Это частный случай варианта   b),  когда  

а1 = b1 = 1,  a2 = b2 = 2 (2 >1). В третьем случае  с), условие СМ выполняется при 

малых объемах, но не выполняется при больших объемах, начиная с точки пересечения  

функций спроса.  

                                                                                                                                                            
      V’(x)                                         V’(x)                                         V’(x)                                                          
                                                                                                                                                            
                                                                                                                                                            
                    2                                                2                                          2                                            
           1                                                                                              1                                                  
                                                                  1                                                                                          
                                                                                                                                                            
                                                x                                                x                                                 x         
                                                                                                                                                            
V(x)                                      V(x)                                           V(x)                                                                         
                                                                                                                                                            
                                     2                                                                            2                                           
                                                                   2                                                                                     
                                     1                                                                            1                                           
                                                                  1                                                                                          
                                                                                                                                                            
                                                x                                                 x                                                x           
                                                                                                                                                            
                   a)    b)         c)                                                                                                 
Рис. 4. Допустимые варианты линейных функций первой производной (функций спроса) и 

функций агента (валовой платежеспособности) агентов первого и второго типа 
Условия первого порядка (11)-(12) при y = 0 позволяют получить внутренние 

решения разделяющего равновесия  в конечном виде: 
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16 Тироль ввел в разделе двухчастных тарифов ([15], стр. 144) функцию V(x)=(1-(1-x)2)/2 для иллюстрации 
теоретических результатов. Здесь она так же используется для случая полностью нелинейных тарифов. 
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где 
12

1221

bb
babaxE 


 - ордината пересечения функций спроса (для пересекающихся 

функций спроса). 

Решение (17) соответствует области, где спрос агента второго типа совпадает с 

осью абсцисс: V2’(x)) ≡ 0. Из формы решения (17), очевидно, что объем для агентов 

первого типа выше социально оптимального и x2 < x1. Однако такого рода решения могут 

существовать в виде (16), если значение параметра с достаточно близко к величине xE 

снизу. 

Тарифы определяются по общим формулам (9) и (10) с учетом (15). 

Ограничение  на  уровень  предельных  издержек,  определяющее  решения  типа   

x2 > x1, определяется путем подстановки выражений (16) и (18), в неравенство x2 > x1: 

(19) 12 bbприxc E  ,  

Для пересекающихся функций спроса три условия эквивалентны (аналог Теоремы 

2): предельные издержки принципала выше ординаты точки пересечения функций спроса 

xE, локальное выполнение условия СМ, объем агента второго типа ниже, чем у агента 

первого типа  x2 > x1. Обратные соотношения: предельные издержки ниже ординаты 

пересечения функций спроса, локальное выполнение обратного условия СМ, 

оптимальный объем агента второго типа ниже, чем у первого - также эквивалентны.  

Примеры соотношения кривых безразличия агентов первого и второго типа, 

определяющего оптимальные контракты, где x2 > x1, приведены на рис.5-6, а контракты, 

где x2 < x1 – на рис. 7. Выигрыш агента увеличивается при сдвиге кривой безразличия 

вниз. Параметры контракта для агента первого типа определяются пересечением кривой 

безразличия агента первого типа (U1 = 0) и кривой безразличия агента второго типа 

 (U2 = V2(x1) - V1(x1) > 0). Параметры контракта агента второго типа определяются точкой 

касания изопрофиты максимального уровня - кривой безразличия агента второго типа. 

Наклон изопрофиты равен предельным издержкам с. С ростом доли λ кривая безразличия 
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агента второго типа сдвигается вниз, а угол ее наклона в точке пересечения стремится к 

величине с. 

На рис.5, 6 кривые безразличия пересекаются один раз, вследствие  глобального 

выполнения  условия СМ. На рис. 7 кривые безразличия пересекаются в двух точках, при 

этом  объем x1 определяется второй точкой, т.к. она соответствует условию и c < Vi’(xE). 

Первый агент выбирает свой контракт, потому что контракт второго типа ему недоступен 

(выигрыш при сдвиге вверх отрицателен). Второй агент выбирает свой контракт, потому 

что он безразличен в выборе между двумя контрактами (можно считать, что принципал 

снижает оптимальное значение тарифа Т2 на малую величину и увеличивает для второго 

агента предпочтительность его контракта). 
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Рис. 5. Внутреннее решение  разделяющего равновесия при глобальном 
выполнении условия Спенса-Миррлиса. Случай p2 < p1. 

Представляет интерес сравнение средних цен для агентов первого и второго типа в 

случае решений в области выполнения условия СМ или обратного условия. Примеры 

расчетов для однопараметрических функций агентов при глобальном выполнении условия 

СМ показывают, что средняя цена для агента первого типа может быть не только выше, но 

и ниже (см. рис. 5, 6). При параметрах c = 1,5; а1 = b1 = 1 = 5;  a2 = b2 = 2 = 10;  = 0,8, 

средняя цена для агента первого типа выше, чем для второго: p1 = T1 / x1 = 2,2 /0,6 = 3,5 > 

p2 = T2 /x2 = 2,79 /0,85 = 3,28. Увеличение параметра функции второго агента до уровня 2 
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= 13 изменит соотношение средних цен на противоположное:  p1 = T1 /x1 = 1,88 /0,5 = 3,75 

< p2 = T2 /x2 = 3,41 /0,88 = 3,86. Аналогичный результат можно получить путем изменения 

других параметров модели. Поэтому требование к оптимальным решениям, чтобы они 

обладали свойством снижения средних цен в контрактах с повышением типа агента 

(quantity discount, см. [8], [16]), налагает дополнительные ограничения на параметры 

модели.  
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Рис. 6. Внутреннее решение  разделяющего равновесия при глобальном 
выполнении условия Спенса-Миррлиса. Случай    p2 > p1. 

Графически средние цены определяются тангенсом угла наклона луча, 

проведенного из начала координат в точку, определяющую контракт агента. На 

диаграммах проведен только луч, характеризующий среднюю цену агента первого типа 

(луч называется контрольным). Если точка, определяющая контракт агента второго типа, 

лежит ниже этого луча, см. рис. 5, то средняя цена для агента второго типа ниже и, 

наоборот,  на рис. 6 средняя цена выше.  Для решений разделяющего равновесия в 

области выполнения обратных условий СМ (рис. 7) точка, определяющая контракт агента 

второго типа всегда лежит выше контрольного луча, т.к. в этой области кривая 

безразличия агента второго типа всегда лежит выше контрольного луча. Таким образом,  

средняя цена для агента второго типа при решениях в области обратного условия СМ 

всегда выше. 
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Рис. 7. Внутреннее решение  разделяющего равновесия при выполнении обратного 
условия Спенса-Миррлиса (p2 >  p1 ). 

Можно провести анализ возможности арбитража продукта, если продукт делимый, 

и арбитраж не запрещен и не связан с высокими трансакционными издержками. В случаях 

типа, представленного на рис. 5 (при выполнении условия СМ, средняя цена для второго 

агента ниже), существует интервал допустимого объема обмена, когда агент второго 

типа  продает часть продукта агенту первого типа по средней цене. Кривые безразличия 

агентов сдвигаются вниз, выигрыши обоих агентов возрастают. При этом агент первого 

типа не заключает контракта с принципалом, и прибыль принципала не соответствует 

расчетному уровню. В случае, представленном на рис. 7 (выполнение обратных условий 

СМ) также возможен аналогичный обмен, здесь агент первого типа продает, а агент 

второго типа покупает. В отличие от этих случаев, на рис 6. (при выполнении условия 

СМ, средняя цена для второго агента выше) представлена иная ситуация, когда арбитраж 

продукта в двухсторонних сделках агентов невозможен, т.к. для повышения выигрыша 

второго агента ему необходимо купить больше, чем первый агент может продать.  

В задаче с квадратичными функциями агентов возможно явное определение 

областей допустимых параметров модели,  определяющих внутреннее решение. Из 

условий второго порядка следует ограничение на параметр : 
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В области выполнения условия СМ необходимо также выполнение условия 

обслуживания агентов первого типа x1>0.  
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В общем случае допустимая область параметров с и  определяется 

одновременным выполнением ограничений (19) и (20) и зависит от параметров функций 

агентов. В частности, при выполнении условия СМ, определяющим является ограничение 

(20). При выполнении обратных условий СМ ослабление требования (2): строгой  

монотонности первой производной функции агентов второго типа, приводит к 

появлению дополнительной параметрической области существования разделяющего 

равновесия, когда выигрыш принципала при разделяющем равновесии выше выигрыша 

при краевом решении (рис. 8). В случае линейных функций спроса граничных решений 

типа II не обнаружено. 
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Рис. 8. Область допустимых значений параметров  с  и  , определяемая доминированием 
выигрыша принципала при разделяющем равновесии. 

 
 
 
 
 
 



 28 

3. Кратные контракты 

Рассмотрим возможность возникновения феномена кратных контрактов на примере 

торговой сделки. Два типа потребителей могут заключать договора на поставку большой 

или малой партий товара, предлагаемых монополистом-поставщиком. Параметры спроса 

потребителей, издержки поставщика и доля потребителей первого типа соответственно 

равны: c = 2; а1 = 5; b1 = 6,2, a2 = 10, b2 = 10,  = 0,65. Поставщик, имея информацию о 

перечисленных параметрах, разрабатывает план ценовой дискриминации в соответствии с 

решениями п. 2, которые определяются классической системой условий п.1. По 

классической схеме параметры контрактов равны:  T1 = 0,35; x1  = 0,07; T2  = 4,44; x2 = 0,8, 

при этом выигрыш агентов первого типа равен нулю U1(T1,, x1) = 0, а для агентов второго 

типа больше нуля: U2(T2, x2) = V2(x1) - V1(x1) = 0,36, прибыль поставщика равна  = 1,13. В 

соответствии с классической теорией стимулов, второй агент получает одинаковый 

выигрыш, приобретая малый или большой объем продукта. Однако, приобретая две 

партии малого объема, второй агент получает больший выигрыш U2(2T1, 2x1) = 0,66 

(проблема трансакционных издержек не рассматривается). Этот эффект проявляется при 

малых объемах x1, и связан с  вогнутостью функций агентов и кривых безразличия. 

Результат графически представлен на рис. 9: точка, соответствующая покупке двух 

контрактов первого типа лежит на контрольном луче k0 ниже исходной кривой 

безразличия агента второго типа, и поэтому приносит ему больший выигрыш. 

Приобретение двойного контракта в этом случае означает сдвиг вниз кривой безразличия 

агента второго типа до ее пересечения с контрольным лучом в точке двойной покупки 

контакта первого типа. При условии допустимости кратных покупок и рациональности 

агентов второго типа поставщик не получит запланированной прибыли, т.к. имеет место 

нарушение выявляющего принципа.  
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Рис. 9. Случай, стимулирующий заключение кратных контрактов агентом второго типа, и 

построение квазиоптимального контракта. 
Необходимо отметить, что кратные контракты невозможны в случае, когда 

выполняется обратное условие СМ, потому что в этом случае кратная покупка контракта 

первого типа приводит к сдвигу кривой безразличия вверх и снижает выигрыш (см. рис.7). 

Для анализа и решения проблемы кратных контрактов необходимо рассмотреть  

дополнительное ограничение кратных контрактов на допустимую область изменения 

параметров модели, а также способ построения квазиоптимальных контрактов, в случае, 

когда параметры удовлетворяют ограничениям классической модели (заключения только 

одного контракта), но не удовлетворяют ограничениям кратных контрактов. 

Дополнительные ограничения на допустимую область параметров модели 

определяются условием, при котором кратные покупки нерациональны, т.е. условием 

доминирования функции выигрыша «своего» контракта в сравнении с функцией 

выигрыша от приобретения «чужих» контрактов минимальной кратности, т.е. удвоенного 

объема блага по цене удвоенного тарифа:  

(21) V2 (x2) - T2 > V2 (2x1) - 2T1,  

Соотношение  (21) определяет дополнительный стимул к классической системе 

стимулов (5)-(8) - отказаться от покупок «чужого» контракта любой кратности. 



 30 

Соотношение (21) может выполняться, и тогда не играет никакой роли, или не 

выполняться, разрушая классический план монополии, что зависит от параметров модели. 

Подставляя выражение для тарифов (11) и (12) можно получить эквивалентное 

условию (21) неравенство, решение которого определяет ограничение на величину 

оптимального объема x1 (объем не должен быть слишком малым): 

(22) V1 (x1) +  V2 (x1) >  V2 ( 2 x1 ),  

Использование неравенства (22) обеспечивает возможность инструментальной 

проверки возможности (или невозможности) кратных контрактов путем сравнения 

решения классической системы x1 с решением неравенства (22). 

Для моделей с линейными функциями спроса решение неравенства (22) 

относительно объема контракта x1 (с учетом ограничения по спросу) может быть получено 

в конечном виде: 
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Условие 123 bb  является необходимым для ограничения кратных покупок при 

линейных функциях спроса типа а)  рис.4. При его невыполнении, кратные покупки 

нельзя ограничить и построение квазиоптимальных контрактов невозможно. 

Для частного случая однопараметрических линейных функций спроса, 

рассмотренных в монографии [15], условие (23) имеет вид: 
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Левая часть неравенства (23) определяет ограничения на параметры функций 

спроса. Правая часть неравенства (23) после подстановки выражения оптимального 

решения классической системы (16) может быть преобразована к виду неравенства 

относительно параметра   или параметра с: 
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При фиксированных параметрах функций спроса агентов, области допустимых 

параметров с и  для классической системы совместимости стимулов и для случая 

ограничений кратных контрактов имеют вид, приведенный на рис. 10 (параметры 

функций спроса даны в начале параграфа). Допустимая область расположена в левом 

верхнем углу. Ограничение кратных покупок уменьшает область допустимых значений 

параметров. И, наоборот, кратные покупки возможны, когда параметры с и  попадают в 

область 

(25) X  <   <  d .  
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Рис. 10. Область допустимых значений параметров с и  при запрещенных и разрешенных 
кратных контрактах (только при глобальном выполнении условия Спенса-Миррлиса). 

 

Квазиоптимальные контракты, учитывающие дополнительный стимул (21), 

строятся следующим образом. Агенту первого типа предлагается скорректированный 

объем, определяемый правой частью соотношения (22). Агенту второго типа 

предлагается, по-прежнему, социально оптимальный объем при уменьшенном платеже. 

Тариф для контракта первого типа T1d рассчитывается по формуле (9) с подстановкой 

скорректированного объема. Тариф для контракта второго типа рассчитывается, исходя из 
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нового объема x1 и более высокого  уровня выигрыша второго потребителя, 

определяемого c учетом соотношения (21): U2 = V2 (2x1d) - 2T1d ,= V2 (x1d) - V1 (x1d): 

T2 = V2 (x2) - V2 (x1d) +  V1 (x1d). 

Выигрыш принципала (прибыль) рассчитывается по формуле (4). 

Для рассмотренного выше примера параметры квазиоптимальных контрактов, 

выигрыши агентов, общественное благосостояние, социально оптимальное 

благосостояние и прибыль  соответственно  равны: T1 ,= 1,55; x1 = 0,42; T2 = 3,04; x2 = 0,8, 

U1 = 0;  U2 = 1,76, SW = 1,58; OSW = 1,59;  = 0,97. Первый потребитель по-прежнему 

имеет нулевой выигрыш, при этом он получает больший объем продукта, но отдает 

большую часть максимального валового избытка, чем в классическом случае. Второй 

потребитель получает больший выигрыш, чем планировалось в классическом случае – это 

компенсация за ограничение кратных покупок (таким образом, он отдает меньшую часть 

избытка). 

Графическая иллюстрация построения таких контрактов состоит в следующем. 

Кривая безразличия потребителей второго типа сдвигается вниз в сторону увеличения 

выигрыша до тех пор, пока не реализуется точная ситуация двукратной покупки, т.е. 

после сдвига кривая безразличия агентов второго типа отсечет от контрольного луча два 

отрезка одинаковой длины (см. рис. 9). 

3. Полностью нелинейные тарифы 

при горизонтально дифференцированных вкусах агентов 

Применимость моделей, рассмотренных  п. 1-2, можно расширить с учетом 

различия горизонтально дифференцированных вкусов агентов. Расширение основывается 

на подходе Хотеллинга (модель линейного города с транспортными издержками и 

абсолютно неэластичным, неограниченным спросом) [6]. В случае дифференциации 

вкусов, не совпадающих с потребляемым продуктом, издержки потребления, 
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дополнительные к цене продукта рассматриваются как трансакционные17. В отличие от 

моделей линейного ценообразования в условиях абсолютно неэластичного спроса задача 

полностью нелинейного ценообразования предполагает эластичность спроса агентов, 

поэтому здесь выражение функции выигрыша учитывает изменение готовности платить с 

изменением объема. Выигрыш агента рассматривается в  зависимости от трех факторов: 

валовой платежеспособности, стоимости контракта T (тарифа) – это факторы, 

учитываемые классической постановкой задачи (см. п.1), и дополнительно - издержек 

потребления. Функция выигрыша в зависимости от параметра вкуса агента z имеет вид.  

(26)  xzatTxVaTzxU )(),(),,,,(    

где а - параметр продукта; t – цена издержек потребления; (l) – функция издержек 

потребления, l - модуль отклонения параметра вкуса от параметра продукта, 

’(l)>0, l>0, (0)=0. 

Без ограничения общности  в дискретной модели с двумя агентами и одним 

продуктом18, нормируя расстояние между агентами к единице, можно принять параметр 

вкуса первого агента z1 = 0 и второго агента z2 = 1. При совпадении параметра вкуса и 

параметра продукта издержки потребления по определению равны нулю, а выбор 

параметра продукта за границами интервала уменьшает выигрыш агентов и снижает 

спрос.  Предполагается, что  возможности технологии производителя (монополиста) 

позволяют выбрать параметр продукта в интервале [0, 1]. При линейной функции 

трансакционных издержек потребления (а-х) = а-х функции выигрыша агентов двух 

типов с различными вкусами можно записать в виде: 

(27)  TtaxxVaTxU  )(),,( 11  

(28)  TxatxVaTxU  )1()(),,( 22  

                                                
17 В статье «Моделирование спроса и общественного благосостояния на рынке дифференцированного 
продукта». - Экономический журнал Высшей школы экономики, т. 4, № 1, 2000г., рассмотрены модели 
линейного ценообразования в условиях абсолютно неэластичного ограниченного спроса. 
18 В отличие от модели дискриминации по качеству [2], где рассмотрены два типа агентов и два продукта 
различного качества. 
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Сравнивая выражения выигрыша агентов в пространстве горизонтальной 

дифференциации (27) и (28) с выражениями выигрыша агентов в случае однородных 

вкусов и продуктов (2) и (3) можно заметить, что рассматриваемая задача может быть 

формально приведена к задаче в пп.1, 2 путем корректировки функций 

платежеспособности агентов на величину трансакционных издержек потребления. При 

заданных значениях параметров а и t это позволяет использовать все результаты, 

полученные ранее, с заменой функций  валовой  платежеспособности  спроса  V1(x),  V2(x)  

на  функции  V1(x) – t a x    и   V2(x) – t (1-a) x  соответственно. Графически корректировка 

соответствует сдвигу функций спроса вниз: для агента  первого типа - на величину ta,  и  

для агента второго типа - на величину t(1-a).  Эта корректировка позволяет формально 

использовать все условия, определяющие ограничения на параметры модели, и 

полученные ранее конечные решения п.2. Выражения для оптимальных объемов 

принимают вид: 

(29) 
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Для  расчета тарифов и прибыли используются выражения (9), (10) и (4) 

соответственно.  

Полученные решения (29), (30) показывают, что в модели с дифференцированными 

вкусами агентов, оптимальный объем для агентов второго типа ниже социально 

оптимального уровня, если параметр продукта отличается от параметра вкуса. Агенты 

первого типа всегда получают меньший объем в сравнении со случаем однородных 

вкусов, что связано со снижением спроса агентов первого или второго типа (или обоих 
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типов) из-за отличия параметров вкуса и параметра продукта. Снижение спроса приводит 

к уменьшению прибыли принципала и общественного благосостояния. 

Выражение прибыли можно исследовать на чувствительность изменения по 

параметру а. Согласно теореме об огибающей первая производная прибыли по параметру 

а равна: 

(31) )))(1(())2()1(( 11212 xxxtxxt
da
d

   

Для решений разделяющего равновесия в области выполнения обратного условия 

СМ производная (31) всегда меньше нуля, т.к. x2 < x1,  и величина прибыли убывает при 

увеличении параметра а. Следовательно, оптимальное расположение продукта совпадает с 

параметром вкуса агентов низшего типа, с более высокой маржинальной готовностью 

платить (a = z1 = 0). 

Для случая выполнения условия СМ необходим дополнительный анализ. 

Подстановка оптимальных решений (29), (30) в выражение для производной (31) 

показывает, что зависимость производной от прибыли по параметру а - линейная с 

положительным коэффициентом. Следовательно, зависимость прибыли квадратичная по 

параметру а и функция прибыли выпуклая. Равенство нулю первой производной дает 

только один экстремум – минимум, и максимальная прибыль может достигаться на 

границе допустимой области a = z2 = 1. Однако при необходимости предотвращения 

кратных контрактов оптимизация по параметру расположения может привести к  выбору  

параметра,  не  соответствующего  угловой  точке.  На  рис. 11 приведен случай, когда при 

высокой доле агентов второго типа (1 - λ = 0,6) прибыль принципала растет при смещении 

параметра продукта в сторону вкусов агента с высокой платежеспособностью (z = 1). 

Однако по мере смещения растут трансакционные издержки потребления агента с низкой 

платежеспособностью, и уменьшается предназначенный ему объем. Это приводит к 

возможности появления кратных покупок для агента с высокой платежеспособностью. На 

рис. 11 убывающая ветвь функции прибыли связана с построением квазиоптимальных 
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контрактов, предотвращающих кратные покупки агентов второго типа. Максимум 

достигается в точке, где уравновешиваются две тенденции: рост прибыли за счет 

смещения параметра продукта в сторону вкусов агентов второго типа и уменьшение 

прибыли за счет снижения готовности платить агентов первого типа в пределах 

предотвращения кратных контрактов. 
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Рис. 11. Изменение прибыли принципала в зависимости от выбора параметра продукта в 

пространстве горизонтальной дифференциации при эффекте кратных контрактов. 
 

Этот пример показывает, что оптимальный выбор монополией параметра продукта 

может не совпадать со вкусами большинства потребителей. Экономическая 

интерпретация  для случая, когда параметр горизонтальной дифференциации 

определяется расстоянием до потребителя, означает, что монополист для осуществления 

ценовой дискриминации второй степени построит предприятие на удалении от агентов, 

как первого, так и второго типа, несмотря на то, платежи второго типа обеспечивает 

основную часть прибыли. Причина заключается в том, что монополия не допускает 

возможности «кратных контрактов». 

Заключение 
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Ослабление требований Спенса-Миррлиса в дискретной модели полностью 

нелинейных тарифов для двух типов агентов позволило расширить класс 

рассматриваемых задач для многопараметрических функций типа агентов (валовой 

платежеспособности), включая случаи пересекающихся функций спроса агентов 

различного типа.  

Показано, что при пересекающихся функциях спроса в зависимости от уровня 

предельных издержек принципала возможно существование решений разделяющего 

равновесия различного рода. Решения первого рода соответствуют классическим 

решениям: агенты с меньшей платежеспособностью получают объем блага меньше 

социально оптимального объема для этого типа и меньше, чем объем блага для агентов 

второго типа. Потери благосостояния в этом случае связаны с недопотреблением (в 

сравнении с социально оптимальным уровнем) агентов с низкой платежеспособностью. 

Решения разделяющего равновесия второго рода реализуются при снижении предельных 

издержек принципала (монополии) до уровня, где доминирует маржинальный спрос 

первого типа. Решения второго рода характеризуются объемом блага для агентов низшего 

типа, превышающим социально оптимальный уровень, и превышающим объем блага для 

агентов высшего типа. Это связано с особенностью ценообразования при низких уровнях 

предельных издержек, когда принципал, учитывая особенности спроса, увеличивает 

объем блага для агентов первого типа с одновременным повышением тарифа с целью 

оптимального увеличения тарифа для агентов второго типа. В отличие от случая  решений 

первого типа, монополист реализует объем благ выше социально оптимального уровня. 

Потери благосостояния определяются избыточным производством блага. В случае, когда 

предельные издержки совпадают с ординатой пересечения функций спроса агентов 

различных типов, реализуется случай объединяющего равновесия, когда все агенты 

получают одинаковый социально оптимальный объем блага. Общественное 

благосостояние совпадает с социально оптимальным уровнем. При гомогенных благах и 
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вкусах во всех  трех случаях агенты высшего типа получают социально оптимальный 

объем благ. 

Показано, что оптимальный объем блага для агентов первого типа растет при 

решениях первого рода и убывает при решениях второго рода с ростом их доли  в 

совокупности. 

Для решений разделяющего равновесия источниками параметрических 

ограничений, определяющих существование решений при классической системе стимулов 

(индивидуальной рациональности и совместимости стимулов агентов), являются 

ограничения первой группы: 1) условия доминирования валового спроса второго типа, 2) 

условия второго порядка максимума прибыли, 3) условия обслуживания агентов первого 

типа (только для решений первого типа) и 4) доминирования выигрыша при разделяющем 

равновесии над выигрышем при обслуживании только агентов второго типа. 

Также показано, что при параметрах модели, определяющих более высокие 

средние цены для агентов второго типа при выполнении условий Спенса-Миррлиса, 

арбитраж продукта невозможен. 

Рассмотрен феномен «кратных контрактов» для решений разделяющего 

равновесия, когда классическая система стимулов приводит к нарушению выявляющего 

принципа, и позволяют агентам второго типа осуществлять арбитраж спроса путем 

кратных покупок контрактов первого типа (если кратные контракты не запрещены). 

Показано, что феномен кратных контрактов возможен только в случае решений первого 

типа (при выполнении условия Спенса-Миррлиса). Получены дополнительные 

контрольные условия, определяющие функционирование выявляющего принципа, как 

стимула для агентов  второго типа не осуществлять двукратные покупки.  Показано, что 

эти условия налагают ограничения на величину оптимального объема блага контракта 

первого типа, и, таким образом определяют дополнительные ограничения (второй группы) 

на параметры модели.  
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Рассмотрена  модель полностью нелинейных тарифов для потребителей с 

горизонтально дифференцированными вкусами и одним продуктом. Показано, что 

трансакционные издержки потребления, зависящие от отклонения параметра вкуса агента 

от параметра продукта, могут быть учтены путем сдвига обратной функции спроса на 

величину издержек потребления для агентов каждого типа, что позволяет использовать 

результаты, полученные для случая гомогенных вкусов. Для линейных функций спроса 

получены конечные решения в зависимости от параметра продукта. Показано, что для 

решений разделяющего равновесия второго рода (при низких предельных издержках 

принципала) максимум прибыли достигается при выборе параметра продукта, 

соответствующего вкусу первого агента. Для решений первого рода выбор оптимального 

параметра продукта зависит от ограничений на параметры модели, включая ограничение 

кратных покупок. 

В модели с дифференцированными вкусами потребителей и одним продуктом, 

оптимальный объем блага для агентов второго типа в общем случае ниже социально 

оптимального уровня, в отличие от решений модели для случая однородных вкусов и 

продуктов. Оптимальный объем блага для агентов первого типа всегда  меньше 

соответствующего объема для случая гомогенных вкусов, что связано со снижением 

спроса агентов за счет трансакционных издержек потребления. Этот фактор определяет 

также уменьшение прибыли принципала и общественного благосостояния.  
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A Non-linear Tariffs Model Revised 
O. M. Dusouchet 

 Analysis of extending a discrete model of fully non-linear tariffs with two types of agents 
for cases when Spence-Mirrlees condition are fulfilled not over all the domain of the demand 
functions when a demand arbitration is possible under multiple contracts as well as for agents 
with horizontally differentiated testes and one product is conducted. The agent type can be 
characterized with a set of parameters. The subject of analysis is: incentive system functioning, 
optimal solution properties and parametric feasible constrains of the model parameters.  
 


