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Введение. В этой статье эргодические свойства дискретной динамической
системы (Ω, ϕ), порожденной непрерывным преобразованием метрического ком-
пакта Ω, формулируются в терминах трех ассоциированных с (Ω, ϕ) алгебро-
топологических объектов. Речь идет об описанных в [1], [2] обволакивающей
полугруппе Эллиса E(Ω, ϕ) и операторной обволакивающей полугруппе Кёлер
Γ(Ω, ϕ), а также, о рассмотренной в предшествующей работе автора [3] и свя-
занной с Γ(Ω, ϕ) операторной полугруппе G(Ω, ϕ). Помимо этого изучаются
представляющие самостоятельный интерес зависимости между тремя данными
полугруппами. Как показано в [3], топологические характеристики компактных
в соответствующих топологиях полугрупп E(Ω, ϕ), Γ(Ω, ϕ) и G(Ω, ϕ) тесно свя-
заны с эргодическими свойствами полукаскада (Ω, ϕ). Оказывается, подобного
рода связи проявляются особенно ярко для класса дискретных динамических
систем, обладающих метризуемой обволакивающей полугруппой E(Ω, ϕ) и на-
зываемых здесь ординарными. Ряд результатов о полугруппах Эллиса подоб-
ных систем (причем не только дискретных) можно найти в обзоре [4]. Известно,
что ординарными оказываются все слабо почти периодические динамические
системы.

Здесь предложено (теорема 4) альтернативное определение ординарности по-
лукаскада (Ω, ϕ), состоящее в требовании метризуемости индуцированной по-
лугруппы G(Ω, ϕ). Рассматривается также первоначально введенный Кёлер [2]
и изученный в работах [4]–[6] класс так называемых ручных динамических си-
стем (Ω, ϕ). В разд. 2 представлена иерархическая сводка известных ранее и
некоторых новых свойств полукаскада (Ω, ϕ), формулируемых большей частью
в терминах полугрупп E(Ω, ϕ), Γ(Ω, ϕ) и G(Ω, ϕ).

В то же время главные результаты заметки относятся к слабой* сходимости
операторных эргодических средних для ординарных и ручных полукаскадов.
Сама идея рассмотрения подобной сходимости в эргодической теории восходит
по существу к классической работе Крылова и Боголюбова [7].
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1. Предварительные сведения. Пусть ϕ — непрерывное (не обязательно
обратимое) преобразование метрического компакта Ω и (Ω, ϕ) — соответству-
ющий полукаскад на Ω. Отображение ϕ : Ω → Ω порождает линейные сдвиги
U и V = U∗ в пространстве X = C(Ω) непрерывных скалярных функций на
Ω и в сопряженном пространстве X∗ борелевских мер на Ω. Обозначим че-
рез EndX∗ нормированное пространство ограниченных линейных операторов
в X∗ . Обволакивающая полугруппа E(Ω, ϕ) полукаскада (Ω, ϕ) получается [1]
замыканием семейства {ϕn, n � 0} в отделимой топологии поточечной сходи-
мости пространства всевозможных отображений Ω → Ω. Заметим, что хотя в
работе [1] рассматриваются обратимые динамические системы, большинство ее
результатов справедливо также и в необратимом случае. Полугруппа Γ(Ω, ϕ)
представляет собой [2] замыкание множества Γ0 = {V n, n � 0} в слабой* опе-
раторной топологии W ∗O пространства операторов EndX∗ . Полугруппа опера-
торов G(Ω, ϕ) определяется [3] как W ∗O-замкнутая выпуклая оболочка множе-
ства Γ0 . Множества E(Ω, ϕ), Γ(Ω, ϕ) и G(Ω, ϕ) компактны в указанных тополо-
гиях. Если A = A(Ω) и K = K(Ω) — компактные в w∗ -топологии пространства
X∗ = C∗(Ω) множества вероятностных борелевских мер и мер Дирака δ(ω) на
Ω, то полугруппу G(Ω, ϕ) можно интерпретировать как обволакивающую по-
лугруппу действия W × A

V−→ A абелевой полугруппы W неотрицательных
финитных числовых последовательностей c единичной суммой и со сверткой в
качестве умножения. При этом V δ(ω) = δ(ϕω), ω ∈ Ω, так что PK ⊂ K для всех
операторов P ∈ Γ(Ω, ϕ). Соответствие V → ϕ индуцирует непрерывный алгеб-
раический гомоморфизм π : P → p полугруппы Γ(Ω, ϕ) в полугруппу E(Ω, ϕ),
действие которого понятным образом определяется из соотношения

Pδ(ω) = δ(pω), ω ∈ Ω, (1)

и оказывается эпиморфизмом.
Определение 1. Полукаскад (Ω, ϕ) называется ординарным, если его обво-

лакивающая полугруппа E(Ω, ϕ) метризуема.
Определение 2 (см. [4]). Скажем, что динамическая система (Ω, ϕ) не хао-

тична, если каждое замкнутое полуинвариантное (ϕΘ ⊂ Θ) множество Θ ⊂ Ω
содержит траекторию o(ω), ω ∈ Θ, устойчивую по Ляпунову относительно по-
лукаскада (Θ, ϕ).

Здесь и далее o(ω) = {ϕnω, n � 0} для ω ∈ Ω. Понятие ручной динамической
системы изначально вводилось [2] следующим образом.
Определение 3. Полукаскад (Ω, ϕ) называем ручным, если для любой не-

прерывной функции x ∈ X и произвольной подпоследовательности {n(k)} на-
турального ряда справедливо соотношение

inf
a

∥∥∥∥
∞∑
k=1

akxn(k)

∥∥∥∥
X

= 0,

где xm(ω) = x(ϕmω) (ω ∈ Ω) и нижняя грань берется по финитным веществен-
ным последовательностям a = {ak} с

∑∞
k=1 |ak| = 1.

Обозначим через Π1 совокупность преобразований компакта Ω, принадле-
жащих первому из расширяющихся классов Бэра, а через Πb множество всех
борелевских отображений p : Ω → Ω.
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Пусть G0 — выпуклая оболочка множества Γ0 в EndX∗ . Сеть операторов
Tα ∈ G0 называется эргодической, если Tα(I − V )

W∗O−→ 0, I = id. Соответ-
ственно определяются эргодические последовательности операторов Tn ∈ G0 .
Последовательность средних Чезаро Vn = 1

n(I + V + · · · + V n−1) эргодична,
так как Vn(I − V ) = n−1(I − V n), ‖V n‖ = 1. Отметим, что W ∗O-сходимость
эргодических сетей операторов Tα равносильна сходимости для произвольных
функций x ∈ X эргодических средних T ∗

αx → z , z ∈ X∗∗ , в w∗ -топологии
пространства X∗∗ = C∗∗(Ω). Для эргодических последовательностей подобная
сходимость эквивалентна поточечной сходимости на компакте Ω, но в общем
случае может быть сильнее.
2. Классификация свойств компактных полукаскадов. Рассмотрим

следующие классы D1–D6 свойств полукаскада (Ω, ϕ), связанных, в основном,
с рассматриваемой задачей о слабой* сходимости эргодических средних.

D1: (a1) компакт E(Ω, ϕ) метризуем;
(b1) система (Ω, ϕ) не хаотична;
(c1) компакт G(Ω, ϕ) метризуем.

D2: (a2) компакт G(Ω, ϕ) есть пространство Фреше–Урысона;
(b2) cardG(Ω, ϕ) = ℵ.

D3: (a3) полукаскад (Ω, ϕ) представляет собой ручную систему;
(b3) компакт E(Ω, ϕ) есть пространство Фреше–Урысона;
(c3) cardG(Ω, ϕ) � ℵ;
(d3) E(Ω, ϕ) ⊂ Π1 ;
(e3) E(Ω, ϕ) ⊂ Πb .

D4: (а4) операторы T ∈ G(Ω, ϕ) определяются своими значениями на мерах
Дирака δ ∈ K(Ω).

D5: (а5) выпуклое множество операторов G(Ω, ϕ) есть симплекс Шоке.
D6: (a6) операторы P ∈ Γ(Ω, ϕ) определяются своими значениями на мерах

Дирака;
(b6) функция π : Γ(Ω, ϕ) → E(Ω, ϕ), определенная формулой (1), инъек-

тивна;
(c6) exG = Γ;
(d6) ex Γ = Γ.

Здесь Γ = Γ(Ω, ϕ), G = G(Ω, ϕ) и ex( · ) обозначает совокупность крайних то-
чек для множеств в EndX∗ . Часть свойств динамической системы (Ω, ϕ), вхо-
дящих в классы D1, D3 и D6, рассматривалась ранее в [4]–[6]. Хотя эти работы
посвящены обратимым динамическим системам, переход к необратимому слу-
чаю оказывается в необходимых ситуациях чисто техническим. Свойства (c6),
(d6) обсуждались в [3]. Топологический компакт обладает свойством Фреше–
Урысона, если операция замыкания множеств в нем определяется на языке по-
следовательностей. Свойство (a5) означает [8], что конус в пространстве EndX∗
с основанием G(Ω, ϕ) является векторной структурой. Если выполнено условие
(b6), то определенная соотношением (1) функция π : Γ(Ω, ϕ) → E(Ω, ϕ) пред-
ставляет собой одновременно гомеоморфизм и алгебраический изоморфизм, что
позволяет отождествить полугруппы Γ(Ω, ϕ) и E(Ω, ϕ).
Теорема 4. Свойства полукаскада (Ω, ϕ) внутри каждого из классов D1,

D2, D3, D6 попарно эквивалентны.
Таким образом, любое из свойств (b1), (c1) можно принять за альтернатив-

ное определение ординарности, а каждое из свойств (b3), (c3), (d3) или (e3)
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вполне характеризует ручные системы (Ω, ϕ). Подчеркнем, что эквивалентно-
сти (a1) ⇐⇒ (b1) и (a3) ⇐⇒ (b3) ⇐⇒ (c3) ⇐⇒ (d3) установлены в [4]–[6], а
(b6) ⇐⇒ (c6) ⇐⇒ (d6) получены в [3]. Как видим, полукаскад (Ω, ϕ) является
ручным точно тогда, когда его обволакивающая полугруппа E(Ω, ϕ) состоит из
борелевских преобразований. Значит, если эта полугруппа содержит преобра-
зования, не входящие в первый класс Бэра, то она содержит и преобразования,
не являющиеся борелевскими.

Таким образом, можно говорить о классах D 1–D 6 полукаскадов (Ω, ϕ), обла-
дающих любым из (эквивалентных) свойств, входящих соответственно в классы
D1–D6. Известно (см. [4]), что класс D 3 ручных динамических систем не сов-
падает с классом D 1 ординарных систем.
Теорема 5. Справедливы включения D1 ⊂ D2 ⊂ D3 ⊂ D6 и D1 ⊂ D4 ⊂

D5 ⊂ D6 .
Итак, в ординарном случае выпуклое компактное подмножество G(Ω, ϕ) ли-

нейного пространства EndX∗ является симплексом Шоке и любой оператор
T ∈ G(Ω, ϕ) определяется своими значениями на мерах Дирака δ(ω), ω ∈ Ω.
В случае ручного полукаскада (Ω, ϕ) совокупность крайних точек множества
G(Ω, ϕ) совпадает с множеством Γ(Ω, ϕ). Импликация (a3) =⇒ (b6) была уста-
новлена еще в [2]. Класс ординарных полукаскадов D 1 достаточно обширен, ибо
состоит из всех дискретных компактных динамических систем, не хаотичных в
смысле определения 2. С другой стороны, известен пример [4] минимального ди-
стального каскада на двумерном торе, не входящего даже в наиболее широкий
из рассмотренных выше класс D 6.
3. Эргодические свойства ординарных и ручных полукаскадов.

Сформулируем теперь утверждения, относящиеся к эргодическим свойствам
полукаскадов указанных типов. Соответствующие доказательства основаны на
построениях разд. 2 и результатах работы [3]. Сходимость эргодических опера-
торных сетей Tα в пространстве EndX∗ понимается в смысле W ∗O-топологии.
Обозначим через Λ(Ω) множество эргодических мер полукаскада (Ω, ϕ). Па-
ру точек ω1, ω2 ∈ Ω называем проксимальной, если infn�0 ρ(ϕ

nω1, ϕ
nω2) = 0

для заданной на компакте Ω метрики ρ. Пусть, далее, L — ядро (пересече-
ние всех двусторонних идеалов) полугруппы G(Ω, ϕ), состоящее из проекторов
Q ∈ G(Ω, ϕ) со свойством V Q = Q.
Теорема 6. Если полукаскад (Ω, ϕ) ординарен, то справедливы следующие

утверждения:
(i) Каждая эргодическая сеть операторов Tα содержит сходящуюся подпо-

следовательность Tα(k) . Все эргодические сети операторов Tα сходятся тогда
и только тогда, когда для любого ω ∈ Ω замыкание траектории o(ω) содер-
жит в себе единственное минимальное множество. Последнее верно с заме-
ной слова «сети» на «последовательности».
(ii) Найдется такая сходящаяся эргодическая последовательность операто-

ров Tn , что для любого ω ∈ Ω меры Tnδ(ω) слабо* сходятся в X∗ к эргодиче-
ской мере μω ∈ Λ(Ω) , или, другими словами, асимптотическое (относительно
{Tn}) распределение всех траекторий динамической системы (Ω, ϕ) определя-
ется эргодическими мерами.
(iii) Если отношение проксимальности на Ω транзитивно, то все эргодиче-

ские сети операторов Tα сходятся.
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(iv) Для каждой эргодической сети операторов Tα из поточечной сходимо-
сти функциональной сети T ∗

αx на компакте Ω для всех непрерывных функций
x ∈ X следует W ∗O-сходимость Tα → Q , Q ∈ L .

На самом деле утверждения (i)–(iii) верны в классе полукаскадов D 2, а для
справедливости (iv) достаточно свойства (a4). Как показано в [3], для произ-
вольного полукаскада (Ω, ϕ) сходимость всех эргодических операторных сетей
равносильна условию cardL = 1.
Теорема 7. В случае ручного полукаскада (Ω, ϕ) можно сказать следующее.
(i) Минимальный центр притяжения Z(Ω, ϕ) совпадает с замыканием объ-

единения всех минимальных множеств.
(ii) Если замыкание любой траектории o(ω) , ω ∈ Ω , содержит единствен-

ное минимальное множество, то все эргодические последовательности опе-
раторов Tn сходятся и носитель каждой эргодической меры μ ∈ Λ(Ω) есть
минимальное множество.

Напомним, что минимальный центр притяжения Z(Ω, ϕ) динамической си-
стемы (Ω, ϕ) определяется как замыкание объединения носителей всех эргоди-
ческих мер. Кроме того, отметим в этой связи строгую эргодичность минималь-
ных ручных систем, установленную не так давно в [4], [9], [10]. Подчеркнем, что
изложенные результаты нетрудно обобщить на случай динамических систем с
непрерывным временем.
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