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АЛГЕБРАИЧЕСКИЙ МЕТОД НАХОЖДЕНИЯ УПРАВЛЕНИЙ

В ЗАДАЧЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ИГРЫ 1

                                        В.Н. Афанасьев
В статье задача управления нелинейным объектом, подвергающимся воздействию неконтролируемых возмущений, рассматривается в ключе дифференциальной игры. Синтез оптимальных управлений производится с применением координатного преобразования нелинейного уравнения исходного объекта в дифференциальное уравнение с параметрами, зависящими от состояния. Квадратичный функционал качества позволяет сформулировать условия синтеза в виде необходимости поиска решений уравнения Риккати.  Решение уравнения Риккати с параметрами, зависящими от состояния, находится в символьном виде с применением алгебраических методов, что позволяет обобщить ряд ранее опубликованных теоретических результатов, получить достаточно конструктивные решения в ряде постановок задач управления. Приводится пример синтеза оптимального нелинейного управления и результаты математического моделирования динамики объекта с этим управлением. Производится сравнение с динамикой того же объекта, находящегося под воздействием гарантирующего управления.
Введение. Одним из методов синтеза систем нелинейных систем управления является метод, основанный на преобразовании исходного нелинейного дифференциального уравнения, описывающего динамику объекта в уравнение линейной структуры, но с параметрами, зависящими от состояния (State Dependent Coefficient, SDC) [1]. Использование квадратичного функционала с матрицами штрафа, параметры которых также зависят от состояния объекта, позволяет при синтезе управления осуществить переход от уравнения Гамильтона-Якоби-Беллмана к уравнению типа Риккати с параметрами, зависящими от состояния (State Dependent Riccati Equations, SDRE). Это и составляет основу SDRE-метода синтеза оптимальных нелинейных систем управления [2,3].  

К настоящему моменту опубликовано достаточно большое количество 
теоретических работ и примеров успешного использования SDRE-метода при
1 Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект 10-08-00677)

построении систем управления подвижными объектами, производственными и экологическими системами. Известны, например, решения задач управления искусственной человеческой поджелудочной железой, контроля положения космического корабля, управления химическим реактором и др. [4−9]. В рамках 17-го  Симпозиума IFAC по автоматическому управлению в космосе – 2007 (Тулуза, Франция) была организована специальная секция, на которой обсуждалось состояние и перспективы развития  теории и практики SDRE-метода проектирования управления нелинейными объектами [4 - 6]). 

Несмотря на имеющиеся достаточно убедительные примеры применения SDRE-метода, остается множество проблем, связанных с ограничениями, накладываемыми на систему и с неоднозначностью преобразований исходной системы. Наиболее сложной является задача построения эффективных алгоритмов решений матричных уравнений Риккати с параметрами, зависящими от состояния, в темпе функционирования системы управления.

В данной статье задача управления нелинейным объектом, подвергающимся воздействию неконтролируемых возмущений, рассматривается в ключе дифференциальной игры. Решение уравнения Риккати с параметрами, зависящими от состояния объекта, находится в символьном виде алгебраическим методом, что позволяет обобщить ряд ранее опубликованных теоретических результатов и получить конструктивные решения некоторых постановок задач управления.
1. Постановка задачи. Пусть нелинейный управляемый и наблюдаемый объект описывается векторным дифференциальным уравнением
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Рассматривая задачу синтеза закона управления, как дифференциальную игру двух игроков 
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(1.2)
Матрицы 
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где 
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(2.2)
Здесь 
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(2.3)
Учитывая (2.2) и (2.3), будем иметь
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Назначим управления 
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Тогда уравнение Гамильтона-Якоби примет вид
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(2.6)

Исходная система с управлениями (2.5) определяется выражением 
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(2.7)
Отметим, что при
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образуют необходимые условия оптимальности системы (1.1) с управлениям
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(2.8)
была бы положительно полуопределенной.

Очевидно, что для реализации управлений вида (2.5) необходимо решить уравнение (2.6) в частных производных, что является самостоятельной сложной задачей.
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Пусть 
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(2.9)
Управления 
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(2.10)
для 
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(2.11)
и вектор 
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(2.12)


Таким образом, если имеются допустимые управления 
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(3.1)

который, путем координатного преобразования, может быть представлен в виде
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(3.2)

Предполагается, что пары 
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(3.3)
Учитывая, что 
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(3.4)
с граничным условием 
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Оптимальные управления будут определяться соотношениями
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(3.5)
Учитывая (3.2) и (3.5) будем иметь
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(3.6)

Если искать 
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(3.7)

то из (3.6) получим [2,8]
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(3.8)
и выражения для управлений (3.5) перепишутся
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Уравнение объекта (3.1) принимает вид 
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(3.10)
Как видно, основная проблема реализации управляющих воздействий (3.9) заключается в отыскании решения уравнения типа Риккати (3.8) в темпе функционирования объекта (3.1).
4. Оптимальные стратегии дифференциальной игры. При установлении условия существования оптимальных управлений в дифференциальной игре будет обобщена лемма [10].
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(4.1)
 если и только если
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(4.2)
 где 
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Доказательство. Подставив (4.3) в (4.1), будем иметь
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или
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Учитывая, что 
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(4.6)
Откуда
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Подставляя в (4.7) выражение для 
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Сделаем некоторое добавление к Лемме 4.1 для случая, когда положительно определенная матрица 
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(4.8)
если и только если
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(4.9)
В этом случае все решения  уравнения (4.8) представимы в виде
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(4.10)
и 
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Доказательство. Это следует из Леммы 4.1.

Следствие 4.1. Если положительно определенная матрица 
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(4.11)
Следующая теорема, сформулированная с использованием Кронекеровского произведения, устанавливает условия существования оптимальных управлений в дифференциальной игре.

Теорема 4.1. Пусть для системы 
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существует положительно определенная дважды дифференцируемая функция  
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(4.12)
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(4.13)
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(4.14)
Доказательство. Для доказательства теоремы 4.1 используем Лемму 4.1. Пусть
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по крайней мере положительно полуопределена  (выполняется условие (4.11)) и 
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Тогда условие (4.8) обретает вид уравнения Гамильтона-Якоби 


[image: image185.wmf][

]

.

0

)

,

(

)

(

)

,

(

2

1

)

(

)

(

)

,

(

)

(

)

,

(

)

,

(

)

(

)

,

(

)

(

)

(

2

1

)

,

(

)

(

)

(

2

1

2

1

1

1

=

+

+

þ

ý

ü

î

í

ì

¶

¶

-

¶

¶

+

¶

¶

-

-

x

t

h

x

Q

x

t

h

t

x

x

V

x

t

g

x

R

x

t

g

x

t

g

x

P

x

t

g

t

x

x

V

x

t

f

t

x

x

V

T

Т

T

T


Решение (4.1) в терминах постановки задачи управления имеет вид 
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Таким образом, учитывая (3.5),
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Траектория движения системы (4.1) под воздействием оптимальных управлений (4.15), (4.16) будет являться решением дифференциального уравнения
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или, с учетом (3.2),
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(4.18)
Здесь 
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Сравнивая (4.18) и (3.10), получаем соотношение, которому удовлетворят матрица 
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(4.19)
Замечание 4.1. В задаче управления линейным объектом
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(4.20)
где матрицы 
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условие (4.8)
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перепишется в виде
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Оптимальные управления определяются соотношениями [12]:
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Функционал качества принимает конечное значение
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5. Анализ устойчивости по Ляпунову. Пусть задача управления системой
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(5.1)
заключается в отыскании законов управления 
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(5.2)

где 
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Используя (5.2), отыщем законы управления 
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Учитывая, что скалярная величина 
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(5.3)
Тогда условие (5.2) примет вид
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(5.4)
Теорема 5.1. При определенных выше функциях 
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равномерно асимптотически устойчива, если и только если


[image: image227.wmf][

]

.

0

),

,

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

2

1

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

2

1

1

1

1

2

1

2

¹

"

¶

¶

-

³

+

+

þ

ý

ü

î

í

ì

¶

¶

-

¶

¶

-

-

x

x

t

f

t

x

x

V

x

h

x

Q

x

h

t

x

x

V

x

g

x

P

x

g

x

g

x

R

x

g

t

x

x

V

T

Т

T

T


Доказательство. Сравнение левой и правой частей неравенства (5.4) дает возможность назначить 
[image: image228.wmf])

(

),

(

2

1

x

k

x

k

 в виде


[image: image229.wmf][

]

{

}

,

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

1

1

2

/

1

1

1

1

Т

T

T

T

t

x

x

V

x

g

x

P

x

h

x

Q

x

h

x

f

x

x

f

x

k

x

K

x

f

x

x

g

x

P

x

k

þ

ý

ü

î

í

ì

¶

¶

=

=

-

Q

+

Q

-

=

-

+

+

+

-

 
[image: image230.wmf][

]

{

}

.

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

,

(

)

(

)

(

2

1

2

/

1

2

1

2

Т

T

T

T

t

x

x

V

x

g

x

R

x

h

x

Q

x

h

x

f

x

x

f

x

k

x

K

x

f

x

x

t

g

x

R

x

k

þ

ý

ü

î

í

ì

¶

¶

=

=

-

Q

+

Q

-

-

=

-

+

+

+

-


Тогда
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Если заменить нестрогое неравенство знаком равенства, то будет получено уравнение Гамильтона-Якоби-Беллмана
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Оптимальные управления (4.12), (4.13), в которых 
[image: image233.wmf]x

x

V

¶

¶

/

)

(

 является решением уравнения Гамильтона-Якоби-Беллмана, доставляют системе устойчивость [14].

6. Оптимальное и гарантирующее управление. В силу сложность вычисления нелинейных управляющих воздействий в виде (3.9), где матрица 
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, содержащая параметры, зависящие от состояния, должна находиться как решение нелинейного уравнения (3.8) или в виде (4.16) в темпе функционирования нелинейного объекта, в работах  [8,9] предложено находить гарантирующие управления. Другими словами предложено синтезировать оптимальные линейные управления на модели, содержащей наименее благоприятные значения параметров исходного объекта и функционала качества. В этом разделе статьи простым примером демонстрируются возможности оптимального нелинейного и гарантирующего линейного  управлений.
Пусть нелинейный объект описывается уравнением


[image: image235.wmf],

2

)

0

(

,

1

)

0

(

),

(

)

(

)

(

)

(

)

(

),

(

)

(

)

(

2

1

2

2

1

2

2

3

1

1

-

=

=

+

+

+

=

+

=

x

x

t

w

t

u

t

x

t

x

t

x

dt

d

t

x

t

x

t

x

dt

d





(6.1)
где 
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Задан функционал качества
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(6.2)
Оптимальное нелинейное управление имеет вид
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(6.3)
Здесь коммутатор 
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Оптимальная траектория определяется решением дифференциального уравнения
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(6.4)
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Рис.1 Переходные процессы в системе (6.4). Сплошная линия − 
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Гарантирующим управлением, синтезируемым с использованием модели 
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(6.5)
будет 

[image: image246.wmf])

(

1623

,

7

)

(

1623

,

5

)

(

2

1

t

z

t

z

t

u

M

-

-

=

.




(6.6)
Траектория нелинейного объекта (6.1) с гарантирующим управлением определяется решением дифференциального уравнения
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(6.7)
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Рис.2 Переходные процессы в системе (6.6). Сплошная линия − 
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Графики переходных процессов для  
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 представлены на рис.1 и 2 соответственно.  Как видно, при гарантирующем (линейном) управлении (6.6) переходный процесс, вызванный начальными условиями, в нелинейной системе (6.7) заканчивается раньше, чем при нелинейном управлении (6.4), но при этом, естественно, функционал качества принимает большее значение, чем функционал качества при оптимальном управлении (Рис.3). 
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Рис.3 Изменение функционала качества системы (6.6) (сплошная линия)

и функционала качества системы (6.4) (пунктирная линия).

Этот факт говорит о том, что гарантирующее управление, которое находится с использованием линейной модели (6.5), содержащей наименее благоприятные значения параметров исходной нелинейной системы с параметрами, зависящими от состояния, хотя и отыскивается проще и переходные процессы, вызванные начальными условиями, заканчиваются раньше, чем при оптимальном управлении, является более затратным, за счет больших усилий управляющих воздействий.
СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Person J.D. Approximation methods in optimal control // J. of Electronics and Control. 1962. 12. 453-469 P.

2. Mrasek C.P., Clouter J.R. Control design for the nonlinear benchmark problem via sdre method // Int. J. of Robust and Nonlinear Control. 1998. 8. 401-433 P.

3. Menon P.K., Ohlmeyer. Integrated Design of  Angel Missile Guidance and Control Systems // Proc. 17th Mediterranean Conf. on Control and Automation (MED99). Haifa, Israel,  June 28-30. 1999. 1470-1494 P.

4. Mrasek C.P. SDRE autopilot for dual controlled missiles // Proc. 17th IFAC Sympos. on Automatic Control in Aerospace. Toulouse, France, 2007. 

5. Friedland B. Quasi Optimal Control and the SDRE method // Proc. 17th IFAC Sympos. on Automatic Control in Aerospace. Toulouse, France,  2007.

6. Salnci M.U., Gokbilen B.SDRE missile autopilot design using sliding mode control with sliding surfaces // Proc. 17th IFAC Sympos. on Automatic Control in Aerospace. Toulouse, France,  2007. 

7. Cimen T.D. State-Dependent Riccati Equation (SDRE) Control: A Survey // Proc. 17th World Conf. IFAC, Seoul, Korea,  July 6-11. 2008. 3771-3775 P.

8. Афанасьев В.Н. Управление нелинейными объектами с параметрами, зависящими от состояния. // АиТ. 2011. №4. С. 43-56.
9. Афанасьев В.Н. Концепция гарантированного управления в задачах управления неопределенным объектом // Изв. РАН. ТиСУ. 2010. №1. С.24-31.
10. Won Chang-Hee, Biswas Saroj. Optimal Control Using Algebraic Method for Control- Affine Nonlinear Systems. Temple University, USA. cwon@temple.edu, sbiswas@temple.edu. April 20. 2007. 33 P.

11. Альбери А. Регрессия, псевдоинверсия и рекуррентное оценивание. М.: Наука. 1977. − 224 с.

12. Атанс М., Фалб П. Оптимальное управление. – М.: Машиностроение, 1968.− 384 с.

13. Малкин И.Г. Теория устойчивого движения. Изд.2-е, стереотипное. М.: Едиториал УРСС. 2004. – 432 с.
14.  Янг Л. Лекции по вариационному исчислению и теории оптимального управления. М.: Изд-во Мир, 1974.
Афанасьев Валерий Николаевич ​– доктор технических наук, профессор, 

Тел. 8 919 968 7080, e-mail: afanval@mail.ru







_1341817679.unknown

_1366538115.unknown

_1366538422.unknown

_1366786729.unknown

_1366788003.unknown

_1367006974.unknown

_1367007927.unknown

_1367089945.unknown

_1367243838.unknown

_1367089870.unknown

_1367089937.unknown

_1367089810.unknown

_1367007949.unknown

_1367007424.unknown

_1367007693.unknown

_1367007140.unknown

_1366789863.unknown

_1367006409.unknown

_1367006635.unknown

_1367006860.unknown

_1367006319.unknown

_1366789188.unknown

_1366789223.unknown

_1366789247.unknown

_1366788241.unknown

_1366787145.unknown

_1366787873.unknown

_1366787904.unknown

_1366787194.unknown

_1366786761.unknown

_1366786798.unknown

_1366786941.unknown

_1366786776.unknown

_1366786751.unknown

_1366543884.unknown

_1366786500.unknown

_1366786561.unknown

_1366786649.unknown

_1366786543.unknown

_1366658717.unknown

_1366658920.unknown

_1366662295.unknown

_1366545621.unknown

_1366656614.unknown

_1366546806.unknown

_1366544578.unknown

_1366544596.unknown

_1366539822.unknown

_1366539981.unknown

_1366540026.unknown

_1366540084.unknown

_1366540230.unknown

_1366539992.unknown

_1366539889.unknown

_1366539907.unknown

_1366539849.unknown

_1366538475.unknown

_1366539510.unknown

_1366538454.unknown

_1366538313.unknown

_1366538381.unknown

_1366538403.unknown

_1366538413.unknown

_1366538391.unknown

_1366538335.unknown

_1366538372.unknown

_1366538322.unknown

_1366538209.unknown

_1366538279.unknown

_1366538291.unknown

_1366538265.unknown

_1366538160.unknown

_1366538129.unknown

_1366538143.unknown

_1366373669.unknown

_1366536972.unknown

_1366537310.unknown

_1366538093.unknown

_1366538103.unknown

_1366537789.unknown

_1366538017.unknown

_1366537321.unknown

_1366537057.unknown

_1366537093.unknown

_1366537004.unknown

_1366534465.unknown

_1366535917.unknown

_1366536566.unknown

_1366536713.unknown

_1366536940.unknown

_1366536686.unknown

_1366536164.unknown

_1366536234.unknown

_1366535925.unknown

_1366535757.unknown

_1366534374.unknown

_1366534393.unknown

_1366532776.unknown

_1366534251.unknown

_1366532910.unknown

_1366373676.unknown

_1357541967.unknown

_1366373096.unknown

_1366373214.unknown

_1366373421.unknown

_1366373122.unknown

_1361248229.unknown

_1365831608.unknown

_1365831634.unknown

_1365831563.unknown

_1360647785.unknown

_1361247454.unknown

_1360727928.unknown

_1360647564.unknown

_1360644749.unknown

_1342497366.unknown

_1357539817.unknown

_1357541521.unknown

_1357541773.unknown

_1357541807.unknown

_1357541894.unknown

_1357541665.unknown

_1357541462.unknown

_1342528024.unknown

_1343123667.unknown

_1357148999.unknown

_1343396941.unknown

_1343121797.unknown

_1342497379.unknown

_1342416831.unknown

_1342419824.unknown

_1342446262.unknown

_1342446273.unknown

_1342440975.unknown

_1342419624.unknown

_1341817883.unknown

_1342416789.unknown

_1341817771.unknown

_1341817710.unknown

_1330774715.unknown

_1340602271.unknown

_1341640410.unknown

_1341640533.unknown

_1341640988.unknown

_1341690834.unknown

_1341718918.unknown

_1341644954.unknown

_1341640537.unknown

_1341640451.unknown

_1341640487.unknown

_1341640444.unknown

_1340615134.unknown

_1341638161.unknown

_1341638846.unknown

_1341638948.unknown

_1341639927.unknown

_1341638917.unknown

_1341638197.unknown

_1340615323.unknown

_1341636419.unknown

_1341636753.unknown

_1340615530.unknown

_1340616070.unknown

_1340617266.unknown

_1340615924.unknown

_1340615511.unknown

_1340615230.unknown

_1340615238.unknown

_1340615207.unknown

_1340615012.unknown

_1340615056.unknown

_1340615093.unknown

_1340615031.unknown

_1340603960.unknown

_1340604641.unknown

_1340602282.unknown

_1340603948.unknown

_1330783907.unknown

_1340516677.unknown

_1340598257.unknown

_1340599297.unknown

_1340600275.unknown

_1340600522.unknown

_1340599364.unknown

_1340599236.unknown

_1340516712.unknown

_1340516969.unknown

_1331238876.unknown

_1340512970.unknown

_1340513012.unknown

_1331239367.unknown

_1340472384.unknown

_1331239166.unknown

_1330921091.unknown

_1331062101.unknown

_1330785031.unknown

_1330889875.unknown

_1330779009.unknown

_1330783878.unknown

_1330783899.unknown

_1330779028.unknown

_1330783533.unknown

_1330775335.unknown

_1330777402.unknown

_1330778901.unknown

_1330777394.unknown

_1330775631.unknown

_1330774810.unknown

_1330775130.unknown

_1330774769.unknown

_1323929424.unknown

_1330771088.unknown

_1330771121.unknown

_1330772532.unknown

_1330774445.unknown

_1330774655.unknown

_1330773788.unknown

_1330772493.unknown

_1330772503.unknown

_1330771110.unknown

_1324019948.unknown

_1324020861.unknown

_1324019887.unknown

_1301891173.unknown

_1321890935.unknown

_1323928858.unknown

_1323928928.unknown

_1321890962.unknown

_1322145527.unknown

_1323928701.unknown

_1322145504.unknown

_1321890948.unknown

_1321442240.unknown

_1321890914.unknown

_1321442200.unknown

_1301891179.unknown

_1065627447.unknown

_1065641442.unknown

_1301891061.unknown

_1065936907.unknown

_1065627868.unknown

_1065626477.unknown

_1065627365.unknown

_1065590587.unknown

