
äÅÊÓÔ×ÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÎÁÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ ÆÌÁÇÏ× É ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑòÏÓÔÉÓÌÁ× äÅ×ÑÔÏ×�3 ÄÅËÁÂÒÑ 2011 Ç.1 ÷×ÅÄÅÎÉÅðÕÓÔØ G | Ó×ÑÚÎÁÑ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á ÎÁÄ �ÏÌÅÍ C , P � G | �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ�ÏÄÇÒÕ��Á. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÕÀ ÇÒÕ��Õ �ÏÌÑ ÞÅÒÅÚGa. ðÕÓÔØm = dimG=P . îÁÛÁ �ÅÌØ | ËÌÁÓ-ÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ (Ga)m-ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÆÌÁÇÏ× G=P Ó ÏÔËÒÙÔÏÊ ÏÒÂÉÔÏÊ ÓÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ G=P . íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ G=P ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÆÁËÔÏÒÉ-ÚÁ�ÉÉ G (É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ P ) �Ï ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Å, �ÏÜÔÏÍÕ ÄÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ �ÅÎÔÒ G ÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ.÷Ï�ÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÔÁËÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÂÙÌ ÒÅÛÅÎ × ÒÁÂÏÔÅ [1℄, É ÔÁÍ ÖÅ ÂÙÌ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎ ×Ï-�ÒÏÓ Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÔÁËÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÄÌÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÏ×. äÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÂÙÌÉ ÒÁÎÅÅ ËÌÁÓÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÙ × ÒÁÂÏÔÅ [2℄. éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× [1℄ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×-ÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù (Ga)m ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ G=P ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÁÑ Ó×ÑÚÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á eG É ÅÅ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á Q, ÞÔÏG=P �= eG=Q É ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÙÊ ÒÁÄÉËÁÌ ÇÒÕ��Ù Q ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÅÎ. ðÒÉ ÜÔÏÍ eG ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÂÒÁÎÁËÁË (Aut(G=P ))Æ. åÓÌÉ G = G(1)� : : :�G(s) | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ, P (i) = P \G(i),ÔÏ (ÓÍ. [3, çÌÁ×Á 4, x15.4, ÔÅÏÒÅÍÁ 2℄) ÇÒÕ��Á eG = (Aut(G=P ))Æ ÉÍÅÅÔ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÍ-�ÏÎÅÎÔ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ, eG = eG(1) � : : : � eG(s), É eG(i)=Q(i) �= G(i)=P (i), ÇÄÅ Q(i) = Q \ eG(i). üÔÏ �Ï-Ú×ÏÌÑÅÔ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÏÔ×ÅÔ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÇÒÕ�� G, eG É ÉÈ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ �ÏÄÇÒÕ�� PÉ Q. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉÓ �ÒÏÓÔÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ, ÂÕÄÅÍ Õ�ÏÒÑÄÏÞÉ×ÁÔØ �ÒÏÓÔÙÅ ËÏÒÎÉ ËÁË × [4℄, É �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕ��Õ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ �ÒÏÓÔÏÍÕ ËÏÒÎÀ �i, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Pi.�ÅÏÒÅÍÁ 1. [1, Theorem 1℄ åÓÌÉ G | �ÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á, P � G | �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅ-ÓËÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á, É ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÆÌÁÇÏ× G=P ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù(Ga)m, ÇÄÅ m = dimG=P , ÔÏ G=P �= eG=Q, ÇÄÅ eG = (Aut(G=P ))Æ É Q � eG | �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ �ÏÄ-�òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ æÏÎÄÁ óÁÊÍÏÎÓÁ
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ÇÒÕ��Á, É ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ:G P eG QPSp2l P1 PSL2l P1SO2l+1 Pl PSO2l+2 Pl+1ÔÉ�Á G2 P1 SO7 P1PSLl+1 Pi (i ÌÀÂÏÅ) PSLl+1 PiSO2l+1 P1 SO2l+1 P1PSp2l Pl PSp2l PlPSO2l P1 PSO2l P1PSO2l Pl�1 PSO2l Pl�1PSO2l Pl PSO2l PlÔÉ�Á E6 P1 ÔÉ�Á E6 P1ÔÉ�Á E6 P6 ÔÉ�Á E6 P6ÔÉ�Á E7 P7 ÔÉ�Á E7 P7ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÇÒÕ��Ù (Ga)m ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÆÌÁÇÏ× G=P ÄÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉ-ÔÁÔØ, ÞÔÏ ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÙÊ ÒÁÄÉËÁÌ ÇÒÕ��Ù P ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÅÎ É G = (Aut(G=P ))Æ.÷ÓÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ìÉ × ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÁÌÇÅ-ÂÒÁÈ h ìÉ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ�� H . âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ a ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÏÊ,ÅÓÌÉ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù, ÉÌÉ,ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ, ÅÓÌÉ a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ × ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ (ÎÅËÏÔÏÒÏÊ) ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÕÎÉ�Ï-ÔÅÎÔÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù ÇÒÕ��Ù H .ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 3) ðÕÓÔØ G | �ÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á, ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÙÊ ÒÁ-ÄÉËÁÌ ÅÅ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù P ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÅÎ É G = (Aut(G=P ))Æ. �ÏÇÄÁ (Ga)m-ÄÅÊÓÔ×ÉÑÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å G=P Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ G-ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍÉ ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÙÍÉ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÁÍÉ a � g = LieG,ÔÁËÉÍÉ ÞÔÏ a \ p = 0, ÇÄÅ p = LieP , É a � p = g, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÍÉ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ P -ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÕÀ �ÏÄÇÒÕ��Õ B � G É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÔÏÒ T � B. ðÕÓÔØ B� | (ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÁÑ) ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÔÏÒ T É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ B \ B� = T . �ÏÇÄÁ ÄÌÑ �ÁÒÁ-ÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù P ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á P�, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ�ÏÄÇÒÕ��Õ B� É �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ÇÒÕ��Õ P �Ï �ÏÄÇÒÕ��Å ìÅ×É ÇÒÕ��Ù P . ðÕÓÔØ U� | ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔ-ÎÙÊ ÒÁÄÉËÁÌ ÇÒÕ��Ù P�, u� = LieU�, p = LieP . �ÏÇÄÁ g = u� � p, É ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï a�ÒÏÅ�ÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï u� ×ÄÏÌØ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á p ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ. óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ a ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ u+'(u), ÇÄÅ u 2 u�, '(u) 2 p,Á ' : u� ! p | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. äÌÑ ÏÂÝÅÊ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ a ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ 'ÍÏÇ ÂÙ ÌÅÖÁÔØ × ÁÌÇÅÂÒÅ p, ÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ, �ÏÄÅÊÓÔ×Ï×Á× ÎÁ a ÓÏ�ÒÑ-ÖÅÎÉÅÍ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ' ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÌÅÖÁÌ × ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÏÊ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÅ ÁÌÇÅÂÒÙ l = LieL, ÇÄÅ L = P \ P� | �ÏÄÇÒÕ��Á ìÅ×É × P . ïÂÏÚÎÁÞÉÍÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÙÊ ÒÁÄÉËÁÌ ÇÒÕ��Ù B� ÞÅÒÅÚ U�0 .ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 3) äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ a � g,ÔÁËÏÊ ÞÔÏ a\ p = 0 É a� p = g, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ p 2 P , ÞÔÏ (Ad p)a � u�0 = Lie(U�0 ).÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ' ÌÅÖÁÌ × ÁÌÇÅÂÒÅ l. óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ a � g, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ a \ p = 0 É a � p = g, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏP -ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ, ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ' : u� ! l, ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ L-ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ. ÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ L-ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉÍÏÇÕÔ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ËÌÁÓÓ P -ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ (ÎÏ ÎÅ ÎÁÏÂÏÒÏÔ), ÎÏ ×�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÍÙ Õ×É-ÄÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. �ÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' �ÏÚ×ÏÌÑÅÔÚÁÄÁÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ u�� u� ! u�, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ËÁË u � v = ['(u); v℄. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅ-ÂÒÙ l × u� ÔÏÞÎÏ, ÔÏ ÜÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ '. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ2



�ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÔÏÞÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, �Ï ËÏÔÏÒÙÍ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : u� ! l É�ÏÄÁÌÇÅÂÒÕ a � g.�ÅÏÒÅÍÁ 2. (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 3) õÍÎÏÖÅÎÉÅ u� � u� ! u� �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÕÀ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÕ a � g, ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ Ë �ÏÄÁÌÇÅÂÒÅ p, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÜÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ, ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏ, Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏ�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ l, É ×ÓÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ Ó×ÅÌÉ ÚÁÄÁÞÕ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ (Ga)m-ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÎÁ G=P Ë Ï�ÉÓÁÎÉÀ ÕÍÎÏÖÅ-ÎÉÊ × �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ l, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ l ÔÁË,ËÁË ÜÔÏ Ï�ÉÓÁÎÏ × ÔÅÏÒÅÍÅ 2. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ×ÏÚÎÉËÛÉÊ ×Ï�ÒÏÓ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØL| ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á, V | ÅÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ. �ÒÅÂÕÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ ËÏÍÍÕÔÁ-ÔÉ×ÎÙÅ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÙÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ×ÓÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙ É Ñ×ÌÑÀÔÓÑÏ�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ l = LieL × V , Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ L-ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ. äÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÁËÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÍÉ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ l. óÎÁÞÁÌÁ Ó×ÅÄÅÍ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ Ë �ÒÏÓÔÙÍÇÒÕ��ÁÍ É ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍ. óÒÁÚÕ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ l, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÜÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ,ÏÂÑÚÁÎÙ ÌÅÖÁÔØ × ËÏÍÍÕÔÁÎÔÅ [l; l℄. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ×ÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 4) ðÕÓÔØ V | ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ó×ÑÚÎÏÊ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÏÊÇÒÕ��Ù L, × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÅ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ l = LieL.�ÏÇÄÁ ×ÓÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ËÏÍÍÕÔÁÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ l. åÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ l1� : : :� ls, ÇÄÅ li �ÒÏÓÔÙ, | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÁ ÎÁ�ÒÏÓÔÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÓÕÍÍÕ V = V1�: : :�Vt, É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÔÁËÏÊ ÉÎÄÅËÓ r � s, r � t, ÞÔÏ:1. Vi | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ li �ÒÉ 1 � i � r.2. li � Vj = 0 �ÒÉ 1 � i � r, 1 � j � t, i 6= j.3. li � Vj = 0 �ÒÉ r < i � s, 1 � j � r, i 6= j.4. ViVj = 0 �ÒÉ 1 � i � r, 1 � j � t, i 6= j.5. ViV = 0 �ÒÉ r < i � t.îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÁÌÇÅÂÒÁ l ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ Ó×ÏÉÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ V ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ × �ÒÑÍÕÀÓÕÍÍÕ Ä×ÕÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ | "ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ" (l1 � : : : � lr : V1 � : : : � Vr) É "ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ"(lr+1 � : : : � ls : Vr+1 � : : : � Vt). ðÒÉ ÜÔÏÍ × "ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ" ÞÁÓÔÉ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÁË É �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÅ (ÉÌÉ É ÔÏ, É ÄÒÕÇÏÅ) ÍÏÇÕÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍÉ. "�ÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ" ÞÁÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔÎÁ "ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ" ÞÁÓÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÕÌ£Í, ÔÁË ÖÅ ËÁË É "ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ" ÞÁÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁ"ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ" ÞÁÓÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. "îÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ" ÞÁÓÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ "ÔÒÉ-×ÉÁÌØÎÕÀ" ÎÕÌÅÍ, ×ÎÕÔÒÉ "ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ" ÞÁÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ÎÕÌÅ×ÏÅ. "îÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ" ÞÁÓÔØÁÌÇÅÂÒÙ ×ÍÅÓÔÅ Ó "ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ" ÞÁÓÔØÀ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ × �ÒÑÍÕÀÓÕÍÍÕ �ÒÏÓÔÙÈ ÁÌÇÅÂÒ É ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ�ÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ | ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ), É ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ËÁÖÄÏÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÅ-ÂÒÙ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ. õÍÎÏÖÅÎÉÅÍÅÖÄÕ ÒÁÚÎÙÍÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ × "ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ" ÞÁÓÔÉ ÔÁËÖÅ ÎÕÌÅ×ÏÅ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÏÌØ ÔÏÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÑÍÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × ÁÌÇÅÂÒÅ l É �ÒÏÓÔÙÈ �ÒÑÍÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ×ÁÌÇÅÂÒÅ l, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ l1; : : : ; lr, × �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 3 ÒÁÚÌÉÞÎÁ. ðÒÏÓÔÙÅ �ÒÑÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ,ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ l1; : : : ; lr, ÏÂÑÚÁÎÙ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V1 � : : :� Vr ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ,ÉÎÁÞÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÎÅ ÂÕÄÅÔ. îÁ�ÒÏÔÉ×, ÔÏÒÉÞÅÓËÉÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÅÓÔØ, ÎÅ ×ÌÉ-ÑÀÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ l. ÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÏÎÉ ÍÏÇÕÔÕÍÅÎØÛÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù L, ÅÓÌÉ Ä×Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÓÏ-�ÒÑÖÅÎÙ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÔÏÒÁ É ÎÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÁ. ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÊÔÏÒ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÈÁÒÁË-ÔÅÒÏÍ. åÓÌÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ �ÒÏÓÔÏÊ ÇÒÕ��Ù ÎÁ ÜÔÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕÍÎÏÖÁÔØ ×ÓÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ3



ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÌÑ (ÍÙ �ÒÏ×ÅÒÉÍ ÜÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÇÒÕ��, ËÒÏÍÅ ÇÒÕ�� ÔÉ�ÁAl), ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù É ÅÅ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÁÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. åÓÌÉ ÖÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙÈ ÇÒÕ�� ÉÚ ÞÉÓÌÁ Li ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÈ ÎÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕÍÎÏÖÁÔØ ×ÓÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÑ, ÔÏ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÎÁ ÜÔÉÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÈ ÎÕÖÎÏ ÅÝÅ �ÒÏÆÁËÔÏÒÉÚÏ×ÁÔØ�Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÀ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÔÏÒÁ ÇÒÕ��Ù L ÎÁ ÎÉÈ. íÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÜÔÏ �ÏÄÒÏÂÎÅÅ × ÓÌÕÞÁÅ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉ-ÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù ÔÉ�Á Al, ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 5.1.1.äÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ �ÒÏÓÔÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ l É ÉÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ VÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ×ÅÓÏÍ �.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 4) åÓÌÉ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ,ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÅ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ l, ÔÏ � | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ×ÅÓ, �ÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÓÔÏÍÕ ËÏÒÎÀ �i, ÔÏ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÒÏÔËÏÇÏ ËÏÒÎÑÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÒÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ l, i-Ê �ÒÏÓÔÏÊ ËÏÒÅÎØ ÄÏÌÖÅÎ ×ÈÏÄÉÔØÓ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 1.üÔÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÓÏËÒÁÝÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÅÔØ. éÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÔÉ�Á Al ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ×ÓÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, ÄÌÑÁÌÇÅÂÒÙ ÔÉ�Á Bl ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÏÌØËÏ �ÅÒ×ÏÅ (ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ) É �ÏÓÌÅÄÎÅÅ (�ÏÌÕÓ�ÉÎÏÒÎÏÅ)ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÔÉ�Á Cl ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ×ÓÅ ÅÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØ-ÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÔÉ�Á Dl ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �ÅÒ×ÏÅ (ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ) É �ÏÓÌÅÄÎÉÅÄ×Á (ÏÎÉ ÏÂÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ �ÏÌÕÓ�ÉÎÏÒÎÏÍÕ É �ÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ×ÎÅÛÎÉÍ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ)�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ÔÉ�Á E6, E7, F4 É G2 ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÏÌØËÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.üÔÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 5) ðÕÓÔØ l | �ÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ, V | ÅÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ,ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÅ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ l. �ÏÇÄÁÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ:1. áÌÇÅÂÒÁ l ÉÍÅÅÔ ÔÉ� Al, V | ÅÅ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÉÌÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ, Ä×ÏÊ-ÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ë ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍÕ, ÔÏÇÄÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀ-ÂÙÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÓÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅ-ÎÉÑ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙ.2. áÌÇÅÂÒÁ l ÉÍÅÅÔ ÔÉ� Cl (l � 2), V | ÅÅ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ, ÔÏÇÄÁ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔÓÑ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÎÁ V=V1, ÇÄÅ V1 | ÌÁ-ÇÒÁÎÖÅ×Ï �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V . üÔÁ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ �ÏÄÒÏÂÎÏ Ï�ÉÓÁÎÁ ×ÒÁÚÄÅÌÅ 5.3.1.÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë ÄÅÊÓÔ×ÉÑÍ (Ga)m ÎÁ G=P , �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.�ÅÏÒÅÍÁ 4. (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 6) ðÕÓÔØ G | �ÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á, P | �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ�ÏÄÇÒÕ��Á, m = dimG=P , É (Aut(G=P ))Æ = G. �ÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ÇÒÕ��Á G ÉÍÅÅÔ ÔÉ� Al É P = P1ÉÌÉ Pl, ÔÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù (Ga)m ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å G=P�ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍÉ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÙÍÉ l-ÍÅÒÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ Ó ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÍÉÏ�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÒÏ×ÎÏÏÄÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù (Ga)m Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ G-ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ�ÏÄÇÒÕ��ÏÊ U�, ÅÓÌÉ �ÏÄÇÒÕ��Á U� ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ (ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÌÕÞÁÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ×ËÏÔÏÒÙÈ G = eG), ÌÉÂÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÇÒÕ��Ù (Ga)m ÎÅÔ ×ÏÏÂÝÅ.1.1 âÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉá×ÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ é. ÷. áÒÖÁÎ�Å×Õ ÚÁ �ÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÅ ÅÇÏ ×ÎÉÍÁÎÉÑ Ë ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ É ü. â. ÷ÉÎÂÅÒÇÕÚÁ �ÏÌÅÚÎÏÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ, �ÏÚ×ÏÌÉ×ÛÅÅ ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.4



2 óÏÇÌÁÛÅÎÉÑ É �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑåÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÏÄÎÏÊ ÚÁÇÌÁ×ÎÏÊ ÂÕË×ÏÊ, ÔÏ ÅÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÇÏÔÉÞÅÓËÏÊ ÂÕË×ÏÊ.÷ �ÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å G ÍÙ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÕÀ �ÏÄÇÒÕ��Õ B É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊÔÏÒ T � B. üÔÉ ÄÁÎÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÒÎÅÊ � � t�, ÓÉÓÔÅÍÕ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ �+ ÉÓÉÓÔÅÍÕ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ �. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �� = �n�+. ëÏÒÎÅ×ÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅËÏÒÎÀ �, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ g�. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ ËÏÒÎÅÊ (�;��) ×ÙÂÅÒÅÍ ËÏÒÎÅ×ÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ x� 2g� É y� 2 g��, ÔÁË ÞÔÏÂÙ x�, y� É h� = [x�; y�℄ ÏÂÒÁÚÏ×Ù×ÁÌÉ sl2-ÔÒÏÊËÕ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏx�� = y�.ðÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù P � B ÚÁÄÁÀÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ I � �, Á ÉÍÅÎÎÏ, �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏI � � ÚÁÄÁÅÔ ÔÁËÕÀ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÕÀ �ÏÄÇÒÕ��Õ P , ÞÔÏp = b� M�2�I ;ÇÄÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �I � �� ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ, × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÎÅ ×ÓÔÒÅ-ÞÁÀÔÓÑ ËÏÒÎÉ ÉÚ I . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù ÚÁÄÁÀÔÓÑ × ÔÏÞÎÏÓÔÉÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ I , É �ÏÄÇÒÕ��Õ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ f�ig, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÞÅÒÅÚ Pi. ìÀÂÁÑ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á ÓÏ�ÒÑÖÅÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ.äÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù P � B (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ P = B) ÞÅÒÅÚ P� ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÔÁËÕÀ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÕÀ �ÏÄÇÒÕ��Õ, ÞÔÏp� = LieP� = t� M�:g��p g��:�ÏÇÄÁ L = P \ P� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ ìÅ×É × ÇÒÕ��Å P . åÓÌÉ ÇÒÕ��Á P ÚÁÄÁÎÁ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍI � �, ÔÏ �ÏÄÇÒÕ��Á U Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊu = M�:��=2�I É �2�+ g�Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÙÍ ÒÁÄÉËÁÌÏÍ ÇÒÕ��Ù P , Á �ÏÄÇÒÕ��Á U� Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊu� = M�2��n�IÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÙÍ ÒÁÄÉËÁÌÏÍ ÇÒÕ��Ù P�. õÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÙÊ ÒÁÄÉËÁÌ ÇÒÕ��Ù B ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚU0, LieU0 = u0.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÒÅÛÅÔËÕ ×ÅÓÏ× ÔÏÒÁ T ÞÅÒÅÚ X(T ), Á �ÏÌÕÇÒÕ��Õ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÈ ×ÅÓÏ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÕÀ �ÏÄÇÒÕ��Å B, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ X+(T ). æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ×ÅÓ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ËÏÒÎÀ�i 2 �, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ $i. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ g ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ×ÅÓÏÍ � ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V (�).åÓÌÉ ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ ÎÅ ÑÓÎÏ, Ï ËÁËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ, ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ Vg(�). óÔÁÒÛÉÊ ×ÅËÔÏÒ ÜÔÏÇÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ v�. ïÄÎÏÓ×ÑÚÎÁÑ ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÁÑ ÇÒÕ��Ù G ÔÁËÖÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ × ÜÔÏÍ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ.çÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ k-ÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ Gr(k; V ).3 ó×ÅÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÑÈ (Ga)m Ë ÚÁÄÁÞÅ ÏÂ ÕÍÎÏÖÅ-ÎÉÑÈäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1. ðÏÓËÏÌØËÕ G = (Aut(G=P ))Æ, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÅ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÅ Ó×ÑÚÎÏÊ ÇÒÕ��Ù (Ga)m ÎÁ G=P Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ ÇÒÕ��Ù (Ga)m × ÇÒÕ��Õ G, �ÒÉ ÜÔÏÍG-ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ G-ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÀ ÇÒÕ��Ù. ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÕ��Á G ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÆÌÁÇÏ× G=P ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÁ ÔÏÞËÉ eP ÏÔËÒÙÔÁ (× �ÒÏ-ÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÅÒÅ×ÅÄÅÍ ÔÏÞËÕ, ÏÒÂÉÔÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔËÒÙÔÁ, × ÔÏÞËÕ eP ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÂÒÁÚ ÇÒÕ��Ù5



(Ga)m × ÇÒÕ��Å G �ÒÉ ÔÁËÏÍ ×ÌÏÖÅÎÉÉ ÞÅÒÅÚ A. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ A-ÏÒÂÉÔÁ ÔÏÞËÉ eP ÏÔ-ËÒÙÔÁ, ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï AP ÏÔËÒÙÔÏ × ÇÒÕ��Å G, É ÜÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏa+ p = g. ðÏÓËÏÌØËÕ dim a = dim(G=P ), ÔÏ ÓÕÍÍÁ a+ p ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ �ÒÑÍÁÑ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ a� p = g, É g | ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù G, ÞÔÏ (Ad g)a � p = g. �ÏÇÄÁ ÄÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ p 2 P , ÞÔÏ (Ad p)a = (Ad g)a, ÎÁ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅ-ÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÚÁËÏÎÞÅÎÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ G-ÏÒÂÉÔÕ �ÒÉ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á a � gËÁË ÔÏÞËÉ × ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ Gr(m; g) ÞÅÒÅÚ X . ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �ÏÄÁÌÇÅÂÒ ìÉ.ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï PA ÏÔËÒÙÔÏ × ÇÒÕ��Å G, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (AdPA)a ÏÔËÒÙÔÏ × ÏÒÂÉÔÅ X . îÏ(AdA)a = a, �ÏÜÔÏÍÕ (AdP )a ÏÔËÒÙÔÏ × ÏÒÂÉÔÅ X . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÏÄÇÒÕ��Õ gAg�1 ÞÅÒÅÚ A1. �Ï-ÇÄÁ LieA1 = (Ad g)a, É, ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (AdP )((Ad g)a) ÏÔËÒÙÔÏ× ÏÒÂÉÔÅ X . çÒÕ��Á G Ó×ÑÚÎÁ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (AdP )a É(AdP )((Ad g)a) �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ p1; p2 2 P , ÞÔÏ(Ad p1)a = (Ad p2g)a, ÏÔËÕÄÁ (Ad p�12 p1)a = (Ad g)a.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2. óÎÏ×Á ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ G-ÏÒÂÉÔÕ �ÒÉ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á a � g ËÁË ÔÏÞËÉ × ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ Gr(m; g) ÞÅÒÅÚ X . ëÁË É × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (AdP )a ÏÔËÒÙÔÏ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ�ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù P ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÕ p, ÔÏ ×ÓÅ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ ÏÒÂÉÔÙ(AdP )a �ÅÒÅÓÅËÁÀÔ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÕ p ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ.÷ÌÏÖÉÍ ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÕÀ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÕ a × ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÕÀ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÕ u1. ðÏÓËÏÌØËÕ×ÓÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÙÅ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ G-ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ g 2 G, �ÅÒÅ×ÏÄÑ-ÝÉÊ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÕ u1 × �ÏÄÁÌÇÅÂÒÕ u�0 . áÌÇÅÂÒÁ (Ad g)a ÌÅÖÉÔ × ÁÌÇÅÂÒÅ u�0 , É ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÏÖÎÏÓËÁÚÁÔØ ÏÂÏ ×ÓÅÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ ÉÚ ÅÅ U�0 -ÏÒÂÉÔÙ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï PU�0 ÏÔËÒÙÔÏ × ÇÒÕ��ÅG (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ âÒÀÁ). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (AdPU�0 )((Ad g)a) ÏÔËÒÙÔÏ × ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Å X . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÏÒÂÉÔÏÊ (AdP )a, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ p1; p2 2 P É u0 2 U0, ÞÔÏ (Ad p1)a = (Ad p2u0)(Ad g)a. ðÕÓÔØ p = p�12 p1, ÔÏÇÄÁ(Ad p)a = (Adu0)(Ad g)a, É ÜÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ u�0 .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÁ a � p�, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ××ÉÄÁ u + '(u), ÇÄÅ u 2 u�. ðÏÓËÏÌØËÕ l | �ÏÄÁÌÇÅÂÒÁ × ÁÌÇÅÂÒÅ p�, Á u� | ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÊÉÄÅÁÌ × ÁÌÇÅÂÒÅ p�, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× u; v 2 u� ÉÍÅÅÍ 0 = [u + '(u); v + '(v)℄ =[u; '(v)℄ + ['(u); v℄ + ['(u); '(v)℄. ðÒÉ ÜÔÏÍ [u; '(v)℄ + ['(u); v℄ 2 u�, ['(u); '(v)℄ 2 l, �ÏÜÔÏÍÕ[u; '(v)℄ + ['(u); v℄ = 0 É ['(u); '(v)℄ = 0. ðÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÄÁÅÔ ['(u); v℄ = ['(v); u℄,ÚÎÁÞÉÔ ××ÅÄÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ. ðÒÏËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÍ ×ÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ó �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ w 2 u� É �ÒÉÍÅÎÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ñËÏÂÉ. ðÏÌÕÞÉÍ 0 = [w; ['(u); '(v)℄℄ =[[w;'(u)℄; '(v)℄ + ['(u); [w;'(v)℄℄ = ['(v); ['(u); w℄℄ � ['(u); ['(v); w℄℄, ÉÌÉ, × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ,v(uw) = u(vw), ÉÌÉ, Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ, (uw)v = u(wv), ÔÏ ÅÓÔØ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÄÏËÁ-ÚÁÎÁ. îÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÉÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ × ×ÉÄÅ ad l, ÇÄÅ l 2 l, ÏÞÅ×ÉÄÎÁÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÁÌÇÅÂÒÁ a ÌÅÖÉÔ ×ÁÌÇÅÂÒÅ u�0 ).ïÂÒÁÔÎÏ, �ÕÓÔØ ÄÁÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ×ÓÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÑ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙ É Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ l × ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ p�.ðÕÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ u 2 u� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ó ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ l, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ '(u). �ÏÇÄÁ ÅÓÌÉ a; b 2 C ; u; v 2 u�, ÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ au+ bv 2 u� ÒÁ×ÅÎ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ a'(u) + b'(v), É, �Ï-ÓËÏÌØËÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ l × �ÏÄÁÌÇÅÂÒÅ u� ÔÏÞÎÏ, ÔÏ '(au+bv) = a'(u)+b'(v), �ÏÜÔÏÍÕÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' ÌÉÎÅÊÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ, ÔÏ ['(u); v℄ = uv = vu = ['(v); u℄.ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ É ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏ, ÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÍÍÕ-ÔÉÒÕÀÔ, ÚÎÁÞÉÔ ['(u); '(v)℄ = 0. ðÏÌÕÞÁÅÍ [u+'(u); v+'(v)℄ = [u; '(v)℄+ ['(u); v℄+ ['(u); '(v)℄ = 0.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÉÄÁ u+'(u), ÇÄÅ u 2 u�, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ, ËÏÔÏÒÕÀÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ a.äÁÌÅÅ, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÉÄÁ '(u) × ÁÌÇÅÂÒÅ l ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ. ÷ÓÅÏÎÉ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ × ÔÏÞÎÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ l × ÌÉÎÅÊÎÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å u�, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ × ËÏÍÍÕÔÁÎÔÅ ÁÌÇÅÂÒÙ l É ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙ × ÓÍÙÓÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑöÏÒÄÁÎÁ × ÁÌÇÅÂÒÅ l. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ l 2 L, ÞÔÏ (Ad l)'(u�) � u�0 \ l.�ÏÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ (Ad l)a ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÉÄÁ (Ad l)u+ (Ad l)'(u), ÇÄÅ u 2 u�. ÷ÓÅ ÜÔÉ6



ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÌÅÖÁÔ × ÁÌÇÅÂÒÅ u�0 , ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÁÌÇÅÂÒÁ (Ad l)a ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÏ-ÖÅÎÉÑ öÏÒÄÁÎÁ × ÁÌÇÅÂÒÅ g, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÁÌÇÅÂÒÁ a ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÁ.4 ïÂÝÉÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÏÂ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÈ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ Ó ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÅÍ l÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ L | Ó×ÑÚÎÁÑ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á, V | ÅÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ, r : l! gl(V ) |ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3. òÁÚÂÅÒÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ V ÎÅ�ÒÉ-×ÏÄÉÍÏ.ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ l | �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, l = l1 � : : :� ls | ÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ËÏÍ�Ï-ÎÅÎÔÙ, V | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ l, É �ÕÓÔØ ÎÁ V ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÅ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÅ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ l.�ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÉÎÄÅËÓ k, ÞÔÏ liV = 0 �ÒÉ i 6= k.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ìÀÂÏÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ l ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ V1 
 : : : 
 Vs, ÇÄÅVi | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ li. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ Vi, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÇÏ |ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ.âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ËÏÔÏÒÙÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ x ÁÌÇÅÂÒÙ l ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÞÅÒÅÚr(x). ðÕÓÔØ ' : V ! l | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ vw = r('(v))w ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×v; w 2 V . äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ' �ÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ �ÏÄÁÌÇÅÂÒli. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅËÔÏÒ v, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ '(v) 2 l �ÒÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ×�ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ l = l1 � : : : � ls ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×Å ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. ðÕÓÔØ ÏÄÎÁ ÉÚ ÜÔÉÈËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÉÍÅÅÔ ÎÏÍÅÒ k.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ w 2 V . ðÕÓÔØ '(w) = x+y, ÇÄÅ x 2 lk , Á y 2el =Li 6=k li.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÁËÖÅ W =Ni 6=k Vi.ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ x É y ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Vk ÉW Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ rVk (x) É rW (y), �ÒÉ ÜÔÏÍ r(x+y) =rVk (x) 
 idW + idVk 
 rW (y). ðÏÓËÏÌØËÕ ÁÌÇÅÂÒÙ lk É el �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ rVk (x) ÉrW (y) ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÌÅÄ. äÌÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á gl(Vi) ÉÍÅÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅgl(V ) = gl(Vk)
 gl(W ) = hidVki 
 hidW i � hidVk i 
 sl(W )� sl(Vk)
 hidW i � sl(Vk)
 sl(W ):íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ r(x+ y) ÌÅÖÉÔ × ÓÕÍÍÅ ×ÔÏÒÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ.íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Vi ÌÅÖÉÔ × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å hidVk i 
 sl(W )� sl(Vk)
 hidW i � gl(V ).÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ v2. ðÕÓÔØ '(v) = x0+y0, ÇÄÅ x 2 lk,Á y 2el. �ÏÇÄÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ v2 ÒÁ×ÅÎ (idVk 
 rW (y0)+ rVk (x0)
 idW )2 = idVk 
 (rW (y0)2)+(rVk (x0)2) 
 idW + 2rVk(x0) 
 rW (y0). íÙ ×ÙÂÒÁÌÉ ×ÅËÔÏÒ v, ÔÁË ÞÔÏÂÙ x0 6= 0 É y0 6= 0. ðÏÜÔÏÍÕ�ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÎÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ É ÌÅÖÉÔ × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å sl(Vk)
 sl(W ). ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.éÔÁË, ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ' ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ �ÏÄÁÌÇÅÂÒ li, ËÏÔÏÒÕÀ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ lk. �ÏÇÄÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Vk ÏÂÑÚÁÎÏ ÂÙÔØ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ, Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÔÏÞÎÙÍ,ÉÎÁÞÅ ×ÓÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏËÁÖÕÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍÉ. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÊ Vi Ó i 6= k ×ÓÅ ÖÅ ÉÍÅÀÔÓÑ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ, ÔÏÇÄÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏW ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ d > 1.÷ÙÂÅÒÅÍ × ÎÅÍ ÂÁÚÉÓ, ÔÏÇÄÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÏÓÔ×Ï V ÒÁÚÏÂØÅÔÓÑ × ÓÕÍÍÕ lk-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×V 01 ; : : : ; V 0d . ÷ÓÅ ÏÎÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ Vk ËÁË �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ lk. äÏ�ÕÓÔÉÍ, Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÎÁ ×ÅËÔÏÒ v 2 V 0i ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ '(v) 6= 0, '(v) 2 lk � l. �ÏÇÄÁ'(v) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V 0i , ÎÏ É ÎÁ ×ÓÅÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈV 0j Ó j 6= i. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅËÔÏÒ w 2 V 0j , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ vw 6= 0. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏV 0j lk-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ, vw 2 V 0j . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÏÍÅÎÑ× ÍÅÓÔÁÍÉ v É w É �Ï×ÔÏÒÉ× �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ wv 2 V 0i . ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.7



÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. óÎÁÞÁÌÁ ÎÁÛÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ �ÏÈÏÖÉ ÎÁ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ËÏÎ�ÁÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ. ðÕÓÔØ V = V1 � : : :� Vt | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ V ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÉÎÄÅËÓÙ i 6= j. ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ v 2 Vi ÓÏÈÒÁ-ÎÑÅÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Vj , �ÏÓËÏÌØËÕ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙl. úÎÁÞÉÔ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× v 2 Vi É u 2 Vj �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÕVj . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ) ÏÎÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ Vi. óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, ViVj = 0. üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÌÅÍÍÕ 1, ÅÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÁ. îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑÏÂÝÎÏÓÔÉ (�ÅÒÅÎÕÍÅÒÏ×Á× ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ), ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ViVi 6= 0 �ÒÉ 1 � i � rÉ ViVi = 0 �ÒÉ i > r (× ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÍÙ ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÞÉÓÌÏ r).ðÕÓÔØ T0 = Z(L) É t0 = LieT0. ðÏ ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ ÔÏÒ T0 ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å Vi. ìÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÁ [l; l℄ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Vi Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍÓÌÅÄÏÍ, ÌÀÂÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Vi ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÅÎ É �ÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÖÅÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÌÅÄ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Vi, �ÏÜÔÏÍÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑÏ�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÁ [l; l℄. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÇÒÕ��Õ L É ÁÌÇÅÂÒÕ l �ÏÌÕ�ÒÏ-ÓÔÙÍÉ. ðÕÓÔØ l = l1 � : : :� ls | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ.ðÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ Vi ÁÌÇÅÂÒÙ l, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ×ÎÕÔÒÉ ËÏÔÏÒÏÇÏÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ, ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒ lk ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ.ðÕÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ v 2 Vi ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ xk 2 lk � l. üÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ÎÁ ×ÓÅÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Vj �ÒÉ j 6= i, �ÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑWjk �ÒÉ j 6= i ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙ. íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÑ V ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ �ÒÏÓÔÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ l, É ÜÔÉ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙÒÁÚÌÉÞÎÙ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ V . �Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÅÒÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÉÔØ �ÒÏÓÔÙÅÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ l, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ li ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÌÁ ÔÏÌØËÏ ÎÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Vi �ÒÉ 1 � i � r. ëÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ li Ó i > r ÏÂÑÚÁÎÙ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Vj Ó1 � j � r ÎÕÌÅÍ, Á ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Vj ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ËÁË ÕÇÏÄÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ v 2 V ÞÅÒÅÚev. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ v 2 V , ÞÔÏ ev 6= 0. ðÏÓËÏÌØËÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ev ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÅÎ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÔÁËÏÅ k, ÞÔÏ evk 6= 0, ÎÏ (evk)2 = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒ evk Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ vk,ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x 2 l, ÞÔÏ r(x) 6= 0, ÎÏ r(x)2 = 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ l ÞÅÒÅÚ �.äÁÌÅÅ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÍÙ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ, ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÅÓÏ× É ËÏÒ-ÎÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ l, ××ÅÄÅÎÎÙÅ × ÒÁÚÄÅÌÅ 2 ÄÌÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ g �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÇÒÕ��ÙìÉ. úÁÍÙËÁÎÉÅ ÏÒÂÉÔÙ ÌÀÂÏÇÏ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ �ÒÉ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÍ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÉ ÇÒÕ��Ù ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÒÎÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ y�. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, r(y�)2 = 0. úÎÁÞÉÔ, × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ V ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ sl2 = hx�; y�; h�i ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 É 2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ h� × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÍÏ-ÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÙ 1, 0 É �1. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �(h�) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ 1 ÉÌÉ 0. ðÕÓÔØ � =Pai$i.ðÒÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÉ ËÁÒÔÁÎÏ×ÓËÏÊ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ t Ó Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ t� Ó �ÏÍÏÝØÀÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (�; �) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÒÎÑ � 2 � ÉÍÅÅÍh� = 2�(�; �) ;�ÏÜÔÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÙ h� ÏÂÒÁÚÕÀÔ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å t ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÒÎÅÊ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÕÀ Ë ÓÉ-ÓÔÅÍÅ �, × ËÁÞÅÓÔ×Å ÅÅ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ h�i . ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÅËÔÏÒ h� ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ËÏÒÏÔËÉÍ ËÏÒÎÅÍ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ $i(h�j ) = Æij É × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÍÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÒÏÔËÏÇÏ ËÏÒÎÑ �Ï �ÒÏÓÔÙÍ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÓÔÒÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÉÚËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ai ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ aj . �ÏÇÄÁ �(h�) ÒÁ×ÎÏ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ aj É ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ �ÒÉ h�j × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ h� × ÓÕÍÍÕ h�i . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ÜÔÏÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÁ×ÅÎ 1, É aj = 1.
8



5 óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍÁÌÇÅÂÒÙ l÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ l = LieL | �ÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ, V | ÅÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ×ÅÓÏÍ �. íÙ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ, ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÅÓÏ×, ËÏÒÎÅ×ÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× É ËÏÒÎÅ-×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ l ÔÅ ÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ××ÅÌÉ × ÒÁÚÄÅÌÅ 2 ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÒÏÓÔÏÊÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÁË r : l ! gl(V ).÷ ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ l, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÍÙÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ Ó�ÏÓÏÂ, ÞÔÏÂÙ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÜÔÏ.äÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ l, ÍÙ ÂÕÄÅÍÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÍÅÔÏÄÏ×.÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÌÀÂÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ V � V ! V ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑV � 
 V � 
 V (ÔÅÎÚÏÒÏÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ). üÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ× ÓÕÍÍÕ S2(V �) 
 V � �2(V �) 
 V . ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅÔÅÎÚÏÒ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ ÌÅÖÉÔ × �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ, ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ É ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÓÔØÏ�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ r : l ! gl(V ) = V � 
 V ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ×ÓÅÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ, ÇÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï l ÓÎÁÂÖÅÎÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÇÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ (ÄÁÌÅÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï l, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÑ, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ R(l)). ðÏÜÔÏÍÕ × �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ V � 
 V � 
 V ÉÍÅÅÔÓÑ �ÏÄ�ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ V � 
 R(l). õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ (�ÒÁ×ÏÇÏ) ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ×�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ l, × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏÔÅÎÚÏÒ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ ÌÅÖÉÔ × ÜÔÏÍ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑS2(V �) 
 V É V � 
 R(l) × �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ V � 
 V � 
 V �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ (�Ï ÎÕÌÀ), ÔÏÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ l, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.þÔÏÂÙ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÓÔÁÒÛÉÅ×ÅËÔÏÒÙ × ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÈ l-ÍÏÄÕÌÑ V � 
R(l), É �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, �Ï�ÁÄÁÀÔ ÌÉ ÏÎÉ ×�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S2(V �)
 V �ÒÉ ×ÌÏÖÅÎÉÉ × �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ V �
 V �
 V . åÓÌÉ ÏÎÉ ÎÅ �Ï�ÁÄÁÀÔ ×�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S2(V �)
V , ÔÏ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ V �
R(l) �ÅÒÅÓÅËÁÀÔ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S2(V �)
V ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ. åÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙ,ÔÏ É ×ÅÓØ ÏÂÒÁÚ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ V � 
R(l) �Ï ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S2(V �)
 VÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ.ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ:ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ S2(V �) 
 V É V � 
 R(l) ×ÌÏÖÅÎÙ × �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ V � 
 V � 
V ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁË ÏÂßÑÓÎÅÎÏ ×ÙÛÅ. ðÕÓÔØ vi | ÓÔÁÒÛÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ�ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ × �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ V � 
R(l), É wi | ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ �ÒÉ ×ÌÏÖÅÎÉÉ × �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅV �
V �
V . åÓÌÉ ÎÉËÁËÏÊ ×ÅËÔÏÒ wi ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ S2(V �)
V , ÔÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ l, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.þÔÏÂÙ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉ ÓÔÁÒÛÉÊ ×ÅËÔÏÒ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ S2(V �) 
 V , ÍÏÖÎÏÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V � ! V �
V �, ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÜÔÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ.óÔÁÒÛÉÊ ×ÅËÔÏÒ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ S2(V �) 
 V ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÂÒÁÚÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å S2(V �).÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÉÌØ-�ÏÔÅÎÔÎÙ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÁÌÇÅ-ÂÒÙ l, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ l, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÌÅÖÁÔ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÕÎÉ-�ÏÔÅÎÔÎÏÊ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÅ × ÁÌÇÅÂÒÅ l, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ × �ÏÄÁÌÇÅÂÒÅu0 = M�2�+ l�:ìÀÂÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÅ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ l, �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : V ! l, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ vw = '(v)w ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ v; w 2 V . óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ �ÒÅÄ�Ï-ÌÏÖÅÎÉÀ, ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ' ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÌÅÖÉÔ × �ÏÄÁÌÇÅÂÒÅ u0. åÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÂÁÚÉÓ9



× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ V É u0 É ÓÞÉÔÁÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ u0 × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅV ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ, ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÁË r('(w))v = r('(v))w ÄÌÑ ÌÀÂÙÈÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× v É w, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù ' ÂÅÚ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. õÓÌÏ×ÉÅ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÚÁ�ÉÛÅÔÓÑ ËÁË r('(r('(u))v))w = r('(u))r('(v))w, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÄÎÏ-ÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù ' ÓÔÅ�ÅÎÉ 2. îÁËÏÎÅ�, ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑÏ�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÉÚ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ u0 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ. íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ,ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ l É ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ×ÓÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏ-ÒÁÍÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ u0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ËÏÎÕÓÏÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Hom(V; u0).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ËÏÎÕÓ ÞÅÒÅÚ X .çÒÕ��Á B = N(u0) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Hom(V; u0), É ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ l, É ÔÏÞËÁÍÉËÏÎÕÓÁ X ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÇÒÕ��Á B ÔÁËÖÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ É ÎÁ�ÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÉ ËÏÎÕÓÁ X × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å P(Hom(V; u0)). òÁÚÒÅÛÉÍÁÑ ÇÒÕ��Á �ÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÎÁ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ×ÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ÅÓÔØ ËÏÎÕÓ X ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÔÁÒÛÉÊ×ÅËÔÏÒ ÄÌÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù L.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ '| ÓÔÁÒÛÉÊ ×ÅËÔÏÒ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù L × �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å Hom(V; l), É ÏÎ ÉÍÅÅÔ ×ÅÓ �. ðÕÓÔØ v��� 2 V | ÍÌÁÄÛÉÊ ×ÅËÔÏÒ, ��� | ÅÇÏ ×ÅÓ, ÔÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ '(v���) ÌÉÂÏ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÄÌÑ ËÁÒÔÁÎÏ×ÓËÏÊ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙÁÌÇÅÂÒÙ l, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÒÎÅ×ÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ.åÓÌÉ '(v���) = 0, ÔÏ ' = 0. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ×ÅËÔÏÒ ' Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÍ × Hom(V; l), �ÏÜÔÏÍÕ�ÏÄÁÌÇÅÂÒÁ u0 ÅÇÏ ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ u 2 u0 ÉÍÅÅÍ (adu)' � 'r(u) = 0,ÔÏ ÅÓÔØ (adu)' = 'r(u). ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ (×ÏÚÍÏÖÎÏ,ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÙÍ) �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÉÄÁ r(u) É ×ÚÑÔÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ, �ÏÌÕÞÁÅÍ,ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ÏÂÒÁÚÁ im' ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÉÄÁ adu Ë ×ÅËÔÏÒÕ'(v���) = 0.åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒ '(v���) ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ e
 , ÇÄÅ 
 = � � �� | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ' 2 Hom(V; u0)). �Å�ÅÒØÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÓÏ× �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ V ÞÅÒÅÚ X(V ). ÷ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ×ÅÒÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑÌÅÍÍÁ.ìÅÍÍÁ 3. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ×ÅÓ � 2 X(V ), ÞÔÏ 
 + � 2 X(V ) É � + �� + 
 =2 �+, ÔÏÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÕÌÅ×ÏÅ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅÓÁ � 2 X(V ) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V� �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÅÓÁ � ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁÒÔÁÎÏ×ÓËÏÊ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ ÁÌÇÅÂÒÙ l. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÒÎÑ � 2 �+, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ �+� 2 X(V ),×ÅËÔÏÒÙ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V�, ËÏÔÏÒÙÅ ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ �ÒÑÍÏÊ l�, ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V� ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1, É ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÀ ÜÔÉÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÄÌÑ×ÓÅÈ � 2 �+ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V� ÏÂÒÁÚÕÅÔ �ÌÏÔÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �Ï úÁÒÉÓÓËÏÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å V�. ÷ÙÂÅÒÅÍ × ËÁÖÄÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V� ×ÅËÔÏÒ v�, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÅÓÌÉ � 2 �+ É �+� 2 X(V ),ÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ l�v� ÎÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V��� , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅÍÌÁÄÛÅÍÕ ×ÅÓÕ, ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÁ v��� ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÍÓ ××ÏÄÉÍÙÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅÍ.ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ (É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÅËÔÏÒÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ×ÅÓÁ) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Hom(V; l), ÔÏ ÏÎÏ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ×ÅÓÏ×ÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × ×ÅÓÏ×ÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, '(v���) = e
 , �ÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅÓÁ � '(V�) � l
+��+�. üÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ � = �, É ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ '(v�) 2 l
+��+� , Á ÚÎÁÞÉÔ '(v�) = 0, �ÏÓËÏÌØËÕ �+��+
 =2 �+.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, v�v��� = r('(v� ))v��� = 0.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, v�v��� = r('(v��� ))v� = e
v� 6= 0 �Ï ×ÙÂÏÒÕ v� , �ÏÓËÏÌØËÕ 
 + � 2 X(V ).ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. úÎÁÞÉÔ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅV , ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ l, ÂÙÌÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ.äÁÌÅÅ ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÓÌÕÞÁÉ ×ÓÅÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÁÌÇÅÂÒ l É ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ×ÅÓÏ× $i, ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 4, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÓÉÓÔÅÍ ËÏÒÎÅÊ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ ÜÔÉÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ×ÅÓÁ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ. 10



5.1 áÌÇÅÂÒÁ l ÔÉ�Á AläÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÉ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ×ÅÓÏ× $i, ÇÄÅ i � dl=2e.å×ËÌÉÄÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÒÎÅÊ ÔÉ�Á Al, ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ËÁË ÆÁËÔÏÒÅ×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ f"ig, ÇÄÅ 1 � i � l + 1, �Ï �ÒÑÍÏÊ h"1 +: : :+ "l+1i. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÁ (ÜÌÅÍÅÎÔ ÆÁËÔÏÒ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á) ÔÁËÖÅ, ËÁË É ÓÁÍ ×ÅËÔÏÒ. �ÏÇÄÁ � = f"i�"i+1j1 � i � lg, �+f"i�"j j1 � i < j � l+1g, $i = "1+ : : :+"i,1 � i � l.5.1.1 � = $1ðÕÓÔØ ÇÒÕ��Á SLl+1 ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V É ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀÆÏÒÍÕ ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ !. �ÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄ 0 ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅV , �ÏÜÔÏÍÕ ÏÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ Ó×ÏÊÓÔ× ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ, ËÏÍÍÕ-ÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ. þÔÏÂÙ ËÌÁÓÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑÇÒÕ��Ù SLl+1, ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.óÌÕÞÁÊ 1. ó �ÏÍÏÝØÀ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù SLl+1 ×ÓÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓËÁÌÑÒ. �ÏÇÄÁ SLl+1-ÏÒÂÉÔÁ ÔÁËÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅ-ÎÉÑ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÅÇÏ GLl+1-ÏÒÂÉÔÏÊ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÔÏÒÁ × GLl+1 ÕÍÎÏÖÁÀÔ×ÓÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓËÁÌÑÒ. �ÁËÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁ-ÔÉ×ÎÙÍÉ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÙÍÉ l+1-ÍÅÒÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ Ó ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÓÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ (�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ) ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.óÌÕÞÁÊ 2. ó �ÏÍÏÝØÀ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù SLl+1 ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ×ÓÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÕÍÎÏÖÅ-ÎÉÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓËÁÌÑÒ. �ÏÇÄÁ GLl+1-ÏÒÂÉÔÁ ÔÁËÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ SLl+1-ÏÒÂÉÔ, �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÔØ ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ. åÓÌÉ ÄÁÎÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ,ÚÁÄÁÄÉÍ ÎÁ ÎÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕ � 6= 0 ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ É ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ ÜÔÕÁÌÇÅÂÒÕ Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ V , ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÆÏÒÍÁ � �ÅÒÅÛÌÁ × ÆÏÒÍÕ !. �ÏÇÄÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÏÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÌÅÎÉÑ Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÂÕÄÕÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕ��Ù SLl+1 ÎÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔÓÑ �ÁÒÁÍÉ ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÓÓÏ�É-ÁÔÉ×ÎÏÊ l + 1-ÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊÆÏÒÍÏÊ ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÁ ÎÅÊ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÔÁËÉÈ ÁÌÇÅÂÒ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÇÏ ÆÏÒÍÙÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÉÔØ ×ÓÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓËÁÌÑÒÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù SLl+1 ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÌÁÓÓÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÎÏ ÎÅ ÏÔ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅ-ÎÉÑ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ËÏÎËÒÅÔÎÙÍ SLl+1-ÍÏÄÕÌÅÍ V , �ÏÜÔÏÍÕ �Ï ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÒÁÎÅÅÓËÁÚÁÔØ, ËÁËÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÍÅÓÔÏ É ÎÕÖÎÏ ÌÉ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÕÀËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕ ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ.�Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÁÑ ÞÁÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ l ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ�ÒÏÓÔÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÔÉ�Á A, ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÍÏÄÕÌØ × ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÉ ÍÏÄÕÌÑ V ÎÁ �ÒÑÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, É �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÔÏÒ ÇÒÕ��Ù L, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÉÍÅÅÔÎÅÎÕÌÅ×ÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ. þÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÅ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍÁÌÇÅÂÒÙ l, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù L, ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÙÂÅÒÅÍ ÔÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ V , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÂÕÄÕÝÅÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÅÌØÚÑ ÂÕÄÅÔ ÕÍÎÏ-ÖÉÔØ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÓËÁÌÑÒ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÁ ÇÒÕ��Ù L. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ×ÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊÉÚ ÔÁËÉÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÕÀ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ Ó ÎÉÌØ-�ÏÔÅÎÔÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÕÞÁÊ 2. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ k ÔÁËÉÈÁÌÇÅÂÒ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ n1; : : : ; nk ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÑ V ÞÅÒÅÚ V1; : : : ; Vk. ðÕÓÔØ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÔÏÒ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ Vi ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ �i.�ÏÇÄÁ ÏÎ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÆÏÒÍÁÈ ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÁ ÜÔÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ ni�i, É, ËÒÏÍÅ×ÙÂÏÒÁ ÁÌÇÅÂÒ, ÎÕÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÅÝÅ k ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÑ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÔÏÒÁ ÎÁ ÎÉÈ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏÒÂÉÔÕ ÔÏÒÁ × k-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W , ÇÄÅÏÎ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÁÍÉ n1�1; : : : ; nk�k, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ ÎÉËÁËÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÎÉËÁËÏÊ ÔÏÞËÉ ÏÒÂÉÔÙÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. �ÁËÉÅ ÏÒÂÉÔÙ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔÓÑ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁ-11



×ÉÓÉÍÙÈ ÍÏÎÏÍÏ× ìÏÒÁÎÁ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W , �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÒÅÛÅÔËÕ×ÓÅÈ ÍÏÎÏÍÏ× ìÏÒÁÎÁ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÔÏÒÁ.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ V ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ É ÎÁ ÎÅÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕ��Á GLn (ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ ÎÁÍ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ), ÔÏ ÉÍÅÅÍ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ ÔÏÒ, ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ-×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÁÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. îÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏ× ìÏÒÁÎÁ ÎÅÔ, ÉÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù GLn �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔÓÑ �ÒÏÓÔÏ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.ðÒÉÍÅÒ 1. ðÒÉÍÅÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÌØÚÑ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ÌÀÂÏÊÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓËÁÌÑÒ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù SLn.þÔÏÂÙ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÏÊ �ÒÉÍÅÒ, �ÏÓÔÒÏÉÍ ÔÅÎÚÏÒ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ, Ó×ÑÚÎÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁGLn-ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÌÅÖÉÔ × ÇÒÕ��Å SLn. ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ. ðÕÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ h 2 SLn ÕÍÎÏÖÁÅÔ ×ÓÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÎÁ t 2 C n 0. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÔÁËÖÅ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g 2 GLn, ÕÍÎÏÖÁÀÝÉÊ ×ÓÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÎÁ t, É ÜÌÅÍÅÎÔgh�1 2 GLn ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔ ÔÅÎÚÏÒ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k ÜÌÅÍÅÎÔ(gh�1)k ÌÅÖÉÔ × Ó×ÑÚÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ ÅÄÉÎÉ�Ù ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁ ÔÅÎÚÏÒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ, ÔÏÅÓÔØ (gh�1)k = gkh�k 2 SLn, �ÏÜÔÏÍÕ gk 2 SLn. îÏ g | �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ GLn, �ÏÜÔÏÍÕgkn = id, É t | ËÏÒÅÎØ ÓÔÅ�ÅÎÉ kn ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù, �ÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÏÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏÞÉÓÌÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ t.éÔÁË, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÒÉÍÅÒ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔ-ÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÉÍÅÀÝÅÊ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×. ÷ ËÁ-ÞÅÓÔ×Å ÔÁËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÕ (ÂÅÚ ÅÄÉÎÉ�Ù) × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× C [x; y℄, �Ï-ÒÏÖÄÅÎÎÕÀ x É y É �ÒÏÆÁËÔÏÒÉÚÏ×ÁÎÎÕÀ �Ï ÉÄÅÁÌÕ (x5 + y5 � x3y3; x4y; xy4). ÷ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ×ÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ x; y; x2; xy; y2; x3; x2y; xy2; y3; x4; x3y; x2y2; xy3; y4; x2y3; x3y2; x5; y5. ìÀÂÏÊ ÅÅ Á×ÔÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÁÍÉ x É y. ðÕÓÔØ x �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ax+ by + (ÞÌÅÎÙ ÂÏÌØÛÅÊ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊÓÔÅ�ÅÎÉ �Ï x É y), y �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × 
x+ dy+ (ÞÌÅÎÙ ÂÏÌØÛÅÊ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ �Ï x É y). ðÒÉ ÜÔÏÍÍÁÔÒÉ�Á � a 
b d �ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÁÞÅ ÏÂÒÁÚ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÅÒÅÓÅËÁÌ ÂÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï hx; yiÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ �Ï ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍÕ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ.�ÏÇÄÁ x5 �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × a5x5 +10a3b2x3y2+10a2b3x2y3+ b5y5+�x3y3 = (a5 +�)x5 +10a3b2x3y2+10a2b3x2y3+(b5+�)y5, ÇÄÅ � | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÓËÁÌÑÒ, y �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × 
5x5+10
3d2x3y2+10
2d3x2y3+d5y5 + �x3y3 = (
5 + �)x5 + 10
3d2x3y2 + 10
2d3x2y3 + (
5 + �)y5, ÇÄÅ � 2 C , x3y3 �ÅÒÅÈÏÄÉÔ ×
x3y3 = 
x5 + 
y5, ÇÄÅ 
 2 C , É ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ÔÒÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ (ÏÎÉ ÕÖÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÙ �ÏÂÁÚÉÓÕ) ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. ïÔÓÀÄÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a3b2 = �
3d2 É a2b3 = �
2d3.åÓÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ a É b ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 
 É d ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.äÏ�ÕÓÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ a, b, 
, d ÎÅÔ ÎÕÌÅÊ. �ÏÇÄÁ ÒÁÚÄÅÌÉ× �ÅÒ×ÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ ×ÔÏÒÏÅ,�ÏÌÕÞÁÅÍ a=b = 
=d, ÏÔËÕÄÁ ad = b
, É ÍÁÔÒÉ�Á ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÉÂÏ a = 0, É ÔÏÇÄÁ d = 0,ÌÉÂÏ b = 0, É ÔÏÇÄÁ 
 = 0. äÌÑ Ó×ÑÚÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÅÄÉÎÉ�Ù × ÇÒÕ��Å (ÌÉÎÅÊÎÙÈ) Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×�ÏÌÕÞÁÅÍ b = 0, 
 = 0, ÉÚ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ �ÏÌÕÞÁÅÍ a 6= 0, d 6= 0.�Å�ÅÒØ �ÒÉ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÏÂÒÁÚÁ x × �ÑÔÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ ÂÅÚ ÕÞÅÔÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÂÕÄÅÍ �Ï-ÌÕÞÁÔØ ÍÏÎÏÍÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ÎÉÖÅ 5, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÎÏÍ �ÑÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌÅÎx5, Á ÍÏÎÏÍÙ ÛÅÓÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ x4. ðÏÜÔÏÍÕ �ÏÓÌÅ ÕÞÅÔÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ x5 �ÅÒÅÈÏÄÉÔ ×a5x5. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, y5 �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × d5y5, Á x3y3 �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × a3d3x3y3 = a3d3x5 + a3d3y5. ðÏÌÕÞÁÅÍa5 = a3d3 = d5, ÏÔËÕÄÁ a2 = d3, a3 = d2, a = d�1, d�2 = d3, d5 = 1, É ÄÌÑ Ó×ÑÚÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙÇÒÕ��Ù Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÉÍÅÅÍ a = 1, d = 1. �ÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉ�Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ × ×ÙÂÒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅÂÕÄÅÔ ÎÉÖÎÅÊ ÕÎÉÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ, É ÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ 1.ðÒÉÍÅÒ 2. ðÒÉÍÅÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ÌÀÂÏÊÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓËÁÌÑÒ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù SLn.�ÁËÏÊ �ÒÉÍÅÒ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÒÏÝÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ Ó Ä×ÕÍÅÒÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ x; y É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍx2 = y, xy = y2 = 0. �ÏÇÄÁ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ x 7! tx, y 7! t�1y ÉÍÅÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ 1 É ÕÍÎÏÖÁÅÔÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÎÅÎÕÌÅ×ÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÎÁ t3.12



5.1.2 � = $l�2, l > 2÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÌÅÍÍÏÊ 2, ÞÔÏÂÙ �ÒÏ×ÅÒÉÔØÜÔÏ. ðÕÓÔØ l = sll+1, V � = �2W , ÇÄÅ W | ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ sll+1-ÍÏÄÕÌØ. ðÕÓÔØ e1; : : : ; el+1 |ÂÁÚÉÓ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W , É �ÕÓÔØ xi = ei 
 e�i+1, yi = ei+1 
 e�i , hi = ei 
 e�i � ei+1 
 e�i+1. �ÏÇÄÁ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V � ÉÍÅÅÍ ÂÁÚÉÓ fei ^ ej j1 � i < j � l + 1g, É �ÒÉ ×ÌÏÖÅÎÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ R(l) ×�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ V � 
 V ÜÌÅÍÅÎÔ ei 
 e�j �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × Pk 6=i;j ei ^ ek 
 (ej ^ ek)�.éÚ [5, ÔÁÂÌÉ�Á 5℄ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ V � 
R(l) �= V ($1 +$2 +$l)� V (2$1)� V ($3 +$l)� V ($2), É×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. îÁÊÄÅÍ ÓÔÁÒÛÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ × �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ V � 
R(l).1. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÅËÔÏÒ e1^e2
e1
e�l+1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÍ, ÅÇÏ ×ÅÓ ÒÁ×ÅÎ 2"1+"2�"l+1 = $1+$2+$l.ðÒÉ ×ÌÏÖÅÎÉÉ × �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ V � 
 V � 
 V ÏÎ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÔÅÎÚÏÒlXk=2(e1 ^ e2)
 (e1 ^ ek)
 (el+1 ^ ek)�;ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ S2(V �)
 V , �ÏÓËÏÌØËÕ l > 2.2. ÷ÅËÔÏÒ v = Pl+1i=2 e1 ^ ei 
 e1 
 e�i Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÍ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ËÏÒÎÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ xjÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó i = j É i = j + 1, É �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÉÈ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,× �e1 ^ ej 
 e1 
 e�j+1 É e1 ^ ej 
 e1 
 e�j+1, ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. ÷ÅÓ ÜÔÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁÒÁ×ÅÎ 2"1 + "i � "i = 2$1. ðÒÉ ×ÌÏÖÅÎÉÉ × �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ V � 
 V � 
 V ÏÎ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÔÅÎÚÏÒl+1Xi=2(e1 ^ ei)
 Xj 6=i;1<j�l+1(e1 ^ ej)
 (ei ^ ej)� = X1<i<j�l+1(e1 ^ ei
 e1 ^ ej � e1 ^ ej 
 e1 ^ ei)
 (ei ^ ej)�;ËÏÔÏÒÙÊ ÌÅÖÉÔ × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �2(V �)
 V .3. ÷ÅËÔÏÒ v = e1 ^ e3 
 e2 
 e�l+1 � e2 ^ e3 
 e1 
 e�l+1 � e1 ^ e2 
 e3 
 e�l+1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÍ.ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÜÔÏ. ÷ÓÅ ËÏÒÎÅ×ÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ xi 
 i > 2 ÅÇÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÔ. ðÏÓÌÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑËÏÒÎÅ×ÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ x1 �ÏÌÕÞÁÅÍ e1 ^ e3
 e1
 e�l+1� e1 ^ e3
 e1
 e�l+1� e1 ^ e1
 e3
 e�l+1 = 0, �ÏÓÌÅ�ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ËÏÒÎÅ×ÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ x2 �ÏÌÕÞÁÅÍ e1^e2
e2
e�l+1�e2^e2
e1
e�l+1�e1^e2
e2
e�l+1 = 0.ïÎ ÉÍÅÅÔ ×ÅÓ "1 + "2 + "3 � "l+1 = $3 +$l ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁÒÔÁÎÏ×ÓËÏÊ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ.ðÒÉÍÅÎÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ë ×ÅËÔÏÒÕ el ^ el+1 2 V �. ðÏÌÕÞÉÍ (e1 ^e3) 
 (el ^ e2) � (e2 ^ e3) 
 (el ^ e1) � (e1 ^ e2) 
 (el ^ e3). üÔÏÔ ÔÅÎÚÏÒ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ S2(V �) (ÏÎ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ �2(V �) �ÒÉ l = 3).4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÔÁÒÛÉÊ:l+1Xi=3(e1 ^ ei 
 e2 
 e�i � e2 ^ ei 
 e1 
 e�i + l � 32 e1 ^ e2 
 ei 
 e�i ) + l � 12 e1 ^ e2 
 (e1 
 e�1 + e2 
 e�2):ëÏÒÎÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ xj Ó j � 3 ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó i = j É i = j + 1, É�ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÉÈ × �e1 ^ ej 
 e2 
 e�j+1 + e2 ^ ej 
 e1 
 e�j+1 � l � 32 e1 ^ e2 
 ej 
 e�j+1É e1 ^ ej 
 e2 
 e�j+1 � e2 ^ ej 
 e1 
 e�j+1 + l � 32 e1 ^ e2 
 ej 
 e�j+1ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. óÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. ëÏÒÎÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ x2 ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔÎÁ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Ó i = 3 É ÎÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, É �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÉÈ ×e1 ^ e2 
 e2 
 e�3 + l � 32 e1 ^ e2 
 e2 ^ e�3É � l � 12 e1 ^ e2 
 e2 
 e�313



ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. óÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. îÁËÏÎÅ�, ËÏÒÎÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ e1 ÎÅÔÒÉ×É-ÁÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÅÇÏ, �ÏÌÕÞÁÅÍl+1Xi=3(e1 ^ ei 
 e1 
 e�i � e1 ^ ei 
 e1 
 e�i ) + l � 12 e1 ^ e2 
 (e1 
 e�2 � e1 
 e�2) = 0:÷ÅÓ ÜÔÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁÒÔÁÎÏ×ÓËÏÊ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ ÒÁ×ÅÎ "1 + "2 = $2. éÔÁË, ×ÅËÔÏÒ vÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ.ðÒÉÍÅÎÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ë ×ÅËÔÏÒÕ el ^ el+1, �ÏÌÕÞÉÍ: e1 ^ el 
 e2 ^el+1+ e1 ^ el+1
 e2 ^ el� e2 ^ el
 e1^ el+1� e2 ^ el+1
 e1 ^ el+(l� 3)e1 ^ e2
 el ^ el+1: üÔÏÔ ÔÅÎÚÏÒÎÅ ÌÅÖÉÔ × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å S2(V �) (É ÌÅÖÉÔ × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �2(V �), ÅÓÌÉ l = 3).5.1.3 � = $p, ÇÄÅ 2 < p � dl=2e÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÔÁËÖÅ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÌÅÍÍÏÊ 3, ÞÔÏÂÙ �ÒÏ×Å-ÒÉÔØ ÜÔÏ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÓÏ× X(V ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÕÍÍ "k1 + : : :+ "kp , ÇÄÅ 1 � k1 < k2 <: : : < kp � l+1. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �� = $l+1�p = �"l+2�p� : : :� "l+1, É ÉÚ [5, ÔÁÂÌÉ�Á 5℄ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏHom(V;R(l)) �= V ($1 +$l+1�p +$l)� V ($1 +$l�p)� V ($l+2�p +$l) � V ($l+1�p). ÷ÓÅ ÜÔÉ ×ÅÓÁÒÁÚÌÉÞÎÙ, É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÔÁÒÛÉÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÅÔÙÒÅ ÓÌÕÞÁÑ.1. ��+
 = $1+$l+1�p+$l, ÔÏÇÄÁ 
 = $1+$l = "1+"l+1, É ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ � = "2+ : : :+"p+"l+1,ÔÏÇÄÁ � + 
 = "1 + : : :+ "p 2 X(V ), Á � + 
 + �� = "1 + : : :+ "p � "l+2�p � : : :� "l + 1 =2 �+.2. �� + 
 = $l+2�p +$l, ÔÏÇÄÁ 
 = $l+2�p �$l+1�p +$l = "l+2�p � "l+1. ðÕÓÔØ � = "1 + : : :+"p�1 + "l+1, ÔÏÇÄÁ � + 
 = "1 + : : :+ "p�1 + "l+2�p. ðÏÓËÏÌØËÕ 2p � l+1 < l+3, ÔÏ p� 1 < l+2� p,É � + 
 2 X(V ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, � + 
 + �� = "1 + : : : + "p�1 + "l+2�p � "l+2�p � : : : � "l+1 ="1 + : : :+ "p�1 � "l+3�p � : : :� "l+1, É ÜÔÏÔ ×ÅËÔÏÒ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ p > 2.3. �� + 
 = $1 + $l�p, 
 = $1 + $l�p � $l+1�p = "1 � "l+1�p. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÕÓÔØ � ="2 + : : : + "p�1 + "l+1�p + "l+1, ÜÔÏÔ ×ÅËÔÏÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÓÏÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ 2p � 1 < l + 1. ðÏÌÕÞÉÍ�+
 = "1+ : : :+"p�1+"l+1 2 X(V ), Á �+
+�� = $1+ : : :+"p�1�"l+2�p� : : :�"l =2 �+, �ÏÓËÏÌØËÕp > 2.4. �� + 
 = $l+1�p, ÔÏÇÄÁ 
 = 0 =2 �+.5.2 áÌÇÅÂÒÁ l ÔÉ�Á Bl É Dlä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÒÎÅÊ Bl ÉÍÅÅÔ ÔÉ� Cl, ÅÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ËÏÒÏÔËÉÊ ËÏÒÅÎØ ÒÁ×ÅÎ�1 + 2(�2 + : : :+ �l�1) + �l, ÇÄÅ �i | �ÒÏÓÔÙÅ ËÏÒÎÉ ÓÉÓÔÅÍÙ Cl. éÚ ÌÅÍÍÙ 4 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ×ÅÓÏÍ � = $1 É � = $l. áÌÇÅÂÒÙÔÉ�Á B2 É C2 ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, É �ÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÔÉ�Á B2 ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ×ÅÓÏÍ $1 É $2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ÔÉ�Á C2 ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ×ÅÓÏÍ $2 É $1 ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÔÉ�Á B2 ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ×ÅÓÏÍ $2 �ÏÚÖÅ, ËÁË�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÔÉ�Á C2 ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ×ÅÓÏÍ $1.óÉÓÔÅÍÁ ËÏÒÎÅÊDl (l � 4) Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁ ÓÁÍÁ ÓÅÂÅ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÍÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ �ÒÏÓÔÙÅ ËÁË �1+2(�2+ : : :+�l�2)+�l�1+�l. ðÏ ÌÅÍÍÅ 4 ÎÕÖÎÏÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍÉ ×ÅÓÁÍÉ $1, $l�1 É $l. îÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍÉ ×ÅÓÁÍÉ $l�1 É $l ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ ×ÎÅÛÎÉÍ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, �ÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÅÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÉÚ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍÉ ×ÅÓÁÍÉ $l�1 É $l. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÔÏÌØËÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ×ÅÓÏÍ $l.äÌÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ×ÅÓÏÍ $l ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ Ñ×ÎÙÊ ×ÉÄ ÓÉÓÔÅÍËÏÒÎÅÊ É ×ÅÓÏ×. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Å×ËÌÉÄÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ "1; : : : ; "l. ðÏÄËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ×ÅËÔÏÒÏ× ÜÔÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÕÔ �ÏÎÉÍÁÔØÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.óÉÓÔÅÍÁ ËÏÒÎÅÊ ÔÉ�Á Dl ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× ×ÉÄÁ "i+"j ; "i�"j ;�"i�"j , ÇÄÅ i 6= j, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× "i+"j ; "i�"j , ÇÄÅ i < j. óÉÓÔÅÍÁ ËÏÒÎÅÊ Bl ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ×ÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Dl É ÅÝÅ ×ÅËÔÏÒÏ× �"i, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Dl É ÅÝÅ ×ÅËÔÏÒÏ× "i. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ×ÅÓ $l × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ14



ÒÁ×ÅÎ ("1 + : : :+ "l)=2, $1 = "1, ×ÅÓ $2 × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÍ ×ÅÓÏÍ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÇÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ É ÒÁ×ÅÎ "1 + "2.5.2.1 � = $1ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ×ÅÓÏÍ $1 �ÏÓÔÒÏÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ V | ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2l+ 1 × ÓÌÕÞÁÅ Bl É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2l × ÓÌÕÞÁÅ Dl, ! | ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÎÅ×ÙÒÏ-ÖÄÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V . �ÏÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ l × ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÓÔÏÉÔÉÚ ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× V ! V , ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ !.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. äÏ�ÕÓÔÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ, É �ÕÓÔØ 
 2V � 
 V � 
 V | ÔÅÎÚÏÒ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ ÔÁËÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØËÁË ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V . ó�ÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÙ ! ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ 
0, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÜÔÏÍÕ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÀ, 
0(u; v; w) = !(
(u; v); w).õÓÌÏ×ÉÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Õ ÂÉÌÉÎÅÊ-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ 
 ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ �ÅÒ×ÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ, ÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÂÕÄÅÔ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-ÎÙÍ. ðÏÌÕÞÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ÆÏÒÍÕ 
0. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ u 2 V ÉÍÅÅÍ 
0(u; v; w) = !(
(u; v); w) =�!(v; 
(u;w)) = �!(
(u;w); v) = �
0(u;w; v), ÔÏ ÅÓÔØ ÆÏÒÍÁ 
0 ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ �Ï �ÏÓÌÅÄÎÉÍÄ×ÕÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, 
0(u; v; w) = !(
(u; v); w) = !(
(v; u); w) = 
0(v; u; w), ÔÏ ÅÓÔØ ÆÏÒÍÁ
0 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ �Ï �ÅÒ×ÙÍ Ä×ÕÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, 
0(u; v; w) = �
0(u;w; v) = �
0(w; u; v) = 
0(w; v; u) = 
0(v; w; u) = �
0(v; u; w) =�
0(u; v; w), ÔÏ ÅÓÔØ 
0(u; v; w) = �
0(u; v; w), ÏÔËÕÄÁ 
0 = 0 É 
 = 0.5.2.2 áÌÇÅÂÒÁ l ÔÉ�Á Bl, � = $l÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÎÅÔ, ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÌÅÍÍÕ 3. ïÒÂÉÔÁ ×ÅÓÁ $l�ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù ÷ÅÊÌÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á h"1; : : : ; "li, Õ ËÏÔÏÒÙÈ×ÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÒÁ×ÎÙ �1=2, É ÜÔÏ ×ÓÅ ×ÅÓÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ V = V ($l). óÈÅÍÁ äÙÎËÉÎÁ Bl ÎÅÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, É �� = �. éÚ [5, ÔÁÂÌÉ�Á 5℄ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ Hom(V;R(l)) �=V ($2 +$l)� V ($1 +$l)� V ($l). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ.1. �� + 
 = $2 + $l, 
 = $2 = "1 + "2. íÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ � = (�"1 � "2 + "3 + : : : + "l)=2, ÔÏÇÄÁ� + 
 = ("1 + : : :+ "l)=2 2 X(V ), Á � + 
 + �� = "1 + : : :+ "l =2 �+.2. �� + 
 = $1 + $l, 
 = $1 = "1. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÕÓÔØ � = (�"1 + "2 + : : : + "l)=2, ÔÏÇÄÁ� + 
 = ("1 + : : :+ "l)=2 2 X(V ), Á � + 
 + �� = "1 + : : :+ "l =2 �+.3. �� + 
 = $l, ÔÏÇÄÁ 
 = 0 =2 �+.5.2.3 áÌÇÅÂÒÁ l ÔÉ�Á Dl, � = $l, l � 4åÓÌÉ l = 4, ÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍÉ ×ÅÓÁÍÉ $l É $1 ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ ×ÎÅÛÎÉÍ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ,�ÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÊ l � 5. óÎÏ×Á ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÌÅÍÍÏÊ 3. ïÒÂÉÔÁ ×ÅÓÁ$l �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù ÷ÅÊÌÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å h"1; : : : ; "li, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÒÁ×ÎÙ�1=2, �ÒÉÞÅÍ ÞÉÓÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÒÁ×ÎÙÈ�1=2, ÞÅÔÎÏ. üÔÏ ×ÓÅ ×ÅÓÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑV = V ($l).éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �� = $l, ÅÓÌÉ l ÞÅÔÎÏ, É �� = $l�1 ÉÎÁÞÅ. îÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ×ÅÓÁ$l�1, ÏÎ ÒÁ×ÅÎ ("1 + : : :+ "l�1 � "l)=2. �ÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ � ÔÏÔ ÉÚ ×ÅÓÏ× $l�1 É $l, ËÏÔÏÒÙÊÎÅ ÒÁ×ÅÎ ��. éÚ [5, ÔÁÂÌÉ�Á 5℄ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ Hom(V;R(l)) �= V ($2 + ��) � V ($1 + �) � V (��).òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÅ× �� + 
 = $2 + �� É �� + 
 = �� ÄÏÓÌÏ×ÎÏ �Ï×ÔÏÒÑÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÖÅÓÌÕÞÁÅ× ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ Bl, ÓÌÕÞÁÊ �� + 
 = $1 + � ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ 
 = $1 + (�1)l($l�1 �$l) = "1 + (�1)l"l. ðÕÓÔØ � = (�"1 � (�1)l"2 + "3 + : : : +"l�1+(�1)l"l)=2, ÔÏÇÄÁ �+
 = ("1� (�1)l"2+ "3+ : : :+ "l�1� (�1)l"l)=2 2 X(V ), Á ×ÅËÔÏÒ �+
+��ÒÁ×ÅÎ ÌÉÂÏ "1+ "3+ "4+ : : :+ "l�1 (�ÒÉ ÞÅÔÎÏÍ l É �� = $l), ÌÉÂÏ "1+ "2+ : : :+ "l�1 (�ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍl É �� = $l�1), É ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ l � 5.
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5.3 áÌÇÅÂÒÁ l ÔÉ�Á ClòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Å×ËÌÉÄÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ "1; : : : ; "l. �ÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒÙ"i + "j ; "i � "j ;�"i � "j , ÇÄÅ i 6= j, É �2"i (1 � i � l) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÒÎÅÊ ÔÉ�Á Cl. íÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ �+ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× "i� "j (1 � i < j � l) É "i+ "j (1 � i; j � l).ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÒÎÅÊ ÉÍÅÅÔ ÔÉ� Bl, É ÅÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ËÏÒÏÔËÉÊ ËÏÒÅÎØ ÒÁ×ÅÎ �1+: : :+�l,ÇÄÅ �i | �ÒÏÓÔÙÅ ËÏÒÎÉ ÓÉÓÔÅÍÙ Bl. ðÏ ÌÅÍÍÅ 4 ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ×ÅÓÏÍ � = $i, ÇÄÅ 1 � i � l. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ l = 2, � = $2, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÕÖÅ ÂÙÌ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ ÎÁÍÉ ËÁË ÓÌÕÞÁÊ ÁÌÇÅÂÒÙ l ÔÉ�Á B2 É ÅÅ �ÅÒ×ÏÇÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÑ. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ×ÅÓÁ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: $i = "1 + : : :+ "i.ðÕÓÔØ W | ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÂÁÚÉÓÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ e1; : : : ; el; e�1; : : : ; e�l, ! =P(e�i 
e��i�e��i
e�i ) | ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅW . �ÏÇÄÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅW ÍÏÖÎÏ ××Å-ÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ V ($1), × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ l = sp2l ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ Ï�ÅÒÁÔÏ-ÒÁÍÉ, ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÙ !. ÷ÓÅ ÔÁËÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ, ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ × ÂÁÚÉÓÅe�i, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÁÒÔÁÎÏ×ÓËÕÀ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÕ, É Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ xi = ei 
 e�i+1 � e�(i+1) 
 e��i, 1 � i � l � 1,xl = el 
 e��l, �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÕÀ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÕ × ÁÌÇÅÂÒÅ l ËÁË ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ.5.3.1 � = $1÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V = W ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ. ó�ÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÙ ! �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V � 
 V � 
 V É V � 
 V � 
 V � ÍÏÖÎÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ,É ÔÅÎÚÏÒÙ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÔÒÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V . ðÕÓÔØ 
 2 V � 
 V � 
 V | ÔÅÎÚÏÒÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ (ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑV �V ! V ) É 
0 2 V �
V �
V � | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÔÒÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, 
0(u; v; w) = !(
(u; v); w).ðÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÍ ÎÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÒÉÌÉÎÅÊÎÏÊÆÏÒÍÙ.ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ. åÓÌÉ 
(u; v) = 
(v; u), ÔÏ 
0(u; v; w) = !(
(u; v); w) = !(
(v; u); w) = 
0(v; u; w),ÔÏ ÅÓÔØ ÆÏÒÍÁ 
0 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ �Ï �ÅÒ×ÙÍ Ä×ÕÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ 
0(u; v; w) = 
0(v; u; w)ÄÌÑ ×ÓÅÈ u; v; w, ÔÏ ÉÚ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ ! �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ 
(u; v) = 
(v; u).ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ l. ÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÑ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ !(uv; w) = �!(v; uw), ÔÏ ÅÓÔØ (×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØÀÆÏÒÍÙ !) !(
(u; v); w) = �!(v; 
(u;w)) = !(
(u;w); v), ÉÌÉ, × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÆÏÒÍÙ 
0, 
0(u; v; w) =
0(u;w; v). éÔÁË, Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ l ÔÏ-ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÏÒÍÁ 
0 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ �Ï �ÏÓÌÅÄÎÉÍ Ä×ÕÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ.äÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÆÏÒÍÙ 
0, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ �Ï ×ÓÅÍ ÔÒÅÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ. åÝÅÎÕÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÑÔØ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎÉ ÚÁÄÁÀÔ, ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÙ É ÞÔÏ ×ÓÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÑ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙ.åÓÌÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ É ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× u; v; w 2 V ÉÍÅÅÍu(vw) = v(uw), ÏÔËÕÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ z 2 V ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ !(u(vw); z) = !(v(uw); z). ó ÄÒÕÇÏÊÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ, ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏ É Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÙ !, ÔÏ !(u(vw); z) = �!(vw; uz) = !(v; w(uz)) = !(v; (wu)z)) = �!(v(uw); z),ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ uvw = 0. éÔÁË, ÅÓÌÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ É ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏ É Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÙ !, ÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ ÔÒÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ.ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ É ÌÀÂÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÉÄÁ u(vw) ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÌÀ-ÂÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÒÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× × ÌÀÂÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏ. ÷ ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙ.ðÕÓÔØX | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ×ÓÅÈ �Ï�ÁÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ×ÅËÔÏÒÏ×. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ !(uv; wz) =�!(uvw; z) = 0, �ÏÜÔÏÍÕ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÉÚÏÔÒÏ�ÎÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ !(v;X) = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v 2 V , ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× u;w 2 V ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ !(uv; w) = �!(v; uw) = 0, �ÏÜÔÏÍÕuv = 0. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ ÉÚ !-ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑË �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ X , ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Y , ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. ÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ 
0 ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑÌÀÂÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× v 2 Y , u;w 2 V ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ 
0(u; v; w) = !(
(u; v); w) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ 
0(Y; V; V ) = 0.ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ 
0 | ÔÒÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , Á Y 0 | ËÏÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÅ16



�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ 
0(Y 0; V; V ) = 0, ÔÏ 
(u; v) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× u 2 Y 0, v 2 V ,ÔÏ ÅÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÙ ÉÚ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Y 0 ÎÕÌÅ×ÙÅ. äÁÌÅÅ, ÉÚ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉÆÏÒÍÙ 
0 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ u; v 2 V , w 2 Y 0 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ 0 = 
0(u; v; w) = !(
(u; v); w), ÔÏ ÅÓÔØ×ÓÅ �Ï�ÁÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ !-ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÀ Ë �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ Y 0,ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ X 0. ðÏ ×ÙÂÏÒÕ Y 0, !(X 0; X 0) = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× u; v; w; z 2 V!(u(vw); z) = �!(vw; uz) = 0 (ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÆÏÒÍÙ 
0 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÙÈ �ÅÒÅ-ÓÔÁÎÏ×ÏË ÉÎÄÅËÓÏ× ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÙ!). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, u(vw) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ u; v; w 2 V .éÔÁË, ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÅ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ l, �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔÓÑÔÒÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ �Ï ×ÓÅÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍ ÉÎÄÅËÓÏ× ÆÏÒÍÁÍÉ 
0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ËÏÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Y � V , ÞÔÏ 
0(Y; V; V ) = 0.äÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù Sp2l ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ËÏÉÚÏÔÒÏ�ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Y ÓÏÄÅÒÖÁÌÏÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Ï �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Z = h"1; : : : ; "li, É ×ÓÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á V , ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Z, Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ËÏÉÚÏÔÒÏ�ÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ó ÔÏÞ-ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù Sp2l �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÒÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÎÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÍÉÓÑ × ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÌÅÖÉÔ × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Z,Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ �ÏÄÇÒÕ��Ù × Sp2l, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÊ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Z, ÔÏ ÅÓÔØ �ÁÒÁÂÏÌÉ-ÞÅÓËÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù × Sp2l, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÒÁÎÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ ÞÅÒÅÚ Pl. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÒÉÌÉÎÅÊÎÙÅÆÏÒÍÙ 
0 ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 
0(Z; V; V ) = 0, ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÉÍÉ ÔÒÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÎÁ ÆÁËÔÏÒ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V=Z. åÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ g 2 Sp2l ÌÅÖÉÔ ×ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÏÍ ÒÁÄÉËÁÌÅ ÇÒÕ��Ù Pl, ÔÏ ÏÎ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Z É ÎÁ ÆÁËÔÏÒ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V=Z, �ÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× u; v; w 2 V (g
0)(u; v; w) = 
0(g�1u; g�1v; g�1w) =
0(u+ u0; v+ v0; w+w0), ÇÄÅ u0; v0; w0 2 Z, ÚÎÁÞÉÔ (g
0)(u; v; w) = 
0(u; v; w). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÕÍÎÏÖÅ-ÎÉÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÅ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ l, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��ÙSp2l �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÒÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÎÁ ÆÁËÔÏÒ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V=Z ÓÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ �ÏÄÇÒÕ��Ù ìÅ×É × ÇÒÕ��Å Pl, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁ×ÎÁ GL(V=Z). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÆÏÒÍÕ, Á ÚÎÁÞÉÔ É ×ÓÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÎÁ ÌÀÂÏÊÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓËÁÌÑÒ, É ÄÅÊÓÔ×ÉÅ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÔÏÒÁ × ÇÒÕ��Å L ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÏÔ×ÅÔ.5.3.2 � = $p, l � 3îÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÌÅÍÍÏÊ 3, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ. óÈÅÍÁ äÙÎ-ËÉÎÁ Cl ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, �ÏÜÔÏÍÕ �� = �. éÚ [5, ÔÁÂÌÉ�Á 5℄ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏV � 
 R(l) �= V (2$1 +$p) � V ($1 +$p�1) � V ($p) � V ($1 +$p+1), �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÉÍÅÅÔÓÑÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ p < l. ÷ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÅÔÙÒÅ ÓÌÕÞÁÑ. îÁÊÄÅÍÓÔÁÒÛÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ × �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ V � 
R(l).1. �� + 
 = 2$1 + $p, ÔÏÇÄÁ 
 = 2$1 = 2"1. íÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ � = �"1 + "2 + : : : + "p, É ÔÏÇÄÁ� + 
 = "1 + : : :+ "p 2 X(V ), Á � + 
 + �� = 2("1 + : : :+ "p) =2 �+.2. �� + 
 = $1 +$p�1, 
 = $1 +$p�1 �$p = "1 � "p. óÌÕÞÁÉ p > 2 É p = 2 ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØÏÔÄÅÌØÎÏ. åÓÌÉ p > 2, ÔÏ �ÕÓÔØ � = �"1+"2+ : : :+"p. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÌÕÞÉÍ �+
 = "2+ : : :+"p�1 2X(V ), Á � + 
 + �� = "1 + 2("2 + : : : + "p�1) + "p =2 �+. åÓÌÉ p = 2, ÔÏ �Ï ÎÁÛÅÍÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀl > 2, É ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ � = "2 + "3. ðÏÌÕÞÉÍ � + 
 = "1 + "3 2 X(V ), � + 
 + �� = 2"1 + "2 + "3 =2 �+.3. �� + 
 = $1 + $p+1, ÇÄÅ p < l. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ 
 = $1 + $p+1 � $p = "1 + "p+1. ðÕÓÔØ� = �"1+"2+: : :+"p, ÔÏÇÄÁ �+
 = "2+: : :+"p+1 2 X(V ), Á �+
+�� = "1+2("2+: : :+"p)+"p+1 =2 �+.4. �� + 
 = $p, ÔÏÇÄÁ 
 = 0 =2 �+.5.4 áÌÇÅÂÒÁ l ÔÉ�Á E6÷ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÒÎÅÊ ÔÉ�Á E6 ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÄÌÉÎÕ, É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑÞÅÒÅÚ �ÒÏÓÔÙÅ ËÏÒÎÉ �1; : : : ; �6 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: �1 + 2�2 + 2�3 + 3�4 + 2�5 + �6. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ V ($1), �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ V ($6) ÓÏ�ÒÑÖÅÎÏ Ó ÎÉÍ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ×ÎÅÛÎÅÇÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.äÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ É ×ÅÓÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ l ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÏÄÅÌÅÊ, ×ÏÚÎÉ-ËÁÀÝÉÈ ÉÚ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÏË [6, çÌÁ×Á 5, x2℄. òÁÓÛÉÒÅÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ l ÓÏ-17



ÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ �1; : : : ; �6 É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÑ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ �i, ËÒÏÍÅ ËÏÒÎÑ �2. ðÏÓÔÒÏÉÍ Z2-ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÕ ÁÌÇÅÂÒÙ l, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÕÀ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÍÕ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÕ É ÉÍÅÀÝÕÀ ÏÔÍÅÔËÕ 1 �ÒÉ ËÏÒÎÅ �2. îÕÌÅ×ÁÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÁÑËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÒÁ×ÎÁ sl6 � sl2, �ÅÒ×ÁÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ËÁË �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÒÁ×ÎÁVsl6($3)
 Vsl2($1) = �3(C 6 )
 C 2 .�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ Ï�ÉÓÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÒÎÅÊ E6. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Å×ËÌÉÄÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÏÒÔÏÇÏ-ÎÁÌØÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ f"1; : : : ; "6g É ÅÇÏ ÆÁËÔÏÒ �Ï �ÒÑÍÏÊ h"1+ : : :+"6i. üÔÏÔ ÆÁËÔÏÒ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÞÅÒÅÚ E, ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍ "i, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ P "i = 0. óËÁÌÑÒÎÙÅ Ë×Á-ÄÒÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ× "i ÄÏ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ ÒÁ×ÎÙ 1=2. äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ × ÆÁË-ÔÏÒ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å E ÂÕÄÅÍ ÂÒÁÔØ ÓÁÍÙÅ ËÏÒÏÔËÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÉ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÓËÁÌÑÒÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ËÌÁÓÓÁ ×ÅËÔÏÒÁ "i × ÆÁËÔÏÒ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å E ÒÁ×ÅÎ 5=12, ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÎÏ �1=12. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÖÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ f�1g. óÉÓÔÅÍÁ ËÏÒÎÅÊ E6 ÔÏÇÄÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ×× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å E� h�1i ×ÉÄÁ "i � "j (i 6= j), ��1 É �"i � "j � "k � �1=2, ÇÄÅ i; j; k ÒÁÚÌÉÞÎÙ. íÙ ÎÅÂÕÄÅÍ �ÏËÁ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ, ËÁË × ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ×ÙÇÌÑÄÑÔ ËÏÒÎÉ �i, �ÏÚÖÅ ÍÙ ×ÙÂÅÒÅÍ ÄÒÕÇÕÀÓÉÓÔÅÍÕ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ × ÓÉÓÔÅÍÅ E6, ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÕÀ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ.þÔÏÂÙ Ï�ÉÓÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ×ÅÓÏ×, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÒÎÅÊ E7. óËÁÌÑÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁË-ÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÓÉÓÔÅÍÙ E7, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁ×ÅÎ 2�1 +2�2 +3�3 +4�4 +3�5 +2�6 + �7, Ó �ÒÏÓÔÙÍÉËÏÒÎÑÍÉ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ËÒÏÍÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ Ó ËÏÒÎÅÍ �1. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÅ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ l ÔÉ�Á E6 × ÁÌÇÅÂÒÅ g ÔÉ�Á E7 ÎÁ ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÏÍ ÒÁÄÉËÁÌÅ u �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ p7 ×ÁÌÇÅÂÒÅ g ÉÍÅÅÔ ÓÔÁÒÛÉÊ ×ÅÓ$1. ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ E7, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÈ× ÓÉÓÔÅÍÕ E6, ÒÁ×ÎÏ dim u = 27 É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÅÒ×ÏÇÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��ÙÔÉ�Á E6 ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÎÁ 27, ÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï u ËÁË �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ l ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ É ÉÍÅÅÔÓÔÁÒÛÉÊ ×ÅÓ $1. ðÏÜÔÏÍÕ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÅÓÏ× �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ V ($1) Ó ËÏÒÎÑÍÉ ÓÉÓÔÅÍÙE6 ÒÁ×ÎÙ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍ ËÏÒÎÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ E7, × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ËÏÒÎÉËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ ËÒÏÎÅ �7 ÒÁ×ÅÎ 1, É ËÏÒÎÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ E7, × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ËÏÒÎÉËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ ËÏÒÎÅ �7 ÒÁ×ÅÎ 0.�Å�ÅÒØ ÎÁÊÄÅÍ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÏÔÍÅÔËÉ ÓÔÁÒÛÉÈ ×ÅÓÏ× ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÑ V = u ËÁË �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ l (ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁ×ÎÁsl6 � sl2) ÎÁ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÑÈ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. üÔÉ �ÒÏÓÔÙÅ ËÏÒÎÉ ÒÁ×ÎÙ �ÒÏÓÔÙÍ ËÏÒÎÑÍ ÓÉÓÔÅÍÙE6, ËÒÏÍÅ ËÏÒÎÑ �2, É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ËÏÒÎÀ ÓÉÓÔÅÍÙ E6. îÁÊÄÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÔÁËÉÅ ×ÅÓÁ ÉÚ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á X(V ), Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÎÅÌØÚÑ �ÒÉÂÁ×ÉÔØ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÏÓÔÁ×ÁÑÓØ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X(V ), ÏÎÉ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÂÕÄÕÔ ÓÔÁÒÛÉÍÉ ×ÅÓÁÍÉ. ïÎÉ ÒÁ×ÎÙ (× ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÉÓÔÅÍÙ E7):�1 = �1 + �3 + �4 + �5 + �6 + �7 É �2 = �1 + �2 + 2�3 + 3�4 + 3�5 + 2�6 + �7. þÉÓÌÏ×ÙÅ ÏÔÍÅÔËÉËÏÒÎÑ �1 ÎÁ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÑÈ ÁÌÇÅÂÒÙ sl6� sl2 ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ËÒÏÍÅ ÏÔÍÅÔÏË ÎÁ ËÏÒÎÅ �1,ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁ×ÎÁ 1, É ÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ ËÏÒÎÅ ÓÉÓÔÅÍÙ E6, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁ×ÎÁ 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ�ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ sl6 � sl2 × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÒÁ×ÎÏ C 6 
 C 2 . þÉÓÌÏ×ÙÅ ÏÔÍÅÔËÉ ËÏÒÎÑ �2ÎÁ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÑÈ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ËÒÏÍÅ ÏÔÍÅÔËÉ ÎÁ ËÏÒÎÅ �5, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁ×ÎÁ 1. óÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ V ÒÁ×ÎÏ �2(C 6 )� 
 C 2 . óÕÍÍÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÜÔÉÈ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ sl6 � sl2 ÒÁ×ÎÁ 27 = dim V , �ÏÜÔÏÍÕ ÄÒÕÇÉÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÊ ÎÅÔ. éÔÁË, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÓÏ× �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ V ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å E�h�i ×ÉÄÁ�"i � "j (i 6= j) É "i � �1=2.÷ÙÂÅÒÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ × ÓÉÓÔÅÍÅ E6. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ËÏÒÎÉ "i � "j (i < j), �1 É �"i � "j � "k + �1=2, ÇÄÅ i; j; k ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ,ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å E� h�1i ÒÁ×ÅÎ 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÏÓÔÙÅ ËÏÒÎÉÚÁ�ÉÛÕÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: �1 = "1� "2, �2 = �"4� "5� "6+ �1=2, �i = "i�1� "i �ÒÉ 3 � i � 6.íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÒÁ×ÅÎ �1. ðÒÉ ÔÁËÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÓÉÓÔÅÍÙ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÓÔÁÒÛÉÍ ×ÅÓÏÍ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÓ "1+�1=2, �ÏÓËÏÌØËÕ Ë ÎÅÍÕ ÎÅÌØÚÑ �ÒÉÂÁ×ÉÔØ ÎÉËÁËÏÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊËÏÒÅÎØ, ÏÓÔÁ×ÁÑÓØ × ÓÉÓÔÅÍÅ ×ÅÓÏ×. íÌÁÄÛÉÍ ×ÅÓÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÓ "6��1=2, �ÏÜÔÏÍÕ �� = �"6+�1=2.�Å�ÅÒØ �ÒÉÍÅÎÉÍ ÌÅÍÍÕ 3 É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÎÅÔ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �� = $6, ÉÉÚ [5, ÔÁÂÌÉ�Á 5℄ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ R(l) = V ($2), V �
R(l) �= V ($2+$6)�V ($3)�V ($6). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ.1. �� + 
 = $2 +$6, ÔÏÇÄÁ 
 = $2 = �1 (ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ V ($2) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎ-ÎÏÍÕ, Á ÅÇÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ×ÅÓ ÒÁ×ÅÎ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍÕ ËÏÒÎÀ). íÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ � = "1��1=2,18



ÔÏÇÄÁ � + 
 = "1 + �1=2, Á � + 
 + �� = "1 � "6 + �1 =2 �+.2. �� + 
 = $3, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ $3 = "1 + "2 + �1, �ÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏÔ ×ÅËÔÏÒ ÉÍÅÅÔÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ó �ÒÏÓÔÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ ÓÉÓÔÅÍÙ E6. �ÏÇÄÁ 
 = "1+"2+"6+�1=2.ðÕÓÔØ � = �"2 � "6, ÔÏÇÄÁ � + 
 = "1 + �1=2 2 X(V ), Á � + 
 + �� = "1 � "6 + �1 =2 �+.3. �� + 
 = $6, ÔÏÇÄÁ 
 = 0 =2 �+.5.5 áÌÇÅÂÒÁ l ÔÉ�Á E7÷ÓÅ ËÏÒÎÉ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ E7 ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÄÌÉÎÕ, É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÒÁ×ÅÎ 2�1 + 2�2 +3�3 + 4�4 + 3�5 + 2�6 + �7, ÇÄÅ �i | �ÒÏÓÔÙÅ ËÏÒÎÉ. îÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ V ($7).äÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ l ÓÎÏ×Á ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÏÄÅÌÅÊ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈÉÚ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÏË. íÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÏ ×ÓÅÍÉ �ÒÏÓÔÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ,ËÒÏÍÅ ËÏÒÎÑ �1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Z2-ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÕ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÍÕ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ÉÏÔÍÅÔËÅ 1 �ÒÉ ËÏÒÎÅ �2. îÕÌÅ×ÁÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÒÁ×ÎÁ sl8, Á �ÅÒ×ÁÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÁÑËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ËÁË �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÒÁ×ÎÁ �4C 8 .äÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ E7 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Å×ËÌÉÄÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÂÁÚÉÓÏÍ f"1; : : : ; "8g, ÅÇÏ ÆÁËÔÏÒ �Ï �ÒÑÍÏÊ h"1 + : : : + "8i ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÆÁËÔÏÒÁ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ× f"1; : : : ; "8g. �ÏÇÄÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÒÎÅÊ E7 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å E ×ÉÄÁ "i�"j (i 6= j) É"i+"j+"k+"l (i; j; k; l �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ). íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ × ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ËÏÒÎÉ�i, ÓËÁÖÅÍ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÕ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ sl8 ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ËÏÒÎÉ �1; �3; �4; �5; �6; �7É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÓÉÓÔÅÍÙ E7. ÷�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÍÙ ×ÙÂÅÒÅÍ ÄÒÕÇÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ ×ÓÉÓÔÅÍÁÈ A7 É E7, ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÙÅ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ.äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÅÓÏ× ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍ ËÏÒÎÅÊ E7 � E8 É ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÓÉÓÔÅÍÙ E8 ÒÁ×ÅÎ 2�1+3�2+4�3+6�4+5�5 + 4�6 + 3�7 + 2�8, É ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ, ÉÍÅÀÝÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ 2 �ÒÉ �ÒÏÓÔÏÍ ËÏÒÎÅ�8. ðÕÓÔØ V | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ×ÓÅÈ ËÏÒÎÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× × ÁÌÇÅÂÒÅ g ÔÉ�Á E8, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈËÏÒÎÑÍ, ÉÍÅÀÝÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ 1 �ÒÉ ËÏÒÎÅ �8. �ÏÇÄÁ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÁ l ÔÉ�Á E7 ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï V . ëÏÒÎÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ËÏÒÎÀ 2�1 + 3�2 + 4�3 + 6�4 + 5�5 + 4�6 + 3�7 + �8,Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÍ ÄÌÑ l, É ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ �ÒÏÓÔÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉÓÉÓÔÅÍÙ E7, ËÒÏÍÅ ËÏÒÎÑ �7. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÒÁ×ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ËÏÒÎÅÊ × ÓÉÓÔÅÍÅ E8,ÉÍÅÀÝÉÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ 1 �ÒÉ �7, Ô. Å. 56, l-ÍÏÄÕÌØ V ($7) ÉÍÅÅÔ ÔÁËÕÀ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, ÚÎÁÞÉÔ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ ËÁË �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ l É ÉÍÅÅÔ ÓÔÁÒÛÉÊ ×ÅÓ $7.�Å�ÅÒØ ÎÁÊÄÅÍ ÓÔÁÒÛÉÅ ×ÅÓÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ V ËÁË �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ sl8 � l. âÕÄÅÍÉÓËÁÔØ ÉÈ ËÁË ËÏÒÎÉ ÓÉÓÔÅÍÙ E8, ÉÍÅÀÝÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ 1 �ÒÉ �ÒÏÓÔÏÍ ËÏÒÎÅ �8, É ÔÁËÉÅ,ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ë ÎÉÍ �ÒÉÂÁ×ÉÔØ �ÒÏÓÔÙÅ ËÏÒÎÉ �1; �3; �4; �5; �6; �7 ÉÌÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ E7, ÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÕÖÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ËÏÒÎÅÍ. üÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ËÏÒÎÉ�1 = �1 + �2 + 2�3 + 3�4 + 3�5 + 3�6 + 2�7 + �8 É �2 = �1 + �3 + �4 + �5 + �6 + �7 + �8. ëÏ-ÒÅÎØ �1 ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÏ ×ÓÅÍÉ �ÒÏÓÔÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ sl8, ËÒÏÍÅËÏÒÎÑ �6, Á ËÏÒÅÎØ �2 ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÏ ×ÓÅÍÉ �ÒÏÓÔÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ ÁÌÇÅ-ÂÒÙ sl8, ËÒÏÍÅ ËÏÒÎÑ �1. þÉÓÌÏ×ÙÅ ÏÔÍÅÔËÉ ËÏÒÎÑ �1 ÎÁ �ÒÏÓÔÏÍ ËÏÒÎÅ �6 É ËÏÒÎÑ �2 ÎÁ �ÒÏÓÔÏÍËÏÒÎÅ �1 ÒÁ×ÎÙ 1, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ sl8-�ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ × �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉV ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍ �2C 8 É (�2C 8 )�. óÕÍÍÁ ÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÒÁ×ÎÁ 56 = dimV , �ÏÜÔÏÍÕÄÒÕÇÉÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ sl8-�ÏÄ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ × �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ V ÎÅÔ. ÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ×ÅËÔÏÒÏ× "i ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ×ÅÓÏ× X(V ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ×ÉÄÁ "i + "j (i 6= j) É �"i � "j (i 6= j).�Å�ÅÒØ ×ÙÂÅÒÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ × ÓÉÓÔÅÍÅ E7. ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒ-ÎÅÊ × ÓÉÓÔÅÍÅ E7 Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ 728Æ1� 101Æ2 � 102Æ3� : : :�107Æ8, ÇÄÅ ÂÁÚÉÓ fÆig Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÅÎ Ë ÂÁÚÉÓÕ f"ig. üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÆÁËÔÏÒ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å E. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ ÓÉÓÔÅÍÙ E7 ÔÏÇÄÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÉ ×ÉÄÁ "i � "j , ÇÄÅ i < j,É "1 + "i + "j + "k, ÇÄÅ i < j < k. ðÒÏÓÔÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ (�ÒÉ ×ÙÂÒÁÎÎÏÍ ÎÁÍÉ �ÏÒÑÄËÅ)ËÏÒÎÉ "7� "8, "1+ "6 + "7+ "8, "6� "7; : : : ; "2� "3. ÷ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÌÅÇËÏ ×Ù�ÉÓÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ×ÅÓÁ ÓÉÓÔÅÍÙ E7, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÍ ÂÕÄÕÔ ÎÕÖÎÙ. éÍÅÎÎÏ, $1 = "1 � "8, $2 = 2"1,$7 = "1 + "2 (ÓÔÁÒÛÉÊ ×ÅÓ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ V ). 19



÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÌÅÍÍÏÊ 3 É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. óÈÅÍÁ äÙÎËÉÎÁE7 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, �ÏÜÔÏÍÕ �� = � = "1 + "2. éÚ [5, ÔÁÂÌÉ�Á 5℄ ÎÁÈÏÄÉÍ,ÞÔÏ R(l) = V ($1), V � 
R(l) �= V ($1 +$7)� V ($2)� V ($7). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ.1. 
 + �� = $1 +$7, 
 = $1 = "1 � "8. íÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ � = "7 + "8, ÔÏÇÄÁ � + 
 = "1 + "7 2 X(V ), Á� + 
 + �� = 2"1 + "2 + "7 =2 �+.2. 
 + �� = $2, ÔÏÇÄÁ 
 = $2 �$7 = "1 � "2. ðÕÓÔØ � = "2 + "3, ÔÏÇÄÁ � + 
 = "1 + "3 2 X(V ). óÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, � + 
 + �� = 2"1 + "2 + "3 =2 �+.3. 
 + �� = $7, ÔÏÇÄÁ 
 = 0 =2 �+.5.6 áÌÇÅÂÒÁ l ÔÉ�Á E8÷ÓÅ ËÏÒÎÉ × ÓÉÓÔÅÍÅ E8 ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÄÌÉÎÕ, É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ�ÒÏÓÔÙÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: � = 2�1 + 3�2 + 4�3 + 6�4 + 5�5 + 4�6 + 3�7 + 2�8. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ�ÅÒÅÄ ×ÓÅÍÉ �ÒÏÓÔÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ ÂÏÌØÛÅ 1, �ÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ÌÀÂÏÍ l-ÍÏÄÕÌÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÎÕÌÅ×ÏÅ.5.7 áÌÇÅÂÒÁ l ÔÉ�Á F4óÉÓÔÅÍÁ ËÏÒÎÅÊ F4 Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁ ÓÁÍÁ ÓÅÂÅ, �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÏÓÔÙÅ ËÏÒÎÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ �ÒÏÓÔÙÍ ËÏÒÎÑÍ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÎÏ × ÄÒÕÇÏÍ �ÏÒÑÄËÅ: ÞÔÏÂÙ ÍÁÔÒÉ�Á ëÁÒÔÁÎÁÂÙÌÁ ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË É Õ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, �ÒÏÓÔÙÅ ËÏÒÎÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÅ �1; �2; �3; �4, ÎÕÖÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ �4; �3; �2; �1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ËÏÒÏÔËÉÊ ËÏÒÅÎØÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁ×ÅÎ �1 + 2�2 + 3�3 + 2�4. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÏÓÔÁÒÛÉÍ ×ÅÓÏÍ � = $4.÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ Ñ×ÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÅÊ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ F4 ÉÚ [7, x12℄. éÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍÅ×ËÌÉÄÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ "1; : : : ; "4. �ÏÇÄÁ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÒÎÅÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ×ÅËÔÏÒÙ �"i, "i � "j (i 6= j), �"i � "j (i 6= j), Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙÒÁ×ÎÙ �1=2. íÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ �1 = "2 � "3, �2 = "3 � "4, �3 = "4,�4 = ("1�"2�"3�"4)=2, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ×ÉÄÁ "i, "i�"j(i < j), ("1 � "2 � "3 � "4)=2, ÇÄÅ ÚÎÁËÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ. äÁÌÅÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ$4 = "1, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÓÏ× �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ V = V ($4) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ËÏÒÏÔËÉÈ ËÏÒÎÅÊÉ ÎÕÌÑ. óÔÁÒÛÉÊ ×ÅÓ ÒÁ×ÅÎ "1. �ÁËÖÅ ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ Ñ×ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ×ÅÓÁ $3, ÏÎ ÒÁ×ÅÎ(3"1 + "2 + "3 + "4)=2.îÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÏ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÌÅÍÍÕ 3. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ�� = �, ÉÚ [5, ÔÁÂÌÉ�Á 5℄ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ R(l) = V ($1), V � 
 R(l) �= V ($1 + $4) � V ($3) � V ($4).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ.1. 
 + �� = $1 +$4, 
 = $1 = "1 + "2 (ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÕÓÔØ � = �"2,ÔÏÇÄÁ � + 
 = "1 2 X(V ), � + 
 + �� = 2"1 =2 �+.2. 
 + �� = $3, ÔÏÇÄÁ 
 = $3 � $4 = ("1 + "2 + "3 + "4)=2. íÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ � = 0, �ÏÌÕÞÉÍ� + 
 = 
 = ("1 + "2 + "3 + "4)=2 2 X(V ), � + 
 + �� = $3 = (3"1 + "2 + "3 + "4)=2 =2 �+.3. 
 + �� = $4, 
 = 0 =2 �+.5.7.1 áÌÇÅÂÒÁ l ÔÉ�Á G2óÉÓÔÅÍÁ ËÏÒÎÅÊ G2 Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁ ÓÁÍÁ ÓÅÂÅ, ÎÏ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ Ó ÎÅÊ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÓÉÔÕÁ�ÉÅÊ Ó ÓÉÓÔÅÍÏÊF4: ÞÔÏÂÙ ÍÁÔÒÉ�Á ëÁÒÔÁÎÁ ÄÌÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÂÙÌÁ ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË ÄÌÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ, ÎÕÖÎÏÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ �ÒÏÓÔÙÅ ËÏÒÎÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÒÎÑÍ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ�1 É �2, ÞÅÒÅÚ �2 É �1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ËÏÒÏÔËÉÊ ËÏÒÅÎØ ÒÁ×ÅÎ 2�1 + �2, �ÏÜÔÏÍÕÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ×ÅÓÏÍ � = $1.éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÒÎÅÊ G2 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ A2 É �Ï�ÁÒÎÙÈ ÓÕÍÍ ËÏÒ-ÎÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ A2, ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÒÁ×ÅÎ �=3. äÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ A2 ×ÏÓ�ÏÌØ-ÚÕÅÍÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Å×ËÌÉÄÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ-×ÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ f"1; "2; "3g É �ÒÏÆÁËÔÏÒÉÚÕÅÍ ÅÇÏ �Ï �ÒÑÍÏÊ h"1 + "2 + "3i. �ÏÇÄÁ ÓÉÓÔÅÍÁ A2ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ ×ÉÄÁ "i � "j , i 6= j, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÓÉÓÔÅÍÙ G2 �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ20



ÏÄÎÏÇÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÇÒÕ��Ù ÷ÅÊÌÑ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ G2 É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ �1. ïÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁ×ÅÎ"2� "3+ "1� "3 = "1+ "2�2"3 = �3"3 (ÚÄÅÓØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ, ÞÔÏ "1+ "2+ "3 = 0), Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉÒÁ×ÎÙ �3"i.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÉÓÔÅÍÙ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ "i�"j , i < j, 3"1, 3"2, �3"3, �ÒÏÓÔÙÅËÏÒÎÉ �1 = "1 � "2, �2 = 3"2, $1 = "1 � "3, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÓÏ× �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ V = V ($1)ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ËÏÒÏÔËÉÈ ËÏÒÎÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ G2 É ÎÕÌÑ.âÕÄÅÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÌÅÍÍÏÊ 3. óÈÅÍÁ äÙÎËÉÎÁ G2 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×,�ÏÜÔÏÍÕ �� = �. éÚ [5, ÔÁÂÌÉ�Á 5℄ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ R(l) = V ($2), V � 
R(l) �= V ($1 +$2)� V (2$1)�V ($1). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ.1. 
+�� = $1+$2, 
 = $2 = �3"3. ðÕÓÔØ � = "3� "2, ÔÏÇÄÁ �+
 = �2"3� "2 = "1� "3 2 X(V ),� + 
 + �� = 2�� =2 �+.2. 
+�� = 2$1, 
 = $1 = "1�"3. ðÕÓÔØ � = 0, ÔÏÇÄÁ �+
 = "1�"3 2 X(V ), �+
+�� = 2�� =2 �+.3. 
 + �� = $1, 
 = 0 =2 �+.�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÌÕÞÁÉ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÒÁÚÏÂÒÁÎÙ, É ÔÅÏÒÅÍÁ 3 ÄÏËÁÚÁÎÁ.6 ëÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ (Ga)m-ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ ÆÌÁÇÏ×íÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 2 (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 4) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈÓÌÕÞÁÅ×, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ × ÔÅÏÒÅÍÅ 1 É × ËÏÔÏÒÙÈ G = eG. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÉÍÅÎÑÔØÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ××ÅÄÅÎÉÑ. äÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ u� ËÁË L-ÍÏÄÕÌÑ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.ðÏÄÇÒÕ��Á ìÅ×É L ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù Pi �ÒÏÓÔÏÊ ÇÒÕ��Ù G ×ÓÅÇÄÁ ÌÏ-ËÁÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÔÏÒÁ É �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ. óÈÅÍÁäÙÎËÉÎÁ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÁ ÇÒÕ��Ù L �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÓÈÅÍÙ äÙÎËÉÎÁ ÇÒÕ��Ù G ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ i-Ê ×ÅÒÛÉÎÙ,É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÉÓÔÅÍÁ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÁ ÇÒÕ��Ù L ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÓÉÓÔÅÍÕ �ÒÏÓÔÙÈËÏÒÎÅÊ ÇÒÕ��Ù G.ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù L × u� ÔÏÞÎÏ, �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÔÏÒ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ × ÎÅÍ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ. ðÕÓÔØËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ �ÒÏÓÔÏÍ ËÏÒÎÅ �i × ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ËÏÒÎÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ ÇÒÕ��Ù G ÒÁ×ÅÎ n.îÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉËÏÒÎÑÍÉ � ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ ÇÒÕ��Ù G, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍÉ ÓÒÅÄÉ ËÏÒÎÅÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ�k �ÒÉ �ÒÏÓÔÏÍ ËÏÒÎÅ �i, k = 1; : : : ; n. þÉÓÌÏ×ÁÑ ÏÔÍÅÔËÁ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ×ÅÓÁ ÜÔÏÇÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù L �ÒÉ �ÒÏÓÔÏÍ ËÏÒÎÅ �j ÒÁ×ÎÁ 2(�; �j)=(�j ; �j) (ÜÔÉ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ËÏÒÎÅÊ ÇÒÕ��Ù G).6.1 çÒÕ��Á G ÔÉ�Á Al, P = P1 ÉÌÉ P = PlóÌÕÞÁÊ P = Pl Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ P = P1 �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ×ÎÅÛÎÅÇÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, �ÏÜÔÏÍÕ ÄÁÌÅÅÓÞÉÔÁÅÍ P = P1. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÄÅÌÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑÍ, ËÏÍÍÕÔÁÎÔ ÇÒÕ��Ù L ÉÍÅÅÔ ÔÉ� Al�1,�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù L × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å u� ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ É ÉÍÅÅÔ ÓÔÁÒÛÉÊ ×ÅÓ $1, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÔÏÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù SLl. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÔÏÒ ÇÒÕ��Ù L ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å u� ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ, ÔÏ ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍÓÑ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÓÌÕÞÁÑ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ ×�ÁÒÁÇÒÁÆÅ 5.1.1. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÙÅ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ × ÁÌÇÅÂÒÅ p�, ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØ-ÎÙÅ Ë �ÏÄÁÌÇÅÂÒÅ l, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ L-ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ, �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍÉ ÁÓÓÏ�ÉÁ-ÔÉ×ÎÙÍÉ l-ÍÅÒÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ Ó ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 4 × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ä×Å ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅÕÎÉ�ÏÔÅÎÔÎÙÅ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ × ÁÌÇÅÂÒÅ u�0 ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÇÒÕ��Ù P , ÔÏ ÏÎÉ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ É Ó�ÏÍÏÝØÀ ÇÒÕ��Ù L. ðÕÓÔØ ÜÔÏ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ a1 É a2, É (Ad p)a1 = a2, p 2 P . ðÏÓËÏÌØËÕ P = Ln U ,ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ p = gu, ÇÄÅ g 2 L, u 2 U . éÍÅÅÍ (Adu)a1 = (Ad g�1)a2. äÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕ��Ù G = SLl+1 ÂÌÏÞÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ Ó ÒÁÚÍÅÒÁÍÉ ÂÌÏËÏ× 1 É l. ðÏÄÇÒÕ��Á L ÓÏÓÔÏÉÔÉÚ ×ÓÅÈ ÍÁÔÒÉ� ×ÉÄÁ � a 00 b � ;21



ÇÄÅ a 2 C n 0, b 2 GLl, a det b = 1. íÁÔÒÉ�Ù ÉÚ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ a1 ÌÅÖÁÔ × �ÏÄÁÌÇÅÂÒÅ u�0 , É �ÏÜÔÏÍÕÉÍÅÀÔ ×ÉÄ � 0 0a b � ;ÇÄÅ a ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á C l , �ÏÓËÏÌØËÕ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÁ a1 ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÁ Ë�ÏÄÁÌÇÅÂÒÅ p. íÁÔÒÉ�Ù ÉÚ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ a2 ÉÍÅÀÔ ÔÁËÏÊ ÖÅ ×ÉÄ. íÁÔÒÉ�Ù ÉÚ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ u ÉÍÅÀÔ×ÉÄ � 1 a0 1 � ;ÇÄÅ 1 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ. ðÕÓÔØg = � x 00 y � ; u = � 1 v0 1 � :òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÖÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙa1 = � 0 0a01 a001 � 2 a1; a2 = � 0 0a02 a002 � 2 a2:�ÏÇÄÁ ua1u�1 = � 1 v0 1 �� 0 0a01 a001 �� 1 �v0 1 � = � va01 �va01v + va001a01 �a01v + a001 � ;ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ u 6= id, ÔÏ v 6= 0 É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a1 2 a1, ÞÔÏ ×ÅÒÈÎÉÊ ÌÅ×ÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÍÁÔÒÉ�Ù ua1u�1 ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,g�1a2g = � x 00 y �� 0 0a02 a002 �� x�1 00 y�1 � = � 0 0ya02x�1 ya002y�1 � ;ÔÏ ÅÓÔØ ×ÅÒÈÎÉÊ ÌÅ×ÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÁÔÒÉ�Ù ga2g�1 ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a2 2 a2. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉu 6= id, ÔÏ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ (Adu)a1 É (Ad g�1)a2 ÓÏ×�ÁÄÁÔØ ÎÅ ÍÏÇÕÔ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, u = id, p = g É�ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ a1 É a2 ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ Ó �ÏÍÏÝØÀ L.6.2 çÒÕ��Á G ÔÉ�Á Al, P = Pi, 1 < i < lëÏÍÍÕÔÁÎÔ ÇÒÕ��Ù L ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ SLi � SLl+1�i, �ÏÄÁÌÇÅÂÒÁ u� ËÁË �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù L ÎÅ-�ÒÉ×ÏÄÉÍÁ É ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ VSLi($i�1) 
 VSLl+i�1($1), �Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3 ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.6.3 çÒÕ��Á G ÎÅ ÔÉ�Á AlòÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÅ×, ÇÄÅ ÇÒÕ��Á G ÉÍÅÅÔ ÔÉ� Bl, Cl, Dl, E6 É E7 �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÏÌÎÏÓÔØÀÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÎÏ. îÕÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÍÍÕÔÁÎÔ ÇÒÕ��Ù L, ÏÎ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ, ÏËÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ u� ËÁË �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù L ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ (ÅÓÌÉ P = Pi, ÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÏÒÎÀ ��i), É ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 3. üÔÉ ÓÌÕÞÁÉ ÒÁÚÏÂÒÁÎÙ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÁÂÌÉ�Å.�É� G P �É� ËÏÍÍÕÔÁÎÔÁ L óÔÁÒÛÉÊ ×ÅÓ u�Bl (l � 3) P1 Bl�1 $1Cl (l � 2) Pl Al�1 2$l�1D4 P1 A3 $2Dl (l � 5) P1 Dl�1 $1Dl (l � 5) Pl�1; Pl Al�1 $l�2E6 P1; P6 D5 $5E7 P7 E6 $6�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÅÏÒÅÍÁ 4 ÄÏËÁÚÁÎÁ. 22
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