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÷èñëåííîì ÊÃÄ ìîäåëèðîâàíèè ñïèðàëüíî-âèõðåâûõ ñòðóêòóð â
àêêðåöèîííûõ ãàçîâûõ äèñêàõ.

Àííîòàöèÿ. Âûâåäåíû íîâûå àêñèàëüíî ñèììåòðè÷íûå ñòàöèîíàðíûå ðå-
øåíèÿ áàðîòðîïíûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà ñ ìàññîâîé ñèëîé â èçýíòðîïè÷åñêîì è
èçîòåðìè÷åñêîì ñëó÷àÿõ. Îíè èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé â íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷å. Ñ ïîìîùüþ êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêîãî ïîäõîäà
âûïîëíåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïî ðàçâèòèþ ìàëûõ íà÷àëüíûõ âîçìó-
ùåíèé óãëîâîé ñêîðîñòè è ôîðìèðîâàíèå êðóïíûõ ñòðóêòóð â âèäå �ðóêàâîâ�
ïëîòíîñòè, ñ èõ ðàçäâîåíèåì è óìåíüøåíèåì ìîìåíòà èìïóëüñà ãàçà â öåí-
òðàëüíîé ÷àñòè îáëàñòè. Ïîäòâåðæäåíà êîððåêòíîñòü ïðèáëèæåíèÿ ìåëêîé
âîäû äëÿ îïèñàíèÿ îáðàçîâàíèÿ ðóêàâîâ.

Ïîñòðîåííûé àëãîðèòì óíèâåðñàëåí è ïîçâîëÿåò âûïîëíÿòü íà ïåðñîíàëü-
íîì êîìïüþòåðå ðàçëè÷íûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ïðåäñòàâëÿþùèå èíòå-
ðåñ äëÿ àñòðîôèçèêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè, ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû,
ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ, àêêðåöèîííûé äèñê, êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèé ïîäõîä,
ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ, ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Elizarova T.G., Zlotnik A.A., Istomina M.A. On two-dimensional nume-
rical QGD-modelling of spiral-vortex structures in accretion gas disks.

Abstract. We derive new axially symmetric stationary solutions to the
barotropic Euler equations with a body force in the isentropic and isothermal
cases. They are used as the initial distributions in the related non-stationary
problem. Basing on a quasi-hydrodynamic approach, we perform numerical
experiments on the development of small initial perturbations of the azimuthal
velocity and the formation of large structures like the density �sleeves�. Splitting
of the sleeves and decreasing of the gas angular momentum in the middle of the
�eld are observed. Also the correctness of the shallow water approximation for
describing the sleeve formation is con�rmed.

The designed algorithm is universal and allows one to perform various
numerical experiments of interest in astrophysics on a personal computer.

Key words: gas dynamic equations, polar coordinates, stationary solutions,
accretion disk, quasi-gas dynamic approach, �nite-di�erence approximation,
numerical experiments
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1. Ââåäåíèå

Ñîãëàñíî [1, 2] ñïèðàëüíàÿ ñòðóêòóðà òóìàííîñòåé âïåðâûå áûëà çàìå÷åíà
â íàáëþäåíèÿõ ëîðäà Ðîññà â 1845 ã. Ïîçäíåå ñïèðàëüíûå ðóêàâà è ãèãàíò-
ñêèå âèõðè � öèêëîíû è àíòèöèêëîíû � áûëè îáíàðóæåíû â äâóìåðíîì ïî-
ëå ñêîðîñòåé ãàçîâûõ äèñêîâ ðÿäà ãàëàêòèê. Ñïèðàëè õàðàêòåðèçóþòñÿ ñâîåé
ôîðìîé. Íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ �îòñòàþùèå� ñïèðàëè. Îíè âðàùàþòñÿ
êîíöàìè íàçàä, è ïîýòîìó èìåþò õîðîøóþ �àýðîäèíàìè÷åñêóþ� ôîðìó. Ðàñ-
ïðîñòðàíåííûì ÿâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ âåòâëåíèå ñïèðàëåé, ïðè êîòîðîì ðóêàâà
ðàçäâàèâàþòñÿ â íàïðàâëåíèè èõ êîíöîâ.

Â [1]-[3] îáñóæäàëèñü ìåõàíèçìû âîçíèêíîâåíèÿ ñïèðàëüíî-âèõðåâûõ ñòðóê-
òóð â àñòðîôèçè÷åñêèõ îáúåêòàõ � ãàëàêòèêàõ è àêêðåöèîíûõ äèñêàõ. Â
÷àñòíîñòè, ãåíåðàöèÿ ñïèðàëüíûõ âîëí ïëîòíîñòè ñâÿçûâàëàñü ñ íåëèíåéíûì
âçàèìîäåéñòâèåì ãðàâèòàöèîííîé è ãèäðîäèíàìè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè, êî-
òîðàÿ â ðåàëüíûõ ãàëàêòèêàõ ìîæåò áûòü âûçâàíà áûñòðûìè ëîêàëüíûìè
ïàäåíèÿìè ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ãàçà. Ïîñëåäíèå õîðîøî çàìåòíû íà êðèâûõ
âðàùåíèÿ ãàëàêòèê, ïîëó÷åííûõ ðàíåå â íàáëþäåíèÿõ íà òåëåñêîïàõ.

Äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ãåíåðàöèè ñïèðàëüíîé ñòðóêòó-
ðû â ãàçîâîì ãàëàêòè÷åñêîì äèñêå, âûçâàííîé ðàçâèòèåì ãèäðîäèíàìè÷åñêîé
íåóñòîé÷èâîñòè èç-çà íàëè÷èÿ ãðàäèåíòà ñêîðîñòè âðàùåíèÿ, èñïîëüçîâàëàñü
âðàùàþùàÿñÿ ìåëêàÿ âîäà. Â ÷àñòíîñòè, íà óñòàíîâêå �Ñïèðàëü� áûëà ïîä-
òâåðæäåíà ïðàâèëüíîñòü ãðàâèòàöèîííî�ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òåîðèè ãåíåðà-
öèè ñïèðàëüíîé ñòðóêòóðû. Íàáëþäàëîñü âåòâëåíèå ðóêàâîâ, è áûëè îáíàðó-
æåíû àíòèöèêëîíè÷åñêèå âèõðè.

Â äîïîëíåíèå ê óæå ïðîâåäåííûì èññëåäîâàíèÿì ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé
èíòåðåñ èñïîëüçîâàíèå àïïàðàòà ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ïðî-
âåðêè ãèïîòåç î ÷èñòî ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ïðèðîäå ðàçâèòèÿ ðóêàâîâ â àñò-
ðîôèçè÷åñêèõ äèñêàõ è àíàëîãèè ìåæäó ãðàâèòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòüþ â
ãàçîâûõ äèñêàõ è â òå÷åíèÿõ ìåëêîé âîäû. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ãðàâè-
òàöèîííûõ íåóñòîé÷èâîñòåé â àêêðåöèîííûõ äèñêàõ ïðîâîäèëîñü â ðàáîòàõ
[5]-[7] íà îñíîâå ðåøåíèÿ ïîëíûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà. Ñîâñåì íåäàâíî â [9]
áûëà ðàññìîòðåíà àíàëîãè÷íàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è â ðàìêàõ êâàçèãàçîäèíà-
ìè÷åñêèõ (ÊÃÄ) � ò.å. ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ðåãóëÿðèçîâàííûõ [10]-[12] �
óðàâíåíèé Ýéëåðà â áàðîòðîïíîì ïðèáëèæåíèè.

Â äàííîé ðàáîòå èñõîäíûì òàêæå ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîò-
íîñòè è ñêîðîñòè, âûâåäåííîå äëÿ ñòàöèîíàðíîé òðåõìåðíîé êîíôèãóðàöèè â
[5]. Íî, â îòëè÷èå îò óêàçàííûõ ðàáîò, äëÿ åãî ñâåäåíèÿ ê äâóìåðíîìó ðàñïðå-
äåëåíèþ ïðèìåíÿåòñÿ óñðåäíåíèå èñõîäíûõ óðàâíåíèé ïî âåðòèêàëüíîé êîîð-
äèíàòå, êîòîðîå âûïîëíåíî àíàëèòè÷åñêè. Ýòî ïðèâîäèò ê èíûì ðåçóëüòàòàì
÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ÷åì â [9]. Ïðè ýòîì àíàëèçèðóåòñÿ íå òîëüêî èç-
ýíòðîïè÷åñêèé ñëó÷àé (ïîêàçàòåëü àäèàáàòû γ > 1), íî è òàêæå ïîïóëÿðíûé
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â ëèòåðàòóðå èçîòåðìè÷åñêèé ñëó÷àé (γ = 1), äëÿ êîòîðîãî òîæå ïîëó÷àþòñÿ
èíòåðåñíûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû.

Ýòè íîâûå àêñèàëüíî ñèììåòðè÷íûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ïîëó÷åíû â
ðàìêàõ óðàâíåíèé Ýéëåðà â áàðîòðîïíîì ïðèáëèæåíèè, è îíè èñïîëüçóþò-
ñÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ñ âíåñåíèåì ìàëîãî âîçìóùåíèÿ)
äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé. Óñòîé÷èâîñòü íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ê
ìàëûì âîçìóùåíèÿì àíàëèòè÷åñêè â äàííîé ðàáîòå íå èññëåäîâàëàñü, îäíà-
êî èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî áàðîòðîïíûå òå÷åíèÿ ãàçà â ïîëå
ãðàâèòàöèîííûõ ñèë ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè [1, 4].

Â îòëè÷èå îò [5]-[7] â [9] è íàñòîÿùåé ðàáîòå çàäà÷à ðåøàåòñÿ â áàðî-
òðîïíîì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèé Ýéëåðà, ÷òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì,
ïîñêîëüêó íà÷àëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñòðîåíû èìåííî äëÿ íåãî. Ïðè ýòîì
óðàâíåíèÿ è èõ ðàçíîñòíûé àíàëîã çàïèñûâàþòñÿ â åñòåñòâåííîé ïîëÿðíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Óêàæåì, ÷òî òî÷íîå ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿ îä-
íîâðåìåííî è òî÷íûì ðåøåíèåì ñòàöèîíàðíîé ÊÃÄ ñèñòåìû ñîãëàñíî ñòðóê-
òóðå åå äèññèïàöèè (â îòñóòñòâèå âÿçêîñòè òèïà Íàâüå-Ñòîêñà). Òàêæå ÊÃÄ
óðàâíåíèÿ íå íàðóøàþò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà [12]. Äëÿ ñè-
ñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà ïîñòðîåííûå â ðàáîòå ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíûìè óæå íå
ÿâëÿþòñÿ.

Íèæå â ðàçäåëå 2 âûïèñàíû óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè â áàðîòðîï-
íîì ïðèáëèæåíèè â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò è èõ ÊÃÄ ðåãóëÿðèçàöèÿ.
Â ðàçäåëå 3 ïîñòðîåíû íîâûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà â
êîìïàêòíîì îïåðàòîðíîì âèäå âûïèñàíà â ðàçäåëå 4. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ ïîäðîáíî äàíû â ðàçäåëå 5. Ïðåäñòàâëåíû ñëó÷àè γ = 5/3 �
òå÷åíèå èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà, γ = 2 � òå÷åíèå â ïðèáëèæåíèè ìåë-
êîé âîäû, γ = 1 � èçîòåðìè÷åñêîå òå÷åíèå. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïîäûòîæåíû
â ðàçäåëå 6.

2. Áàðîòðîïíûå óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè â ïîëÿðíîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò è èõ ÊÃÄ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ýéëåðà â áàðîòðîïíîì ïðèáëèæåíèè â ïîëÿðíîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò (r, φ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ áàëàíñà ìàñ-
ñû è èìïóëüñà

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0, div(ρu) ≡ 1

r

∂ (ρrur)

∂r
+

1

r

∂ (ρuφ)

∂φ
, (1)

∂(ρur)

∂t
+

1

r

∂(rρu2r)

∂r
+

1

r

∂(ρuruφ)

∂φ
+
∂p(ρ)

∂r
−
ρu2φ
r

= ρfr, (2)
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∂(ρuφ)

∂t
+

1

r2
∂
(
r2ρuruφ

)
∂r

+
1

r

∂(ρu2φ)

∂φ
+

1

r

∂p(ρ)

∂φ
= ρfφ, (3)

ãäå ρ(r, φ, t) � ïëîòíîñòü, u = (ur, uφ) � âåêòîð ñêîðîñòè, ur(r, φ, t) è uφ(r, φ, t)
� eãî ðàäèàëüíàÿ è àçèìóòàëüíàÿ êîìïîíåíòû, p(ρ) = p0(ρ/ρ0)

γ = kργ �
äàâëåíèå ãàçà, fr è fφ � ðàäèàëüíàÿ è àçèìóòàëüíàÿ êîìïîíåíòû âíåøíåé
ìàññîâîé ñèëû. Çäåñü γ = const > 1 � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû, à êîýôôèöèåíò
k = p0/ρ

γ
0 îïðåäåëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé óäåëüíîé ýíòðîïèåé òå÷åíèÿ ïðè γ > 1

(èçýíòðîïè÷åñêèé ñëó÷àé) ëèáî ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðîé ïðè γ = 1 (èçîòåð-
ìè÷åñêèé ñëó÷àé). Ñêîðîñòü çâóêà � ýòî cs =

√
γp(ρ)/ρ.

ÊÃÄ ðåãóëÿðèçàöèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1)�(3) èìååò âèä

∂ρ

∂t
+ div jm = 0, (4)
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∂ (rjmrur)
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∂r
−
ρu2φ
r

=

= (ρ− τ div(ρu)) fr +
1

r

∂ (rρurw
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+
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+

+
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(
τγ
p(ρ)

ρ
div(ρu)
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− τ

u2φ
r

div (ρu)− 2ρ
uφ
r
w∗

φ +

+
1

r

∂(rΠrr)
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+

1

r
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− Πφφ

r
, (5)
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1
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∂Πφφ

∂φ
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r
Πrφ (6)

â ñîîòâåòñòâèè ñ [9, 13].
Ðåãóëÿðèçîâàííûé ïîòîê ìàññû jm è ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûå òàêîâû

jm = (jmr, jmφ), jmr = ρ(ur − wr), jmφ = ρ(uφ − wφ),

div jm =
1

r

∂ (rjmr)

∂r
+

1

r

∂jmφ

∂φ
,

wr =
τ

ρ

[
1

r

∂
(
rρu2r

)
∂r

+
1

r

∂ (ρuruφ)

∂φ
+
∂p(ρ)

∂r
−
ρu2φ
r

− ρfr

]
,
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wφ =
τ

ρ

[
1

r2
∂
(
r2ρuruφ

)
∂r

+
1

r

∂
(
ρu2φ
)

∂φ
+

1

r

∂p(ρ)

∂φ
− ρfφ

]
,

w∗
r = τ

[
ur
∂ur
∂r

+
1

r
uφ
∂ur
∂φ

+
1

ρ

∂p(ρ)

∂r
−
u2φ
r

− fr

]
,

w∗
φ = τ

[
1

r
ur
∂ (ruφ)

∂r
+

1

r
uφ
∂uφ
∂φ

+
1

rρ

∂p(ρ)

∂φ
− fφ

]
.

Äëÿ îáùíîñòè ïîäõîäà â óðàâíåíèÿ âêëþ÷åí òåíçîð Π âÿçêèõ íàïðÿæåíèé
Íàâüå�Ñòîêñà ñ êîìïîíåíòàìè

Πrr = 2µ

(
∂ur
∂r

− 1

3
divu

)
,

Πφφ = 2µ

(
1

r

∂uφ
∂φ

+
ur
r

− 1

3
divu

)
,

Πrφ = Πφr = µ

(
1

r

∂ur
∂φ

+
∂uφ
∂r

− uφ
r

)
,

ãäå µ � êîýôôèöèåíò äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè. Îáúåìíàÿ âÿçêîñòü íå ó÷èòû-
âàåòñÿ.

ÊÃÄ ñèñòåìà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðåãóëÿðèçèðóþùèå ñëàãàåìûå ñ ìàëûì êî-
ýôôèöèåíòîì � ïàðàìåòðîì τ = τ(r, ρ,u) > 0, èìåþùèì ðàçìåðíîñòü âðåìå-
íè. Îòìåòèì, ÷òî áàðîòðîïíàÿ ÊÃÄ ñèñòåìà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ áûëà
ïðåäëîæåíà è ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêè èçó÷åíà â ðàáîòå [14]; â äàëüíåéøåì îíà
ìîäèôèöèðîâàëàñü è èññëåäîâàëàñü â [15, 16].

ÊÃÄ ñèñòåìà (4)�(6) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ðàâíîâåñèÿ, ò.å. äëÿ ïîêîÿ-
ùåãîñÿ ãàçà ρ = ρ(r, φ), u = 0 îíà, òàêæå êàê è ñèñòåìû Ýéëåðà è Íàâüå�
Ñòîêñà, ðåäóöèðóåòñÿ ê óðàâíåíèÿì

∂p

∂r
= ρfr,

∂p

∂φ
= rρfφ. (7)

Îòìåòèì, ÷òî ê íèì ñâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ (5), (6), ïîýòîìó wr = wφ = 0 è
jm = 0 è âûïîëíåíî òàêæå óðàâíåíèå (4).

Â [12] ïîêàçàíî, ÷òî ðåãóëÿðèçèðóþùèå τ�äîáàâêè íå íàðóøàþò âûïîë-
íåíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà.

Äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4)�(6) ñòàâèòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à â êîëü-
öå Ωr × Ωφ = (r1, r2) × [0, 2π), ãäå 0 < r1 < r2. Ïî φ ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ
2π-ïåðèîäè÷íîñòè ðåøåíèÿ.



�7�

3. Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ

Â ðàáîòå [5] èçó÷åíû ñòàöèîíàðíûå óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè ñ ó÷åòîì
ñèëû ãðàâèòàöèè â (r, φ, z)-ãåîìåòðèè

∂p(ρ)

∂r
−
ρu2φ
r

= − ρr

(r2 + z2)3/2
, (8)

∂p(ρ)

∂z
= − ρz

(r2 + z2)3/2
, (9)

çàïèñàííûå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ρ = ρ(r, z), uφ = uφ(r) è ur = uz = 0.
Ïóñòü p(ρ) = kργ ñ k > 0, γ > 1 è çàäàíà ôóíêöèÿ

ζ ∈ C1(Ω̄r), ζ(r) > 0, r + ζ(r)ζ ′(r) > 0 íà Ω̄r,

ãäå Ωr := (r1, r2) ñ r1 > 0.

1. Ïðè γ > 1 äëÿ óêàçàííûõ óðàâíåíèé â îáëàñòè {(r, z); r ∈ Ω̄r, |z| 6
ζ(r)} íàéäåíî ðåøåíèå

ρ(r, z) =

[
1

kγ′

(
1√

r2 + z2
− 1√

r2 + ζ2(r)

)]1/(γ−1)

, (10)

uφ(r) =

[
r
r + ζ(r)ζ ′(r)

(r2 + ζ2(r))3/2

]1/2
, (11)

ãäå γ′ = γ/(γ − 1). Îíî îáëàäàåò ñâîéñòâîì

ρ(r,±ζ(r)) = 0 íà Ω̄r. (12)

Ýòè ôîðìóëû ëåãêî ïðîâåðèòü, ïåðåïèñàâ óðàâíåíèÿ (8), (9) â âèäå

kγ′
∂

∂r

(
ργ−1

)
−
u2φ
r

= − r

(r2 + z2)3/2
, (13)

kγ′
∂

∂z

(
ργ−1

)
= − z

(r2 + z2)3/2
. (14)

Ñ ïîäõîäîì [5]-[7] ñâÿçàíî èñïîëüçîâàíèå óñðåäíåííîé ïî z ïëîòíîñòè

ρ̂(r) :=
1

2ζ(r)

∫ ζ(r)

−ζ(r)

ρ(r, z) dz =
1

ζ(r)

∫ ζ(r)

0

ρ(r, z) dz (15)
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è ïðèáëèæåííîãî óðàâíåíèÿ

dp(ρ̂)

dr
−
ρ̂u2φ
r

≈ ρ̂F̂ (r), F̂ (r) := − 1

r2
íà Ω̄r. (16)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìîæíî òî÷íî âûïîëíèòü óñðåäíåíèå ðåøåíèé ïî z òàê,
÷òîáû íîâûå ðåøåíèÿ ρ̄(r) > 0, uφ(r) ïîä÷èíÿëèñü ñòàöèîíàðíîìó óðàâíåíèþ

dp(ρ)

dr
−
ρu2φ
r

= ρF (r) íà Ω̄r. (17)

Äëÿ ýòîãî ïðè ôèêñèðîâàííîì r ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå (13) ïî [−ζ(r), ζ(r)]
è ðàçäåëèì ðåçóëüòàò íà 2ζ(r):

kγ′
1

2ζ(r)

∫ ζ(r)

−ζ(r)

∂

∂r

(
ργ−1

)
dz −

u2φ
r

= − 1

2ζ(r)

∫ ζ(r)

−ζ(r)

r

(r2 + z2)3/2
dz.

Ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî (12) è∫ a

0

r

(r2 + z2)3/2
dz =

a

r
√
r2 + z2

,

òî

kγ′
1

2ζ(r)

d

dr

∫ ζ(r)

−ζ(r)

ργ−1 dz −
u2φ
r

= − 1

r
√
r2 + ζ2(r)

. (18)

Ââåäåì ôóíêöèþ

ρ̄(r) :=

(
1

2ζ(r)

∫ ζ(r)

−ζ(r)

ργ−1(r, z) dz

)1/(γ−1)

=

(
1

ζ(r)

∫ ζ(r)

0

ργ−1(r, z) dz

)1/(γ−1)

.

Âîçâîäÿ îáå ÷àñòè ôîðìóëû (10) â ñòåïåíü γ − 1 è èíòåãðèðóÿ ðåçóëüòàò ïî
z, èìååì

ρ̄(r) =

(
λ(r)

kγ′

)1/(γ−1)

, (19)

ãäå

λ(r) :=
1

ζ(r)
ln

(
ζ(r)

r
+

√
ζ2(r)

r2
+ 1

)
− 1√

r2 + ζ2(r)
. (20)



�9�

Òåïåðü ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (18) â âèäå

kγ′
d

dr

(
ρ̄ γ−1

)
− kγ′

(
d

dr

1

ζ(r)

)
ζ(r)ρ̄ γ−1 −

u2φ
r

= − 1

r
√
r2 + ζ2(r)

,

îòêóäà

kγ′
d

dr

(
ρ̄ γ−1

)
−
u2φ
r

= F (r) := − 1

r
√
r2 + ζ2(r)

− ζ ′(r)

ζ(r)
λ(r). (21)

Òåì ñàìûì íàéäåííûå ôóíêöèè ρ̄ è uφ, ñì. ôîðìóëû (19), (20) è (11), óäî-
âëåòâîðÿþò è ñòàöèîíàðíîìó óðàâíåíèþ (17) ñ ââåäåííîé F .

2. Ïóñòü òåïåðü γ = 1. Ôèêñèðóåì ρ0 > 0. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ (8), (9)
â âèäå

k
∂

∂r
ln
ρ

ρ0
−
u2φ(r)

r
= − r

(r2 + z2)3/2
, (22)

k
∂

∂z
ln
ρ

ρ0
= − z

(r2 + z2)3/2
. (23)

Â ñèëó ïåðâîãî èç ýòèõ óðàâíåíèé èìååì

ln
ρ

ρ0
=

1

k

(∫
u2φ(r)

r
dr +

1√
r2 + z2

+ ψ(z)

)
, (24)

à â ñèëó âòîðîãî � ìîæíî âçÿòü ψ(z) = 0 (ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìóëà èìååòñÿ
â [5]). Îòìåòèì, ÷òî òîãäà ñîãëàñíî (24) ôóíêöèÿ ρ(r, z) óáûâàåò ñ ðîñòîì |z|.

Íàéäåì ðåøåíèå, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì

ρ(r,±ζ(r)) = ρ0 íà Ω̄r, (25)

ñð. ñ (12). Ïîäñòàâèì z = ζ(r) â (24) è, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ îáå ÷àñòè ïîëó-
÷åííîãî ðàâåíñòâà ïî r ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî ñâîéñòâà, ïîëó÷èì

u2φ(r)

r
= − d

dr

1√
r2 + ζ2(r)

.

Ïîýòîìó uφ ïî-ïðåæíåìó çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (11) (ïðè æåëàíèè â åå ïðàâîé
÷àñòè ìîæíî ïîñòàâèòü çíàê ìèíóñ). Òåïåðü èç (24) è (25) ñëåäóåò ôîðìóëà

ρ(r, z)

ρ0
= exp

[
1

k

(
1√

r2 + z2
− 1√

r2 + ζ2(r)

)]
, (26)
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ñð. ñ (10).
Ñ òîé æå öåëüþ, ÷òî è â ï. 1, âûïîëíèì óñðåäíåíèå íàéäåííîãî ðåøåíèÿ

ïî z. Ââåäåì ôóíêöèþ ρ̄, òàêóþ, ÷òî

ρ̄(r)

ρ0
:= exp

(
1

2ζ(r)

∫ ζ(r)

−ζ(r)

ln
ρ(r, z)

ρ0
dz

)
= exp

(
1

ζ(r)

∫ ζ(r)

0

ln
ρ(r, z)

ρ0
dz

)
.

Â ñèëó (26) ïîäîáíî (19) èìååì

ρ̄(r) = ρ0 exp

(
λ(r)

k

)
. (27)

Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (22) ïðè ôèêñèðîâàííîì r ïî [−ζ(r), ζ(r)] è
äåëåíèå ðåçóëüòàòà íà 2ζ(r) äàåò:

k
1

2ζ(r)

∫ ζ(r)

−ζ(r)

∂

∂r
ln
ρ(r, z)

ρ0
dz −

u2φ
r

= − 1

2ζ(r)

∫ ζ(r)

−ζ(r)

r

(r2 + z2)3/2
dz.

Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è â ï. 1, ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà (25) ïîëó÷èì óðàâíåíèå

k
d

dr
ln
ρ̄

ρ0
−
u2φ
r

= F íà Ω̄r

ñ ïðåæíåé ôóíêöèåé F . Òåì ñàìûì íàéäåííûå ôóíêöèè ρ̄ è uφ, ñì. ôîðìóëû
(27), (20) è (11), óäîâëåòâîðÿþò è ñòàöèîíàðíîìó óðàâíåíèþ (17) ïðè γ = 1
ñ ââåäåííîé F .

Íàéäåííûå àêñèàëüíî ñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ ρ = ρ(r), ur = 0, uφ = uφ(r)
ïðè fr = fr(r) è fφ = 0 ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè ðåøåíèÿìè íå òîëüêî ñèñòåìû
Ýéëåðà, íî è ÊÃÄ ñèñòåìû ïðè µ = 0. Âî-ïåðâûõ, äëÿ òàêèõ ðåøåíèé wφ =
w∗

φ = 0, à óðàâíåíèå (5) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ (17) ñ F = fr. Çíà÷èò, âî-
âòîðûõ, wr = w∗

r = jmr = 0 è âûïîëíÿþòñÿ òàêæå óðàâíåíèÿ (4) è (6).

Åñëè æå µ > 0, òî Πrr = Πφφ = 0, íî Πrφ = Πφr ≡ µr
∂

∂r

uφ
r

= 0 òîëüêî äëÿ

uφ(r) = cr.

4. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà

Çàïèøåì ðàçíîñòíóþ ñõåìó [9] â êîìïàêòíîì îïåðàòîðíîì âèäå, ñëåäóÿ
â îñíîâíîì îáîçíà÷åíèÿì èç [17]. Ââåäåì íà Ω̄r ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ω̄r ïî
ïåðåìåííîé r ñ óçëàìè r(i) = r1 + i∆r, 0 6 i 6 Nr ñ øàãîì ∆r = (r2 − r1)/Nr.
Ââåäåì âòîðóþ ñåòêó ω̄∗

r ñ óçëàìè ri−1/2 = (i − 0.5)h, 0 6 i 6 Nr + 1. Óçëû
r−1/2, rNr+1/2 âûõîäÿò çà ïðåäåëû Ω̄r è íàçûâàþòñÿ ôèêòèâíûìè. Ïóñòü ω∗

r
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ñîñòîèò èç åå âíóòðåííèõ óçëîâ ri−1/2, 1 6 i 6 Nr.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(ω) ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ñåòêå ω. Äëÿ

v ∈ H(ω̄r) è z ∈ H(ω̄∗
r) ââåäåì ñåòî÷íûå óñðåäíåíèÿ è ðàçíîñòíûå îòíîøåíèÿ

(srv)i−1/2 =
vi−1 + vi

2
, δrvi−1/2 =

vi − vi−1

∆r
,

(s∗rz)i =
zi−1/2 + zi+1/2

2
, δ∗rzi =

zi+1/2 − zi−1/2

∆r
.

ßñíî, ÷òî sr, δr äåéñòâóþò èç H(ω̄r) â H(ω∗
r), à s

∗
r, δ

∗
r � èç H(ω̄∗

r) â H(ω̄r).
Ââåäåì òàêæå íà [0, 2π] ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ω̄φ ñ óçëàìè φ(j) = j∆φ, 0 6

j 6 Nφ ñ øàãîì ∆φ = 2π/Nφ. Ââåäåì ôèêòèâíûé óçåë φ(−1) = −∆φ è äëÿ
v ∈ H(ω̄φ) áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî v0 = vNφ

, v−1 = vNφ−1. Ïóñòü ωφ =

ω̄φ \ {φ(Nφ)}. Ââåäåì òàêæå âòîðóþ ñåòêó ω∗
φ ñ óçëàìè φ

(j+1/2) = (j +1/2)∆φ,

0 6 j 6 Nφ − 1. Ââåäåì ôèêòèâíûé óçåë φ(−1/2) = −∆φ/2 è äëÿ z ∈ H(ω∗
φ)

áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî z−1/2 = zNφ−1/2.

Îïåðàòîðû sφ, δφ,
◦
δφ, s

∗
φ, δ

∗
φ ïî ïåðåìåííîé φ ââîäÿòñÿ ñîâåðøåííî àíàëî-

ãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùèì îïåðàòîðàì ïî r. Ïóñòü òàêæå s = s∗rsφ.
Ââåäåì ñåòêó ïî t ñ óçëàìè tm = m∆t, m > 0 è øàãîì ∆t > 0 è ïîëîæèì

δtv
m = (vm+1 − vm)/∆t.
ßâíàÿ ïî âðåìåíè ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ÊÃÄ óðàâíåíèé ñ âû÷èñëå-

íèåì âñåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ïîìîùüþ ââåäåííûõ öåíòðàëü-
íûõ ðàçíîñòíûõ îòíîøåíèé íà ñåòêå ω∗

r × ωφ èìååò îïåðàòîðíûé âèä:

δtρ+
1

r
δr(rjmr) +

1

r
δ∗φjmφ = 0, (28)

δt(ρur) +
1

r
δr(rjmrs

∗
rur) +

1

r
δ∗φ(jmφsφur) + δrp(s

∗
rρ)− ρ

u2φ
r

=

=
[
ρ− τ divω(ρu)

]
fr +

1

r
δr
[
r(s∗rρ)(s

∗
rur)w

∗
r

]
+

1

r
δ∗φ
[
(sφρ)(sφuφ)w̃

∗
r

]
+

+δr

[
(s∗rτ)γ

p(s∗rρ)

s∗rρ
divωr

(ρu)

]
− τ

u2φ
r

divω(ρu)− 2ρ
uφ
r
ŵ∗

φ +

+
1

r
δr(rΠrr) +

1

r
δ∗φΠφr −

1

r
Π̂φφ, (29)

δt(ρuφ) +
1

r2
δr(r̂

2jmrs
∗
ruφ) +

1

r
δ∗φ(jmφsφuφ) +

1

r
δ∗φp(sφρ) =

=
[
ρ− τ divω(ρu)

]
fφ +

1

r2
δr
[
r̂2(s∗rρ)(s

∗
rur)w̃

∗
φ

]
+

1

r
δ∗φ
[
(sφρ)(sφuφ)w

∗
φ

]
+

+
1

r
δ∗φ

[
(sφτ)γ

p(sφρ)

sφρ
divω∗

φ
(ρu)

]
+ δrΠrφ +

1

r
δ∗φΠφφ +

2

r
Π̂rφ. (30)
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Çäåñü îñíîâíûå èñêîìûå ôóíêöèè ρ, ur, uφ è ôóíêöèè τ , fr, fφ îïðåäåëåíû
íà ñåòêå ω̄∗

r × ω̄φ.
Àïïðîêñèìàöèè ïîòîêà ìàññû è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëàãàåìûõ òàêîâû:

jmr = (s∗rρ)(s
∗
rur − wr), jmφ = (sφρ)(sφuφ − wφ),

wr =
s∗rτ

s∗rρ

[
1

r
δ∗r(rρu

2
r) +

1

r
δ∗φ
(
(sρ)(sur)suφ

)
+

+δ∗rp(ρ)−
(s∗rρ)(s

∗
ruφ)

2

r
− (s∗rρ)s

∗
rfr

]
,

wφ =
sφτ

sφρ

[
1

r2
δr
(
r̂2(sρ)(sur)suφ

)
+

1

r
δφ(ρu

2
φ) +

1

r
δφp(ρ)− (sφρ)sφfφ

]
,

w∗
r = (s∗rτ)

[
(s∗rur)δ

∗
rur +

1

r
(s∗ruφ)δ

∗
φsur +

1

s∗rρ
δ∗rp(ρ)−

(s∗ruφ)
2

r
− s∗rfr

]
,

w̃∗
r = (sφτ)

[
(sφur)δrsur +

1

r
(sφuφ)δφur +

1

sφρ
δφp(ρ)−

(sφuφ)
2

r
− sφfr

]
,

w∗
φ = (sφτ)

[
1

r
(sφur)δr(rsuφ) +

1

r
(sφuφ)δφuφ +

1

rsφρ
δφp(ρ)− sφfφ

]
,

w̃∗
φ = (s∗rτ)

[
1

r
(s∗rur)δ

∗
r(ruφ) +

1

r
(sruφ)δ

∗
φsuφ +

1

rs∗rρ
δ∗φp(sρ)− s∗rfφ

]
,

ŵ∗
φ = τ

[
1

r
urδr(rs

∗
ruφ) +

1

r
uφδ

∗
φsφuφ +

1

rρ
δ∗φp(sφρ)− fφ

]
,

ãäå r̂ = s∗rr. Ôóíêöèè jmr, wr, w̃
∗
φ îïðåäåëåíû íà ñåòêå ω̄r × ω̄φ, à jmφ, wφ, w̃

∗
r

� íà ñåòêå ω∗
r × ω∗

φ, ŵ
∗
φ � íà ñåòêå ω∗

r × ω̄φ.
Òåíçîð Íàâüå-Ñòîêñà àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Πrr = 2αµ(s
∗
rτ)p(s

∗
rρ)

(
δ∗rur −

1

3
divωr

u

)
,

Πφφ = 2αµ(sφτ)p(sφρ)

(
1

r
δφuφ +

sφur
r

− 2

3
divω∗

φ
u

)
,

Πφr = αµ(sφτ)p(sφρ)

(
1

r
δφur + δrsuφ −

sφuφ
r

)
,

Πrφ = αµ(s
∗
rτ)p(s

∗
rρ)

(
1

r
δ∗φsur + δ∗ruφ −

s∗ruφ
r

)
,

Π̂φφ = 2αµτp(ρ)

(
1

r
δ∗φsφuφ +

ur
r

− 1

3
divω u

)
,
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Π̂φr = αµτp(ρ)

(
1

r
δ∗φsφur + δrs

∗
ruφ −

uφ
r

)
.

Êîìïîíåíòû Πrr, Πrφ îïðåäåëåíû íà ñåòêå ω̄r × ωφ, Πφφ, Πφr � íà ω∗
r × ω̄∗

φ,

Π̂φφ, Π̂φr � íà ω∗
r ×ωφ. Çäåñü êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè µ âçÿò èñêóññòâåííî êàê

µ = αµτp (31)

ñ ÷èñëîâûì ïàðàìåòðîì αµ > 0.
Âõîäÿùèå â ïðåäûäóùèå âûðàæåíèÿ ñåòî÷íûå äèâåðãåíöèè òàêîâû

divω(ρu) =
1

r
δr
(
r(s∗rρ)s

∗
rur
)
+

1

r
δ∗φ
(
(sφρ)sφuφ

)
,

divωr
(ρu) =

1

r
δ∗r(rρur) +

1

r
δ∗φ
(
(sρ)suφ

)
,

divω∗
φ
(ρu) =

1

r
δr
(
r(sρ)sur

)
+

1

r
δφ(ρuφ)

íà ñåòêàõ ω∗
r × ωφ, ωr × ωφ, ω

∗
r × ω∗

φ ñîîòâåòñòâåííî.
Âûáåðåì ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè â âèäå

τ = τ(r, ρ,u) = α

√
r∆r∆φ

cs +
√
u2r + u2φ

, (32)

ãäå α > 0 � ÷èñëîâîé ïàðàìåòð, ïîäáèðàåìûé èç ñîîáðàæåíèé óñòîé÷èâîñòè
è òî÷íîñòè ðàñ÷åòà. Òàêîé âûáîð ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò ïëîùàäü ïðîñòðàíñòâåííîé ÿ÷åéêè ìîæíî îöåíèòü êàê ∆S = r∆r∆φ.

Íèæå ïî÷òè âî âñåõ ðàñ÷åòàõ αµ = 0, ò.å. òåíçîð Íàâüå�Ñòîêñà íå ó÷èòû-
âàåòñÿ.

5. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

5.1. Îáùèå çàìå÷àíèÿ

Çàäà÷à ðåøàåòñÿ â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ, ïðè÷åì ñèñòåìà óðàâíåíèé
â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ñîõðàíÿåò ïðåæíèé âèä. Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü �
ýòî Ω = Ωr × Ωφ ñ ãðàíèöàìè ïî ðàäèóñó r1 = 0.2 è r2 = 1.4.

Ôîðìà èñõîäíîãî ãàçîâîãî îáëàêà çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè

ζ(r) = ±ar exp(−b(r − r0)
2)

ñ ïàðàìåòðàìè a = 0.2, b = 9.0, r0 = 0.8 â ñîîòâåòñòâèè ñ [6].
Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè áåðåòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëàì (19), (20)
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ïðè γ > 1 è (27), (20) ïðè γ = 1. Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè � ýòî
u0r = 0 è

u0φ(r, φ) = uφ(r)
(
1 + Ae−b(r−r0)

2

sin(N0φ)
)
, (33)

ÿâëÿþùååñÿ âîçìóùåííîé ôóíêöèåé uφ, ñì. (11). Ïî ñðàâíåíèþ ñ [6] âîçìó-
ùåíèå ñãëàæåíî ïî r. Ïàðàìåòð A > 0 � àìïëèòóäà, à N0 � ÷èñëî ïåðèîäîâ
âîçìóùåíèÿ íà [0, 2π]. Ìàññîâàÿ ñèëà çàäàåòñÿ â âèäå fr = F , ñì. (21), è
fφ = 0.

Ñòàâÿòñÿ �ìÿãêèå� ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñíîñà äëÿ èñêîìûõ ôóíêöèé

δ∗rρ|i=0,Nr
= 0, δ∗rur|i=0,Nr

= 0, δ∗ruφ|i=0,Nr
= 0.

Äëÿ èõ çàäàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ôèêòèâíûå óçëû ïî ðàäèóñó. Ïî óãëó ñòàâÿòñÿ
óñëîâèÿ 2π-ïåðèîäè÷íîñòè òåõ æå ôóíêöèé.

Êîýôôèöèåíò α â (32) äëÿ áàçîâûõ âàðèàíòîâ ñîñòàâëÿë 0.2 è 0.3. Øàã
ïî âðåìåíè âûáðàí ïîñòîÿííûì ∆t = 0.0005; ýòî çíà÷åíèå íå îïòèìèçèðî-
âàëîñü. Èñïîëüçóþòñÿ ðàâíîìåðíûå ïðîñòðàíñòâåííûå ñåòêè. Äëÿ áàçîâûõ
âàðèàíòîâ ðàñ÷åòîâ ÷èñëî óçëîâ (Nr+2)× (Nφ+1) = 80×260. Áåçðàçìåðíîå
âðåìÿ ðàñ÷åòà áûëî îãðàíè÷åíî çíà÷åíèåì T = 10. Âñå ðàñ÷åòû âûïîëíåíû
íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå.

5.2. Ýâîëþöèÿ òå÷åíèÿ â áàçîâûõ âàðèàíòàõ

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâèì ñíà÷àëà äëÿ ïàðàìåòðîâ èç [5]-[7], à
èìåííî, â ñëó÷àå γ = 5/3, k = 0.012. Ðàñïðåäåëåíèå íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè
äëÿ íåãî ïðèâåäåíî ñëåâà íà ðèñ. 1. Çäåñü æå äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíî ðàñ-
ïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ρ̂, ñì. (15), ïîëó÷åííîå ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì.
Òàì æå ñïðàâà äàíû ãðàôèêè ñîîòâåòñòâóþùåé ïðèòÿãèâàþùåé ñèëû F è,
äëÿ ñðàâíåíèÿ, ñèëû F̂ , ñì. (16). Âèäíî, ÷òî ðàçëè÷èå ìåæäó ýòèìè âàðèàí-
òàìè ðàñïðåäåëåíèé ïëîòíîñòè è ñèë íåâåëèêî. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî íà÷àëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè òå÷åíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî íà÷àëüíàÿ ðàäèàëü-
íàÿ ñêîðîñòü ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé íóëþ.

×èñëåííûé ðàñ÷åò òå÷åíèÿ ñ óêàçàííûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè îêàçû-
âàåòñÿ óñòîé÷èâûì. Ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè íà ìîìåíòû âðåìåíè t=0 è 10
ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò. Îòëè÷èå ðàäèàëüíîé ñêîðîñòè îò íóëÿ ñîñòàâëÿåò íå
áîëåå 1% âáëèçè ãðàíèö ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Ýòè âîçìóùåíèÿ ñêîðîñòè îáó-
ñëîâëåíû ïîñòàíîâêîé ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñíîñà.

Äëÿ çàäàíèÿ âîçìóùåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè âûáåðåì ïàðàìåòðû A=0.1 è
N0 = 10 â (33). Ðàñ÷åò ýâîëþöèè òå÷åíèÿ äëÿ ýòîãî âàðèàíòà ïðèâåäåí íà
ðèñ. 3. Îòìåòèì, ÷òî ýòè ðåçóëüòàòû ñóùåñòâåííî íå ìåíÿþòñÿ ïðè çàìåíå
íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè ρ̄ íà ρ̂ è/èëè ñèëû F íà F̂ .

Âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ ðàñ÷åòà íà ÷èñëåííîå ðåøåíèå. Íà ðèñ. 3
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ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïðè âûáîðå êîýôôèöèåíòà α = 0.3 â ôîðìóëå
äëÿ ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè τ . Óìåíüøåíèå α äî 0.1 ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ
îñöèëëÿöèé ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Óâåëè÷åíèå åãî äî 0.4 íåñêîëüêî ñãëàæè-
âàåò ÷èñëåííîå ðåøåíèå. Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå α ïðèâîäèò ê èçëèøíåìó
ðàçìàçûâàíèþ ãðàôèêîâ ïëîòíîñòè.

Óìåíüøåíèå àìïëèòóäû âîçìóùåíèÿ A äî 0.01 èëè óâåëè÷åíèå äî 0.2 ïðè-
âîäèò ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ïðîïîðöèîíàëüíîìó óâåëè÷åíèþ èëè óìåíüøåíèþ
ìàêñèìóìîâ ïëîòíîñòè áåç èçìåíåíèÿ ôèçè÷åñêîé êàðòèíû ðåøåíèÿ.

Ñãóùåíèå ñåòêè ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåò êàðòèíó òå÷åíèÿ, ÷òî ãîâîðèò î
äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòè ðàñ÷åòà è àäåêâàòíîñòè âûáîðà ñåòêè.

Ñòðóêòóðà òå÷åíèÿ. Ñîãëàñíî [1] òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ cs â ãàçîâîì äèñêå
ñîñòàâëÿþò ïîðÿäêà 10 êì/c ïðè óãëîâîé ñêîðîñòè åãî âðàùåíèÿ ω ïîðÿäêà
200 êì/ñ, ÷òî îïðåäåëÿåò ÷èñëî Ìàõà M ∼ 20. Ïðè òàêèõ M ñóùåñòâóåò
öåíòðîáåæíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü, îòíîñÿùàÿñÿ ê êëàññó íåóñòîé÷èâîñòåé ñäâè-
ãîâûõ òå÷åíèé è âûçâàííàÿ òåì, ÷òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ öåíòðàëüíîé
÷àñòè äèñêà áîëüøå, ÷åì åãî ïåðèôåðèè.

Ïðè âûáðàííîì k=0.012 ýòè ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ: â öåíòðå äèñêà
M1 ∼ 23, ω1 ∼ 11.5, à âáëèçè âíåøíåé åãî ãðàíèöû M2 ∼ 8, ω2 ∼ 0.6.

Ðàñïðåäåëåíèÿ ρ íà ìîìåíòû âðåìåíè t = 0.6, 1.1, 3 è 9.4 ïðèâåäåíû íà ðèñ.
3. Íà ýòèõ ðèñóíêàõ âèäíî ðàçâèòèå âîçìóùåíèé ïëîòíîñòè è ôîðìèðîâàíèå
êëàññè÷åñêèõ ñïèðàëüíûõ ðóêàâîâ â âèäå îòñòàþùèõ ñïèðàëåé �àýðîäèíàìè-
÷åñêîé� ôîðìû.

Ïîñòàíîâêà ñâîáîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà âíåøíåé ãðàíèöå îáëàñòè
îáåñïå÷èâàåò ñâîáîäíîå ïðîõîæäåíèå âîçìóùåíèé ÷åðåç íåå è íå íàðóøàåò
êàðòèíû òå÷åíèÿ.

Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè íà ìîìåíò âðåìåíè t=1.1 íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíî â
âèäå èçîëèíèé ïëîòíîñòè, ïî àíàëîãèè ñ ïðåäñòàâëåíèåì â ðàáîòå [8]. Äàííîå
ïðåäñòàâëåíèå ïîêàçûâàåò î÷åíü áëèçêîå ñîîòâåòñòâèå ðàñ÷åòîâ íàñòîÿùåé
ðàáîòû è ðåçóëüòàòîâ èç [8].

Ñëîæíàÿ âèõðåâàÿ ñòðóêòóðà ðåøåíèé õîðîøî âèäíà ïðè èñïîëüçîâàííîé
íå ñëèøêîì ïîäðîáíîé ñåòêå. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î äîñòàòî÷íî âûñîêîé òî÷-
íîñòè àëãîðèòìà, íåñìîòðÿ íà åãî ïåðâûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè. Îòìåòèì,
÷òî â [8] îòìå÷åíî, ÷òî íà òàêîé æå ñåòêå ìåòîäû 1-ãî ïîðÿäêà äàâàëè ïîëíî-
ñòüþ ðàçìàçàííóþ êàðòèíó áåç ðóêàâîâ, è èõ ôîðìèðîâàíèå áûëî ïîëó÷åíî
òîëüêî ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ 3-ãî ïîðÿäêà ïî ïðîñòðàíñòâó è 2-ãî ïî t.

Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè â äèñêå ýâîëþöèîíèðóåò,
ñèñòåìà ðóêàâîâ ñãëàæèâàåòñÿ è ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ïðèíèìàåò ôîðìó
êîíöåíòðè÷åñêèõ êîëåö íà âðåìåíàõ ïîðÿäêà T ∼ 8− 9.

Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå ðàäèàëüíîé ñêîðîñòè òå÷åíèÿ ur
íà ìîìåíò t = 1.55 è óãëîâîé ñêîðîñòè, êîòîðàÿ ìàëî ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì.
Âèäíî, ÷òî ur ìåíÿåò çíàê, ÷òî â ïðèíöèïå ìîæåò âûçûâàòü ïîÿâëåíèå â òå-
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÷åíèè öèêëîíè÷åñêèõ âèõðåé. Îäíàêî ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ur íå âåëèêà è
íå ïðåâîñõîäèò 1% îò uφ. Ïîýòîìó ëèíèè òîêà â ïîëó÷åííîì òå÷åíèè ïî ñâî-
åé ôîðìå áëèçêè ê êîíöåíòðè÷åñêèì îêðóæíîñòÿì, è öèêëîíè÷åñêèå âèõðè
â äàííûõ ðàñ÷åòàõ íå íàáëþäàþòñÿ.

Ñîãëàñíî [1] ïðè ãåíåðàöèè ñïèðàëüíûõ ðóêàâîâ â ðåàëüíûõ ãàëàêòèêàõ
ðîëü âÿçêîñòè ïðåíåáðåæèìî ìàëà. Ïîýòîìó ïðèâåäåííûå âûøå ðàñ÷åòû âû-
ïîëíåíû â ðàìêàõ óðàâíåíèé áåç ñëàãàåìûõ Íàâüå-Ñòîêñà (µ = 0). Äëÿ ïðî-
âåðêè âëèÿíèÿ âÿçêîñòè áûë ïðîâåäåí ðàñ÷åò âàðèàíòà c ó÷åòîì ñëàãàåìûõ
Íàâüå-Ñòîêñà, ñ âûáîðîì µ ïî ôîðìóëå (31) c αµ = 10. Â ðåçóëüòàòå ðàñïðå-
äåëåíèå ρ ýâîëþöèîíèðóåò ñ îáðàçîâàíèåì ðóêàâîâ ïëîòíîñòè, è çàòåì òàêæå
ïðèíèìàåò êîëüöåâóþ ñòðóêòóðó, íî çà áîëåå êîðîòêîå âðåìÿ (T ∼ 5).

Íà ðèñ. 5�10 ïîêàçàíî ðàçâèòèå âîçìóùåíèé äëÿ ÷èñëà N0 = 1, 2, 3, 5
è 7. Äëÿ âñåõ âàðèàíòîâ ìàëîå íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå uφ ïðèâîäèò ê ðàçâè-
òèþ êðóïíîìàñøòàáíûõ îáðàçîâàíèé è ôîðìèðîâàíèþ �îòñòàþùèõ� ðóêàâîâ
ïëîòíîñòè.

Íà íåêîòîðûõ ðèñóíêàõ ïðè âíèìàòåëüíîì ðàññìîòðåíèè âèäíî ðàçäâî-
åíèå ìàêñèìóìîâ ïëîòíîñòè â ñïèðàëüíûõ ðóêàâàõ, òî åñòü ôîðìèðîâàíèå
äâóõ ìàêñèìóìîâ ïëîòíîñòè â îäíîì ðóêàâå. Íàïðèìåð, ýòîò ýôôåêò çàìå-
òåí ïðè N0 = 3 íà ðèñ. 8, N0 = 5 íà ðèñ.9 è N0 = 7 íà ðèñ.10. Ðàçäâîåíèå
ðóêàâîâ ðàçâèâàåòñÿ îò íà÷àëà ðóêàâà ê åãî êîíöó. Ïîäîáíûé ýôôåêò íàáëþ-
äàåòñÿ â ðåàëüíûõ ãàëàêòèêàõ.

Èç ïðèâåäåííûõ ãðàôèêîâ ýâîëþöèè ïëîòíîñòè âèäíî, ÷òî êðóïíûå âèõ-
ðåâûå ñòðóêòóðû áîëåå ñâîáîäíî ôîðìèðóþòñÿ ïðè ìàëîì ÷èñëå íà÷àëüíûõ
âîçìóùåíèé. Ïðè áîëüøîì ÷èñëå âîçìóùåíèé ôîðìèðóþòñÿ áîëåå ìåëêèå
ñòðóêòóðû, êîòîðûå âñêîðå ýâîëþöèîíèðóþò â êîëüöåâûå îáðàçîâàíèÿ.

5.3. Ïðèáëèæåíèå ìåëêîé âîäû

Âûøå óæå øëà ðå÷ü îá èñïîëüçîâàíèè ïðèáëèæåíèÿ ìåëêîé âîäû äëÿ ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âèõðåâûõ òå÷åíèé â àêêðåöèîííûõ äèñêàõ
[1, 3]. Ïîýòîìó ñîïîñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îäíîé è
òîé æå çàäà÷è äëÿ ðàçíûõ ïîñòàíîâîê âàæíî äëÿ àíàëèçà ïðàâîìåðíîñòè òà-
êîãî ïðèáëèæåíèÿ. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñëó÷àé γ = 5/3
ñîîòâåòñòâóåò òå÷åíèþ èäåàëüíîãî ãàçà, à ñëó÷àé γ = 2 ïîçâîëÿåò ìîäåëè-
ðîâàòü ãèäðîäèíàìè÷åñêîå òå÷åíèå â ïðèáëèæåíèè ìåëêîé âîäû. Ïðè ýòîì
ïëîòíîñòü ãàçà ρ ñîîòâåòñòâóåò òîëùèíå ñëîÿ æèäêîñòè h â ìåòðàõ, äàâëåíèå
âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé ãèäðîñòàòèêè p = gh2/2, ãäå g = 9.8 ì/ñ2 � óñêîðåíèå
ñèëû òÿæåñòè, êîýôôèöèåíò k = g/2.

Íà ðèñ. 11 ïðèâåäåí ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà çàäà÷è â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ
ìåëêîé âîäû. Îíè ñîîòâåòñòâóþò ýêñïåðèìåíòó â êîëüöåâîì êàíàëå ñ ðàäèó-
ñàìè r1=0.2 ì è r2=1.4 ì. Ïðåäñòàâëåí âàðèàíò ñ N0 =10.
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Èç ñîïîñòàâëåíèÿ ðèñ. 11 è 3 ñëåäóåò, ÷òî ïðèáëèæåíèå ìåëêîé âîäû äàåò
êàðòèíó òå÷åíèÿ, áëèçêóþ ê ãàçîäèíàìè÷åñêîé, ÷òî ïîäòâåðæäàåò âîçìîæ-
íîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ àíàëèçà ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ â ãàëàêòè÷åñêèõ îáëàêàõ.

5.4. Ñëó÷àé γ = 1 (èçîòåðìè÷åñêîå òå÷åíèå)

Â ñëó÷àå γ=1 âèä èñõîäíûõ óðàâíåíèé óïðîùàåòñÿ, ñêîðîñòü çâóêà ñòà-
íîâèòñÿ ïîñòîÿííîé: cs =

√
k. Âèä íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè (27)

òàêæå ñòàíîâèòñÿ ïðîùå. Îíî ñîäåðæèò äâà ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðà: ρ0 è k,
îïðåäåëÿþùèõ ðàñïðåäåëåíèå ρ ïî ðàäèóñó è îáùóþ ìàññó ãàçà â äèñêå. Âèä
íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ρ0 = 1.0 è k = 0.12, 0.012 ïðèâåäåí íà ðèñ. 12.
Èçìåíåíèå ρ0 ïðîïîðöèîíàëüíî ìåíÿåò ïîëíóþ ìàññó ãàçîâîãî äèñêà, à óâåëè-
÷åíèå êîýôôèöèåíòà k äåëàåò ôîðìó ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè â äèñêå áîëåå
ïëîñêîé è óìåíüøàåò ïîëíóþ ìàññó.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ âûáðàíî N0 = 10. Ýâîëþöèÿ
ðåøåíèÿ ïðè ρ0 = 1, k = 0.012 íà ìîìåíòû t = 1.0, 2.0, 3.0, 6.0 ïðåäñòàâëåíà
íà ðèñ.13 . Íà ýòèõ ðèñóíêàõ õîðîøî âèäíû ïðîöåññû ðàçäâîåíèÿ ìàêñèìóìà
ïëîòíîñòè â êàæäîì èç ðóêàâîâ, âûõîä âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè íà âíåøíþþ
ãðàíèöó îáëàñòè è ïîñëåäóþùåå ôîðìèðîâàíèå êîëüöåâûõ ñòðóêòóð.

Ðèñ. 14 äåìîíñòðèðóåò ýâîëþöèþ ãàçîâîãî äèñêà ìàëîé ìàññû è ñ áëèç-
êèì ê ïîñòîÿííîìó ðàñïðåäåëåíèåì óñðåäíåííîé ïëîòíîñòè ïî ðàäèóñó äëÿ
ρ0 = 0.01, k = 0.12 íà ìîìåíòû t = 0.5 è 0.6. Îáùåå âðåìÿ ðàñ÷åòà T = 10.
Äëÿ ýòîãî âàðèàíòà íàãëÿäíî âèäíî ðàçäâîåíèå ðóêàâîâ ïëîòíîñòè.

Äàííàÿ ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî â äèñêàõ ìàëîé ìàññû ñ �ïëîñêèì�
ðàñïðåäåëåíèåì óñðåäíåííîé ïëîòíîñòè ðàçäâîåíèå ðóêàâîâ ïðîÿâëÿåòñÿ íàè-
áîëåå ñèëüíî.

5.5. Ðàñïðåäåëåíèå óãëîâîãî ìîìåíòà

Íà ðèñ. 15 � 18 ïðèâåäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ óãëîâîãî ìîìåíòà M(r) = rρuφ
íà òðè õàðàêòåðíûå ìîìåíòà âðåìåíè äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àåâ. Ãðà-
ôèêè ïîñòðîåíû äëÿ óãëà φ = 0.

Âèäíî, ÷òî äëÿ ãàçîäèíàìè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ïðè γ = 5/3 íàèáîëüøèé ïåðå-
íîñ ìîìåíòà èìïóëüñà íàáëþäàåòñÿ äëÿ ìàëîãî ÷èñëà N0 âîçìóùåíèé ñêîðî-
ñòè. Ïðè ÷èñëå âîçìóùåíèé N0 = 10 ïåðåíîñ ìîìåíòà çàòðóäíåí èç-çà âçàèì-
íîãî âëèÿíèÿ âîçíèêàþùèõ âèõðåé. Ïðè ýòîì äëÿ âàðèàíòîâ N0 = 1, 2, 3 è 5
â íà÷àëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè ïåðåíîñ óãëîâîãî ìîìåíòà ïðîèñõîäèò â îñíîâ-
íîì â íàïðàâëåíèè âíóòðåííåé ãðàíèöû îáëàñòè. Ïåðåíîñ óãëîâîãî ìîìåíòà
îò öåíòðà îáëàêà ê åãî ïåðèôåðèè ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò ðàçâèòèÿ êðóïíûõ âèõ-
ðåâûõ ñòðóêòóð áåç íàãðåâà ãàçà, êîòîðûé â äàííîé ìîäåëè ñ÷èòàåòñÿ ìàëûì.
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6. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Â ðàáîòå ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå íåóñòîé÷èâîñòåé â àêêðå-
öèîííîì äèñêå ñ èñïîëüçîâàíèåì ÊÃÄ ïðèáëèæåíèÿ.

Âûâåäåíû íîâûå àêñèàëüíî ñèììåòðè÷íûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ áàðî-
òðîïíûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà ñ ìàññîâîé ñèëîé. Ïðîàíàëèçèðîâàí èçýíòðîïè-
÷åñêèé è èçîòåðìè÷åñêèé ñëó÷àè. Ýòè ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå íà-
÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé â íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷å (ñ âíåñåíèåì ìàëûõ âîçìó-
ùåíèé â ðàñïðåäåëåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè).

Ïîñòðîåííûé àëãîðèòì è åãî ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîçâîëèëè â ÷èñ-
ëåííîì ýêñïåðèìåíòå íàáëþäàòü ðàçâèòèå ìàëûõ íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé óã-
ëîâîé ñêîðîñòè è ïîðîæäàåìîå èìè ôîðìèðîâàíèå êðóïíûõ ñòðóêòóð â âè-
äå îòñòàþùèõ ñïèðàëåé � ðóêàâîâ ïëîòíîñòè, êîòîðûå èìåþò õàðàêòåðíóþ
�àýðîäèíàìè÷åñêóþ� ôîðìó.

Â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ âîçìóùåíèé íàáëþäàåòñÿ ðàçäâîåíèå ðóêàâîâ ïëîò-
íîñòè. Ýòîò ýôôåêò íàèáîëåå âûðàæåí äëÿ óïëîùåííûõ äèñêîâûõ îáðàçî-
âàíèé îòíîñèòåëüíî ìàëîé ìàññû, êîãäà ïðîèñõîäèò îòðûâ äîïîëíèòåëüíîãî
ìàêñèìóìà ïëîòíîñòè è åãî ïåðåìåùåíèå íàðóæó ÷åðåç âíåøíþþ ãðàíèöó
ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.

Íàáëþäàåòñÿ ïåðåíîñ ìîìåíòà èìïóëüñà îò öåíòðàëüíîé îáëàñòè äèñêà ê
åãî ïåðåôåðèè. Ïðè ýòîì ÷åì ìåíüøåå ÷èñëî âîçìóùåíèé ñêîðîñòè ìû âíî-
ñèì, òåì ñèëüíåå ïðîÿâëÿåòñÿ ïåðåíîñ ìîìåíòà èìïóëüñà.

Â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå ïîäòâåðæäåíî, ÷òî ïðèáëèæåíèå ìåëêîé âîäû
êîððåêòíî îïèñûâàåò ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ êàðòèíó îáðàçîâàíèÿ ðóêàâîâ.

Ïðîàíàëèçèðîâàíî âëèÿíèå íà ðåøåíèå ïàðàìåòðîâ àëãîðèòìà. Óâåëè-
÷åíèå ïàðàìåòðà τ ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíîìó ðàçìàçûâàíèþ ðåøåíèÿ,
óìåíüøåíèå � ê ïîÿâëåíèþ îñöèëëÿöèé, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ðàöèîíàëü-
íîñòè ñäåëàííîãî åãî âûáîðà. Ñãóùåíèå ñåòêè íå ïðèâîäèò ê çàìåòíûì èçìå-
íåíèÿì ðåøåíèÿ, ò.å. äîñòèãíóòà ñõîäèìîñòü ÷èñëåííîå ðåøåíèÿ ïî ñåòêå.

Ïîñòðîåííûé ÷èñëåííûé àëãîðèòì äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëåí è ïîçâîëÿåò
ïðîâîäèòü ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ñ äðóãèìè íà÷àëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿ-
ìè óãëîâîé ñêîðîñòè, ïëîòíîñòè è ïðèòÿãèâàþùèìè ñèëàìè, ïðåäñòàâëÿþ-
ùèìè èíòåðåñ äëÿ àñòðîôèçèêè. Ýòîò àëãîðèòì òàêîâ, ÷òî ðàñ÷åòû áûñòðî
âûïîëíÿþòñÿ äàæå íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå.
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Ðèñ. 1. Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ρ̄ (çåëåíûé öâåò) è ñèëû F è ïëîòíîñòè ρ̂ è

ñèëû F̂ (êðàñíûé öâåò) ïðè γ = 5/3, k = 0.012
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Ðèñ. 2. Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå uφ ïî ðàäèóñó ïðè γ = 5/3, k = 0.012
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Ðèñ. 3. Ðàñïðåäåëåíèå ρ äëÿ t = 1.0, 1.1, 3.0, 9.4 ïðè γ = 5/3, k = 0.012,
N0 = 10
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Ðèñ. 4. Ðàñïðåäåëåíèå ur äëÿ t = 2.0 è ðàñïðåäåëåíèå uφ äëÿ t = 0.0 ïðè
γ = 5/3, k = 0.012 N0 = 10

Ðèñ. 5. Ðàñïðåäåëåíèå ρ äëÿ t = 0.6 è 1.5 ïðè γ = 5/3, k = 0.012, N0 = 1.
Îáùåå âðåìÿ ðàñ÷åòà T = 1.6
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Ðèñ. 6. Ðàñïðåäåëåíèå ρ äëÿ t = 0.6 è 2.1 ïðè γ = 5/3, k = 0.012, N0 = 2.
Îáùåå âðåìÿ ðàñ÷åòà T = 2.2

Ðèñ. 7. Ðàñïðåäåëåíèå ρ äëÿ t = 0.5 è 1.5 ïðè γ = 5/3, k = 0.012, N0 = 3.
Îáùåå âðåìÿ ðàñ÷åòà T = 1.9
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Ðèñ. 8. Ðàñïðåäåëåíèå ρ äëÿ t = 1.5 è t = 1.7 ïðè γ = 5/3, k = 0.012, N0 = 3.
Ðàçäâîåíèå ðóêàâîâ â óâåëè÷åíèè

Ðèñ. 9. Ðàñïðåäåëåíèå ρ äëÿ t = 0.5, 1.0, 1.4, 1.8 ïðè γ = 5/3, k = 0.012,
N0 = 5. Îáùåå âðåìÿ ðàñ÷åòà T = 1.8
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Ðèñ. 10. Ðàñïðåäåëåíèå ρ äëÿ t = 1.0, 2.0, 3.0, 5.0 ïðè γ = 5/3, k = 0.012,
N0 = 7. Îáùåå âðåìÿ ðàñ÷åòà T = 5.0
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Ðèñ. 11. Ðàñïðåäåëåíèå ρ äëÿ t = 1.0, 2.0, 3.0, 10.0 ïðè γ = 2 (ïðèáëèæåíèå
ìåëêîé âîäû), k = 9.8/2, N0 = 10. Îáùåå âðåìÿ ðàñ÷åòà T = 10.0

Ðèñ. 12. Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ρ ïî ðàäèóñó ïðè γ = 1, k = 0.12 è k =
0.012
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Ðèñ. 13. Ðàñïðåäåëåíèå ρ äëÿ t = 1.0, 2.0, 3.0, 6.0 ïðè γ = 1 (èçîòåðìè÷åñêèé
ñëó÷àé), k = 0.012, N0 = 10, ρ0 = 1. Îáùåå âðåìÿ ðàñ÷åòà T = 10.0

Ðèñ. 14. Ðàñïðåäåëåíèå ρ äëÿ t = 0.5, 0.6 ïðè γ = 1 (èçîòåðìè÷åñêèé ñëó÷àé),
k = 0.12, N0 = 10, ρ0 = 0.01. Îáùåå âðåìÿ ðàñ÷åòà T = 10.0
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Ðèñ. 15. Ðàñïðåäåëåíèÿ óãëîâîãî ìîìåíòà ïðè γ = 5/3, k = 0.012, N0 = 1 è
N0 = 2

Ðèñ. 16. Ðàñïðåäåëåíèÿ óãëîâîãî ìîìåíòà ïðè γ = 5/3, k = 0.012, N0 = 3 è
N0 = 5
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Ðèñ. 17. Ðàñïðåäåëåíèÿ óãëîâîãî ìîìåíòà ïðè γ = 5/3, k = 0.012, N0 = 7 è
ïðè N0 = 10

Ðèñ. 18. Ðàñïðåäåëåíèÿ óãëîâîãî ìîìåíòà ïðè γ = 2.0, k = 9.8/2, N0 = 10


