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В данной работе рассмотрена задача оценивания индекса Блюменталя-Гетура для двух классов процессов,
широко использующихся для моделирования в задачах финансовой математики - для процессов Леви с
изменяющимся временем и для моделей стохастической волатильности. Представлен новый метод полу-
чения состоятельных оценок, основанный на изучении асимптотического поведения характеристической
функции.

Введение
Процессы Леви являются одним из наиболее по-

пулярных инструментов для моделирования фи-
нансовых временных рядов. На основе данных
процессов можно построить модели, учитывающие
специфические свойства финансовых данных [2],
[6], [11].

Целью данной работы является оценка актив-
ности прыжков процесса Леви Z, использующего-
ся для моделирования. Под прыжками мы пони-
маем моменты времени s, когда |Zs − Zs−| > 0. В
задачах финансовой математики, прыжок процес-
са Z интерпретируется как резкое колебание цены
в этот момент времени. В связи с такой трактов-
кой, активность прыжков - это некоторая величи-
на, характеризующая «нервность» (или, наоборот,
«стабильность») на рынке.

Предполагается, что доступны наблюдения рас-
сматриваемого процесса в моменты времени tk =
= k∆, k = 1..n. Методы обработки этих дан-
ных зависят от предположений об интервале меж-
ду соседними наблюдениями. Наиболее часто рас-
сматриваются 2 типа предположений: данные име-
ют высокочастотный или низкочастотный харак-
тер (high-frequency setup или low-frequency setup).

В первом случае ∆ стремится к 0 при n → ∞
таким образом, что ∆ ∗ n является постоянной ве-
личиной. Для данных такого типа задача оценива-
ния активности прыжков изучена достаточно пол-
но [1]. Процедура оценивания основана на наблю-
дении, что когда ∆ принимает маленькие значения,
большое приращениеXk∆−X(k−1)∆ свидетельству-
ет о наличии прыжка между точками tk−1 и tk.

В случае, когда данные имеют низкочастотный
характер, ∆ является величиной, не уменьшающей-
ся при увеличении n. Этот факт делает затрудни-
тельным, а иногда и невозможным эффективное
оценивание некоторых важных характеристик про-
цессов. Действительно, большое приращение про-
цесса может быть объяснено как прыжком, так и
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плавной изменчивостью между соостветствующи-
ми моментами времени.

В данной статье описан метод построения со-
стоятельных оценок в случае низкочастотных дан-
ных. Метод основан на изучении асимптотического
поведения характеристической функции. Данный
подход был впервые предложен в работе [2]. Затем
похожие идеи были применены к стохастическим
моделям волатильности [9]. В рамках данной рабо-
ты показаны основные идеи данного метода, а так-
же описано применение для ещё одного широкого
класса процессов - для процессов Леви с изменяю-
щимся временем.

Основные определения

Процессы Леви

Определение 1. Процесс Z = (Zt)t>0 называет-
ся процессом Леви, если

1) Z0 = 0 п.н.;
2) приращения процесса независимы, т.е. ∀ 0 6

t1 6 t2 6 ... 6 tn 6 ∞, случайные величины
Zt2 −Zt1 , Zt3 −Zt2 , ..., Ztn −Ztn−1

являются
независимыми;

3) приращения являются стационарными, т.е.
∀ t > s случайная величина Zt − Zs имеет
то же распределение, что и Zt−s;

4) Zt обладает свойством стохастической непре-
рывности, т.е.

∀ t > 0, ∀ ε > 0, lim
s→0

P {|Zt+s − Zt| > ε} = 0.

Например, процессами Леви являются Винеров-
ский процесс, (составной) процесс Пуассона, α -
стабильный процесс и многие другие.

Важным свойством процессов Леви являет-
ся возможность представить характеристическую
функцию в виде

ϕ(u) := E [exp {iuTZt}] = exp {t g(u)} ,

где функция g(u) называется характеристической
экспонентой процесса Z. Характеристическая экс-
понента может быть разложена по следующей фор-
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муле, известной как формула Леви-Хинчина:

g(u) = iµu− 1

2
σ2u2+

+

∫
R\{0}

(
eiux − 1− iux · 1{|x|61}

)
ν(dx),

где µ ∈ R, σ > 0, а мера ν на R \ {0}, называемая
мерой Леви, удовлетворяет условию∫

R\{0}
(|x|2 ∧ 1) ν(dx) <∞.

Таким образом, тройка (µ, σ2, ν) задаёт характери-
стическую функцию процесса. В данной работе мы
предполагаем что эта тройка известна.

Индекс Блюменталя-Гетура
Определение 2. Для одномерного процесса Ле-
ви Z = (Zt)t>0 с мерой Леви ν, индекс
Блюменталя-Гетура (БГ) определяется как

BG(Z) := inf

{
r > 0 :

∫
|x|61

|x|rν(dx) <∞

}
.

Оценивание этой величины важно по нескольким
причинам. Во-первых, индекс БГ является харак-
теристикой активности прыжков. Индекс изменя-
ется от 0 до 2; чем больше значение, чем более
данный процесс Леви похож на Винеровский [9].
Во-вторых, порядки сходимости различных алго-
ритмов, основанных на методе Монте-Карло, зави-
сят от значения этого индекса [7].

Стохастические модели волатильно-
сти
Наиболее известной моделью для процессов це-

ны является модель Блэка-Шоулза, определяе-
мая решением стохастического дифференциально-
го уравнения

dSt
St

= a dt+ v dWt, (1)

где a ∈ R, v > 0, и Wt является Винеровским про-
цессом. Решение уравнения (1) может быть выпи-
сано в явном виде

St = S0 exp
{(
µ− v2/2

)
t+ vWt

}
.

Параметр v называется волатильностью. Этот па-
раметр тесно связан с дисперсией процесса цены,

v2 =
1

t
D (lnSt) .

Многочисленные исследования показывают, что
представление волатильности как детерминирован-
ной величины может привести к некорректным ре-
зультатам. Например, если цена ведёт себя скач-
кообразно, то волатильность также меняется [5],

[8]. Это наблюдение приводит к рассмотрению бо-
лее общего класса моделей, в которых волатиль-
ность представлена некоторым случайным процес-
сом. Такие модели известны как стохастические
модели волатильности [6].

Рассмотрим модель, в которой процесс цены Xt

и процесс волатильности Vt задаются как решения
системы стохастических дифференциальных урав-
нений,

dXt = (aX + bXVt−)dt+
√
Vt− dW1,t + dZ1,t,

dVt = (aV − bV Vt−)dt+ aV σV
√
Vt− dW2,t + dZ2,t,

где (W1,t,W2,t) - это двумерный Винеровский про-
цесс, σV > 0, aV > 0, bV > 0, Z1,t и Z2,t являются
процессами Леви, причём процесс Z2,t возрастает
по времени или является постоянной величиной.

Напомним, что целью данного исследования яв-
ляется оценивание индекса БГ для процессов Леви
по выборке из низкочастотных данных X∆k, k =
= 1..n . Основу для данного алгоритма составляет
следующий теоретический факт:

Теорема 1. [4], [9]. Пусть процесс Vt является
эргодическим. Тогда характеристическая функция
приращений Xk∆ −X(k−1)∆ может быть представ-
лена как

log
∣∣ϕ∆(u)

∣∣ = −τ1u− τ2uα(1 + r(u)),

|r(u)| 6 τ3u
−κ , u > 1,

где τ1, τ2, τ3, α и κ - неотрицательные числа. Кроме
того,
— если aV > 0, то τ1 > 0 и α = max{γ1, γ2};
— если aV = 0, то τ1 = 0 и α = max{γ1, 2γ2},
где γ1 и γ2 - индексы БГ для процессов Z1,t и Z2,t

соотв.

Таким образом, оценивание параметра α ведёт к
верхним оценкам для индексов БГ. Основная идея
приведённой ниже процедуры оценивания α состо-
ит в следующем пробразовании логарифма харак-
теристической функции:

Y(u) := log
{
− log

[
|ϕ∆(u)|2θ/

∣∣ϕ∆(θu)
∣∣2]}

= log(2τθ) + α log(u) + log(Q(u)),

где θ > 1, τθ = τ2(θ − θα) и Q(u) → 1 при u →
∞. Отметим, что задача оценивания α может быть
теперь рассмотрена как задача регрессии.

Алгоритм состоит из следующих этапов:
1. оценивание характеристической функции [12]:

ϕn(u) =
1

n

n∑
k=1

eiu(Y∆k−Y∆(k−1)); (2)
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2. оценивание функции Y(u):

Yn(u) = log
{
− log

[
|ϕn(u)|2θ/ |ϕn(θu)|2

]}
; (3)

3. оценивание параметра α:

αn =

∫ ∞
0

wUn(u)Yn(u) du, (4)

где Un - это последовательность положитель-
ных чисел, стремящаяся к бесконечности при
n → ∞, а весовая функция wUn(u) допуска-
ет разложение wUn(u) = U−1

n w1(u/Un), причём
функция w1 имеет компактный носитель [δ, 1] и
удовлетворяет условиям∫ 1

δ

w1(u) du = 0,

∫ 1

δ

w1(u) log u du = 1.

Как следует из теоремы 1, характеристическая
функция для моделей с положительным парамет-
ром aV и характеристическая функция для моде-
лей с параметром aV = 0 имеют разное асимптоти-
ческое поведение. По этой причине свойства оценки
αn различаются в зависимости от параметра aV . В
следующей теореме представлены некоторые свой-
ства оценки αn для случая aV > 0.
Теорема 2. [9]. Пусть последовательность Un вы-
брана так, что

log n√
n

e2θ(τ1+τ2+τ2τ3)Un → 0, n→∞.

Тогда
1. (состоятельность)

P
{
|α− αn| > C1 log−κ n

}
6 C2n

−1−δ,

где C1, C2, δ > 0;
2. (асимптотическая нормальность)

1

2

√
n

λn
(αn − ᾱn)

d−→ N (0, 1), n→ +∞,

причём λn ведёт себя асимптотически следую-
щим образом:

λn = C U−3/2
n log−2

(
|ϕ∆(Unθ)|2/|ϕ∆(Un)|2θ

)
1− |ϕ∆(θUn)|2

|ϕ∆(θUn)|4
[1 + o(1)], n→∞,

где C > 0.

Процессы Леви с изменяющимся
временем
Рассмотрим теперь другой тип моделей, для ко-

торых подобная техника также приводит к постро-
ению состоятельных оценок для индекса БГ.

Пусть Z = (Zt)t>0 - процесс Леви, а T =
= (T (s))s>0 - неотрицательный неубывающий про-
цесс, причём T (0) = 0. Тогда процесс Леви с
изменяющимся временем определяется как Y =
= (Ys)s>0 := (ZT (s))s>0. Замена времени основа-
на на идее, что периоды большой волатильности
(большей «нервности» на рынке) можно предста-
вить как периоды, когда время течёт быстрее [11].

Анализ моделей с изменяющимся временем тру-
ден прежде всего потому, что процессы Z и T не на-
блюдаются непосредственно. Поэтому возникают
задачи, связанные с оцениванием составных функ-
ций [3]. Кроме того, процесс Z не является процес-
сом Леви - его приращения являются в общем слу-
чае зависимыми. Напомним также, данные имеют
низкочастотный характер, что приводит к затруд-
нениям, описанным во введении.

Предполагая независимость между процессами
Z и T , а также стационарность и эргодичность
процесса T , можно доказать следующий теоретиче-
ский факт, который является аналогом теоремы 1.
Теорема 3. [10]. Пусть функция плотности слу-
чайной величины T∆ (процесс T в момент времени
∆) допускает следующее представление

p∆(x) = xβ−1f(x),

где β > 0, и f(x) - бесконечно гладкая функ-
ция. Тогда характеристическая функция прираще-
ний Yk∆−Y(k−1)∆ может быть представлена следу-
ющим образом:∣∣ψ∆(u)

∣∣ =
cβ
u2β

(
1− τ1βdγ

u2−γ −
τ2βdγ−χ
u2−(γ−χ)

(1 + o(1))

)
,

u→∞,

где γ - индекс Блюменталя-Гетура для процесса Z,
и τ1, τ2, χ, cβ , dγ > 0.

Построение оценки для индекса БГ (и доказатель-
ство свойств этой оценки) в данном случае слож-
нее, чем для стохастических моделей волатильно-
сти. Основное затруднение вызывает существенная
зависимость коэффициентов разложения характе-
ристической функции от параметра β, который как
правило не известен. Поэтому предлагается оце-
нить сначала параметр β, а затем оценить γ, ис-
пользуя полученную оценку для β.

Алгоритм оценивания состоит из следующих
шагов:
1. оценивание характеристической функции при-

ращений наблюдаемого процесса Z:

ψn(u) :=
1

n

n∑
k=1

eiu(Z∆k−Z∆(k−1)); (5)

2. оценивание параметра β:

βn := −1

2

∫ ∞
0

wUn(u) log |ψn(u)| du, (6)
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где весовая функция wUn(u) и последователь-
ность Un удовлетворяют условиям, описанным
после формулы (4);

3. оценивание индекса Блюменталя-Гетура:

γn(βn) := 2−
∫ ∞

0

wVn(u) logRn(u) du, (7)

где

Rn(u) = 1− |ψn(u)|u2βn

cβn

,

а последовательность Vn удовлетворяет тем же
условиям, что и Un.

Состоятельность и порядки сходимости этой оцен-
ки показаны в следующей теореме.
Теорема 4. Обозначим событие

Wn :=
{
|γn(αn)− γ| 6 Ψ1V

−χ
n +

+Ψ2
log n√
n
V 2α+(2−γ)
n + Ψ3V

2−γ
n log Vn |αn − α|

}
,

где Ψ1, Ψ2, Ψ3 - некоторые известные положитель-
ные функции, зависящие от α и γ [10]. Тогда най-
дутся положительные числа B и δ такие, что

P {Wn} > 1−Bn−1−δ.

Выводы
В данной работе рассмотрены два широких

класса моделей, основанных на процессах Леви -
аффинные стохастические модели волатильности и
процессы Леви с изменяющимся временем. В рабо-
те показано, что для обоих классов моделей актив-
ность прыжков (в терминах индекса Блюменталя-
Гетура) может быть состоятельно оценена при по-
мощи исследования асимптотического поведения
характеристической функции. Предложены кон-
кретные алгоритмы для оценивания, а также опи-
саны некоторые свойства полученных оценок.
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