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Введение 

 

Работа является непосредственным продол-

жением статей [1] и [2]. Нумерация пунктов и 

формул сквозная. 

Как и в [1], рассматривается система диффе-

ренциальных уравнений 

 ),,(),,( yxQ
dt

dy
yxP

dt

dx
  (1.1) 

где P и Q – взаимно простые полиномы, 

max(deg P, deg Q) = n.  

По определению, система (1.1) вырождена 

на бесконечности, если 

 ,0),(),(  yxyPyxxQ nn  

где Pn и Qn – однородные полиномы степени n, 

содержащиеся в P и Q, соответственно. An – со-

вокупность систем (1.1) с вырожденной беско-

нечностью.  

В настоящей работе (часть III) изучаются си-

стемы из A4, такие, что наибольшее число инва-

риантных множеств 

 0),(  jjjj cybxayx , (2.1) 

где aj, bj, cj  C и для любых двух множеств 

s = 0 и v = 0 выполнено условие 

 ,0),(/),(  yxDD vs  (2.3) 

не более двух, и приводится полное доказатель-

ство теоремы 1.1 [1]. 

7. Системы из A4 с одним инвариантным 

множеством, являющимся объединением 

двух инвариантных множеств (2.1)  

с условием (2.3) при отсутствии других  

инвариантных множеств с условием (2.3) 

 

В этом пункте изучаются системы (1.1), вы-

рожденные на бесконечности при n = 4, такие, 

что среди частных интегралов (2.1) имеются 

только два полинома, удовлетворяющих усло-

вию (2.3).  

Лемма 7.1. Пусть система (1.1) из A4 имеет 

не менее трех инвариантных множеств (2.1), 

при этом только два инвариантных множе-

ства (2.1) удовлетворяют условию (2.3). Тогда 

линейной невырожденной заменой переменных 

с точностью до обозначений система (1.1) 

приводится к виду 
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(7.1) 

где |a| + |b| + |c|> 0,   0, P и Q – взаимно про-

сты и такие, что у (7.1) нет инвариантных 

множеств y = kx + l, y = kx + l1, k  0,  l  l1, 

k  .  

Доказательство аналогично лемме 6.1. 

М А Т Е М А Т И К А  
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Лемма 7.2. Система (7.1) имеет частный 

интеграл y = kx + l, k  0, k   , тогда и только 

тогда, когда для всех х 
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 (7.2) 

при этом 0)()( 0001
2  qlqclll , где |с| + 

+ |q01| + |q00| > 0. 

Доказательство. Тождество (7.2) является 

следствием подстановки решения y = kx + l в 

дифференциальное уравнение, соответствую-

щие системе (7.1). Лемма доказана. 

Заметим, что при с = q01 = q00 = 0 полиномы 

P и Q имеют общий множитель x. 

Из леммы 7.2 следует, что l  принимает не 

более четырех различных значений: },0{ l  

либо является корнем уравнения 

 .00001
2  qlqcl  (7.3) 

Полагая в тождестве (7.2) l = 0 и сравнивая ко-

эффициенты при одинаковых степенях x в пра-

вой и левой частях, можно показать, что спра-

ведлива 

Лемма 7.3. Система (7.1) имеет частный 

интеграл y = kx, k  0, k  , тогда и только 

тогда, когда выполнены равенства 
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 (7.4) 

Лемма 7.4. Система (7.1) (с взаимно про-

стыми P и Q) не имеет частных интегралов  

 y = k1x, y = k2x, y = k3x, где kj  0 и попарно раз-

личны. 

Доказательство. Допустим противное. То-

гда, в силу леммы 7.3, выполнены равенства  
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Подставляя эти значения pij  в (7.1), будем 

иметь 
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Таким образом, P и Q имеют общий дели-

тель, тождественно не равный постоянной. 

Противоречие доказывает лемму. Лемма дока-

зана. 

Лемма 7.5. Система (7.1) имеет частный 

интеграл y = kx  + , k  0, в том и только том 

случае, если выполнены равенства 
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 (7.5) 

Доказательство. Полагая в (7.2) l =  и 

сравнивая коэффициенты при одинаковых сте-

пенях x в правой и левой частях, получим ра-

венства (7.5). Лемма доказана. 

 Лемма 7.6. Система (7.1) не допускает 

частных интегралов  y = k1x + , y = k2x + , 

y = k3x + , kj  0 и попарно различны. 

Доказательство. Пусть это не так. Тогда по 

лемме 7.5 p02 = q01,  p11 = q10, p20 = 0, p01 = q00,  

p10 = 0, p00 = 0. Отсюда и из (7.1) имеем 

  .000110
22 Pqyqxqcybxyax

xy
dt

dx




  

Таким образом, полиномы P и Q в (7.1) не 

взаимно просты. Лемма доказана. 

Лемма 7.7. Система (7.1) имеет частный 

интеграл y = kx + l, где kl  0, l  , тогда  

и только тогда, когда выполнено равенство 

(7.3) и 
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 (7.6) 

Доказательство. Равенства (7.6) следуют из 

тождества (7.2), если сравнить коэффициенты 

при одинаковых степенях x в правой и левой 

частях. Лемма доказана. 

Лемма 7.8. Система (7.1) не имеет частных 

интегралов  y = k1x + l, y = k2x + l, y = k3x + l, где 
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l  0, l  ,  l – решение уравнения (7.3),  kj  0 и 

попарно различны. 

Доказательство. Допустим противное. То-

гда, в силу леммы 7.7, выполнены равенства 
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 (7.7) 

Так как l  0, l  , то a = 0, blq 10 . Со-

гласно первому и четвертому равенствам (7.7), 

имеем clqp  0101 . Из полученных ра-

венств следует, что 0002010  ppp . По-

этому полиномы P и Q имеют общий множи-

тель y. Полученное противоречие доказывает 

лемму. 

Лемма 7.9. Пусть корни l и l1 уравнения 

 00001
2  qqc  (7.8) 

такие, что ll1  0, l  l1 и  l, l1 отличны от 

  0. Тогда система (7.1) не имеет частных 

интегралов вида  y = k1x, y =  k2x, y = k3x + , 

y = k4x + , y = k5x + l, y = k6x + l, y = k7x +  

+ l1, y = k8x + l1, где kj  0, 8,1j , и попарно 

различны. 

Доказательство. Допустим противное. То-

гда, в силу лемм 7.3, 7.5, 7.7, выполнены равен-

ства 
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 ,0)()( 10  qblll  (7.13) 
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 .0)()( 10111  qblll  (7.15) 

 

Так как ll1  0, l  l1, l  , l1  , то в силу 

(7.13), (7.15) имеем b = q10 = 0. Отсюда и из вто-

рых равенств (7.9) и (7.10) следует p10 = p11 = 0. 

Из первых равенств (7.9) и (7.10) находим, что 

2p02 = 3q01. Используя это равенство и первое 

уравнение (7.9), из (7.11) получим p00 = 
2
q01/2. 

Так как в силу (7.9) p00 = –q00, то q01 = –2q00. 

Таким образом, p02 – q01 = q01/2 = –q00/. Отсюда 

и из (7.12) имеем 

.02 223
00

2
0000

2  clclqlqql (7.16) 

Согласно (7.8), 0001
2 qlqcl  . Так как 

 /2 0001 qq , то  /)2( 00
2 qlcl . Отсю-

да и из (7.16) получаем 0)( 2
00 lq . По-

скольку l  , то q00 = 0. При q00 = 0 уравнение 

(7.8) имеет решение  = l = 0. Полученное про-

тиворечие доказывает лемму. Лемма доказана.  

Лемма 7.10. Пусть уравнение (7.8) имеет 

корни l  и l1, такие, что ll1  0, l  l1 и  l, 

l1 отличны от   0. Тогда система (7.1) не 

имеет частных интегралов вида  y = k1x, 

y =  k2x, y = k3x + , y = k4x + l, y = k5x + l, 

y = k6x + l1, y = k7x + l1, где kj  0 и попарно раз-

личны. 

Доказательство. Допустим противное. То-

гда, в силу лемм 7.3, 7.5, 7.7, выполнены все 

равенства (7.9)–(7.15) кроме, быть может, (7.10). 

Из равенств (7.9) и (7.11) при   0 имеем 

000102 )2( qqp  . Отсюда и из первого урав-

нения (7.9), с учетом условия леммы 

00001
2  qlqcl , согласно (7.12), будем 

иметь 

 .0)(2)32( 0100
22  qllqll (7.17) 

Аналогично из (7.14) находим, что 

.0)(2)32( 011100
2

1
2
1  qllqll  (7.18) 

Рассматривая (7.17) и (7.18) как систему от-

носительно q00, q01, видим, что определитель 

этой системы 

 ).)(()(3 11
2

1
2 llllll   (7.19) 

При   0 значения q00 = q01 = 0. Поэтому 

уравнение (7.8) имеет решение l = l1 = 0. Так как 

это невозможно, то  = 0. Поскольку 

0)( 1  ll , то в силу (7.19)  1ll . Полу-

ченное противоречие доказывает лемму. Лемма 

доказана. 

Лемма 7.11. Если выполнены условия леммы 

7.10, то система (7.1) не имеет частных инте-

гралов вида  y = k1x, y = k2x + , y = k3x + , 

y = k4x + l, y = k5x + l, y = k6x + l1, y = k7x + l1, где 

kj  0 и попарно различны. 

Доказательство. Допустим противное. То-

гда выполнены все равенства (7.10)–(7.15) и в 

силу леммы 7.3 p00 = –q00. Согласно первому 

уравнению (7.10) 02010001 22 pqqp  . 

Используя эти равенства, а также соотношения 
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(7.8), (7.11), (7.12) и (7.14), получим систему 

уравнений 
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Рассматривая p02, q01, q00 как искомые вели-

чины, найдем определитель этой системы 
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Далее, повторяя рассуждения значительной 

части доказательства леммы 7.10, получим про-

тиворечие. Лемма доказана. 

Лемма 7.12. Если выполнены условия леммы 

7.10, то система (7.1) не имеет частных инте-

гралов вида  y = k1x, y = k2x, y = k3x + , 

y = k4x + , y = k5x + l, y = k6x + l, y = k7x + l1, где 

kj  0 и попарно различны. 

Доказательство. Допустим противное. То-

гда выполнены равенства (7.8)–(7.13). Из этих 

равенств следует, что blq 10 , blp 10 , 

blp 211  , 0102 32 qp  . По условию леммы 

00001
2  qlqcl . Отсюда и из равенств (7.9), 

(7.11), (7.12) получим систему 
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Определитель  этой системы равен 
2)(6 l . Так как   0, то 0010100  pqq . 

Отсюда следует, что уравнение (7.8) имеет ну-

левое решение. Полученное противоречие дока-

зывает лемму. 

Теорема 7.1. Система (7.1) имеет не более 9 

линейных частных интегралов. 

Доказательство. Линейные частные инте-

гралы системы (7.1), отличные от x = 0, y = 0, 

y = , имеют вид y = kjx + l, где kj  0, kj  . По 

лемме 7.2 l является решением уравнения 

0)()( 0001
2  qlqclll , где |с| + |q01| + 

|q00| > 0, величины  kj попарно различны. Со-

гласно леммам 7.4, 7.6, 7.8, состояния покоя 

(0,0), (0,), (0,l1), (0,l2), где l1, l2 – корни уравне-

ния (7.3), могут принадлежать не более чем 

двум инвариантным множествам y = kx + l, от-

личным от  x = 0, y = 0, y = . 

Если корни уравнения (7.3) различны и от-

личны от нуля и   0, то в силу лемм 7.4, 7.6, 

7.8–7.11 число линейных частных интегралов 

системы (7.1) не более 9. Если уравнение (7.3) 

имеет кратный корень, то в силу лемм 7.4, 7.6 и 

7.8 число линейных частных интегралов не бо-

лее 9. Теорема доказана. 

8. Системы из A4, не имеющие инвариантных 

множеств (2.1) с условием (2.3) 

 

Здесь, в отличие от предыдущего, рассматри-

ваются системы (1.1), при n = 4  вырожденные на 

бесконечности и не имеющие частных интегра-

лов (2.1), удовлетворяющих условию (2.3).  

Лемма 8.1. Пусть система (1.1) из A4 не 

имеет частных интегралов (2.1), удовлетворя-

ющих условию (2.3), и допускает хотя бы два 

инвариантных множества (2.1). Тогда линей-

ной невырожденной заменой с точностью до 

обозначений система (1.1) приводится к виду 
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(8.1) 

где |a| + |b| + |c| + |d| > 0, P и Q – взаимно про-

сты, при этом (8.1) не допускает частных ин-

тегралов  y = kx + l, y = kx + l1, l  l1, конечное 

k  0.  

Применяя к системе (8.1) тождество (2.2), 

можно показать, что справедлива 

Лемма 8.2. Система (8.1) имеет частный 

интеграл y = kx + l, k  0, k  , тогда и только 

тогда, когда для всех х 
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 (8.2) 

где 

 

,3

,32

,

22

2

32

dklclC

dlkcklblB

dkckbkaA







 (8.3) 

при этом l является решением  уравнения  

  .0)( 0001
2

02
3  qlqlqdll  (8.4) 

Полагая в тождестве (8.2) l = 0 и сравнивая 

коэффициенты при одинаковых степенях x в 

правой и левой частях полученного тождества, 

можно показать, что справедлива 

Лемма 8.3. Система (8.1) имеет инвари-

антное множество  y = kx, где конечное k  0, 

тогда и только тогда, когда выполнены равен-

ства 
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.,0)(
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qpqpkqpk
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
 (8.5) 

Методом от противного с использованием 

леммы 8.3 устанавливается 

Лемма 8.4. Система (8.1) не допускает 

частных интегралов  y = k1x, y = k2x, y = k3x, где 

конечные kj  0 и попарно различны. 

Если в правой и левой частях тождества (8.2) 

приравнять коэффициенты при одинаковых 

степенях x, то можно доказать, что имеет место  

Лемма 8.5. Система (8.1) имеет инвари-

антное множество  y = kx  + l, где конечное 

k  0, l – корень уравнения 

 0001
2

02
3 qlqlqdl  =0, (8.6) 

 тогда и только тогда, когда выполнены равен-
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 (8.7) 

Лемма 8.6. Состояние покоя (0, l), где l  0 – 

корень уравнения (8.6),  не может принадле-

жать инвариантным множествам  y = k1x + l, 

y = k2x + l, y = k3x + l, y = k4x + l, где конечные  

kj  0 попарно различны.  

Доказательство. Допустим противное. То-

гда в силу леммы 8.5 с учетом (8.7) имеем 

 ,00202  ldqp  (8.8) 

 ,01111  clqp  (8.9) 

 ,02020  blqp  (8.10) 

 a = 0,  

 ,0332 0101
2

0202  qpdllqlp  (8.11) 

 ,022 2
11111010  cllqlppq  (8.12) 

 ,020  blq  (8.13) 

 ,02)( 00000101
2

02  qpqpllp  (8.14) 

 .01011
2  qlqcl  (8.15) 

 Из уравнений (8.10) и (8.13) находим, что 

p20 = 0. Согласно (8.12) и (8.15), получим равен-

ство 0111010  lpqp . Отсюда и из (8.9), 

(8.15) следует, что p10 = 0. Из (8.14) с учетом 

(8.8) и (8.6) имеем 
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2
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2
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Из равенств (8.11) и (8.6) следует, что 

0322 00010102
2  qlqlppl . Отсюда и из 

предыдущего равенства с учетом (8.6) находим 

 .0))((2 02
2

010000  ldqllqqp  

При a = p20 = p10 =  p00 = 0 полиномы P и Q в 

(8.1) имеют общий делитель y. Полученное про-

тиворечие доказывает лемму. 

Лемма 8.7. Пусть уравнение (8.6) имеет 

три различных корня l1, l2, l3, lj  0, тогда не 

существует систем (8.1), допускающих част-

ные интегралы  y = k1x, y =  k2x + l1, y = k3x + l1, 

y = k4x + l2, y = k5x + l2, y = k6x + l3, y = k7x + l3, 

где kj  0 и попарно различны. 

Доказательство. Пусть это не так. Тогда, в 

силу леммы 8.3,  q00 = p00 и, согласно лемме 8.5, 

имеем 

 
02)(

,0

00000101
2

02

1011
2





qpqpllp

qlqcl

jj

jj
 (8.16) 

для  j = 1, 2, 3. Поскольку lj попарно различны, 

то  
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qpqp

pqqc
 (8.17) 

Из равенств 02 0000  qp  и p00 = q00 выте-

кает, что q00 = 0. Поэтому среди величин lj, удо-

влетворяющих уравнению (8.6), есть хотя бы 

одна нулевая. Полученное противоречие дока-

зывает лемму. 

Лемма 8.8. Система (8.1) не может иметь 

частных интегралов y = k1x + l1, y = k2x + l1,  

y = k3x + l1, y = k4x + l2, y = k5x + l2, y = k6x + l2, 

y = k7x + l3, y = k8x + l3, y = k9x + l3, где конечные 

kj  0 попарно различны;  l1, l2, l3 – попарно раз-

личны и lj  0. 

Доказательство. Допустим противное. То-

гда выполнены соотношения (8.16), (8.17) и 

(8.11)–(8.13) при l = lj, j = 1, 2, 3. Поэтому d = 0. 

При d = 0 уравнение (8.6) имеет попарно раз-

личные корни только при 0000102  qqq . 

При таких значения коэффициентов P и Q в 

(8.1) имеют общий множитель х. Противоречие 

доказывает лемму. 

Лемма 8.9. Пусть l1, l2, l3 – попарно различ-

ные корни уравнения (8.6), lj  0, тогда система 

(8.1) не имеет частных интегралов вида  

y = k1x + l1, y = k2x + l1,  y = k3x + l1, y = k4x + l2, 

y = k5x + l2, y = k6x + l2, y = k7x + l3, y = k8x + l3, 

где конечные kj  0 попарно различны.   

Доказательство. Допустим противное. То-

гда, в силу леммы 8.5, имеют место равенства  

(8.11)–(8.13) для l = l1 и  l = l2, а (8.14), (8.15) для 

l = l1, l = l2 и  l = l3. Следовательно, выполнены 

равенства (8.17). Из уравнения (8.11) с учетом 
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(8.17) имеем 0233 01
2

02  qdlql jj . Отсюда и 

из (8.6) вытекает, что 0001 3qlq j   для j = 1, 2. 

Поэтому  q00 = q01 = 0 и уравнение  (8.6) имеет 

нулевое решение lj, либо d = q02 = q01 = q00 = 0, 

что невозможно, ибо P и Q имеют общий мно-

житель, отличный от тождественной постоян-

ной. Полученное противоречие доказывает 

лемму. 

Теорема 8.1. Если полиномы P и Q взаимно 

просты и система (8.1) не допускает линейных 

частных интегралов с условием (2.3), то у этой 

системы число линейных частных интегралов 

не более 9. 

Доказательство.  Так как у системы (8.1) 

нет частных интегралов, удовлетворяющих 

условию (2.3), то всякий линейный частный 

интеграл, отличный от  x = 0, y = 0, имеет вид 

y = kjx + ls, где конечные kj  0 и попарно раз-

личны. По лемме 8.2 ls является решением 

уравнения (8.4), при этом среди коэффициентов 

в (8.4) есть ненулевые, ибо P и Q взаимно про-

сты. Таким образом, },,,0{ 321 lllls  , где l1, l2,  

l3 – решения уравнения (8.6). Если lj  0 попар-

но различны, то, в силу лемм 8.4, 8.6–8.9, число 

линейных частных интегралов системы (8.1) не 

более 9. 

Пусть среди величин lj  есть либо равные, 

либо хотя бы одно lj = 0. Тогда с точностью до 

обозначений могут быть случаи: а) l3 = 0, l1  l2,  
l1l2  0; б) l3 = 0, l1 = l2  0;  в) l3 = l2= 0, l1  0;   

г)  l1 = l2 = l3 = 0; д) lj  0, l1 = l2  0, l3  l1;   

е) l1 = l2 = l3  0. 

Пусть реализуется случай а). Покажем, что 

система (8.1) не допускает частных интегралов 

y = k1x + l1, y = k2x + l1,  y = k3x + l1, y = k4x + l2, 

y = k5x + l2, y = k6x + l2, y = k7x, y = k8x, где ко-

нечные kj  0 попарно различны. Допустим про-

тивное. Тогда, в силу леммы 8.3, имеем 

p01 = q01, p10 = q10, p00 = q00. Согласно лемме 8.5, 

выполнены равенства (8.11)–(8.15) при l = l1 и  

l = l2. Отсюда и из условия а) l3 = 0, l1  l2,  
l1l2  0, согласно (8.11), следует, что d = 0, 

q00 = 0. Поэтому уравнение (8.6) имеет вид 

lqlq 01
2

02  = 0, где | q02| + | q01| > 0, так как P и 

Q взаимно просты. Таким образом, в случае  

а) система (8.1) не допускает линейных частных 

интегралов указанного вида. 

В случаях б), в) и е), согласно леммам 8.4 и 

8.6, число различных линейных частных инте-

гралов системы (8.1) не более 7.  

Если реализуется случай г), то, в силу леммы 

8.4, число линейных частных интегралов систе-

мы (8.1) не более 4. 

Пусть реализуется случай д) lj  0, 3,1j , 

l1 = l2  0, l3  l1. Покажем, что система (8.1) не 

может допускать частных интегралов вида 

y = k1x + l1, y = k2x + l1,  y = k3x + l1, y = k4x + l3, 

y = k5x + l3, y = k6x + l3, y = k7x, y = k8x, где ко-

нечные kj  0 попарно различны. Допустим про-

тивное. Тогда, в силу леммы 8.3, p01 = q01, 

p10 = q10, p00 = q00 и, согласно лемме 8.5, имеют 

место соотношения (8.11)–(8.15) при l = l1 и  

l = l3, где l1  l3. Так как  l1  l3, l1l3  0, то с уче-

том равенств p01 = q01, p10 = q10, p00 = q00, соглас-

но (8.11)–(8.15), имеем  
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 (8.18) 

При  l1  l3, l1l3  0 из первого уравнения 

(8.18) находим d = 0, 2p02 = 3q02. Отсюда и из 

четвертого уравнения (8.18) имеем 2
023 jlq  

064 0001  qlq j  при  j = 1, 3. Отсюда с уче-

том (8.6) при d = 0 следует, что 03 0001  qlq j  

для  j = 1,3. Поэтому q01 = q00 = 0. Для d = q01 = 

=  q00 = 0 и взаимно простых P и Q корни уравне-

ния (8.6) не удовлетворяют условиям изучаемого 

случая д). Таким образом, в случае д) система 

(8.1) не допускает восьми линейных частных ин-

тегралов указанного вида. Теорема доказана. 

 
9. Доказательство теоремы 1.1 [1] 

 

Рассмотрим систему (1.1) с взаимно просты-

ми полиномами P и Q, max(deg P, deg Q) = 4. 

Заметим, что максимальное число инвариант-

ных множеств, входящих в объединение L ин-

вариантных множеств (2.1), таких, что для лю-

бых двух множеств (2.1) из L выполнено усло-

вие (2.3), равно 4. 

Пусть система (1.1) имеет такое инвариантное 

множество и вырождена на бесконечности. Тогда 

по теореме 2.2 [1] у этой системы нет других инва-

риантных множеств (2.1) с условием (2.3). По тео-

реме 3.1 [1] число линейных частных интегралов 

такой системы (1.1) из A4 не более 9. 

Пусть система (1.1)  не имеет четырех инва-

риантных множеств (2.1), любые два из кото-

рых удовлетворяют условию (2.3), но имеет хо-

тя бы одно объединение инвариантных мно-

жеств (2.1), содержащих три множества (2.1), 
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любые два из которых удовлетворяют условию 

(2.3). Тогда, по лемме 4.1 [2], такое объедине-

ние одно. Согласно теоремам 4.1 [2] и 5.1 [2] 

число линейных частных интегралов системы 

(1.1) в этом случае не более 9.    

Пусть система (1.1) из A4 не имеет трех ин-

вариантных множеств (2.1), любые два из кото-

рых удовлетворяют условию (2.3), и допускает 

хотя бы одно объединение инвариантных мно-

жеств (2.1), содержащее два инвариантных 

множества (2.1), удовлетворяющих условию 

(2.3). Тогда, согласно теоремам 6.1 [2] и 7.1, 

число линейных частных интегралов системы 

(1.1) в этом случае не более 9.   

Если у системы (1.1) из A4 нет инвариантных 

множеств (2.1), удовлетворяющих условию 

(2.3), то, по теореме 8.1, у такой системы число 

линейных частных интегралов не более 9. Тео-

рема доказана. 
 

Работа поддержана грантом НК-13П-13. 
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