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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ОДНОГО УРАВНЕНИЯ  

С ОТКЛОНЯЮЩИМСЯ АРГУМЕНТОМ 

В работе получены условия разрешимости краевой задачи для уравнения с откло-
няющимся аргументом. Для получения условий разрешимости краевая задача записывается 
на соответствующем пространстве в виде одного квазилинейного операторного уравнения, к 
которому применяется теорема существования решения с условием на границе области. 
Краевая задача рассматривается в случае резонанса, т.е. когда линейный оператор из квази-
линейного операторного уравнения не обратим. Подобного рода краевая задача встречается 
при моделировании динамики основных производственных фондов в односекторной экономи-
ке. В качестве применения основной теоремы получены условия разрешимости для частного 
случая краевой задачи для уравнения с отклоняющимся аргументом с постоянными коэффи-
циентами. 
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BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR ONE EQUATION  

WITH A PERTURBED ARGUMENT 

In work conditions of solvability of a boundary value problem for equation with a perturbed 
argument are received. For receiving conditions of solvability the boundary value problem write down 
on the corresponding space in the form of one quasilinear operator equation to which the theorem of 
existence of the solution with a condition on area border is applied. The boundary value problem is 
considered in case of a resonance that is when the linear operator from the quasilinear operator 
equation isn't reversible. The boundary value problem of this sort meets when modeling dynamics of 
the fixed business assets in one-sector economy. As application of the main theorem, conditions of 
resolvability for a special case of a boundary value problem for the equation with perturbed argument 
with constant coefficients are received. 

Keywords: a boundary value problem, the equation with a perturbed argument, a reso-
nance, a quasilinear operator equation, the existence theorem. 
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Рассмотрим краевую задачу 

 
            
     

,

0 , 0; ,

   


  

x t p t x t q t x h t f t

x T k x t T   (1) 

где функция   1: 0;h T R  измерима и   0 x  при  0;T .  

Введем в рассмотрение пространства функций: пространство 

 0;pL T  – банахово пространство функций   1: 0; ,x T R  – измери-

мых по Лебегу и суммируемых в p -й степени; пространство 

 0;pD T  – банахово пространство абсолютно непрерывных функ-

ций   1: 0; x T R  таких, что  0; px L T  с нормой 

 0
P PD L

x x x   . 

Краевую задачу (1) будем рассматривать, предполагая, что 

функции        , , 0; pp t q t f t L T  и параметр k  положителен. Под 

решением краевой задачи (1) понимается такой элемент пространст-

ва  0;pD T , который почти всюду на  0; T  удовлетворяет уравне-

нию и для которого выполнено краевое условие задачи (1). 
Такая задача встречается в математических моделях экономи-

ческой динамики в односекторной экономике [1–4]. При этом  x t  

обозначает изменение по времени основных производственных фон-
дов, а краевое условие можно трактовать как задачу об k -кратном 

изменении фондов  x t  к конечному моменту времени .T  

Обозначим через X  и Y  пространства X   

      0; 0px D T x T k x      и  0;pY L T  соответственно. Для 

удобства запишем задачу (1) на пространстве X  в виде одного ква-
зилинейного операторного уравнения: 

 ,Lx Fx  (2) 

где операторы L , :F X Y  определены равенствами: 

          ,Lx t x t p t x t    

          .Fx t q t x h t f t    
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Отметим, что оператор L  является нетеровым оператором.  
Приведем вначале предварительные сведения и утверждения, 

которые понадобятся в последующем. 
Краевую задачу (1) будем рассматривать в случае, когда ли-

нейный оператор L  из операторного уравнения (2) не обратим, т.е. 
когда имеет место случай резонанса. В нашем случае резонанс опре-
деляется следующим значением параметра k  краевой задачи: 

 
 

0

d
T

p s s
k e


 .  

Ядро и образ линейного оператора L  обозначим через ker L  и 

 R L  соответственно. 

Лемма 1. Ядро оператора L  имеет вид 

  
 

0

d
ker , const

t

p s s
L x X x t с e c


 

 
     
 
 

.  

Доказательство данного утверждения очевидно. 
Лемма 2. Образ оператора L  имеет вид 

  
 

 0

d

0

d 0

s
T p

R L y Y e y s s
 

 
 

   
 
 

 .  

Доказательство. Рассмотрим на пространстве 

      0; 0pX x D T x T k x     уравнение 

           Lx t x t p t x t y t   .  

Для того чтобы решения этого уравнения принадлежали про-
странству ,X  достаточно показать, что выполняется равенство  

 

 
   0

d

0

d 0.

s
T p

e Lx s s
 

   
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Действительно,  

 

 
      0

d

0

d

s
T p

e x s p s x s s
 

      

 

 
 

 
   0 0

d d

0
0

d

s sT
Tp p

e x s e p s x s s
    

     

 

 
   

 
   0 0

d d

0

d 0 0 0.

s T
T p p

e p s x s s e k x x
    

       

Из нетеровости оператора L  следует, что пространства X  и Y  
представимы в виде прямой топологической суммы подпространств: 

 0 ker ,X X L    

   0 ,Y R L Y    

где подпространство   0 0 0X x X x   . 

Линейный оператор P , отображающий линейное пространство 

X  на его подпространство 1X , называется проектором, если 2P P  

и он оставляет элементы 1X  без изменения, т.е. 1 1Px x  для любого 

1 1x X . Оператор cP I P   также является проектором и называет-

ся дополнительным для P . 
Проектор :P X X  на ядро оператора L  определим следую-

щим образом: 

     
 

0

d
0

t

p s s
Px t x e


  .  

Обозначим проектор на образ оператора L  через :Q Y Y . 

Лемма 3. Дополнительный проектор :cQ Y Y  на образ опе-

ратора L  имеет вид 
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   
 

 
 

0 0

1
d d

0 0

d d

s s
T Tp p

cQ y t e y s s e s


    

  
  

 
 

  .  

Доказательство. Покажем, что оператор cQ  является проекто-

ром: 

      
  

 
0 0

1
d d

0 0

d d

s s
T Tp p

c c cQ Q y t e Q y s s e s


    

  
  

 
 

    

 

   
 

 
  0 0 0

2
d d d

0 0 0

d d d

s s s
T T Tp p p

ce s e y s s e s Q y t


      

   
  

 
 

   .  

Далее, если  y R L , то должны выполняться равенства 

Qy y  и 0cQ y  . Действительно,  

         
 

 
 

0 0

1
d d

0 0

d d ,

s s
T Tp p

cQy t I Q y t y t e y s s e s


    

  
     

 
 

    

так как  y R L , то с учетом Леммы 2 

     
 

 0

1

0

0 .

s
T p d

Qy t y t e ds y t


  

 
   

 
 

   

Оператор   0:K R L X  будем называть обобщенно обрат-

ным к оператору L , соответствующим проектору P  на ядро ker L , 
если он удовлетворяет равенствам [5, 6]:  

 ,LKy y    ,y R L    
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 0,PKy     ,y R L    

 ,KLx x Px   .x X    

Лемма 4. Обобщенно обратный оператор K , соответствующий 
проектору ,P  имеет вид 

   
 

 
0

t

s

t p d
Ky t e y s ds

  
    

и справедлива оценка нормы оператора 

 
1

2

1
P P P

q
L D L

a
K T p

a   ,   

где 
 

0
1

d
vrai sup

t

p
a e

 
 , 

 
0

2

d
vrai inf

t

p
a e

 
 , 

1 1
1

p q
  . 

Доказательство. Покажем, что оператор   Ky t   

 
 

d

0

d

t

s

t p
e y s s
  

   удовлетворяет условиям определения обобщен-

но обратного оператора. 
Для этого сначала проверим выполнение первого равенства 

LKy y ,  y R L  : 

 

 
   

 
   

d d

0 0

d d .
d

t t

s s

t tp pd
LKy e y s s p t e y s s y t

t

      
  

   
 
 

    

Выполнение второго равенства 0PKy  ,  y R L   следует из 

равенства 

 

 
 

   
0 0

d d d

0
0

d 0 0.

t t t

s

t p p s s p s s

t

PKy e y s s e e
    



 
   

     
 
 

   
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Проверим выполнение третьего равенства KLx x Px  , 
x X  : 

   
 

      
d

0

d

t

s

t p
Ky t e x s p s x s s

  
      

 

 
 

 
   

d d

0 0

d d

t t

s s

t tp p
e x t e p s x s s
      

      

 

 
 

 
      0

d d
0

t t

t

p p
e x t e x x t Px t
      

    .  

Найдем теперь оценку нормы оператора: 

 

 
 

d

0

d

t

s

P

P

t p

D

D

Ky e y s s
  

    

  
 

 

1

d

0 0

0 d d

s p p
T T p

p s e y s
  

             

       

  

1

1

20

d 1 .
P P

T pp q
L L

a
y s s T p y

a

           
   

Замечание. В нерезонансном случае, когда 
 

0

d
,

T

p s s
k e


  су-

ществует обратный оператор 1L , определенный равенством 
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   

 
 

 

   
 1 0

0

d

d d
0

d 0

d

d .

T

t ts

s
T

T p

tp p

p

e y s s

L y t e e y s s

k e



  

     

  



 
 





   

Если возможно подобрать непрерывный оператор 

0: kerT X L  такой, что выполняется условие 

    0F I T X R L  , то для решения вопроса о разрешимости 

уравнения (2), а следовательно, и задачи (1) можно воспользоваться 
теоремой существования с условием на границе области [7, 8]. 

Теорема 1. Пусть оператор L  – нетеров, K  – обобщенно об-
ратный к L  оператор и пусть существуют открытая ограниченная 
окрестность нуля X   и непрерывный оператор 0: kerT X L  

такие, что выполнены условия: 

1)     0F I T X R L  , 

2) из 1  01 X   ,    0,1 KF I T        

Тогда существует решение уравнения Lx Fx  в  . 
Докажем сначала существование непрерывного оператора 

0: kerT X L , удовлетворяющего первому условию: 

Лемма 5. Если  
0

d 0,
T

q s s   то существует непрерывный опе-

ратор 0: ker ,T X L  определяемый равенством 

   

 
       

 

d

0

0

d

,

d

t

s

T p

T

e q s x h s f s s

Tx t

q s s

  


 



  

такой что для любого фиксированного f Y  выполнено условие 

    0F I T X R L  . 
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Доказательство. Найдем оператор 0: kerT X L  из условия 

  0 0cQ F I T X  , откуда с учетом Леммы 3, получим: 

 

   
 

             
 

0

0

d

0

d

0

d

,

d

s

s

c

T p

T p

Q F I T x t

e q s x h s Tx h s f s s

e s

 

 

 


 








  

так как 0: kerT X L , то из леммы 1 следует, что 

    
 

0

d
t

p s s
Tx h t с e


  ( constc  ),  

    
 

       

 

 

 

0
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d

0 0

d d

0 0

d d

0.

d d

s

s s

T Tp

c

T Tp p

e q s x h s f s s c q s s

Q F I T x t

e s e s

 
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


   
 

 

 

  

Выражая c  из последнего равенства и с учетом 

  
 

0

d
t

p s s
Tx t с e


  , получим: 

   

 
       

 

d

0

0

d

.

d

t

s

T p

T

e q s x h s f s s

Tx t

q s s

  


 



  

Для применения теоремы 1 остается проверить выполнение 
второго условия. Это условие в нашем случае для пересечения 

 1 00RS X    (  0RS X  – открытый шар с центром в нуле и ра-

диусом R ) принимает вид: из 1 , 
PD R  ,  0;1  следует 



  41 

  
 

0

t

s

t p d
t e

  
      

     

 
       

 
 

d

0

0

d

d .

d

s

v

T p

T

e q v h v f v v

q s h s f s s

q v v

  
  

  
   

       
  
  

    




(3) 

Покажем, что существует шар  0RS , на котором выполняется 

условие 2. С учетом леммы 4 оценим норму правой части (3): 

              
P PP P

L DD L
KF I T K q t h t T h t f t          

              ,
P P PP P

L D LL L
K q t h t q t T h t f t

      
    

так как     , max 1;
P

q
Dh t T      и учитывая лемму 5, получим 

 
      

 

 
 

0

0

d

0

d

0

d

d

P P

s

t
P P P

P

L D

T p

L D LT
p

L

K

e q s h s f s s
q t

q f

q s s e



 

 

 

 
 

  
       

 
 
 
 





   

 

1

2

0 0

0

d d

.

d

P

P P P P P P

T T

D

L D L D L LT

a q s s f s s

K q q f

a q s s


 
   
 
     
 
 
 
 

 


 

Применяя неравенство Гельдера для второго слагаемого в 
скобках, получим 
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 
 

1

2

0

d

P P P

P P P P P P

q
L D L

L D L D L LT

a T q f
K q q f

a q s s


 
 

   
      
 
 
 
 


 

 

 
 

1

1 2

2

0

1 1
P

P P P P

q
Lq

L L D LT

a
T q

a a
T p q f

a
q s ds

 
 
         
  
 
 
 


,  

где 
 

0
1

d
vrai sup

t

p
a e

 
 , 

 
0

2

d
vrai inf

t

p
a e

 
 . 

Следовательно, если  

 

 
 

1

1 2

2

0

1 1

d

P

P P P P

q
Lq

L L D LT

a
T q

a a
T p q f

a
q s s

 
 
        
  
 
 
 


PD

 ,  

то для  0;1  справедливо неравенство (3). Из вышесказанного 

следует, что существует шар  0RS  с радиусом 

 

 

   

1 1

2 2

1 1

2 2

0

0 0

1 d

d 1 d

P P P

P P P

T
q q

L L L

T T
q q

L L L

a a
T p q s s T q f

a a
R

a a
q s s T p q s s T q q

a a

        
          



 
,  

на котором выполнено второе условие теоремы 1, если 

    1 1

2 20 0

d 1 d 0.
P P P

T T
q q

L L L
a a

q s s T p q s s T q q
a a

           
    
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Если данное неравенство разрешить относительно 
PLq , то 

оно примет вид 

 
2 0
0 0

0

2
,

PL
q

q q q
p

  
   

где 
1

0
2

1
P

q
L

a
p T p

a
  , 

 
0

0
1

2

d

2

T

q

q s s

q
a

T
a




. 

Таким образом, условия разрешимости задачи (1) примут вид: 
Теорема 2. Пусть 1 p    и выполнены условия: 

1)  
0

d 0;
T

q s s   

2) 2 0
0 0

0

2
;

PL
q

q q q
p

  


 

тогда существует решение краевой задачи (1) в шаре    0 0;R pS D T  

с радиусом 0 0

0 0

1

1 1 1
2 2

P P

P P

L L
L L

q q
R p f p q

q q


    
       
    

    
 (где 

1 1
1

p q
  ,  max 1;

q
T  , 

 
0

1

d
vrai sup

t

p
a e

 
 , 

 
0

2

d
vrai inf

t

p
a e

 
 , 

1
0

2

1
P

q
L

a
p T p

a
  , 

 
0

0
1

2

d

2

T

q

q s s

q
a

T
a




). 

В качестве примера рассмотрим следующую краевую задачу: 

 
        
     0 , 0; ,

x t x t x h t f t

x T k x t T

    


  



  (4) 
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где      2, 0, 0; 1x t D T T     . 

Вычислим константы, через которые записано условие разре-
шимости краевой задачи в теореме 2: 

  max 1; ,
q

T T    

 
0

1

d
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t

p
Ta vrai e e

 

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 
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d
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t

p
a e
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    

2
,Lp T   

1
0

2
2

1 1 ,
q T

L
a

p T p Te
a

     2
,Lq T     

 

 
0

0
1

2

d

22

T

T

q s s
T

q
a eT
a




 


.  

Условие разрешимости краевой задачи имеет вид 

 
2 0
0 0

2
0

0
0 0

2 2
.

2
1 1

L
q

q q q
p

p
p q

   
  

    

  

Подставим найденные значения констант в это условие  

 

   

2

2 2
1 1 1
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T
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T

T

e
T Te

T Te T






 
 

      
 

,  

откуда  

    
4 2

1 1
1 1

T

T T

e

Te T T Te



 

 
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   
 

.  

Разрешая данное неравенство относительно  , получим 
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   
1

1 1T TT Te e 
 

 
.  

Таким образом, если выполнено данное неравенство, то крае-

вая задача (4) разрешима для любой правой части    2 0;f t L T . 
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