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Введение

Индексы представительности парламента появились как один из

инструментов анализа избираемых методом пропорционального

представительства парламентов, который позволяет оценить степень

соответствия результата выборов с идеалом «один избиратель — один

голос». Здесь имеется в виду, что при формировании различного рода

представительных органов предпочтения всех избирателей должны по

возможности учитываться с равным весом, т.е. состав парламента дол%

жен как можно более точно отражать структуру предпочтений избира%

телей, в идеале стремясь к тому, чтобы доля мест в парламенте, полу%

ченных каждой партией (блоком, кандидатом), в точности совпала с

долей полученных ею голосов. 

Необходимость использования такого рода индексов обусловле%

на тем, что в общем случае достижение «идеального пропорциональ%

ного представительства» невозможно из%за целочисленности мест,

занимаемых в парламенте каждой из партий, а также различных за%

конодательных ограничений (таких как ограничение на минималь%

ный процент набранных голосов избирателей, на количество партий

в парламенте и т.п.), специфических для выборов разного уровня в

различных странах. 

Практически все индексы представительности основаны на

сравнении числа голосов, отданных избирателями за различные

партии, и мест в парламенте, полученных этими партиями. К насто%

ящему моменту изобретено множество индексов представительнос%

ти, наиболее известными из которых являются индексы Рэ [10],

Галлахера [6], Лузмора — Хэнби [9], д’Ондта [7] и др. (см. также [1,

8]). Идеями для создания многих из них послужили различные по%

нятия, критерии и методы из разных областей математики, такие

как, например, арифметическое среднее (индекс Рэ) или метод на%

именьших квадратов (Галлахера). В настоящей работе вводятся и

исследуются два новых индекса представительности парламента,

основанные на критериях согласия Колмогорова и Пирсона из ма%

тематической статистики.
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Критерий согласия Пирсона изначально вводится для дискрет%

ных функций распределения. Пусть множество действительных чи%

сел � разбито на конечное число непересекающихся подмножеств

D1, ..., Dl; пусть P — вероятность, соответствующая заданной функ%

ции распределения F(t). Обозначим Pi = P (Di), Очевидно, вы%

полнено соотношение

Теперь рассмотрим независимую выборку x = (x1, ..., xn) и определим 

Статистика Пирсона вводится как мера совпадения эмпиричес%

ких частот ni / n и теоретических вероятностей Pi. Как показал Пир%

сон, статистика будет обладать рядом положительных свойств, если

ввести ее следующим образом:

Индексы представительности, 
основанные на критериях согласия

Вернемся к индексам представительности. Рассмотрим выборы в

парламент, состоящий из n мест, за которые борются l партий. Для

упрощения дальнейших обозначений присвоим каждой партии по%

рядковый номер от 1 до l в соответствии с количеством набранных

ею голосов, упорядочив их значения по убыванию (т.е. партию, наб%

равшую наибольшее количество голосов, условно назовем первой,

следующую — второй и т.д.). Пусть — доля голосов избирателей, а

— число мест, полученных партией i Очевидно, что

Обозначим долю мест партии i через 
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Критерии согласия Колмогорова и Пирсона

Статистические критерии согласия применяются в так называемой

задаче проверки согласия, суть которой заключается в следующем: по

выборке Gn (размера n) из совокупности с некоторой генеральной

функцией распределения G требуется проверить гипотезу H о совпа%

дении этой функции с заданной функцией распределения F: 

Очевидно, что в зависимости от размера выборки n, полученная

по этой выборке эмпирическая функция распределения Gn будет в

той или иной степени отличаться от G. Чтобы контролировать это

различие, необходимо подобрать хорошую меру расхождения между

экспериментальными данными и теоретическим распределением.

Критерии согласия задаются с помощью статистик, каким%либо об%

разом измеряющих «расстояние» между эмпирической и гипотети%

ческой теоретической функциями распределения: 

Статистики подбираются таким образом, что значение S стремит%

ся к нулю с ростом выборки, если гипотеза H верна:

при 

и, соответственно, не стремится к нулю, если гипотеза H не верна.

В настоящей статье рассматриваются критерии Колмогорова и

Пирсона [5]. Критерий согласия Колмогорова широко применяется

для непрерывных функций распределения, однако, он может исполь%

зоваться и для дискретного случая. Статистика Колмогорова задается

следующим образом:

( ) .nG t−sup ( )
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n F t −КS =
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Тем не менее, можно показать, что при

Обозначим через «точное» число мест, которое должна была бы

получить партия i, если бы места в парламенте можно было делить на

дробные части:

Тогда 

Большинство используемых в настоящее время процедур распре%

деления мест в парламенте устроено так, чтобы разница между «точ%

ным» и полученным числом мест для каждой партии не могла состав%

лять более одного целого места

таким образом, 

при

Покажем, что в этом случае значения индексов и также

стремятся к нулю с ростом размера парламента n:

при

при

Чтобы проиллюстрировать данное свойство, рассчитаем значе%

ния вышеупомянутых индексов для разных размеров парламента при

некотором заданном распределении голосов Следует заме%

тить, что избирательные системы пропорционального представи%

тельства в чистом виде встречаются крайне редко, так как снятие всех

ограничений при достаточно большом размере парламента неизбеж%

но приведет к появлению огромного числа мелких партий. Поэтому,

как правило, процедура парламентских выборов состоит из двух эта%

пов: на первом этапе определяются партии, выигравшие выборы, ко%

торые получают право быть представленными в парламенте, а уже за%

тем места распределяются между победившими партиями пропорци%

онально количеству набранных ими голосов. 
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Теперь заметим, что формирование парламента методом про%

порционального представительства можно в некоторой степени

интерпретировать в статистических терминах. Так, результаты го%

лосования избирателей можно рассматривать как исходную дис%

кретную функцию распределения, в которой в роли непересекаю%

щихся подмножеств D1, ..., Dl выступают политические партии, а

вероятности Pi отнесения объекта к подмножеству Di (вероятность

того, что взятый наугад избиратель проголосовал за партию i), оче%

видно, соответствуют долям полученных партиями голосов Тог%

да сформированный методом пропорционального представитель%

ства парламент можно интерпретировать как независимую выбор%

ку размера n, в которой число объектов, принадлежащих к какому%

либо классу i, соответствует количеству мест, полученных данной

партией ni. 

Таким образом, статистики Колмогорова и Пирсона, задающие

соответствующие критерии согласия, можно рассматривать как ин%

дексы представительности, измеряющие различие между результатом

голосования (исходной дискретной функцией распределения) и ре%

зультатом процедуры распределения мест в парламенте (эмпиричес%

кой функцией распределения):

Свойства индексов представительности 
Колмогорова и Пирсона при отсутствии 

законодательных ограничений

Вначале рассмотрим случай, когда избирательный «порог» и другие

законодательные ограничения отсутствуют, т.е. когда расхождения

между долями голосов и мест в парламенте полученными каж%

дой из партий i, возникают лишь из%за того, что размер парламента n

уступает числу голосующих избирателей. Интуитивно понятно, что

чем больше размер парламента, тем меньше должна быть величина

подобных искажений, хотя в общем случае это не так (например, если

из 100 избирателей за партии A и B проголосовали по 50, то при лю%

бом четном n имеем а при нечетном, напротив,0,B Bv r− =A Av r− =

,i iv r−
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вовавших в выборах l. Соответственно, партии k + 1, ..., l выборы

проигрывают, и проголосовавшие за них избиратели не получают

своих представителей в парламенте. 

Обозначим долю таких избирателей от общего числа через g :

Очевидно, что Значение соответствует случаю, когда

все партии получают хотя бы по одному месту в парламенте, который

был рассмотрен выше. Максимальное значение соответствует си%

туации, когда ни одна из партий не получает мест в парламенте; такое

возможно, например, если выборы признаются несостоявшимися.

Заметим, что в законодательстве различных стран, как правило,

существуют ограничения, не позволяющие величине g принимать

значения, близкие к 1. Так, например, по закону о выборах депутатов

ГД РФ, выборы не могут быть признаны состоявшимися, если прео%

долевшие избирательный барьер партии набирают в сумме менее чем

(или ровно) 50% голосов от общего числа принявших участие в голо%

совании избирателей. Соответственно, для состоявшихся выборов в

1g =

0g =[0, 1].g Œ

1

.
l

i
i k

vg
= +

= Â
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В качестве примера воспользуемся результатами голосования в

Государственную Думу РФ в 2003 г. [11]. Как известно, при проведе%

нии данных выборов действовало ограничение в виде избирательно%

го порога в 5% голосов, поэтому мы рассмотрим уже финальный этап

распределения мест между преодолевшими этот барьер партиями.

В табл. 1 показано, как были распределены голоса избирателей меж%

ду победившими партиями.

Теперь приведем для данного распределения голосов расчеты ин%

дексов Колмогорова и Пирсона (см. табл. 2). Для всех значений размера

парламента n число голосов, которое должна получить каждая из партий,

вычисляется методом квоты Хара (подробное описание метода см. в [1]),

применяемом при формировании Государственной Думы РФ, в соответ%

ствии с законом о выборах депутатов Государственной Думы РФ [4].

Свойства индексов представительности 
Колмогорова и Пирсона при существенных 

законодательных ограничениях

В этом разделе мы рассмотрим более реальный случай, когда при фор%

мировании парламента принимаются в расчет различные законода%

тельные ограничения, которые являются существенными, т.е. их нали%

чие влияет на распределение мест в парламенте, сокращая число побе%

дивших партий. 

Пусть места в парламенте получили партии 1, ..., k, k < l, набрав%

шие наибольшее количество голосов из общего числа партий, участ%

iv
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Таблица 2.  Результаты расчетов индексов Колмогорова и Пирсона для выборов в Госдуму РФ 

2003 г. (финальный этап – распределение мест между победившими партиями)

Размер парламента n Индекс Колмогорова  I K Индекс Пирсона  I P  

1 0,4683 0,8807

2 0,4546 1,7412

3 0,2807 1,3748

4 0,2553 0,8235

5 0,2855 0,7395

10 0,1199 0,1935

20 0,1238 0,2023

50 0,0585 0,0315

100 0,0232 0,0087

225 0,0313 0,0104

500 0,0116 0,0013

1000 0,0164 0,0025

2000 0,0124 0,0009

5000 0,0061 0,0007

10000 0,0028 0,0001

Таблица 1. Результаты выборов в ГД РФ 2003 г. (партии, прошедшие в парламент)

% набранных голосов от общего числа 
избирателей

% набранных голосов от числа изби-
рателей выигравших партий 

Единая Россия 35,57 51,81

КПРФ 12,61 18,37

ЛДПР 11,45 16,68

Родина 9,02 13,14

И т о г о 68,65 100



Проведем аналогичные преобразования для индекса Пирсона:

Подставим в первый член суммы выражение для значения 

Тогда

Таким образом, получаем выражение для индекса Пирсона при

заданных предположениях:

Итак, мы получили формулы для приближенного вычисления ин%

дексов Колмогорова и Пирсона при существенных законодательных

ограничениях, которые позволяют анализировать свойства этих вели%

чин в данном случае. 

Как и в предыдущем разделе, исследуем поведение индексов при

Очевидно, что на этот раз значения будут расти с ростом

n, стремясь к бесконечности при любом ненулевом g :

и при  

обращаясь в нуль лишь при условии что соответствует случаю

«чистого пропорционального представительства»: 

и при  

Такая ситуация возможна лишь, когда активные законодательные

ограничения отсутствуют, т.е. все партии выигрывают выборы и допус%

каются к распределению мест, или же существуют проигравшие партии,

не получившие ни одного голоса. Данный случай был рассмотрен выше.
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парламент РФ g может принимать значения строго из полуинтервала

Теперь рассмотрим величину искажения Предположим, что

число распределяемых мест достаточно велико, так что искажение, воз%

никающее вследствие целочисленности парламентских мест (рассмот%

ренное в предыдущем разделе), незначительно по сравнению с возника%

ющим из%за отсутствия представительства в парламенте части партий, и

им можно пренебречь. 

В этом случае каждая из партий, прошедших в парламент, полу%

чает приблизительно следующую долю голосов:

и, соответственно, для проигравших партий:

Исследуем, как ведут себя значения индексов Колмогорова и

Пирсона в данном случае. Начнем с индекса Колмогорова. Очевид%

но, всегда выполняется следующее соотношение:

Так как в наших предположениях искажением, связанным с це%

лочисленностью парламентских мест, можно пренебречь, подставим

вместо его приближенное значение, вычисленное выше. 

Имеем:

Таким образом, значение индекса Колмогорова в данном случае

будет определяться следующим образом:

Как видим, величина индекса может вычисляться двумя различ%

ными способами в зависимости от соотношения набранных партия%

ми голосов избирателей. 
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Табл. 4 приведены результаты расчетов индексов для соответствую%

щих выборов. Исходные данные при расчетах были введены в соот%

ветствии с [2—3, 11—12]. 

Как видим, из четырех избранных за всю историю российских

парламентов наиболее удовлетворял предпочтениям избирателей са%

мый первый, созыва 1993 года, а самым «непропорциональным», на%

иболее искажающим предпочтения избирателей — второй, избран%

ный в 1995 г. Заметим, что значения индексов для действующего,

последнего созыва парламента достаточно велики и значительно

превосходят результаты 1993 и 1999 гг., что говорит о его относитель%

но более низкой «представительности». Для сравнения добавим, что

максимально возможные теоретические значения индексов Колмо%

горова и Пирсона, при которых выборы в Госдуму РФ могут быть

признаны состоявшимися (согласно [4]) — 7.5 и 225, соответственно.

Проиллюстрируем поведение индексов при Для нагляд%

ности сделаем это на том же наборе используя результаты выборов

в Госдуму РФ 2003 г. (на этот раз рассматривая выборы целиком, а не

только финальный этап). Результаты расчетов приведены в Табл. 3.

Как видим, при достаточно больших n значения индексов Колмо%

горова и Пирсона растут пропорционально и n, соответственно.

Таким образом, очевидно, что данные индексы действительно можно

использовать как критерии для оценки «пропорциональности» про%

цедуры распределения мест в парламенте — они принимают значе%

ния, близкие к нулю, когда искажений предпочтений избирателей

почти нет, и растут по мере их накопления.

Заметим, что абсолютные величины индексов Колмогорова и

Пирсона не несут значительной смысловой нагрузки, однако их

сравнение для разных парламентских выборов позволяет оценить от%

носительную «представительность» различных парламентов, степень

их соответствия политическим предпочтениям избирателей.

Покажем, как менялись значения рассматриваемых индексов для

различных депутатских составов Госдумы РФ с 1993 по 2003 гг. В

n

,iv

.nÆ •
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Таблица 4.   Значения индексов Колмогорова и Пирсона для выборов 

в Госдуму РФ 1993 – 2003 г.

1993 1995 1999 2003

Индекс Колмогорова  I K 0,61 3,26 0,82 2,37

Индекс Пирсона I P 24,0 210,0 39,7 93,9

Таблица 3.  Результаты расчетов индексов Колмогорова и Пирсона для выборов 

в Госдуму РФ 2003 г. 

Размер парламента n Индекс Колмогорова  I K Индекс Пирсона  I P  

1 0,62 1,67

2 0,53 3,30

3 0,50 3,20

4 0,27 2,85

5 0,50 3,13

10 0,39 4,45

20 0,78 8,63

50 1,17 20,90

100 1,55 41,73

225 2,37 93,88

500 3,51 208,59

1000 4,96 417,17

2000 7,01 834,34

5000 11,07 2085,85

10000 15,65 4171,69
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