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© 2003 ã. Í. Ê. ÕÀ×ÀÒ�ßÍ(Öåíòðàëüíûé ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò, Ìîñêâà)Î �ÅØÅÍÈßÕ ÒÈÏÀ ÁÅ�ÓÙÅÉ ÂÎËÍÛÂ ÎÄÍÎÉ Ò�ÀÍÑÏÎ�ÒÍÎÉ ÌÎÄÅËÈÎïèñàíà ìîäåëü æåëåçíîäîðîæíûõ ãðóçîïåðåâîçîê íà áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ ñáîëüøèì ÷èñëîì ïðîìåæóòî÷íûõ ñòàíöèé è çàäàííîé ñèñòåìîé êîíòðîëÿ.1. ÂâåäåíèåÖåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè � èçó÷åíèå ïðîöåññà ãðóçîâûõ ïåðåâîçîê, îñóùåñòâëÿ-åìûõ æåëåçíîäîðîæíûì òðàíñïîðòîì, íà áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ ñ áîëüøèì ÷èñëîìïðîìåæóòî÷íûõ ñòàíöèé. Ñóùåñòâóþùèå ðàáîòû íà ýòó òåìó â îñíîâíîì áûëè ïî-ñâÿùåíû ïðîáëåìàì ïëàíèðîâàíèÿ òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ [1, 2℄. Â [3℄ íà÷àòî èññëå-äîâàíèå ìîäåëè ãðóçîïåðåâîçîê ñ çàäàííîé ñèñòåìîé êîíòðîëÿ, ïðåäëîæåííîé â [4℄.Â ðàìêàõ òàêîé ìîäåëè ïîëó÷åí îòâåò íà ñëåäóþùèé âàæíûé âîïðîñ: ìîæíî ëèîðãàíèçîâàòü ãðóçîïîòîê 
 çàäàííîé ñèñòåìîé êîíòðîëÿ è êàêèìè ïðè ýòîì áóäóòçíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû êîíòðîëÿ? Äðóãîé íå ìåíåå âàæíûé âîïðîñ, íàêîòîðûé òàêæå äàí îòâåò, ñëåäóþùèé: ñóùåñòâóþò ëè ñòàáèëèçèðóþùèåñÿ (ñòàöèî-íàðíûå) ðåæèìû ïåðåâîçîê è êàêîâà èõ óñòîé÷èâîñòü?2. Îïèñàíèå ìîäåëè�àññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü òðàíñíàöèîíàëüíûõ òðàíñïîðòíûõ ïåðåâîçîê. Èìååòñÿïðîòÿæåííûé ó÷àñòîê ïóòè ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ïðîìåæóòî÷íûõ ñòàíöèé, ÷åðåçêîòîðûå ïðîõîäèò ãðóçîïîòîê. Äâèæåíèå ïîåçäîâ ïðîèñõîäèò â îäíîì íàïðàâëåíèè.Âñëåäñòâèå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ñòàíöèé áóäåì ïðåäïîëàãàòü (èäåàëüíàÿ ìî-äåëü), ÷òî ìíîæåñòâî ïðîìåæóòî÷íûõ ñòàíöèé ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì (ñ÷åòíûì).�àáîòà âñåõ ñòàíöèé ñîñòîèò èç ïðèåìà è îòïðàâêè ãðóçîâ. Ïðèåì è îòïðàâêà ãðó-çîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì äâóõ òåõíîëîãèé. �àññìîòðèì ýòè òåõíîëîãèè.Ïåðâàÿ òåõíîëîãèÿ ñâÿçàíà ñ ïðèåìîì è îòïðàâêîé ãðóçîâ ñ îñíîâíûõ ïóòåé.Îáîçíà÷èì ÷åðåç xn(t) îáúåì ãðóçîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà ñòàíöèè ñ íîìåðîì n â ìîìåíòâðåìåíè t. Äëÿ êàæäîé ñòàíöèè ñ íîìåðîì n ñóùåñòâóþò ïðàâèëà âçàèìîäåéñòâèÿñ ïðåäûäóùåé, (n − 1)-é, è ïîñëåäóþùåé, (n + 1)-é, ñòàíöèÿìè. Ñîãëàñíî ïðàâèëóâçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïðåäûäóùåé ñòàíöèåé, ïðîèçâîëüíàÿ ñòàíöèÿ ñ íîìåðîì n îáÿçàíàïðèíèìàòü ãðóç ñ (n − 1)-é ñòàíöèè ñ èíòåíñèâíîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé ðàçíîñòèîáúåìîâ ãðóçîâ (n− 1)-é è n-é ñòàíöèé è ðàâíîé α(xn−1 −xn), åñëè îáúåì ãðóçîâ íà137



n-é ñòàíöèè ìåíüøå îáúåìà ãðóçîâ íà (n−1)-é ñòàíöèè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñòàíöèÿñ íîìåðîì n îòïðàâëÿåò ãðóç íà (n+1)-þ ñòàíöèþ ñ èíòåíñèâíîñòüþ −α(xn−1−xn).Ñîãëàñíî ïðàâèëó âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîñëåäóþùåé ñòàíöèåé, ïðîèçâîëüíàÿ ñòàíöèÿ ñíîìåðîì n îáÿçàíà îòïðàâëÿòü ãðóç íà (n+1)�þ ñòàíöèþ ñ èíòåíñèâíîñòüþ, ïðîïîð-öèîíàëüíîé ðàçíîñòè îáúåìîâ ãðóçîâ n-é è (n + 1)-é ñòàíöèé è ðàâíîé β(xn − xn+1),åñëè îáúåì ãðóçîâ íà n-é ñòàíöèè áîëüøå îáúåìà ãðóçîâ íà (n + 1)-é ñòàíöèè. Âïðîòèâíîì ñëó÷àå ñòàíöèÿ ñ íîìåðîì n ïðèíèìàåò ãðóç ñ (n− 1)-é ñòàíöèè ñ èíòåí-ñèâíîñòüþ −β(xn − xn+1). Íîðìàòèâû α è β çàäàþòñÿ ïðàâèëàìè âçàèìîäåéñòâèÿ ñïðåäûäóùåé è ïîñëåäóþùåé ñòàíöèÿìè.Âòîðàÿ òåõíîëîãèÿ ñâÿçàíà ñ ïðèåìîì è îòïðàâêîé ãðóçîâ ñ òóïèêîâûõ ïóòåé.Äàííàÿ òåõíîëîãèÿ � çíà÷èòåëüíî áîëåå äîðîãîñòîÿùà. Ïðè íåáîëüøèõ îáúåìàõ ãðó-çîâ íà ñòàíöèÿõ èñïîëüçîâàíèå äàííîé òåõíîëîãèè � íåý��åêòèâíî, è ïîýòîìó â ýòîìñëó÷àå îíà íå èñïîëüçóåòñÿ. Êàæäàÿ ñòàíöèÿ äîïîëíèòåëüíî ïðèíèìàåò è îòïðàâëÿ-åò ãðóçîïîòîê íåçàâèñèìî îò ïåðâîé òåõíîëîãèè ñ íåêîé èíòåíñèâíîñòüþ. Ñîãëàñíîäàííîé òåõíîëîãèè ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìà ãðóçîâ íà ñòàíöèÿõ èíòåíñèâíîñòü ïðèåìàïî ýòîé òåõíîëîãèè äîëæíà âîçðàñòàòü è â òî÷êå xopt ñòàòü ìàêñèìàëüíîé. Äàëåå,ïðè óâåëè÷åíèè îáúåìà ãðóçîâ, èíòåíñèâíîñòü ïðèåìà ïî ýòîé òåõíîëîãèè äîëæíàóáûâàòü è â òî÷êå ∆ ñòàòü íóëåâîé, ïîñëå ÷åãî äîëæíà îñóùåñòâëÿòüñÿ òîëüêî ëèøüîòïðàâêà ãðóçîâ. Ôóíêöèþ, îïèñûâàþùóþ ýòó èíòåíñèâíîñòü, îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ.Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ ϕ íà èíòåðâàëå (0, xopt) ÿâëÿåòñÿ âîçðàñ-òàþùåé, â òî÷êå xopt ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå. Íà ïîëóïðÿìîé (xopt, +∞)�óíêöèÿ ϕ óáûâàþùàÿ. Â òî÷êàõ 0 è ∆ �óíêöèÿ ϕ ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå, èñîîòâåòñòâåííî äëÿ çíà÷åíèé àðãóìåíòà, áîëüøèõ ∆, �óíêöèÿ ϕ áóäåò îòðèöàòåëü-íîé. Íà ïîëóïðÿìîé (−∞, 0) �óíêöèþ ϕ îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: ϕ ≡ 0.Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì ðàáîòû ïåðâîé è âòîðîé òåõíîëîãèé ïðèåì è îòïðàâêàãðóçîâ äëÿ n-é ñòàíöèè áóäåò îïèñûâàòüñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì:
ẋn(t) = α(xn−1 − xn) − β(xn − xn+1) + ϕ(xn), n ∈ Z, t ∈ R+ = [0, +∞).(2.1)Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (2.1) â ñëåäóþùåì âèäå:
ẋn(t) = αxn−1 − (α + β)xn + βxn+1 + ϕ(xn), n ∈ Z, t ∈ R+.(2.2)Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî �óíêöèÿ ϕ � äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà, ñ ðàâíîìåð-íî îãðàíè÷åííûìè ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíûìè. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêàÿ �óíêöèÿ èåå ïðîèçâîäíàÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ íåêîòîðûìè êîíñòàíòàìè L è L.Äëÿ ãðóçîïåðåâîçîê íåîáõîäèìî èìåòü äåéñòâóþùóþ ñèñòåìó êîíòðîëÿ. Â êà-÷åñòâå íàáëþäàåìîé õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû êîíòðîëÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíîñëåäóþùåå áàëàíñîâîå ñîîòíîøåíèå: ðàâåíñòâî îáúåìîâ ãðóçîïîòîêîâ íà ñîñåäíèõñòàíöèÿõ ñ îïðåäåëåííîé (åäèíîé äëÿ âñåõ ñòàíöèé) ðàçíèöåé âî âðåìåíè. Ôîð-ìàëüíî, òàêîå óñëîâèå ìîæíî îïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå: ñóùåñòâóåò ÷èñëî τ > 0,íå çàâèñÿùåå îò t è n, òàêîå ÷òî ïðè âñåõ n ∈ Z è t ∈ R+ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî:
xn(t) = xn+1(t + τ).(2.3)�åøåíèÿ ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.2), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-âèþ (2.3), íàçûâàþòñÿ ðåøåíèÿìè òèïà áåãóùåé âîëíû. Êîíñòàíòà τ õàðàêòåðèçó-åò ïåðèîäû ñðàâíèâàåìûõ(êîíòðîëüíûõ) çàìåðîâ îáúåìîâ ãðóçîïîòîêà íà ñîñåäíèõñòàíöèÿõ. Åå ìû áóäåì íàçûâàòü ïåðèîäîì áåãóùåé âîëíû. Îêîí÷àòåëüíî íàøà ìî-äåëü â âèäå ñèñòåìû ãðóçîïåðåâîçîê è èõ êîíòðîëÿ îïèñûâàåòñÿ ñ÷åòíîé ñèñòåìîéäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è óñëîâèåì, çàäàþùèì áåãóùóþ âîëíó:
ẋn(t) = αxn−1 − (α + β)xn + βxn+1 + ϕ(xn), n ∈ Z, t ∈ R+,(2.4)
xn(t) = xn+1(t + τ), n ∈ Z, t ∈ R+.(2.5)138



Äëÿ ñèñòåìû (2.4)�(2.5) íåîáõîäèìî èçó÷èòü ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ èçìåíåíèé ïà-ðàìåòðà τ (õàðàêòåðèñòèêà ñèñòåìû êîíòðîëÿ), ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå(ñóùåñòâóåò ãðóçîïîòîê ñ çàäàííîé ñèñòåìîé êîíòðîëÿ).Íàáîð àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé {xn(·)}n∈Z , îïðåäåëåííûõ íà R+, íà-çûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.4), åñëè ïðè ëþáûõ
n ∈ Z è ïî÷òè âñåõ t ∈ R+ �óíêöèè {xn(·)}n∈Z óäîâëåòâîðÿþò ýòîé ñèñòåìå.Ñèñòåìà (2.4)�(2.5) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.4) ñ îä-íîïàðàìåòðè÷åñêèìè (ïàðàìåòð τ ) íåëîêàëüíûìè ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè (2.5).Ñ ïîìîùüþ ïðîñòîé çàìåíû âðåìåíè t → τt ñèñòåìó (2.4)�(2.5) ìîæíî ïðåîáðàçî-âàòü â ñëåäóþùóþ îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ (ïàðàìåòð τ ) ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé ñ íåëîêàëüíûìè ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè:

ẏn(t) = τ−1[αyn−1 − (α + β)yn + βyn+1 + ϕ(yn)], n ∈ Z, t ∈ R+,(2.6)
yn(t) = yn+1(t + 1), n ∈ Z, t ∈ R+.(2.7)�åøåíèÿ ñèñòåì (2.4)�(2.5) è (2.6)�(2.7) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì: yn(t) = xn(τt),

n ∈ Z. Ïîëó÷åííóþ îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèéñ íåëîêàëüíûìè ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè ñâåäåì ê îäíîïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåé-ñòâó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì. Äëÿ ýòîãî ðàñ-ñìîòðèì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì:
ẏ(t) = τ−1[αy(t + 1) − (α + β)y(t) + βy(t − 1) + ϕ(y(t))], t ∈ R.(2.8)Àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ y(t), îïðåäåëåííàÿ íà R, íàçûâàåòñÿ ðåøåíè-åì óðàâíåíèÿ (2.8), åñëè ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ R �óíêöèÿ y(t) óäîâëåòâîðÿåò ýòîìóóðàâíåíèþ.Ëåììà 2.1. Âñÿêîìó ðåøåíèþ {yn(·)}n∈Z ñèñòåìû (2.6)�(2.7) ñîîòâåòñòâóåòðåøåíèå y(t) óðàâíåíèÿ (2.8) è íàîáîðîò. Òàêèå ðåøåíèÿ ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñî-îòíîøåíèåì yn(t) = y(t − n) äëÿ ëþáûõ n ∈ Z, t ∈ R+.3. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ òèïà áåãóùåé âîëíûÏóñòü çàäàíû íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t è íîìåð ñòàíöèè n. Íàñ èíòåðå-ñóåò ñëåäóþùèé âîïðîñ: ìîæíî ëè ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì îáúåìå ãðóçîïîòîêà

xn(t) = a, a > 0 îðãàíèçîâàòü êîíòðîëèðóåìûé ãðóçîïîòîê? Êàêèìè ïðè ýòîì ìî-ãóò áûòü ðåæèìû êîíòðîëÿ ãðóçîïîòîêîâ, ò.å. çíà÷åíèÿ ïåðèîäîâ çàìåðîâ τ îáúåìîâãðóçîïîòîêà? Âîïðîñ îá îðãàíèçàöèè òàêîãî ãðóçîïîòîêà èìååò ñëåäóþùóþ ìàòåìà-òè÷åñêóþ òðàêòîâêó. Ñóùåñòâóþò ëè äëÿ ñèñòåìû





ẋn(t) = αxn−1 − (α + β)xn + βxn+1 + ϕ(xn), n ∈ Z, t ∈ R+,

xn(t) = xn+1(t + τ), n ∈ Z, t ∈ R+,

xn(t) = a, a > 0, n ∈ Z

(3.1)ñ çàäàííûì τ > 0 ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ? Èç ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�àñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà (3.1) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé íà÷àëüíîé çàäà÷å:
ẏ(t) = τ−1[αy(t + 1) − (α + β)y(t) + βy(t − 1) + ϕ(y(t))], t ∈ R,(3.2)
y(r) = a, a > 0, r =

(
t

τ
− n

)
.(3.3)Â ýòîì ðàçäåëå ìû ñ�îðìóëèðóåì è äîêàæåì òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåí-íîñòè ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (3.2)�(3.3), à ñëåäîâàòåëüíî, è ñèñòåìû (3.1). 139



Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äè��åðåíöè-àëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì èç [5℄. Òàì ðàññìàòðèâàåòñÿ äè�-�åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì
ẏ(t) = g(y(t + n1), y(t + n2), . . . , y(t + ns)), t ∈ R(3.4)è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
y(r) = y, r ∈ R, y ∈ Rn.(3.5)Ïðàâàÿ ÷àñòü äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.4) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöàñ êîíñòàíòîé M .Äëÿ ëþáîãî µ ∈ (0, 1) îïðåäåëÿåòñÿ áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé

Ln
µC(k)(R) =

{
y(·) ∈ C(k)(R, Rn), max

0≤r≤k
sup
t∈R

∥∥∥y(r)(t)e−δ|t|
∥∥∥

Rn
< +∞

}
, µ = e−δñ íîðìîé

‖y(·)‖(k)
µ = max

0≤r≤k
sup
t∈R

∥∥∥y(r)(t)e−δ|t|
∥∥∥

Rn
.Òå î ð åì à 3.1 ([5℄). Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî µ ∈ (0, 1) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

M

s∑

j=1

µ−|nj | < lnµ−1,(3.6)òî äëÿ ëþáûõ y ∈ Rn, r ∈ R ñóùåñòâóåò ðåøåíèå y(·) ∈ Ln
µC(0)(R, Rn) íà÷àëüíîéçàäà÷è (3.4)�(3.5). Òàêîå ðåøåíèå � åäèíñòâåííî.Âåðíåìñÿ ê íà÷àëüíîé çàäà÷å (3.2)�(3.3) è ïðèìåíèì ê íåé òåîðåìó 3.1. Äëÿ ýòîãîïîëîæèì

M(τ) = τ−1 max[(α + β), L].Óñëîâèå (3.6) èç òåîðåìû 3.1 â ïðèìåíåíèè ê óðàâíåíèþ (3.2) áóäåò èìåòü âèä:
M(τ)[1 + 2µ−1] < lnµ−1, µ ∈ (0, 1).(3.7)Îïðåäåëèì �óíêöèè
g(τ, µ) = M(τ)[1 + 2µ−1] − lnµ−1, g1(τ, µ) = M(τ)[1 + 2µ−1],

g2(µ) = lnµ−1, τ ∈ (0, +∞), µ ∈ (0, 1).Íàñ èíòåðåñóþò ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà g(τ, µ) < 0, ÷òî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó
g1(τ, µ) < g2(µ). Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ðåøàåì äëÿ êàæäîãî �èêñèðîâàííîãî τ > 0.Èç îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè M(τ) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò τ > 0 òàêîå, ÷òî íà èíòåð-âàëå (0, τ) íåðàâåíñòâî g1(τ, µ) < g2(µ) íå èìååò ðåøåíèÿ. Ïðè τ = τ óðàâíåíèå
g1(τ , µ) = g2(µ) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (τ , µ). Î÷åâèäíî, ÷òî äàííîå ðåøåíèåóäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå

{
g′µ(τ , µ) = 0,

g(τ, µ) = 0.
(3.8)140



Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ìû ïîëó÷àåì, ÷òî µ = 2M(τ). Ïîäñòàâèâ äàííîå çíà÷åíèå âîâòîðîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî M(τ):
1 + M(τ) = ln(2M(τ ))−1.(3.9)Óðàâíåíèå (3.9) îòíîñèòåëüíî M(τ ) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå M . Òîãäà τ íàõî-äèòñÿ èç óðàâíåíèÿ M(τ ) = M . Ïðè êàæäîì τ ∈ (τ , +∞) óðàâíåíèå g1(τ, µ) = g2(µ)èìååò äâà ðåøåíèÿ (τ, µ1), (τ, µ2) è ïðè ýòîì äëÿ ëþáûõ τ ∈ (τ , +∞), µ ∈ (µ1, µ2)ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî g1(τ, µ) < g2(µ). Òàê êàê µ1 è µ2 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-þòñÿ çíà÷åíèåì τ ∈ (τ , +∞), òî ýòè çàâèñèìîñòè îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî â âèäå�óíêöèé µ1(τ) è µ2(τ).Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî τ ∈ (τ , +∞) íà èíòåðâàëå (µ1(τ), µ2(τ)) âûïîëíÿåòñÿóñëîâèå (3.6). Ôóíêöèÿ µ1(τ) ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ, ïðè÷åì, µ1(τ) → 0 ïðè τ →

→ ∞. Ôóíêöèÿ µ2(τ) ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ è µ2(τ) → 1 ïðè τ → ∞. Äëÿ τâûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå µ = µ1(τ ) = µ2(τ ), à íåðàâåíñòâî (3.6) ïåðåõîäèò â ðàâåíñòâî.Òå î ð åì à 3.2. Äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ a > 0, r ∈ R è ïåðèîäîâ τ , óäî-âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ τ < τ < +∞, ãäå τ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.9), ñóùåñòâóåòåäèíñòâåííîå ðåøåíèå y(t) óðàâíåíèÿ (3.2), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
y(r) = a è ïðèíàäëåæàùåå ïðîñòðàíñòâó L1

µC(0)(R) äëÿ ëþáîãî µ ∈ (µ1(τ), µ2(τ)).Äàäèì ïåðå�îðìóëèðîâêó òåîðåìû 3.2 â òåðìèíàõ èñõîäíîé ñèñòåìû (2.4)�(2.5).Òå î ð åì à 3.3. Äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ a > 0, n ∈ Z, t ∈ R+ è ïåðèî-äîâ τ , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ τ < τ < +∞, ãäå τ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.9),ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå {xn(·)}n∈Z óðàâíåíèÿ (2.4) òèïà áåãóùåé âîëíû
(óñëîâèå (2.5)) ñ ïåðèîäîì τ , óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ xn(t) = a è äëÿëþáîãî n ∈ Z �óíêöèÿ xn(·) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L1

τ
√

µC(0)(R) äëÿ ëþáîãî
µ ∈ (µ1(τ), µ2(τ))4. Èññëåäîâàíèå íà óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèéÂ äàííîì ðàçäåëå ìû õîòèì ïîëó÷èòü îòâåò íà ñëåäóþùèé âîïðîñ: ñóùåñòâó-þò ëè ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû ïåðåâîçîê è ÿâëÿþòñÿ ëè îíè óñòîé÷èâûìè. Ñèñ-òåìà (2.4)�(2.5) èìååò äâà ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìà: {xn(t)}n∈Z ≡ {. . . , 0, 0, 0, . . .},
{xn(t)}n∈Z ≡ {. . . , ∆, ∆, ∆, . . . }.Îïð å ä å ë å í è å 4.1. Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå {xn(t)}n∈Z ≡ {cn}n∈Z ñèñòåìûóðàâíåíèé (2.4) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, åñëè äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëü-íîãî ÷èñëà N > 0 ñóùåñòâóåò γ > 0 òàêîå, ÷òî ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå {xn(t)}n∈Zñèñòåìû óðàâíåíèé (2.4), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ |xn(0) − cn|<γ äëÿ n∈ [−N, N ],îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ t è äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ 0 < σ < γ òà-êîå, ÷òî ïðè |xn(0) − cn| < σ, n ∈ [−N, N ] ñïðàâåäëèâî óñëîâèå |xn(t) − cn| < ε äëÿâñåõ t > 0 è n ∈ [−N, N ].Îïð å ä å ë å í è å 4.2. Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå {xn(t)}n∈Z ≡ {cn}n∈Z ñèñòå-ìû (2.4)�(2.5) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, åñëè ñóùåñòâóåò γ > 0 òà-êîå, ÷òî ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå {xn(t)}n∈Z ñèñòåìû (2.4)�(2.5), óäîâëåòâîðÿþùååóñëîâèþ |x0(0) − c0| < γ, îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ t è äëÿ âñÿêîãî
ε > 0 íàéäåòñÿ 0 < σ < γ òàêîå, ÷òî ïðè |x0(0) − c0| < σ ñïðàâåäëèâî óñëîâèå
|x0(t) − c0| < ε äëÿ âñåõ t > 0.Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå {xn(t)}n∈Z ≡ {. . . , 0, 0, 0, . . .} íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà,è ïîýòîìó ìû åãî â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì.Êàê ìû óæå ïîêàçûâàëè, ñèñòåìå (2.4)�(2.5) ñîîòâåòñòâóåò äè��åðåíöèàëüíîåóðàâíåíèå îïåðåæàþùå-çàïàçäûâàþùåãî òèïà (2.8). 141



Óðàâíåíèå (2.8) èìååò ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ: y(t) ≡ 0, y(t) ≡ ∆. Ñòàöèîíàðíî-ìó ðåøåíèþ {xn(t)}n∈Z ≡ {. . . , 0, 0, 0, . . .} ñèñòåìû (2.4)�(2.5) ñîîòâåòñòâóåò ñòàöè-îíàðíîå ðåøåíèå y(t) ≡ 0 óðàâíåíèÿ (2.8), à ñòàöèîíàðíîìó ðåøåíèþ {xn(t)}n∈Z ≡
≡ {. . . , ∆, ∆, ∆, . . . } � ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå y(t) ≡ ∆.Îïð å ä å ë å í è å 4.3. Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå y(t) ≡ b óðàâíåíèÿ (2.8) íàçûâà-åòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, åñëè ñóùåñòâóåò γ > 0 òàêîå, ÷òî ïðîèçâîëüíîåðåøåíèå y(t) óðàâíåíèÿ (2.8), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ |y(0) − b| < γ, îïðåäåëåíîäëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ t è äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ 0 < σ < γ òàêîå, ÷òî ïðè
|y(0) − b| < σ ñïðàâåäëèâî óñëîâèå |y(t) − b| < ε äëÿ âñåõ t > 0.Ëåììà 4.1. Èç óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ {xn(t)}n∈Z ≡ {. . . , ∆, ∆,
∆, . . . } ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.4)�(2.5) ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðåøå-íèÿ y(t) ≡ ∆ óðàâíåíèÿ (2.8) è íàîáîðîò.Ñîãëàñíî �îðìàëèçìó, èçëîæåííîìó â [5℄, èññëåäîâàíèå óðàâíåíèÿ ñ îòêëîíÿ-þùèìñÿ àðãóìåíòîì ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíî-ãî óðàâíåíèÿ â íåêîòîðîì ïîäõîäÿùåì ïðîñòðàíñòâå áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòåé, êàíîíè÷åñêèì îáðàçîì ïîðîæäåííûé èñõîäíûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíè-åì. �àññìîòðèì íåêîòîðûå ýëåìåíòû òàêîãî ïîäõîäà. Îáùèé âèä äè��åðåíöèàëü-íîãî óðàâíåíèÿ ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì (óðàâíåíèå 3.4) è óñëîâèÿ, êîòîðûìóäîâëåòâîðÿåò ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (�óíêöèÿ g), áûëè äàíû â òðåòüåì ðàçäåëå.Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî

Kn =

+∞∏

−∞
Ri, Ri = Rn, i ∈ Zñî ñòàíäàðòíîé òîïîëîãèåé ïîëíîãî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ýëåìåíòàìè ïðîñòðàí-ñòâà Kn áóäóò áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè κ = {zi}

+∞
−∞, zi ∈ R, i ∈ Z. Òîïî-ëîãèÿ ïðîñòðàíñòâà Kn ñîâìåñòèìà ñ ìåòðèêîé ρ, çàäàâàåìîé ðàçäåëÿþùèì ñåìåé-ñòâîì ïîëóíîðì

pN(κ) =

[
N∑

−N

|zi|
2

]1
2

, N = 0, 1, . . . ,ãäå
ρ(κ1, κ2) =

+∞∑

−∞
2−|i| pi(κ1 − κ2)

1 + pi(κ1 − κ2)
.Ïî �óíêöèè g îïðåäåëÿåòñÿ íîâîå îòîáðàæåíèå G : Kn → Kn ïî ñëåäóþùåìó ïðà-âèëó: äëÿ ëþáûõ i ∈ Z, t ∈ R, κ ∈ Kn (G(κ))i = gi(κ) = g(zi+n1

, . . . , zi+ns
). Îïðå-äåëÿåòñÿ îïåðàòîð ñäâèãà T : ∀κ ∈ Kn, ∀i ∈ Z (Tκ)i = zi+1. Îïåðàòîðû T è Gïåðåñòàíîâî÷íû, ò.å. TG = GT .Îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:

κ̇(t) = G(κ), t ∈ [0, 1],(4.1)
Tκ(0) = κ(1).(4.2)Çäåñü κ̇(t) = {żn(t)}+∞

−∞ è ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé ïî �àòî.Âûäåëèì â ïðîñòðàíñòâå Kn îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ãèëüáåðòîâûõ ïîä-ïðîñòðàíñòâ Kn
2µ, µ ∈ (0, 1)

Kn
2µ =

{
κ : κ ∈ Kn;

+∞∑

i=−∞
‖zi‖

2
Rnµ2|i| < +∞
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ñ íîðìîé
‖κ‖2µ =

[
+∞∑

i=−∞
‖zi‖

2
Rnµ2|i|

]1
2

, ãäå 0 < µ < 1.Ëåììà 4.2 ([5℄). Åñëè g : Rn×s → R � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå è óäîâëåòâî-ðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, òî äëÿ ëþáîãî µ ∈ (0, 1) îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ G íàïîäïðîñòðàíñòâî Kn
2µ, îáîçíà÷àåìîå ÷åðåç G2µ, äåéñòâóåò èç Kn

2µ â Kn
2µ íåïðåðûâ-íî è òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà.Î÷åâèäíî, ÷òî îãðàíè÷åíèå îïåðàòîðà T íà ïîäïðîñòðàíñòâî Kn

2µ ÿâëÿåòñÿ ïðå-îáðàçîâàíèåì ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà. Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî µ ∈ (0, 1) ñèñòå-ìó (4.1)�(4.2) ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü â ïðîñòðàíñòâå Kn
2µ è îíà áóäåò èìåòü ñëå-äóþùèé âèä:

κ̇(t) = G2µ(κ), t ∈ [0, 1],(4.3)
Tκ(0) = κ(1).(4.4)�åøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.3) â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå Kn

2µ íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ ñèëüíîàáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ κ(·) ∈ C(0)([0, 1], Kn
2µ) (ïî÷òè âñþäó äè��åðåíöè-ðóåìà ïî Ôðåøå, ïðîèçâîäíàÿ èíòåãðèðóåìà ïî Áîõíåðó, à ñàìà �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿïåðâîîáðàçíîé ñâîåé ïðîèçâîäíîé), ïî÷òè âñþäó óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (4.3).Òå î ð åì à 4.1 ([5℄). Åñëè �óíêöèÿ y(·) ∈ L1

µC(0)(R), µ ∈ (0, 1) åñòü ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (3.4), òî κ(·), ãäå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ n ∈ Z, t ∈ [0, 1] (κ(t))n = y(t + n) �ðåøåíèå ñèñòåìû (4.3)�(4.4) è κ(·) ∈ C(0)([0, 1], Kn
2(µ−ξ)) ñî ñêîëü óãîäíî ìàëûìïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì ξ.Åñëè κ(·) ∈ C(0)([0, 1], Kn

2µ), µ ∈ (0, 1) åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû (4.3)�(4.4), òî y(·),ãäå y(t) = (κ(t − n))n � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.4), ïðè÷åì y(t) ∈ L1
µC(0)(R).Îïðåäåëèì ñèñòåìó:

κ̇(t) = G(κ), t ∈ [0, +∞),(4.5)
Tκ(t) = κ(t + 1).(4.6)Ëåììà 4.3. Îãðàíè÷åíèå ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.5)�(4.6) íà [0, 1]ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (4.1)�(4.2), à âñÿêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.1)�(4.2), ïðî-äîëæåííîå íà (1, +∞) ïî �îðìóëå κ(t) = Tκ(t − 1), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòå-ìû (4.5)�(4.6).Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî µ ∈ (0, 1) îãðàíè÷åíèå ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòå-ìû
κ̇(t) = G2µ(κ), t ∈ [0, +∞),(4.7)
κ(t) = κ(t + 1)(4.8)íà [0, 1] åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû (4.3)�(4.4), à âñÿêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.3)�(4.4), ïðî-äîëæåííîå íà (1, +∞) ïî �îðìóëå κ(t) = Tκ(t−1), åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû (4.7)�(4.8).�àññìîòðèì ðåçóëüòàòû äàííîãî ïîäõîäà ïðèìåíèòåëüíî ê íàøåìó óðàâíå-íèþ (2.8). Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. ×åðåç A îáîçíà÷èì ñëåäóþùóþ áåñêî-íå÷íîìåðíóþ òðåõäèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó:
A =




−(α + β) α 0 0
β −(α + β) α 0
0 β −(α + β) α
0 0 β −(α + β)


 . 143



×åðåç φ(κ) îáîçíà÷èì ñòîëáåö (. . . ϕ(z−n), . . . , ϕ(z0), . . . , ϕ(zn), . . . )T. Â ýòîì ñëó÷àåñèñòåìà (4.5)�(4.6) ïðèìåò âèä
κ̇(t) = τ−1[Aκ + φ(κ)], t ∈ R+,(4.9)
κ(t + 1) = Tκ(t).(4.10)Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.8) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, òî ñîãëàñ-íî ëåììå 4.2 îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ G = Aκ + φ(κ) íà ïîäïðîñòðàíñòâî K1

2µ,îáîçíà÷àåìîå êàê A2µκ + φ2µ(κ), äåéñòâóåò èç K1
2µ â K1

2µ íåïðåðûâíî è òàêæå óäî-âëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà. Òîãäà 
èñòåìà
κ̇(t) = τ−1[A2µκ + φ2µ(κ)], t ∈ R+,(4.11)
κ(t + 1) = Tκ(t),(4.12)ãäå â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4.11) ñòîèò ïðîèçâîäíàÿ ïî Ôðåøå, êîððåêòíî îïðå-äåëåíà íà �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå K1

2µ è çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (4.11) âñåãäàèìååò ðåøåíèå. Óðàâíåíèå (4.11) áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèåì ñ ïàðàìåòðîì µ.Òàê êàê ìû áóäåì èçó÷àòü âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè, òî íàì ïîíàäîáèòñÿ ëèíåàðè-çîâàòü ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (4.11). Äëÿ ýòîãî ñ�îðìóëèðóåì ëåììó.Ëåììà 4.4. Äëÿ ëþáîãî µ ∈ (0, 1) îïåðàòîð φ2µ(κ) = {ϕ(zn)}n∈Z , äåéñòâóþùèéèç K1
2µ â K1

2µ, äè��åðåíöèðóåì ïî Ôðåøå.Ñèñòåìà (4.11)�(4.12) èìååò äâà ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèÿ: κ0 = (. . . , 0, 0, 0, . . . )T è
κ1 = (. . . , ∆, ∆, ∆, . . . )T. Ñòàöèîíàðíîìó ðåøåíèþ y(t) ≡ ∆ óðàâíåíèÿ (2.8) ñîîò-âåòñòâóåò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå κ1 = (. . . , ∆, ∆, ∆, . . . )T ñèñòåìû (4.11)�(4.12).Î÷åâèäíî, ÷òî óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ñðåäè âñåõ ðåøåíèé óðàâíå-íèÿ (4.11) ãàðàíòèðóåò óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ñðåäè ðåøåíèé óðàâ-íåíèÿ (4.11) òèïà áåãóùåé âîëíû (óñëîâèå 4.12).Îïð å ä å ë å í è å 4.4. Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå κ óðàâíåíèÿ (4.11) ñ �àçîâûì ïðî-ñòðàíñòâîì K1

2µ íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, åñëè ñóùåñòâóåò γ > 0òàêîå, ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå κ(t) óðàâíåíèÿ (4.11), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ‖κ(0)−
−κ‖2µ < γ, îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ t è äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ
0 < σ < γ òàêîå, ÷òî ïðè ‖κ(0) − κ‖2µ < σ ñïðàâåäëèâî óñëîâèå ‖κ(t) − κ‖2µ < εäëÿ âñåõ t > 0.�àññìîòðèì óðàâíåíèÿ

βµ2 − (α + β + δ)µ + α = 0 ïðè α > β,(4.13)
αµ2 − (α + β + δ)µ + β = 0 ïðè α < β.(4.14)�åøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.13) ÿâëÿþòñÿ λ1, λ1, ïðè÷åì λ1 < 1, λ1 > 1. �åøåíèåìóðàâíåíèÿ (4.14) ÿâëÿþòñÿ λ2,λ2, ïðè÷åì λ2 < 1, λ2 > 1.Îáîçíà÷èì τmin = min

µ(τ)≥λ1

τ , λ = λ1, åñëè α ≥ β, è τmin = min
µ(τ)≥λ2

τ , λ = λ2, åñëè
α < β. Îïðåäåëåíèÿ µ1(τ), µ2(τ) ïðèâîäÿòñÿ â êîíöå òðåòüåãî ðàçäåëà. Òàê êàê�óíêöèÿ µ2(τ) îïðåäåëåíà äëÿ τ ≤ τ < +∞ òî, î÷åâèäíî, ÷òî τmin ∈ [τ, +∞).Îáîçíà÷èì δ = −ϕ′(∆). Èç îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè ϕ ñëåäóåò, ÷òî δ > 0.Ñ�îðìóëèðóåì òåîðåìó îá óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ óðàâíå-íèÿ (4.11).Òå î ð åì à 4.2. Äëÿ ëþáûõ α, β, δ > 0 è ïåðèîäîâ τ ∈ (0,∞) ñòàöèîíàðíîå ðå-øåíèå κ1 = (. . . , ∆, ∆, ∆, . . . )T óðàâíåíèÿ (4.11) 
 ïàðàìåòðîì µ ∈ (λ, 1) â �àçîâîìïðîñòðàíñòâå K1

2µ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì.144



Î÷åâèäíî, ÷òî èç óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.11) ñëåäóåòóñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.11)�(4.12).Îïðåäåëåíèå 4.3 (óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.8)) äîñëîâ-íî ïîâòîðÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå L1
µC(0)(R) äëÿ ëþáîãî µ ∈ (0, 1).Îïðåäåëèì ñâÿçü ìåæäó óñòîé÷èâîñòüþ ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ñèñòå-ìû (4.11)�(4.12) è óñòîé÷èâîñòüþ ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.18).Ëåììà 4.5. Èç óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ κ1 = (. . . ∆, ∆, ∆, . . . )Tñèñòåìû (4.11)�(4.12) â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå K2µ, µ ∈ (λ, 1) ñëåäóåò óñòîé÷è-âîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ y(t) ≡ ∆ óðàâíåíèÿ (2.8) â ïðîñòðàíñòâå L1

µC(0)(R)äëÿ ëþáîãî µ ∈ (ν, µ2(τ)), ãäå ν = max(µ1(τ), λ).Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.Òå î ð åì à 4.3. Äëÿ ëþáûõ α, β, δ > 0 è ïåðèîäîâ τ , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
τmin < τ < +∞, ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå y(t) ≡ ∆ óðàâíåíèÿ (2.8) ñðåäè ðåøåíèé èçïðîñòðàíñòâà L1

µC(0)(R) äëÿ ëþáîãî µ ∈ (ν, µ2(τ)) óñòîé÷èâî.Îïðåäåëåíèå 4.2 (óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.4)�(2.5)) äî-ñëîâíî ïîâòîðÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå L1
µC(0)(R) äëÿ ëþáîãî µ ∈ (0, 1).Ñ�îðìóëèðóåì òåîðåìó îá óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ïåðâîíà÷àëüíîéñèñòåìû (2.4)�(2.5).Òå î ð åì à 4.4. Äëÿ ëþáûõ α, β, δ > 0 è ïåðèîäîâ τ , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

τmin < τ < +∞, ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå {xn(t)}n∈Z ≡ (. . . , ∆, ∆, ∆, . . . ) ñèñòåìû(2.4)�(2.5) ñðåäè ðåøåíèé, äëÿ êîòîðûõ êàæäàÿ èç êîîðäèíàò ïðèíàäëåæèò ïðî-ñòðàíñòâó L1
τ
√

µC(0)(R) äëÿ ëþáîãî µ ∈ (ν, µ2(τ)), ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì.5. Çàêëþ÷åíèåÏîëó÷åíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåæèìà ãðóçîïåðåâîçîê ñ çà-äàííîé ñèñòåìîé êîíòðîëÿ. Ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû ãðóçîïåðåâîçîê èññëåäîâàíû íàóñòîé÷èâîñòü. Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÄîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû 2.1. Ïóñòü {yn(·)}n∈Z åñòü ðåøåíèå ñèñòå-ìû (2.6)�(2.7). Íà ïðîñòðàíñòâå �óíêöèé {yn(·)}n∈Z ââåäåì îïåðàòîð P , êîòîðûéäåéñòâóåò ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: P [{yn(·)}n∈Z ] = y(·), ãäå y(t) = y−[t](t − [t]) äëÿëþáîãî t ∈ R è ãäå [t] � öåëàÿ ÷àñòü t. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî òàêèì îáðàçîìîïðåäåëåííàÿ �óíêöèÿ y(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.8). Â îäíó ñòîðîíó ëåììàäîêàçàíà.Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ïóñòü y(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåìóðàâíåíèÿ (2.8). Íà ïðîñòðàíñòâå �óíêöèè y(t) ââåäåì îïåðàòîð Q ñëåäóþùèì îá-ðàçîì: Q[y(·)] = {yn(·)}n∈Z , ãäå yn(t) = y(t − n) äëÿ ëþáîãî t ∈ R+, n ∈ Z. Òàêèìîáðàçîì îïðåäåëåííûå �óíêöèè {yn(t)}n∈Z óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (2.6)�(2.7).Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 3.2. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî τ , óäîâëåòâî-ðÿþùåãî óñëîâèþ τ < τ < +∞, ñóùåñòâóåò èíòåðâàë (µ1(τ), µ2(τ)) è äëÿ âñåõ
(τ, µ̃), µ̃ ∈ (µ1(τ), µ2(τ)) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (3.6). Â òàêîì ñëó÷àå ñîãëàñíî òåî-ðåìå 3.1 äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êè r è ëþáîãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ a ñóùåñòâóåòåäèíñòâåííîå ðåøåíèå y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (3.2)�(3.3), ïðè÷åì y(t) ïðèíàäëåæèòïðîñòðàíñòâó L1

µ̃C(0)(R), ãäå µ̃ � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èíòåðâàëà (µ1(τ), µ2(τ)).Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 3.3. Äåéñòâèòåëüíî, âñÿêîìó ðåøåíèþ y(t) óðàâ-íåíèÿ (3.2) ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå {xn(·)}n∈Z ñèñòåìû (2.4)�(2.5), ãäå äëÿ ëþáîãî145



n ∈ Z èìååì xn(τt) = y(t − n). Ïåðå�îðìóëèðîâàâ íà÷àëüíîå óñëîâèå y(r) = a,
r =

(
t

τ
− n

), äëÿ ñèñòåìû (2.4)�(2.5) ïîëó÷èì íà÷àëüíîå óñëîâèå xn(t) = a. Åñëè�óíêöèÿ y(t) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L1
µC(0)(R), òî �óíêöèè xn(t), ãäå xn(τt) =

= y(t − n), äëÿ ëþáîãî n ∈ Z áóäóò ïðèíàäëåæàòü ïðîñòðàíñòâó L1
τ
√

µC(0)(R).Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû 4.1. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ñòàíåò î÷åâèäíûì, åñ-ëè âñïîìíèòü, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.4)�(2.5) è óðàâíåíèÿ (2.8) ñâÿçàíû óñëîâèåì:
xn(τt) = y(t − n), ò.å. x0(τt) = y(t).Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû 4.3. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ïåðåñòàíîâî÷íîñòèîïåðàòîðîâ T è G.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû 4.4. Ïîêàæåì, ÷òî â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå κ ∈ K1

2µñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ïî �àòî φ′
2µ(κ), ïðè÷åì φ′

2µ(κ) = {ϕ′(zn)}n∈Z . Òàê êàê�óíêöèÿ ϕ′(·) ïî îïðåäåëåíèþ îãðàíè÷åíà, òî {ϕ′(zn)}n∈Z ∈ K1
2µ.

‖φ2µ(κ + th) − φ2µ(κ) − tφ′
2µ(κ)h‖2µ =

=

[
+∞∑

i=−∞
|ϕ(zi + thi) − ϕ(zi) − tϕ′(zi)hi|

2µ2|i|
] 1

2

.Èç òåîðåìû î ñðåäíåì ñëåäóåò, ÷òî ϕ(zi + thi) − ϕ(zi) = tϕ′(θi)hi, ãäå zi ≤ θi ≤
≤ zi + thi. Ïîäñòàâèì äàííîå çíà÷åíèå â âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ñóììû è âûíåñåì tçà çíàê ñóììû. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

t

[
+∞∑

i=−∞
|(ϕ′(θi) − ϕ′(zi))hi|

2µ2|i|
]1

2

.Î÷åâèäíî, ÷òî
+∞∑

i=−∞
|(ϕ′(θi) − ϕ′(zi))hi|

2µ2|i| =

−(N−1)∑

i=−∞
|(ϕ′(θi) − ϕ′(zi))hi|

2µ2|i|+

+

N∑

i=−N

(ϕ′(θi) − ϕ′(zi))hi|
2µ2|i| +

+∞∑

i=N+1

|(ϕ′(θi) − ϕ′(zi))hi|
2µ2|i|.Òàê êàê h ∈ K1

2µ, à �óíêöèÿ ϕ′(·) îãðàíè÷åíà (|ϕ′(·)| ≤ L), ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñêîëüóãîäíî ìàëîãî ε > 0 íàéäåòñÿ íîìåð N òàêîé, ÷òî
−(N−1)∑

i=−∞
|(ϕ′(θi) − ϕ′(zi))hi|

2µ2|i| +
+∞∑

i=N+1

|(ϕ′(θi) − ϕ′(zi))hi|
2µ2|i| < 4Lε2.Ôóíêöèÿ ϕ′(·) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè�èêñèðîâàííîì N è äîñòàòî÷íî ìàëîì t

N∑

i=−N

|(ϕ′(θi) − ϕ′(zi))hi|
2µ2|i| ≤ Lε2.Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò σ > 0 òàêîå, ÷òî èìååòìåñòî íåðàâåíñòâî ‖φ2µ(κ + th) − φ2µ(κ) − tφ′

2µ(κ)h‖2µ

t
≤

√
4L + Lε ïðè |t| < σ.Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå κ ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ �àòî.146



Òàê êàê �óíêöèÿ ϕ′(·) íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, òî ñîãëàñ-íî ëåììå 4.2 îòîáðàæåíèå φ′
2µ äåéñòâóåò èç K1

2µ â K1
2µ íåïðåðûâíî è óäîâëåòâîðÿåòóñëîâèþ Ëèïøèöà. Èòàê, �óíêöèÿ φ2µ íåïðåðûâíà, ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ïî �àòîâ ïðîèçâîëüíîé òî÷êå è îíà íåïðåðûâíà. Ñëåäîâàòåëüíî [5℄, ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿïî Ôðåøå.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 4.2. ×åðåç A2µ îáîçíà÷èì ñëåäóþùóþ áåñêîíå÷-íîìåðíóþ òðåõäèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó:

A2µ =




−(α + β + δ) α 0 0

β −(α + β + δ) α 0

0 β −(α + β + δ) α

0 0 β −(α + β + δ)


 .Òîãäà óðàâíåíèå (4.11) â îêðåñòíîñòè òî÷êè κ1 = (. . . , ∆, ∆, ∆, . . . )T ïðèìåò âèä:

˙̃
κ(t) = τ−1[A2µκ̃ + R(κ̃)],(Ï.1)ïðè÷åì ‖R(κ̃)‖2µ

‖κ̃‖2µ

→ 0 ïðè ‖κ̃‖2µ → 0.�åøåíèþ κ1 = (. . . ∆, ∆, ∆, . . . )T óðàâíåíèÿ (4.11) ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå κ̃0 =
= (. . . 0, 0, 0, . . . )T óðàâíåíèÿ (Ï.1). Òàêèì îáðàçîì, ìû áóäåì èññëåäîâàòü íà óñòîé-÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå κ̃0 = (. . . 0, 0, 0, . . . )T óðàâíåíèÿ (Ï.1) â �àçîâîìïðîñòðàíñòâå K1

2µ. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòèïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ èç [6℄. Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøåíèå κ̃0óðàâíåíèÿ (Ï.1) áûëî óñòîé÷èâûì, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îñòàòîê ðÿäà R(κ̃) áûë ÷ëå-íîì âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî κ̃, ò.å. ‖R(κ̃)‖

‖κ̃‖2µ

→ 0 ïðè ‖κ̃‖2µ → 0(÷òî âûïîëíÿåòñÿ), à ñïåêòð σ îïåðàòîðà A2µ ëåæàë â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè. Èòàê,íàì îñòàëîñü èçó÷èòü ñïåêòð îïåðàòîðà A2µ.Ó÷èòûâàÿ âèä îïåðàòîðà ñäâèãà T , îïåðàòîð A2µ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèìîáðàçîì:
A2µ = αT − (α + β + δ)E + βT−1 = F (T ).Çäåñü E � åäèíè÷íûé îïåðàòîð. Èç òåîðåìû î ñïåêòðå [7℄ ñëåäóåò, ÷òî σ(A2µ) =

= F (σ(T )). Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî íàéòè îáðàç ñïåêòðà îïåðàòîðà T ïðè îòîá-ðàæåíèè F . Êàê èçâåñòíî, ñïåêòð îïåðàòîðà T ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëüöî, îáðàçî-âàííîå äâóìÿ îêðóæíîñòÿìè ñ ðàäèóñàìè µ è 1

µ
, ãäå 0 < µ < 1. Òàêèì îáðàçîì, äëÿóñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

sup
µ<|u|< 1

µ

ReF (u) < 0.Äàííîå íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâàì:
βµ2 − (α + β + δ)µ + α < 0 ïðè α ≥ β(Ï.2)è
αµ2 − (α + β + δ)µ + β < 0 ïðè α < β.(Ï.3) 147



Îáëàñòÿìè ðåøåíèé íåðàâåíñòâ (Ï.2) è (Ï.3) ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî èíòåðâàëû
(λ1, λ1) è (λ2, λ2), ïðè÷åì λ1 < 1, λ1 > 1, λ2 < 1, λ2 > 1. Îãðàíè÷èâ äàííûåîáëàñòè óñëîâèåì 0 < µ < 1, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ: (λ1, 1) äëÿíåðàâåíñòâà (Ï.2) è (λ2, 1) äëÿ íåðàâåíñòâà (Ï.3).Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî λ1 < µ < 1 ïðè α > β è λ2 < µ < 1 ïðè α < β, ò.å.äëÿ ëþáîãî λ < µ < 1, ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå κ̃0 = (. . . 0, 0, 0, . . . )T óðàâíåíèÿ (Ï.1)â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå K1

2µ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì. Èç óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãîðåøåíèÿ κ̃0 = (. . . 0, 0, 0, . . . )T óðàâíåíèÿ (Ï.1) ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãîðåøåíèÿ κ1 = (. . . , ∆, ∆, ∆, . . . )T óðàâíåíèÿ (4.11).Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû 4.5. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.2 â ïðîñòðàíñòâå (µ1(τ),
µ2(τ)) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.8). Äàííîå ðåøåíèå, íåçàâè-ñèìî îò áëèçîñòè íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ê ñòàöèîíàðíîìó ðåøåíèþ, îïðåäåëåíî íà
(−∞, +∞). Èç óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ κ1 â ïðîñòðàíñòâå K2µ ñëåäó-åò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò σ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ κ(t),óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ ‖κ(0) − κ1‖2µ < σ èìååì ‖κ(t) − κ1‖2µ < ε äëÿ âñåõ
t > 0, ò.å. äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò σ > 0 òàêîå, ÷òî ïðè

[
+∞∑

n=−∞
|zn(0) − ∆|2µ2|n|

]1
2

< σèìååì
[

+∞∑

n=−∞
|zn(t) − ∆|2µ2|n|

]1
2

< ε.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè |z0(0) − ∆| < σ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |z0(t) − ∆| < εäëÿ âñåõ t > 0. Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.1 ðåøåíèÿì ñèñòåìû (4.11)�(4.12) â �àçîâîìïðîñòðàíñòâå K2µ, µ ∈ (λ, 1) ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.8) â ïðîñòðàí-ñòâå L1
µC(0)(R), ãäå µ ìåíÿåòñÿ â òîì æå èíòåðâàëå. Êàê ìû çíàåì, z0(t) = y(t), è,ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûâîäó: äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò

σ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ y(t) ∈ L1
µC(0)(R), µ ∈ (λ, 1), óäîâëåòâîðÿþ-ùåãî óñëîâèþ |y(0) − ∆| < σ, èìååì |y(t) − ∆| < ε äëÿ âñåõ t > 0. Òàêèì îáðàçîì,äëÿ òîãî, ÷òîáû ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå y(t) ≡ ∆ óðàâíåíèÿ (2.8) áûëî óñòîé÷èâûì,äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ µ2(τ) > λ. Â ýòîì ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèåáóäåò óñòîé÷èâûì â ïðîñòðàíñòâå L1

µC(0)(R), µ ∈ (max(µ1(τ), λ), µ2(τ)). Íàïîìíèì,÷òî �óíêöèÿ µ2(τ) âîçðàñòàþùàÿ, min
τ

µ2(τ) = µ(τ ) è µ2(τ) → 1 ïðè τ → +∞. Åñëè
µ > λ, òî î÷åâèäíî, ÷òî τmin = τ è äëÿ âñåõ τ > τmin áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî
µ2(τ) > λ. Åñëè æå µ ≤ λ, òî ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå τmin òàêîå, ÷òî µ(τmin) = λ. Î÷å-âèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå τmin ≥ τ è ïðè τ > τmin áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî
µ2(τ) > λ.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 4.3. Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåòèç ëåììû (4.5).Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 4.4. Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èçëåììû 4.1. Ñòîèò ëèøü îòìåòèòü, ÷òî åñëè ðåøåíèå y(t) óðàâíåíèÿ (2.8) ïðèíàäëå-æèò ïðîñòðàíñòâó L1

µC(0)(R), òî êîîðäèíàòà x0(t) ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.4)�(2.5), ñâÿ-çàííàÿ ñ y(t) óñëîâèåì x0(τt) = y(t), áóäåò ïðèíàäëåæàòü ïðîñòðàíñòâó L1
τ
√

µC(0)(R)äëÿ ëþáîãî µ ∈ (0, 1).148
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