
УПРАВЛЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫМ ОБЪЕКТОМ С 
ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ РОБАСТНОЙ МОДЕЛИ 

 
В.Н. Афанасьев, Е.В. Окунькова 

МИЭМ, Москва 
afanval@mail.ru 

 
Введение 

 
Рассматривается задача управления нелинейным объектом, находящегося под 

воздействием внешних возмущений, с функционалом качества, весовые параметры 
которого зависят от состояния объекта. Применение уравнения Гамильтона-Якоби-
Беллмана (HJBЕ) для синтеза управляющих воздействий наталкивается, как правило, на 
сложности аналитического и вычислительного порядков. С другой стороны, 
использование уравнения HJBЕ дает возможность исследовать системы, параметры 
которых зависят от состояния (SDC) [1,2]. Этот тип нелинейных обыкновенных 
дифференциальных уравнений позволяет перейти при синтезе управления от 
использования уравнения HJBЕ к алгебраическому уравнению Риккати с параметрами, 
зависящими от состояния объекта (SDRE). Другим словами, если существует 
положительно определенная матрица )(xS , параметры которой зависят от состояния 
объекта, и которая удовлетворяет SDRЕ и существует положительно определенная 
скалярная функция )(xV , удовлетворяющая решению )()(/)( txxSdtxdV  , тогда эта 
функция удовлетворяет уравнению HJВЕ.  

Следует отметить, что использование метода SDRЕ для решения HJВЕ 
наталкивается на проблему неоднозначного представления нелинейной системы в 
форме SDC [2]. Таким образом, решение SDRI может дать различные положительно 
определенные матрицы )(xS . Кроме того, аналитическое решение SDRE в общем 
случае получить невозможно.  

В работе разрабатывается метод синтеза гарантированного управления 
нелинейным объектом, основанный на представлении исходной системы в виде ее 
робастной модели с постоянными параметрами [3].  
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1. Постановка задачи 

 
Пусть нелинейный управляемый объект описывается векторным 

дифференциальным уравнением 
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Здесь T − интервал ),0[  ;  −область (открытое связанное множество) nR , 

содержащая начало; nRx  −состояние системы; 00 Xx  , 0X − область возможных 

начальных состояний системы; nmmRy  ,  − выход системы; rRu −управление, 



подлежащее нахождению; mRw −неизвестное возмущение; матрицы 
),(),,(2),,(1),,( xthxtgxtgxtf  действительны и непрерывны. Предполагается, что 

при вех ),( xt  пары ),(1),,( xtgxtf  и ),(2),,( xtgxtf  являются управляемыми, пара 

),(),,( xthxtf  наблюдаемой. Кроме того, функции ),(),,(),,(),,( 21 xthxtgxtgxtf  
будем предполагать достаточно гладкими, чтобы через любые Тx )0,0(  
проходило одно и только одно решение (1) )0,0,( xtx  и был бы единственный 
соответствующий выход системы ))0,0,(,()( xtxthty  .  

Рассматривая задачу синтеза закона управления, как дифференциальную игру двух 
игроков U  и W  на ),0[  , введем функционал 
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Матрица )(xQ  может быть положительно полуопределенной; матрицы )(,)( xРxR − 
положительно определенные. Дополнительным требованием является требование 

детектируемости. Предположим, что пара )(),,(),,( 2/1 xQxthxtf Т  детектируема при 

всех ),( xt . Требования к значениям параметров матриц )(),(),( xPxRxQ  будут 
определены далее. 

Задача заключается в построении оптимальной стратегии с обратной связью для 
игроков U  и W . Ограничения на управляющие воздействия учитываются при 
назначении матриц )(xP  и )(xR . 

 
2. Дифференциальная игра: общее решение 

 
Предполагая, что функции ),(),,(2),,(1),,( xthxtgxtgxtf , )(),(),( xPxRxQ   

достаточно гладкие, введем функцию стоимости игры 
),,()( wuxJxV  ,               (3) 

где )(xV  дифференцируемая функция при любых допустимых стратегиях игроков 
),0(2, TtLWU  . Уравнение Гамильтона-Якоби  при незаданном времени окончания 

переходного процесса (задача стабилизации), т.е. при 0F  и ),0( t , учитывая, что 
)(xV  в явном виде не зависит от времени, будем иметь 
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с граничным условием 0)0( V , так как 0),(lim 


xth
t
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Назначим управления )(tu  и )(tw  так, чтобы последние два слагаемых (4) 
равнялись нулю, т.е. 
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Тогда уравнение Гамильтона-Якоби примет вид 
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Назначим матрицы )(xR  и )(xP  так, чтобы матрица  
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была бы, по крайней мере, положительно полуопределенной. 
 

3. SDC-параметризация нелинейных объектов и синтез управлений 
 
Пусть нелинейный управляемый объект описывается векторным 

дифференциальным уравнением (1). Представим исходную систему в несколько ином, 
эквивалентном виде. Для этого используем метод SDC-параметризации (State-
Dependent Coefficient,  [2]).  

Пусть  
),(2),(1),( xtfxtfxtf  ,            (8) 

где ),(1 xtf  − нелинейность низкого порядка, т.е. xxtf /),(1 ,   −  малая 

величина, ),(2 xtf  − нелинейность высшего порядка [4], т.е. xxtf /),(2  при 

0x . 
Учитывая свойства рассматриваемых нелинейностей, запишем  
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Тогда нелинейная система (1) может быть преобразована в k  эквивалентных 
систем относительно исходной, но не эквивалентных относительно друг друга, с 
параметрами, зависящими от состояния (SDC)  
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Следует отметить, что представление системы (1), если 1n , в виде (9) не является 
единственным [3].  

Определение. Представление системы (1) в виде (9) является эквивалентным, если 
матрицы   )(,)(2)(1 1 xgxAtA   и   )(,)(2)(1 2 xgxAtA   образуют управляемые 

пары, а матрицы    )()(,)()( 2121 xCtCxAtA   образуют наблюдаемую пару при всех 
возможных ),( xt .  

Синтез структуры управления произведем на i -модели системы с использованием 
функционала вида (9). Определим   )()()(/)( tixixStixixV T  . Тогда из уравнения (6) 
нетрудно получить уравнение Риккати с параметрами, зависящими от состояния, 
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Управления определяются выражениями 
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4. Модель нелинейной системы и синтез робастного управления 

 
Синтез управления для нелинейной системы (1) с функционалом качества (2) 

осуществляется, в предположении об интервальном изменении параметров системы и 
функционала качества, с использованием модели с постоянными параметрами и 
соответствующим функционалом качества. Это позволяет получить гарантированное 
управление для исходной системы. 

Теорема. Если )(tz  является решение дифференциального уравнения с 
постоянными параметрами 
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а )(tx возможные решения исходного нелинейного уравнения,  
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где положительно определенная матрица S  является решением алгебраического 
уравнения Риккати 
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то при всех возможных ),( xt  справедливо соотношение )()( txtz  .  

При выполнении условий теоремы, робастное управление 
)()( 2

1 tSxgRtu Т
i

 обеспечивает стабилизацию исходной нелинейной системы (1). 

 
Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований 
по проекту 10-08-00677. 
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