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I)�������"��-�'�>"'?�1�"F"�')��0��"���$?�2"�"0��&����'�&��/&�.

��'�&���������1�����1����-��E�"�&���"�1��&"�$�"�������$&����-����.

����&��������')�/&���'�0��&�����7�"2��"��-?����!�7���'�-�1����F.

�"�$�!�����-�'��������>�����>)��"�������0��$�&�'�"&������2��F����

�����������'�������'�&��/&���'�0��&����"�"��2"?���"&��0��&�����(

�����"2��������������"�"���-?�0����"��"-��������0��&"-�7"2"���#���'

����"��0�"���-���,���-��&�K0���)(����7����&�2"�"0��B�!�0��?�'�.

F���7)�$?��"'�����"�����!�&���"������F������#�"�$�)���"2���?���&�.

����'���������)������7�)����,���-�'����(� 2"�"0����'�'��/����?

�"�����10�7��������7�����"7F�������7��&"'�������������-���&1L�.

���&������-�2�"��������"2���"'�&1��"����"��"��"'��/&2"'��"#����)(

�"7���

M"&�'��7�"2�'?�')�������"��-�'�>"'�&���1?�&����"-��������.

'�����-��-���-���10�7��&�'?���2"�"0��&�'?�����,�7��&�'?���'�����.

0��&�'�����7��'��@������"2�"0��"�/�"�&���"����F�����������1���.

�"'?�"����"��"'���������"�"���-'��"&��"2)�"�'����������1����'�&.

��/&���'�&���>'���������'���"�'�F���1���,��������$2��"�$�-������

�210�����'�&��/&���'�&����7"&"�"���"���!���'�?�&�������'���-��".

2�7�"�$�-?�&"&�1������"�'�&��/&���'�&"?����"10��$�-���,"�$���"�.

�"���)��������"��"���)��2"�"0�?���2��&"KL�������"�$�)(�/&���'�.

0��&�(���������"��-(�

���������'?�0����210�����/&���'�&�?���'�&��/&���'�&����0"��.

�����?����K�$�����������-�&�,�1�����"��K�10�7��&�����'�����"%���

C�"��"-��)���"?�&����1K��"����2-�$?�!�/����@�NBMO+P�46D@MO

G@�@NB��B�&1����1� ����?� ����� (�����?� 1'���K�� ��,"�$� 2"�"0�?� &

��F"����K?����&��1���-K������"��0�������'"���������#�����/&���.

'�0�&�����7�"2��"��-��@����$�0��7)�2"�"0����,"�$?��"����
��	� #

�!�����"��
� Q�A�����2��1����!����)�"�$�-��"'����-���$�����,��$

�1�������1K�2"�"01?�"�����'�!�&"&�����10"��1�"0�?��"&�����1�"0��!

���'�����$?��
������
"�����
� 5������������,$?�������������7���
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�"&�������"��710���-5�*��10�����'3���7��*7�2�10����-3��������K7�'

��10"��71�����0��$�����2���

E�"�&���"�!���21�$�"������0����"�7��$,����&���0����"��K����

���F������������"������?�&����)'����2�"��?���,���������&�''����.

���"���7��$,�������2"�"0�����'����������7����&�����$� 2"�"0�?���.

��"�����)����1��'�?����������'�2"�"��)'�?����#�"����"'����(��'�.

�"�>)��"������������������1KL�(���)�&"(����"�-�1�����'����"���.

�"'������7�-�-��-K��-���'����0������)����1����)�C��1�"������.

�����1����������"�!�>)�,���,&��)�/&���'�&�?�4������&���/&���.

'�0��&���,&��)����-�"���1��(��)�,�(�10�7�)(�2"�������?�&����)�

�"���7�����)�"���/���2"�"0�?���0�����)�?�'��������1���(��10���)����

��2�"��������7�-��>��'��'?�')��"���'�-?�71�1��7�"���"��)���?�&�'1

��������-�10��$�-����/����&�����
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�
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�"��"-�&���"�!�������2�����)(����0�������)(��7����&���2"�"0���

&1��1�'�&��/&���'�&���������1�����1����-��>�������&�K0��)�2"�"0�

���������)'��"2���"'������'�������'�&��/&���'�0��&����"�"��2"5

������������7����-?������������2�������-?��)7��1���1�����-(���.

��������������?��7L�'1�/&���'�0��&�'1��"�������K?�%�"�&���)�&"��

��10"-(��7L�������)(�7�"�?�/&�����"������"��''��������%��'"#���

��'�'�����7���&�2"�"0����7����&��������-��-������7�)����,���-

#������ �-�"� 2"�"0���� &"F���� ��'�?� "� �"&F�����'��)�&������$�)(

�"7�����-���&1L���������&��2�"�������"��"��)�/&2"'��"#����)(��".

7����A��7������$K��"�������7����&"�2"�"0�-��-���-���?�0���&"F�)�

�"2�����"0��"���-����72��"�������)(�&��#��#�������"��'"����"�'��

����'����7��'"��&���E�����2���-����27�F"�$��"2��0�����?�&����)�

��������2��&"K���2.2"��"2��0��������'������������������������2��.

F������������0��&����'"����"�"�'�F����"�����������$����2�"���'

&1������&#��5� ���'"��@�@��J�&#������'�&��/&���'�&�5��������1.

�)��1�����$5�10�7������7����I�5�B2�����'�C��>DE?�
����

G"�"0��&������"2�"0�����-� ��1�������'"�����"�1�)?� "����"�.

������������"�"������/&���'�0��&�(�%"&1�$�������4-��2"�"0�'�F��

�"&F�������$2��"�$�-������210������������1�����&1��"�'�&��/&���.

'�&����7"&"�"���"���

M����$� 01�$������7���� �� ��'?� &"&� 1�������� 10�7��������7���

G"�"0������'��"���������)�����"2���"'?�"���1����/��(��"2������!

��� 7����� 12&�'� ��'"'?� 0��� ���$'"� �7���0"��� �"7��1� ��� �7����&�'

&"&���1����"'?��"&���������"�"���-'��������"�����)��2"�"0��'��1�

�����$2��"�$�-���-���'",��(�2"�"���?���-��"27��"��"���'��"�"(�����-

�"'����-���$�����"7��)��>�����7�������1����1K�� 2"�"0�?� �7R���.

�-KL������&��$&����'?�����'��1�������$2��"�$�-���-��17�F�����&��.

����-�2�"������"���'��?���-����$'�������/&2"'��"���+���1����"&F�

��'����$?�0������F����$�2"�"0��"�$��1���-������"��"���)(�1��"F.

�����?��"#�����)(��"����"������7"2��)'���"�)&"'�?����2"�"0?�&���.
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�)��������"��-K����7���'�����������"��-5�&���"��1F����"'����-.

���$�����������$�'����$?����"�"��2����"�$���������������������.

�"�$����10���)����21�$�"�)�

>�����7��� �&�K0��)�&"&�������"�$�)�� 2"�"0�� "������?� �"&��

2"�"0�?�2"�'�����"��)���2��"2�)(�����0��&������-���(��2���(?�&���.

�)��1F����"���*%��$&����'3?�')�����������'���)�&���"�����0��&�

A��"&����-�'����(���&��1"�$�������"�"KL�(�2"�"0���������)���.

��������1KL�����)�&��

��2"�"0"'?���'�0���)'�2��2��0&��?��"K��-���,���-���"&���".

����?� /��� ��"��"���)�� 2"�"0�?� �� &����)(� ���"7"�)�"K��-� �"�)&�

"�"��2"�7"2��)(�'�������&1��"��@����)��"'����������������-����.

,���-��"�7��������F�)(�2"�"0?����&��$&1��(��"7���������-���-���

�"&�7)�������(������$�7)����"���$���&����)������������-�����0�.

���"� ��1�������

���� ����"������� 2"�"0� ��������� "&#���� ���"��-��"� �����F".

���$�)(�'�'���"(?�"�����'1�"����)������"�����������#��$K����1.

0��$�����,�����1����F����-����"�7������7L���%��'���N���&"�"���-

��(��0��&�(��������)��&?�����7)0��������������������������������5

%1�&#����0��"K��-���%%����#��1�')'�S�������'�2"#����)(�2"�".

0"(?�����������#�%�#����"�)�&��&����)��%1�&#��?��������"�"���-

�)���������1����������1�-�������

>�&��#��&��������������-������&����������������������$���

��&�'���1�'��������"�1�)����"27��&�������"2���"'�

�"��)���7����&��%��'����"��-�&"&���21�$�"���"2�"7��&�������.

7��&��2"�"0���-���'",��(�2"�"���?���'��"��&�(�2"�-�������������0.

�)(��"7��������#������"7��)�"��������"���������1�)'�&1���'�'�&.

��/&���'�&����C��1�"��������'�1������������!�>)�,���,&����/&�.

��'�&���@����)�7�"���"��)����'���1����"'?�&����)�?���,"-�����.

��F���)��2"�"0�?�������������"�&����1��0����-����(�%��'1�����&��

@����)��"&F�����2�"���$�)�������&�������6�������@��&�"�������

J�������2"�10"�����������"�����������,������-�"�2"�"0?��&�K0���)(

���"���������7���

@����)�7�"���"��)��"#���"�$��'1�%���1���������&��&"�����2"

%��"����1K�������F&1��"����������&�"��A����$�"-�7�"���"�����$�!

"����'�)'���#��2���"'� ���"� 2"� 2"'�0"��-� ��� ������"0"�$��'1

�"��"��1�2"�"0��&"�
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A+�A>�T6�A�46�6J6�BP

B��M>64U�6�BP

����$���&�����$����&����

�1��$������7����$���"�&��"���-����"2���7�"2�)'�������7����$�&�.

'���"7��"'�?� ������"�����)'��)����-	��� ��	�� '��F�����'�/�

6������/&���'�&���'����-������"���?��� .+= NX R ��1��'��0��"�$?�0��

�����7����$��'��������������)��������0����-��"�'��F�����������.

7����$�&�(��"7�����0�

6������-������7����-��"7���1����(1F�?�0�'��"7���2?����71��'

�������$?�0����"��)�������7����$���������)��")��	�
����"7���1

�"7��1� 2� �� 2"���)�"�$ .x y�
�

� �1��'� �������$?� 0��� �"7��� 1������

)��")��	�
���!��"7��1�2���2"���)�"�$�/���&"&� ,x y� �������"7���1

���������������0�����$�����"7��"� ( ),�
�

y x y �"��7�"����� ( )y x�
�

���.

��������1��'��������$?�0����"7��)�1���2�-���
��	��,���-������7���.

�-���2"���)�"�$�1�V�2?�������"7���1����������������0�����$�����"7�.

�"� ( )�
�

y x y ���"�7����� ( ).y x�
�

$��	��
�)�����,5���-��K7)(���1(��"7�����1���2��2������7�.

���$�&����'��F����"�0� �1?�2�∈�0�����F����)����-�$�-�����1KL��5
��7�� ,x y�

�
���7�� .y x�

�

�
� � � � � �
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$��	��
���
��	�	�����	5� ��-��K7)(����(��"7�����1?�2���4� �2

�����7����$�&����'��F����"�0 �1?�2?�4�∈�0�?������ x y�
�

��� ,y z�
�

���� .x z�
�A���,�����������0����-?� 1���������-KL��� "&���'"'������.

�)�����"�2���������?����"�$���,�'�71��'��"2)�"�$��
5	��
� �,��

6���5	���)��������	?� ������"��-KL���������0����-� ,�
�
� ��.

��������)���"�'��F������0?��"2)�"K��%1�&#�K�78�0�→�9��"&1K?�0��
��-��K7)(��"7�����1���2��2�0�������,����� x y�

�
 �'����'���������"

�����$&������"?�&���"�7�1��≥�7�2��
������0����-� ,�

�
�����������)���"�'��F������0?�-��-K��-�����#

����������,�	?��������-��K7)(���1(��"7�����1���2��2�0��"&�(?�0��

2�≥�1���2�≠�1?��'��'� .y x�

������0����-� ,�
�
�����������)���"�'��F������0?�-��-K��-���
#

-����������,�	?��������-��K7)(���1(��"7�����1���2��2�0��"&�(?�0��

2�≥�1?��'��'� .y x�
�

������0����-� ,�
�
� ����������)���"�'��F������0?� -��-K��-���#

�
� ������
�,:
��,�	?��������-��K7����1�∈�0����K7����ε�W����1L�.

���1���2�∈�0��"&��?�0��� − ≤ εx y �� ,y x� ����� 2( ) .− = −∑ i i
i

x y x y

������0����-� ,�
�
�����������)���"�'��F������0?�-��-K��-��,#

)���,�	?��������-��K7)(�1?�2?�4�∈�0 ��"&�(?�0��� y x�
�
��� ,z x�

�
��'��'

α2�X����Y�α� z x�
�
������K7�'���≤�α�≤���

������0����- ,�
�
�����������)���"�'��F������0?�-��-K��-�����#

���,)���,�	?� �������-��K7)(�1?�2?�4�∈�0� �"&�(?�0�� ,y x�
�

z x�
�
��

2�≠�4?��'��'�α2�X����Y�α� z x� ������K7�'���Z�α�Z���
A���,�����������0����- ,�

�
���������������"�'��F������0?���#

)���,���?� �������-� �K7���� /��'���"�1�∈�0� '��F�������"7�������
(1F�?� 0�'� { }: ,∈ �

�
x y X y x � �� '��F������ �"7����� ��� �10,�?� 0�'

{ }: ,∈ �
�

x y X y x � -��-K��-� 2"'&�1�)'��'��F����"'��

•�	��#%���+�������������.�������&���*�&04���$����&����!

6����������0����- ,�
�
�����������)���"�'��F������0?�������".

��')�����'�L$K�%1�&#�������2������7�.�?����/���������0����-�-��-.
K��-��"#���"�$�)'��
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•�<�.�������&���*�&04��� $����&����!

�1��$�������0����-� ,�
�
�����������)���"�'��F������0?��"#���"�$.

�)���1���������-K��"&���'��������)��������M���"��1L����1��������.

�)��"-�%1�&#�-�����2������7�1�?�������"��-KL"-�/���������0����-�

?�����+�0��+���4���$����&����

�1��$� ������0����-� �����7������� ������"��')� �� ��'�L$K

������)�����%1�&#�������2������7�1���A7�2�"0�'���&����#���0���2

1 2( , , ..., ).= Np p p p ��K�F������'��F�����������7����-�'�F���2"��.

�"�$�&"&� { : },= ∈ ≤B x X px I ����;�!���(��������7����-�

M���"��
"
�
�)����-	���!?�&����"-�2"&�K0"���-����)7�����"�.

7�����������0�����$������"7��"������"��)(�#��"(���1��������(��"?

�'��������1KL������5

�
0

max ( )

.

≥

≤
x

u x

px I

4�,"-�2"�"01�'"&��'�2"#�������2�������"�7K�F����'�'��F�.

����?����10"�'?�0���&"F�����"����<?�;������������1���'��F�������"�.

�10,�(������"��)(�#��"(�����(���������7����$�&�(��"7�����1�<?�;�?

&������� 71��'� �"2)�"�$� �
� �
�����	�� �����
��
������	�� �)��#

������7���������������'��>��7L�'���10"��1�<?�;�����-��-���-�����.

2�"0�)'� ������������'��6����F�� &"F�����"��� �<?� ;�� ����������1��

����������)���"��10,��������7����$�&����"7��?����1�<?�;���"2)�".

K��*���5	����
��
��������� �)���
��B2� 2"�"0�� �����7����-?� ��.

'�'��("�"&�������&�������"?����10"�'�2"����'���$�����2��������

/&2�����)(��"�"'�����?��"&�(?�&"&�#��)�����(��?�����������"���$��"�.

����)����������#����1K�%1�&#�K�����10���1K�%1�&#�K��"2)�"K�

����������*���5	���)��������	5� =�<?� ;�� [�7�
*x �� ���� *x �∈�1�<?� ;��

•�<��7�����+���������0�)�� �$����!

�1��$�7�.��!�������)��"-�%1�&#�-?�������"��-KL"-�������0.
����-������7����-?�����������)���"�'��F����� ,+= NX R 0,>>p ����.

�"�1�<?�;��1���������-�������1KL�'��������"'5
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��������������$��1������ �����������������$���#�������(��"5

( ), ( ,  )λ λ =p I x p I ��-��K7���� 0;λ >

�������������0����-���&"�$������"�)L"�')�?����'"�,"����.

�&���������1���������-���7K�F����'1����"��0���K���%��'���"���.

���"5���-��K7����1�∈�1�<?�;���'��'�<1�[�;S
��������������0����-��)�1&�)?����1�<?�;��!��)�1&����'��F�����S

H�������������0����-���������)�1&�)��������"���$��?�7�.������.
���&�"2�����1�"-�?������-�&"F�����"�)��<?�;��'��F������1�<?�;�������.

����2��������/��'���"?������1�<?�;��-��-���-�%1�&#���������"��?�&��'�

����?�1�<?�;��!�������)��"-�%1�&#�-�

•�<��7����� 0����&&�7�*�&04��7� $����&����!
�1��$�7�.��!�������)��"-�%1�&#�-?�������"��-KL"-�������0.

����-������7����-?�����������)���"�'��F������ ,+= NX R 0.>>p �M��.

�"�=�<?�;��1���������-�������1KL�'��������"'5

��������������$��1�����������������������$����<?�;��5�=�λ<?�λ;��[
[�=�<?�;����-��K7����λ�W��S


�����17)�"��������(��1S����������2�"��"��������(��1?����������.

��0����-���&"�$������"�)L"�')S

��������2�"��"������#��"'S

H��&�"2��)�1&�"����<���;?������'��F�����{ }( , ) : ( , ) ≤p I v p I v ��).

�1&��������K7�'� ;v
	��������)��"����<���;S

�������������0����-���&"�$������"�)L"�')�����������)�1&�)

�7�.�� ������� &�"2�����1�"�� �� %1�&#�-� =�<?� ;�� ��%%����#��1�'"

��� ( , ) 0,>>��p I �����)����-���-���3"������%�!�

( , )

( , ) .
( , )

∂
∂= −

∂
∂

��

��
��

i
i

v p I

p
x p I

v p I

I

?�����+�&�+���4������%����

�1��$� { : ( ) }= ∈ ≥uV x X u x u �!�'��F�������"&�(��"7������2���.

���7����$�&����'��F����"�0?�����2����$�&����)(����'��$,��2"�"�.

����� 1����-� .u �M���"� �
"
�
��	�	�	�
5		��
�.�"��� ���'��� ���
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min .
∈

ux V
px

4�,���-�/����2"�"0��������"2��0�)(�2�"0���-(�#���������2���.

�����7�2�"0�'�0���2�>�<?�7�?���71��'��"2)�"�$�����������1KL������.

7�"F��������)���	���
��,���)������ �����)������)��/	��������.

��"������,�����2"�"0����#����1K�%1�&#�K?����10"�'�2"����'���$

1����-�'���'"�$�)(��"�(��������#�����1����-�����2����������10��.

�1K�%1�&#�K?� ���"F"KL1K� /�1� 2"����'���$?� �"2)�"K��*���5	��

�
�.�"����>��"�$���,�'�71��'��7�2�"0"�$�/�1�%1�&#�K�0���2
*( ,  ) : ( ,  ) ,=e p u e p u px ����� * ( ,  ).∈x h p u

•�<��7����� 0�+$�&������&&�)�� �$����!
�1��$�7�.��!�������)��"-�%1�&#�-?�������"��-KL"-�������0��.

��-������7����-?�����������)���"�'��F������ ,+= NX R 0,>>p (0).≥u u
M���" ( ,  )h p u � 1���������-�������1KL�'��������"'5

��������������$��1�����������������������$���#��5 ( ,  )h p uλ =
( ,  )= h p u ���-��K7����λ�W��S

�����"��0�����2"�"0��'���'�2"#����"�(������)����-���-�&"&

�"�������5���-��K7����
* ( ,  )∈x h p u ��'��'�

*( ) ;=u x u
��������������0����-��)�1&�)?����'��F������ ( ,  )h p u ��)�1&��S

H�������������0����-���������)�1&�)��������"���$��?�7�.������.
���&�"2�����1�"�?����'��F������ ( ,  )h p u ����������2��������/��'���"?

��������7�"F�����-��-���-�%1�&#����&�'��������"�����������"S

	�� �'����'����� 2"&��� &�'��������"������ �����"5� ��-� �K7)(

( ,  )∈′ ′x h p u ��� ( ,  )∈′′ ′′x h p u ��'��'� ( ) ( )′ ′ ′′ ′′ ′ ′′− − − =p x x p x x
( )( ) 0.′ ′′ ′ ′′= − − ≤p p x x

•�<��7�����*�&04��� ���%����!

�1��$�7�.��!�������)��"-�%1�&#�-?�������"��-KL"-�������0.
����-� �����7����-?� ����������)���"�'��F����� ,+= NX R 0,>>p � �

(0).≥u u �M���" ( ,  )e p u �1���������-�������1KL�'��������"'5

��������������$�������������������������$���#��5� ( ,  )e p uλ =
( ,  )e p u= λ ���-����(� 0;λ >

����2�"��"������1����K�����2�����S

������17)�"������#��"'S
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H������1�"����#��"'S

	��������)��"S

�������������0����-���������)�1&�)��7�.���������&�"2�����1�"�
��%1�&#�-� ( ,  )e p u ���%%����#��1�'"����� 0,>>p ���������1������(���0.

&"(� ( 0)>>h � �'����'����� ����
�?�)
�"
�
( ,  )

( ,  ) .
∂=

∂i
i

e p u
h p u

p

@��7����&&��������������$����#�����

•�:����+�� ���7����&&����!
����1��$�7�.��!�%1�&#�-�����2�����?�������"��-KL"-���&"�$��

���"�)L"�')��������0����-������7����-?�����������)���"�'��F�.

����� .+= NX R �6��� *x �!���,�����2"�"0��'"&��'�2"#�������2�����
����#��"( 0>>p � �� ��(���� 0,>I � ���

*x � -��-���-� ��,����'� 2"�"0�
'���'�2"#����"�(���������

*( ).=u u x �����������?� ( ,  ) .=e p u I

���1��$�7�.��!�������)��"-�%1�&#�-�����2�����?�������"��-K.

L"-�������0����-������7����-?�����������)���"�'��F������ .+= NX R
6���� *x �!� ��,����� 2"�"0��'���'�2"#��� �"�(����� ��� 0>>p � �

(0),≥u u ����
*x �!���,�����2"�"0��'"&��'�2"#�������2����������#�.

�"( 0>>p �����(���� ( ,  ).=I e p u �����������?� ( ,  ) .=v p I u

���������	!�"������������	� ��-� ��&"�$��� ���"�)L"�')(

������)��)(�������0�����5
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•�8���&�&���<��40�)�!
�1��$�7�.��!�������)��"-�%1�&#�-�����2�����?�������"��-K.

L"-���������)�1&�)����&"�$������"�)L"�')��������0����-������7�.
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�&���������"�����%�&�����"���'���(������ ( ,  )h p u �!�%1�&#�-�&�'.

��������"�����������"?��������1���������%%����#��1�'�����/��(�%1�.
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∂ ∂
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dx p p h p u x p I
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∂
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��#)�'�F���7)�$��)�"F���0���2�'"�,"�����&��������5
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•�<��7�����+����4"� ��+�.�&���<��40�)�!

�1��$�7�.��!�������)��"-�%1�&#�-�����2�����?�������"��-K.
L"-���������)�1&�)����&"�$������"�)L"�')��������0����-������.

7����-?�����������)���"�'��F������ .+= NX R ��1��$�%1�&#�-��"�(�.
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����1��$� ( ,  )e p u �!�%1�&#�-��"�(�������-��"#���"�$�)(?������.

�)��)(�������0�����?�����������)(��"�'��F������ += NX R �������.

��"�����)(�'��F�����'� .uV �6���� �uV �!�'��F�����?������"���������
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��6���?�&��'������?�������0����-������7����-��)�1&�)�����"7�
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u uV V

•�������&����&��� $���$���&�7� $��*�&04��� ���%����!
�1��$� ( ,  )e p u �!�������)��"-�%1�&#�-?���2�"��"KL"-����7?���.
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'��F����"'�� ,�uV � ����

{ : ( ,  ) 0}.+= ∈ ≥ ∀ >>� N
uV x R px e p u p


�+���&�����+�&�&�7���#��)�������&���$����#�����

4"��'����'�/&���'�0��&1K�������&1?�����21�$�"���&��������2.

'�����-���&����#�����
0p ����

1,p �"���(��������7����-����"��-����F.

��'��+���������1KL����2'�������7�"�������-��-������7����-�����.

&�(������-��)(�#��"(� ( ),p � '�F��� �#����$� &"&� �"2��#1� �"�(����5

( ) ( )1 0,  ( ,  ) ,  ( ,  ) .−e p v p I e p v p I
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∂∫ ∫
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•�<���&���&���+�F��� /0������&�&�7� �� 0�+�&����G.�7

�����4��7!

�1��$�7�.��!�������)��"-��������&�"2�����1�"-�%1�&#�-�����2.
�����?�������"��-KL"-���&"�$������"�)L"�')��������0����-������.

7����-?�����������)���"�'��F������ .+= NX R ��1��$�#��)����(����".

���?�&��'��A.��?�%�&�����"�)� ( ),− −=i ip p �"�#��"�A.������"�"��2'��-��.
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0
ip ���

1 0 ,<i ip p ����0�'�
0( ,  ) 0− >i i ix p p ���

1( ,  ) 0.− >i i ix p p �M���"5
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0 1 0 1( ,  ,  ) ( ,  ,  ),>CV p p I EV p p I ���������"��A.��%������)�����
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(��1��������������"����"�����2"�����������(��"�����
1 0[ ,  ],∈i i ip p p − ip ��

��(���� ;�

�)��)�����&������������$����#�����

A�������'�������)�,���)�����"�&"F�)�����"��&"&��1''1�����.

���1"�$�)(�����0��������"����(������7������5�
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1
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k
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= ∑
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•�8�������$��������&�����0���"%�H��%���I�$����#��&��J!

����)��*��(���!������7�����3���-��"2�)(������7��������".

�"����$�)������K7)(�#��"(�����(��"(�����"������$&������"?�&���"

������0����-������7�����������F�"K��&������1K�%1�&#�K�����2.

������%��')�C��'"�"�������"&��)'��&�/%%�#����"'��������(��"(5
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 1�&#�-�����&1�����������" ( ,  )x p I �1���������-�����
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 ! !'!���&"F���?� 0��� ����� ����,����� ��������� ������0����-

"��''����0���������#"���$�����"�2������?�������������������"�����.
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'��F������0?��"#���"�$�������"������$&������"?�&���"�&"F����&���0.

�������'��F������/�����'��F����"������F����"��10,���/��'����
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�
�2"�"������"

&���0��'�'��F������0?��"#���"�$�������"������$&������"?�&���"��1.
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���� 2 2
1 1( ,  ...,  ) ( )  ... ( ) .= + +N Nu x x x x

�#�� 1 1( ,  ...,  ) max( ,  ...,  ).=N Nu x x x x

���� 1 1( ,  ...,  ) min( ,  ...,  ).=N Nu x x x x
�)�� 1/ 2 1/ 2

1 1( ,  ...,  ) ( )  ... ( ) .= + +N Nu x x x x
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'�

���� 1 1
1

1 1
( ,  ...,  )  ...   ... .

+

= + + + + +N n
n N

u x x x x
x x

���� 1 2 1 2 2 1( ,  ) min(2 ,  2 ).= − −u x x x x x x

�F��

1 1

1
1

1 1

100

( ,  ...,  ) 100,      100,  0.

100

,  ����

����

,  ����

α α

= =

α

=

α α

= =

 <

= = α >



>


∏ ∏

∏

∏ ∏

i i

i

i i

N N

i i
i i

N

N i i
i

N N

i i
i i

x x

u x x x

x x

 ! ! �!���������F�'?�0���������0����- ,�
�

�2"�"��)���"�'��F�.

����� ���(� ��&������ ������7����$�&�(��"7������ �� ����F����$�)'�

&������"�"'�?�������"��')�%1�&#������77"�!��1��"�"� 1( ,  ...,  )Nu x x =

1

,α

=

= γ∏ i

N

i
i

x � 0, 0.iα > γ >

����P��-K��-�����"��)��������0����-���������)�1&�)'����'�.

������)'�l

�#���"&��2'�����-��",��������"��1�&�����?��������&"0���������1.

���'����'��F����"� �"��'"����"�$� ���� �����7����$�&��� �"7��)� �

������#"���$�)'��&�/%%�#����"'�l

 ! ! -!�4"��'�����������,�����������0����-� ,�
�

���-�&�������

�1L����1���������"��-KL"-�����%1�&#�-�����2������

������&"F���?�0�������,�����������0����-��
�
���'�����0��?�����

%1�&#�-�����2����������F����$�����������"�

�#����&"F���?�0������������7�"�����1����F�����5����������,�.

����������0����-� �
�
���'�����0��?�����1L����1�������F����$�����.

������"-����0"�������?�����F����$�����������"-�����������������%1�.

&#�-�����2�����?�������"��-KL"-�/���������0����-�� �G"'���'?�0��?

&"&���&"2)�"������'�����&��&���"%�0��&�(�������0�����?�1����F��.
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'-

����������"���7)�$����"������)'?��������&"2"�$�-������������F���-

���1L������"����������"��-KL���������0����-�%1�&#�������2�������

 ! ! 3K!�B�"��B�"����0�7��$,���������K7�������5�0�'�7��$,�

���"� ��������7�-��?� ��'� �),��1�����$� ���� 1������������������A�

�"&F���K7���0���)5�����&"F��'��"���'�1�����������7����-����"?

0�'�7��$,��0�����������7�-���B�"��B�"����0?� ��'��),��1�����$

��������2�������A��"&��������1K��0����$����� 2"7����������7�����

���"5�0�'�7��$,�����"?���'��10,�����2"����'���������?��&��$&��0��.

�����������/��'������7�-����

��������������-K�����������0����-�B�"�"�B�"����0"�"&���'"'5

������)S

��"�2���������S

��&"�$�������"�)L"�'����S

��������'�����������S

���������)�1&�����S

������)������l

�#����0�'1�����2'�F���������"���$�������0����-�B�"�"�B�".

����0"�����'�L$K�%1�&#�������2�����l

 !'

?�����+�0��+���4���$����&����

��������+�&�+���4������%����

 !'! !� 4"��'������������7����-?� &����)���)7��"����"��10,��

�����7����$�&����"7�����������"��������1(����"������"������%1�&#��

'"�,"�����&������&�'��������"�����������"���-�����1KL�(���10"���

���K� M��"�)� -��-K��-� "7���K��)'�� ������,���)'��� 2"'���.

���-'�5� 1 2 1 2( ,  ) , , 0.= α + β α β >u x x x x
�#�K� M��"�)� -��-K��-� "7���K���� �2"�'�������-KL�'�5

1

( ) min , 0.
=

 
= α > α 

n

i
i

i i

x
u x
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'3

����������0����-�&�"2�������)���������"��')�%1�&#��������2.

������ 1 2 1 2( ,  ) ( ) ,u x x x xα= + ����� 1.α <

 !'!'!��"������%1�&#��������"?�&������1K�%1�&#�K�����2�����

��%1�&#�K��"�(����������7����-?�������0����-�&��������������"��.

')�%1�&#���� ����2��������77"�!��1��"�"5� 1
1

( ,  ...,  ) ,α

=

= ∏ i

N

N i
i

u x x x

0.iα > ���&"F���?�0����"�(��)��"&���������7����-��"�&"F�)�����"�

-��-K��-�%�&�����"�����������������(��"�������/�"����-����2"�����

���#�������(��"��

 !'!,!��"������%1�&#��������"?�&������1K�%1�&#�K�����2�����

��%1�&#�K��"�(����������7����-?�������0����-�&��������������"��.

')�%1�&#��������2���������"5

��� 1 1 1( ,  ...,  ) max( ,  ...,  ),N N Nu x x x x= α α 0;α >
�#�� 1 1 1( ,  ...,  ) min( ,  ...,  ),N N Nu x x x x= α α 0;α >

���� 1 1 1( ,  ...,  ) min( ,  ...,  ) ... ;N n n Nu x x x x x x+= + + +

�)�� 1 1( ,  ...,  ) ( )  ...  ( ) ,α α= + +N Nu x x x x 0;iα >

���� 1 1( ,  ...,  ) (  ...  ) ,α= + +N Nu x x x x 0;iα >

���� 1 1 1
1

( ,  ...,  ,  ) ,α
+ +

=

= +∏ i

N

N N i N
i

u x x x x x 0;iα >

�F�� 1 1
1

1 1
( ,  ...,  )  ...   ... ;

+

= + + − − −N n
n N

u x x x x
x x

���� 1 1 1 1( ,  ...,  ) max( ,  ...,  ) min( ,  ...,  ).N N N Nu x x x x x x= α α +

 !'!�K!��"������%1�&#��������"?�&������1K�%1�&#�K�����2���.

�����%1�&#�K��"�(����������7����-?�������0����-�&��������������".

��')�%1�&#��������2�������������-�����/�"���0����$K�2"'�L���-�

 !'!�!��"������%1�&#��������"?�&������1K�%1�&#�K�����2�����

��%1�&#�K�2"��"�������7����-?�������0����-�&��������������"��')
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'5

%1�&#���� ����2������ +��1�"5� 1
1

( ,  ...,  ) ( ) ,α

=

= − γ∏ i

N

N i i
i

u x x x � 0,γ ≥i

0.iα >

 !'!-K!���&"F���?�0��?������������0����-������7����-���&"�$��

���"�)L"�')?����7K�F���������"��0������)����-���-�&"&��"��������

 !'!3!���&"F���?�0��������������0����-������7����-���&"�$��

���"�)L"�')?���������,���� px ≥ ω ��)����-���-���-����(�1?��"&�(?
0���

* ,x x� ����
* .px ≥ ω

�1���������/��'���10"���)����-�$�-�������,�����
* ?px px≥

 !'!5K!�4"��'������������7����-?�%1�&#�-�����2������&�������

2"��������������7����-���1(����"���5 1x �� 2 .x �B2�7�"2����������1���.

�-�&���������%1�&#�������2��������������"������#���

 !'!AK!��1��$�������0����-������7����-���&"�$������"�)L"�.

')���������"��')�������)�����%1�&#��������2�������A��������$��

0�F��)���2����������)(��"������������"%�&�����"���"%�&"(������&��

1&"2"����"��"���������2�"��"��-��"�(����������"����2"&�K0����?�'�.

F���������������"��-�$�������1����-�%1�&#����"�(�������-��"�����

�����7����-���������"������#��l

����� ���

 !'! B!�����&"&�'�1��������(��"���&"&�(�1�����-(�2�"0�����'"�.

,"�����&���� �����"� ( ,  )x p I � ����"�"��� �� 2"�"��)'� 2�"0����'�(�&.
����&���������"� ( ,  )?h p u

À Á Â Ã
p2

p1

p2 p2 p2

p1 p1 p1
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'A

 !'!  !�����&"&�'�1����������2��������&"&�(�1�����-(�2�"0����

(�&����&���� �����"� ( ,  )h p u � ����"�"��� �� 2"�"��)'� 2�"0����'�'"�.

,"�����&���������"� ( ,  )?x p I

 !'! '!�����&"&�'�1��������(��"���&"&�(�1�����-(�2�"0�����&��.

�������%1�&#�������2�������"����2"�"���������0��������2������ ?u

 !'! ,!�����&"&�'�1����������2������7���&"&�(�1�����-(�2�"0�.

����%1�&#����"�(������"����2"�"���������0������(��"� ?I

 !'! �!�����������"�"����0��&������'��)����2�7�"2������"%�.

0��&�� ���1"#��?� &���"� ��,����� 2"�"0��'"&��'�2"#��� ����2�����

( ,  )x p I � ��� ����"�"��� �� ��,����'� 2"�"0��'���'�2"#��� �"�(����
( ,  ),h p u � �������"�"-?� 0����� 2"�"0��'���'�2"#����"�(�����1�����$

����2�����������"��0������"���� ( )( ,  )u x p I �����������"�"�����'"&��.

'"�$��������2����$K?����10"�'���������,������������2"�"0�����>����.

'��"(����F�)�7)�$����#�%�#����"�)�%1�&#�������������)�2�"0���-

/&2�����)(��"�"'�������

 !'! �!���&"F���� ��F�������4�-� �� ��''1�D��"��"� �"� ������

�����')��7����7"KL���

 !'! -!���&"F���?�0��������������0����-������7����-���'���.

��0�)?����%1�&#��������"�1���������-K��������,���K�
( ,  )∂ =
∂

i

j

x p I

p
( ,  )∂

=
∂

j

i

x p I

p
���-����(�A���B�

 !'! 3!���������F�'?�0�����������)�1&�)�?��������'�������)�

������0����-�������"��-K��-���%%����#��1�'���%1�&#��������2��.

�����>��������1����F�����5�*������$�"-�����2����$���(��"�
( ,  )v p I

I

∂
∂

����F����$�"���-��K7)(�#�������(����3l�@��1'�����1���������������

 !'! 5!���������F�'?�0�����-�%1�&#�������2������7�1��&�����.

�"-�%1�&#�-�����2�������'����%��'1�C��'"�"5 ( ,  ) ( ) ( ) .v p I a p b p I= +
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,B

�"&��)0�����$�2�"0�����%1�&#����"�(�����/����������7����-���-�#��

<�������2������7?�������2�����)�2�"0���-�����0�� ( )a p �� ( )?b p

 !'! A!�A("�"&����21�����2"�'���-2$�'�F�1�&���������%1�&#�.

�������2��������%1�&#�����"�(����?��)0������)'����-�%1�&#�����.

��2�����?�������"��-KL����"��)��������0����-�

 !'!'B!� ��&"F���?� 0��� ����� %1�&#�-� '"�,"�����&���� ����.

�" ( ,  )x p I �����F���"���&"�$������"�)L"�')'��������0����-'�?���

�)����-���-�����1KL���������,����5 1,α ε =∑ i i
I

i

����� iα �!����-��"�.

(������"�7�"���A?�
i
Iε �!�/�"���0����$������"��"�7�"���A������(��1�

 !'!' !���&"F���?� 0��� �����%1�&#�-�'"�,"�����&���� �����"

( ,  )x p I �-��-���-�����F����$���������������1�������������?�����).

����-���-�����1KL���������,����5� ,= −ε∑ k k
I

i
ipe �����

k

ipe �!�/�"���0.

����$������"��"�7�"���H����#����7�"�"�A?�
k
Iε �!�/�"���0����$������"��"

7�"���H������(��1�

 !'!''!� ������0����-� �����7����-� ����)�"K��-� ����1KL��

%1�&#��������2�����5 1 1 1 1( ,  ...,  ,  ) ( ,  ...,  ) .n n n nu x x x v x x x+ += + ���&"F���?

0�����������"��0���7��$,�'���(���� ������7����$�����/��'���(���

����R-��-�������F����$�)���������"�7�"��� 1n + �5

����&������"-�%1�&#�-�����2�������'�������� ( ,  ) ( ) ;v p I a p I= +
�#��%1�&#�- ( )a p �-��-���-��)�1&����

 !'!',!��1��$�������0����-������7����-�������"��')�%1�&#�.

��� 1 1( ) ( ,  ,  ) ,N Nu x x x x−= φ +� ����0�'φ �!���2�"��"KL"-�������1�"-�

�����1��$��"7�� 1 1( ,  ,  ,  ) 0N Nx x x x−= >>� � � �� �!�����'"�$�)���"7��

��-��"�����������7����-�������&�����#���<�����(����;���"&��2'�����-

����'"�$�)���)7��������7����-?������������(�����2�"������"���nl

�#���1��$��"7��� 1 1( ,  ,  ,  ) 0N Nx x x x−= >>� � � �� ���1F�����,����'�2".

�"0��'���'�2"#����"�(�������-��"�����������7����-�������&�����#��



G
"
�	

, 

<���1����������2������ .u ��"&��2'�����-���,�����/����2"�"0�?������u
��2�"������"���nl

 !'!'�!�I"���#"�

� � �

� � �

� �

 
 = − 
 ϕ − 

S � -��-���-�'"���#��� 2"'�L�.

��-�+�1#&���?�����0��"���������#��"( 1 21,   2p p= = �� 3 3.p = ��"���.

���2�"0���-��"�"'������ ,  ,  ,  ,  ,  .α β γ δ ε ϕ

 !'!'�!�I��1���������7�"�"�7)�$���%������)'�?������������0.

����-���&"�$������"�)L"�')l�@��1'�����1���������������

 !'!'-!���&"F���?�0��������%1�&#�-�����2�����������7����-���.

�"�"7��$�"?�������������2�7�"�����'�F���7)�$����"��'�C�%%��"��@�.

�1'�����1���������������

 !'!'3!�4"��'������������7����-?�������0����-�&����������&"�$.

������"�)L"�')���������"��')�"������������"�"7��$������"F�)

��%%����#��1�'��� %1�&#���� ����2�����5� ( ) ( ),i i
i

U x u x= ∑ � ���.

0�' ( )iu ⋅ ������������1�)���-��K7����A���1��$������7����$��7�"�"��
��(���'� 0,I > � "� #��)� ���"���� 2"�"�)� ��&����' 0.p >> �B2������?

0��� ( ,  ) 0.x p I >> ���&"F���?�0���������$�"-�����2����$���(��"�����0&�

( ,  )x p I �17)�"��������(��1�

 !'!'5!���������F�'?�0�����(��������7����-�%��'��1���-�/�.

����������������"��-�����7����)��0�1K�����'���$�����������"0"�$.

�����2"�"�"���"&��2'�����-�����/��'���F�������+�1#&���l

 !'!'AK!�������0����-������7����-�����)�"K��-�%1�&#������.

��2������ 1 2( ,  ).u x x ������7����$�����'���������?�����7�"�"��������.

�"0"�$�)'��2"�"�"'�����"���5�1���������$ 1ω ������#������������"�"
� 2ω ������#������������"�"�

�L��>�2'�F�"�����"&"-����1"#�-?�����&����������),�����#��)

������� �2� ���"���� 1����0���� 7)� ����2����$� /����� �����7����-l

A7R-������
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,'

�#���1��$�#��"������������"�"���2����"���"&��2'�����-������7.

������/��������"�"l����&�''�����1����2�"&��/%%�&�"�2"'�L���-��

/%%�&�"���(��"�

 !,

@��7����&&��������������$����#�����!

���#��+��������&����&���$���$���&�7

 !,! K!� 1�&#�-� �"�(����� �'���� ���� ( ,  ,  ) 2 .x y x ye p p u u p p=
�"������%1�&#�K�����2����������"��
��
5������$21������''1�D�.

�"��"��

 !,!'!�����&"&�(��"�"'���"(�
���I�%1�&#�-� 1 2( ,  ) b ce p u aup p= �71.

����%1�&#�����"�(�������&�������������7����-l��"������%1�&#�K

����2������/����������7����-�

 !,!,!�����&"&�(��"�"'���"(�%1�&#�-� ( ,  ) ( )= ∏ ib
i

i

e p u au p � -�.

�-���-�%1�&#�����"�(����������7����-l��"������%1�&#�K�����2���.

��?�����������1KL1K��"�����%1�&#����"�(�����

 !,!�!�P��-���-����%1�&#�-�
1( ,  ,  ) ,x y x yv p p I Ip p−α α−= �����0 1,< α <

&���������%1�&#��������2�����l�>����"�������%1�&#�K�����2�����

( ,  ).u x y

 !,!�!���������F�'?�0���������0����-������7����-�������"�.

�-K��-�%1�&#��������2������ ( ).u x ���&"F���?�0���%1�&#�-�����2���.

���������"�
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n
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i

u x a x
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 = 
 

∑ �����"������$&������"?�&���"�&������"-�%1�&.
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 !,!-K!��1��$�������0����-������7����-�����)�"K��-�����1K.

L���%1�&#��������2�����5�
1

( ) ln , 0.
=

= α α >∑
n

i i i
i

u x x

����+0��"-�����#��)�����F����$�)'�?��"������%1�&#�K��"�(�.

�����������"��������"�����������%1�&#�K�����2�������+���"�"�����

�����"�������"-�%1�&#�-���������"0"�$���l

�#������������ ����,"��� �1�&�"� ���� ��-� ��1����� �����7����-?

%1�&#�-�����2������&���������'�������� ( ) 1
( ) min ln , 0.

=
= α α >n

i i iii
u x x

����A7�1��������#��1�1������"�������-�������0�������"�����.

���&���������%1�&#�������2��������������(��-��������&�%1�&#����"�.

(������������'�������1���?�&"&��"7��"���/�"��(�'"��"����'�����1�&.

�"� ����

 !,!3!���������F�'?�0���������0����-������7����-�������"�.

�-K��-�%1�&#��������2����� ( ).u x ���&"F���?�0���7�"�"�&�'���'��.

�"��)�

1

( ) min
=

   =     

n

i

i i

x
u x

a
�����"������$&������"?�&���"�&������"-�%1�&.

#�-�����2�������'��������
1

( ,  ) .
n

i i
i

v p I a p I
=

 =  
 
∑

 !,!5!��"��������
��2�7�"F��"�����0�"-�����-�1����-�&��������

%1�&#�������2��������������"������#��?�����

{ }2
1 2 1 2( ,  ) : ( ,  ,  ) .p p R v p p I u∈ =

����B2�7�"2���� �"� ���1�&�?� &"&��� #��)� ����������1K�� 7����

�)��&�'1�1����K�����2�����?�0�'� .u
�#����-��"������1����-�����2������%1�&#�-��"�(������"&F��-�.

�-���-�%1�&#����#����B2�7�"2����&���1K������-��)(��"�(����?�����

'��F������{ }2
1 2 1 2( ,  ) : ( ,  ,  ) .p p R e p p u I∈ =

����N�'1��"�����"&����������1����-�%1�&#���=�����0&�� 1 2( ,  )?p p∗ ∗
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�)��N�'1��"�����"&��������0����������1����-�%1�&#���������0&�

1 2( ,  )?p p∗ ∗

����B2�7�"2�����(�'"��0�����������"��������1(����"��������0.

�1K�����K�1����-�%1�&#�������2����� 1 2( ,  ),u x x �&����"-�'���"�7)���.

����������"�$�&���)'�7�2�"2��0�-�&���������%1�&#�������2�����?

������"�����)'��"��������
���&"F�����"��",�'����1�&�?�&"&�'���7)

�)��-���$� 10"���&� &������ 7�2�"2��0�-?� ����������1KL��� �2��'1

������1����-�%1�&#���=�����0&�� 1 2( ,  ).p p� �

�����"&��� ��1���� &���)�� 7�2�"2��0�-� �� ������"������ 1 2( ,  )x x
'��1��������������"�$��"�����&���������%1�&#�������2�����l

����� ���

 !,!A!���������F�'?�0���������)��)��'�������)��������0��.

��-������7����-����1�&"K��������"�������&�"2��������������1���

%1�&#��������2������ 1 1( ,  ...,  ) .− +n nU x x x
������&"F���?�0��������%1�&#�-�����2���������"�"7��$�"?�������'�.

������� 1 1 1 1 2 2 1 1( ,  ...,  ) ( ) ( )  ... + ( ),n n nU x x u x u x u x− − −= + + � ��� ��������.

�"��0���7��$,�(���(��"(���������������1���&������"-�%1�&#�-���.

��2�����?�&����"-��'����%��'1�C��'"�"� 1 1( ,  ...,  ,  1,  ) ( ,  )nv p p I v p I− = =
( ) ,a p I= + � ���0�' ( )a p �!� �)�1&�"-� ���"�"7��$�"-�%1�&#�-�����

/��'����� ( )U x �!������������1�"-�%1�&#�-?��� ( )a p ���������)�1&.

�"-�%1�&#�-�����%%����#��1�'"?����� ( )U x ���%%����#��1�'"�

ð1

ð2

*

2p
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1p

1 2( , , )v p p I u=

*

ð1

*

+����



G
"
�	

,�

�#����&"F���?�0�������������1����F�������2��1�&�"����?����7L�

�����-?���������������&"2�����������������1����� ( ),a p �������-�����.

������1KL���&�������'���

������&"F���?� 0����'����'��������7�"�����1����F�����5� ����

&������"-�%1�&#�-�����2�������'����%��'1�C��'"�"?����0�'�%1�&.

#�- ( )a p ����"�"7��$�"?����� 1 1 2 2 1 1( ) ( ) ( ) ... ( ),− −= + + + n na p a p a p a p ���

%1�&#�-�����2���������"�"7��$�"?����0�'�/�������������"-�%1�&#�-?

&����"-��'����1&"2"��1K�&������1K�%1�&#�K�����2�����������/��'

���� ( )a p ���������)�1&�"����%%����#��1�'"�?��� ( )U x ������������1.
�"����%%����#��1�'"��

 !,! B!���&"F���?� 0��� �����%1�&#�-� ����2������ �����7����-

��������"���������������?���5

����&������"-�%1�&#�-�����2�������'�������� ( ,  ) ( ) ;v p I a p I=

�#����-��K7)(�#�������(���� ( ,  )p I ��)����-���-�������,����

( ,  )( ,  )
.ji

j i

x p Ix p I

p p

∂∂ =
∂ ∂

 !,!  !���������F�'?�0�����%%����#��1�'"-�%1�&#�-�����2��.

��� ( )u x �������"��-�����������)�1&�)��������0����-����������F�'

�"&F�?�0���������$�)������2������&"F�����7�"�"������0��)�
( )

i

u x

x

∂
∂

�

����F����$�)?������ 0.x >> ���&"F���?�0�����-��K7��� 0x >> �2�"0�.

�����7�"�����%1�&#��������"? ( ),p x ��)0���-���-����%��'1��� ( ) =ip x

( )
( ) /

.
( ) /

∂ ∂=
∂ ∂∑

i

j j
j

u x x

x u x x

 !,! '!���&"F���?� 0��� �����'"���#"� �&�/%%�#������� 2"'��)�

+�1#&���� ��''����0�"?� %1�&#�- ( ,  )x p I � ��%%����#��1�'"-� �
( ),  ( ,  ) ,p x p I I= ��� ( ,  )x p I �����F����$�����������"-����������������
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�+���&�����+�&�&�7���#��)�������&��M

�"���&&"%���+�&�&��+�4�&!�
&��0�"�4�&

 !�! !�B����$21-���"%�&�?��7R-�����?�&"&��������-��-�F@?�FD��

CD���-����"�"?�&����)��-��-���-���%������)'?�������-��-���-����".

��'�C�%%��"�

 !�!'K!�>�������?�0���'"&��'"�$�"-��1''"?�&����1K������7����$

������2"��"���$?�0��7)��27�F"�$����),���-�#��)����"�"?������"�'��$.

,�?�0�'�'���'"�$�"-��1''"?�&����1K�������������10��$?�0��7)�����".

���$�-��"����),�����#��)l

 !�!,K!�o��"����'"�$��������"�"���2����"?�����/��'������7����$

���10����"1,"�$�1K��17����K?��"��1K�/&���"���������"��"#����I�F��

�������"�$��)���?�0��������7����$��)���"�����/��(��2'������l

 !�!�K!���������F�'?�0�����"�����$�������,�����17�������"�$

����'���$��"��&'"(���&�(�1��1����-��������������+17����-�����"�.

�-���	�n�#��)�/��(�1��1����1��'��������"�"�$?�0���������F�����"7.

���K����/�"���0������#��������������"F���������-K��-���&�K0����$.

���������'���+�"�������)���1����������������/�����17���������2���F.

&"'�����1�"����"��B2�7�"2������,�������"%�0��&���"���1(���"��"'.

'"(�����"�!���������"��������1(����"���?�"���1�"-�!���������"�.

�����*&���0������!�#��"3��

 !�!�!��1��$�������0����-������2���"���������������11'"�����.

��"��')� ����1KL���%1�&#���� ����2�����5� 3
1 2 3 1 2 3( ,  ,  ) .u x x x x x x=

��"�����$�������,������1L������$�������&1�����&����������17��.

�����"��-5���������"�����"������7������&"F���������#)���������7�"�"?

�"��)��Jn����#��)���������7�"�"?����������'������17�������"�$���.

���7������&"F���������#)���������7�"�"����"2'����Kn����#��)����.
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����� 7�"�"���1��'��������"�"�$?� 0��� ������F����� "7���K���� /�"�.

��0������#��������������"F���������-K��-���&�K0����$���������'��

�����"�����?�����&"&�'�������,�����'�F�1�K���J��"��"-�������.

&"�7)�"�7)������"�$����&����1�"��������'1�7K�F��1�

�#��A#�������������F�)(������#"(���)���),���������������2��.

�"�������������7����-�����21�$�"�����"��2"#����"����������"'')�

������&"F���?�0���&"&��)�7)����7)���������0����-������7���.

�-?��"��'"����"�'"-������"''"����'�F���1�10,��$�����7�"�������.

-����

 !�!-!�4"��'������������2���"�������������7����-?�&����)�����.

����$K��"�(��1����������(����"���"������7����$�&�(�7�"�"��������.

��F�'?�0���7)����������"���� J� �"� &"F�1K������#1���������7�"�"�

�1��'��������"�"�$?�0���������F�����"7���K����/�"���0������#���

������ ����"F�� �������-K��-� ��&�K0����$��� ������'���A����$��� �"

����1KL���������)?��2�7�"F"-���,�������"%�0��&���"���1(����1�.

&"(����������F����"�"�$�������0���2�7K�F���)����������&���)��7�2.

�"2��0�-?�"���1����!��2�7�"F"�$�%1�&#��������"��

�����"&�������������$�)����(���'�����7)����10��$����1�"�����?

2"'������"�����"�����)�����"���"1,"�$�)'��"����'��"&?�0��7)���.

���7����$�����/��'����"��-��"�����F��&������7�2�"2��0�-l

�#���"&1K�'"&��'"�$�1K��1''1������7����$�������2"��"���$��

&"0�������2-�&����"�����$���1�2"���?�0��7)�������7��"����1�F���1'.

'1��"���"?���������������"���"��"�����)�����"�?�"���������"1,"�$����

�"���"l

�����"�&"&1K�����0��1��"���1'��$,��$���(��������7����-?�0��7)

��������2����$��2'����"�$��"&�F�?�&"&�������21�$�"����������-��"��.

�"��"�����)�����"�l

�)���"&��"��"2��#"�'�F�1���(���'�����"���"�������0����?��"�.

����������1�&������l

�������&�''�����1����������,���-�'�F�1�����0��"'�?��"����.

�)'�����1�&�"(����?��#����������"&�/�������0��)��������-��-�� ,CS∆
FD���CDl
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 !�!3!���"�����$����� ���"�)�L� ���7�L"�������&�����"�$� 2"�.

��"�)������1F"L�(��������������������&�1������7����$�&�(�#��?�&�.

���)���"��0��)�"���-� &"&� ����&��J"�����"�"��>����� ��?� 0��� ����

��"�����$������)�������������7�L"���?�����"&"-��(�'"����"�)���1.

�"�1�10,���7�"�������-�������(�2"�-�)(���7K�F�������%���l

 !�!5K!� 4"��'������� 2"�"01� �����7����-?� ���� �'�����%�&����.

�"��������(��"�;�����7�"�"�������&�'�������"0"�$�)'�2"�"��'���.

���7����$�&�(�7�"�� 1( ,  ,  ) 0.Nω = ω ω ≠�

����4"��'��������2'�������#�����
0p ��� .p′ ����"�"�����������1.

0"�'�%�&�����"��������(��"����������������F�)��'��)��2'�����-

7�"�������-��-��CVω ��� EVω �?��)���"������������1KL���%��'1�)�

B2�7�"2����/���'��)��(�'"��0����"���"%�&����-���10"-���1(���"�.

����/&���'�&��

�#���1��$�#��)����(�7�"�?�&��'���������?����"���$����2'���).

'�?�"�#��"���������7�"�"���2����"5
0

1 1 .p p′ > �+0��"���?�0����������7�".

��� -��-���-� ���'"�$�)'� ���"��'��� �����7����$� -��-���-� 0���)'

����"�#�'� /����� 7�"�"���"&� 71�1�� ���������$�-� CVω � � EVω � �� �"�.

�'"����"�'������1"#��l��C�"%�&��'��1����1F��$���,$����K���"#�.

����",���������"?����������F�)�2"'��-�$�"�"����0��&�����,������

 !�!A!�I������0��"7��"����"����1�"��������'��������-���?���.

�10"-�2"�"7���1K���"�1�MN� �M�!���"�&"�2"�"7��������"�)?�"�N�!

�"7�0������'-�?����������'�����������10"��������K?��"��1K�����0�.

���O��>�/��(�1�����-(�'������0��"7��"�� *L �0"������'��-#?�"������"�.
(��)��"������7����������"��-��� *C ��17����'��-#���>�&"0���������".

������/����2"�"0���)��1�"K�����7���������'-��P��������&1�������.

���7���������"�����F���+1''"����7����������"7�0�������'�����"��"

��'��1����'����Q�!����"���'���10"��'��-#1��� 1�&#�-�����2�����

2"���������F���P�

����C��1�"��������"���1������)���$���"�&1�2"�"7��������"�)��

��&�"���$������K��"&�'��7�"2�'?�0��7)�&�'7��"#�-� * *( , )C L ���F"�"

�"�������7K�F������������'�����"�0����71�������/����2'�������'�.

����"�0��"7��"�$�7��$,������'��$,�l
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�#��6�������),�������"�&��2"�"7��������"�)����71���������.

��F�"�$�-��2'������'�������?��2'�����-�����"7�0������'-�����'�F�

�"��"������?�0���������10"�����l�A7R-���������0��1�

����I�F�������&"2"�$?�0����2'������������������������������

�1�&��'������"�����0�1K�'��1��2'�����-�7�"�������-��-�'�����"�0

����21�$�"�������"���"�&��2"�"7��������"�)l

 !�

�)��)�����&������������$����#�����

 !�! !�  1�&#�-� �"�(����� �����7������� ���"�R� �'���� ���

1
1

( ,  ...,  ,  ) ( ) , 0.β

=

= β >∏
N

A
N i

i

e p p u p � 1�&#�-�����2�����������7������

���"�S�2"�"���-�&"&� 1
1

( ,  ...,  ) ( ) ,  0.α

=

= α >∏ i

N
B

N i i
i

u x x x

�����"������'"�,"�����&���������&"F����������7����-��"�&"F.

�)�����"��

�#������&"&�(�2�"0���-(��1L����1���%1�&#�-�����&1�����������"?

&����"-����2"����������"����������-���(��"�'�F�1������7����-'�l

 !�!'!���������F�'?�0�������21�$�"����)7���0������7������".
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&����)(��'�K������ 1 2 3 1 2 3( ,  ,  ) ( ,  ) ,k k k k k k k ku x x x v x x x= + ����0�'�
kv �!���.
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