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������#����*������#3���*@��'�N1���*�����#��* �'2�����'$� �
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���������2����*�C��DEF@�21��-���.���(#�����#�2���������"���
����@
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�����8����.@���'����� ��������#�#���.@�1��������8����%��*8��#����#�/

�21-� ��#8����3����)�����2��*)��(2��#8��������.�&��(#��3#$���(���/

������8)���(������#�%�(��J�����@��#�'�����(������8����%����#����*/

8��@�������������1����.��!#1��(�#�#��3�������#��.�������1���� �

�2��%������8����%���#�'��#���.����#3���8�#3�*(�������8����%/
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8��*��K���#�(��J������+�������#������,/(���*(�������$#���%�*(

���#���(� += NX R .
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���%�'����(��J����#� ( , )X x y X∈ ����J����*����.�%�.�����2NL��6
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��1����.�����#���#��*(��

A���-�����������1����.@�2���������.NL���#'���(#(������/
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��'#3#���%����

�����'#J�(@�1���������1����.� �
�
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���*���������������N� ( )u ⋅ ��8�#��%N�3�#1��� �&2�'$�������3�����
.��.���.�(��J�������� �������%�*)�1������GN8*����#��� �������%/

�*)�1���#� ( )u x ��� ( )u y ���#���(*6���8�� ( ) ( ),u x u y≥ ���8�� ( ) ( ).u x u y≤
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��(���������#�%��#����(������'��'���#&�1��'�)�������1���� �
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{ : }x X x x∗∈ �
�

x∗

1x

2x
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7������������%�#'���(*�������*�����#�3����������������1��/

�� �#'���(� �������*������@� ��@� '#'� ����2����3���J�������������

2����J����.@�0������#8��#���������J��� �82��������#��1�����.��2L�/

�����#��.�&2�'$�������3�����@�������#��.NL� �0���������1����.�

@����B �����A$D$�5(,����������*(��1���&���"����$

�2��%�������1����.� ,�
�
�����������*���#�(��J������+@��#$��/

�#�%�*���2���������.N��#'���(��������*��������K���#��2L����2��

������*��#.�&2�'$�.�����3������ ( ),u x �������#��.NL#.�0�������/

��1����.�

��'#J�(��2L������#����&2�'$�������3��������.���21#.�����/

���(�������*)�������1���� @� �1��#.@� '#'������������%��#���@� 1��

.NX R+= �A��#'�����J���1�(������2���%�'���'#3#���%���2@��#(����8/

)���(�����������%@�'#'���������1����.�(*�82��(��#3*�#�%�������

(�������*(��

A����������

������1����.� ,�
�
�����������*���#�(��J������+@�.��.N��.��
��4

 ��#���
����#�@��������.��N8*)���2)��#8�����-���.��3�+��#'�)@�1��

y x≥ ��� ,y x≠ ��(��(� .y x�

������1����.� ,�
�
�����������*���#�(��J������+@�.��.N��.��!4

���#���
����#�@��������.��N8*)���2)��#8�����-���.��3�+��#'�)@�1��

,y x≥ ��(��(� .y x�
�

��

��'#3#���%����

��.���(���#&�1��'�����N���'#3#���%���#���(������������

�������(���'�(2N�&2�'$�N�����3����������2NL�(��8�#3�(�

��.��N8��������3���%������#8��#�-�(*��# ��(�0'���#�����* ��(2

�#8����#�+�����1��(��21�4@��8�3�#1����(��#���������'#'�56������#/

��(�����������������#8��2�-�1����@�����������2NL����N8� ���#���/

(��@������ ��'������#���0�����0'���#����������#8��#��!#��(��(@�1��

���'��%'2�0'���#������L�(��#������1��(��21�@��������'������#�*�2

0������#8��#�����#�#N���!#(��2J�����'#3#�%@�1��6

����#'� �0'���#������2L����2�����.��N8�����#8��#��3������8�/

���%�'����(��J����#l
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���0����0'���#������#������1��(��21�����������l

������������#.�&2�'$�.��� �������%���������#��.�����)���*�

������1����.�

����������B��N���#$�.����������.�&2�'$�������3�����

���� ��(�'���#��3#$����#(�1���� ��#(���)�(*���'#3#���%���#�

��� M���3� �� �8�3�#1�(� ,/(���* � �����1�* � ��'���6

(1,  1,  ,  1).e = � � 5#��(����(�����3���%�* ��#8��� .x X∈ �����#��(

�(2����������������1����� xt � �#'��@�1��� ~ .xx t e ���'#J�(@�1����#'��

1����@�#�������#���%��@��#'� �0'���#������#8��#�-��#��21��56��2L�/

���2������.�0������#��(����(���#�(��J����#6

(��J������1�����5@�����J�#NL�)��#8��*��#��21��56@�'����*����

�21-��1�(� { }: :x W t R x te+= ∈ �
�

l

(��J������1�����5@�����J�#NL�)��#8��*��#��21��56@�'����*����

)2J��1�(� { }: : .x B t R te x+= ∈ �
�

H#(���(@�1���(��J������7����2���@����'��%'2������J������%�

�� �������%��@����'��%'2� ,Nx R+∈ � ��� 0,x ≥ � ��'2�#� �� ���2� ������ 

(���������������21#�(� 0.x �
�

�I��J���������#'J�����2���@����'��%'2

�����#�(�J����#��(�����%���J#L� ��#������1��(��21���#8��� ,xt e x>>
����'������#�*�'��������8��%-�@�1�(�'������#�*�����(������������K��/

�#������2������� �(������������ .xt e x�

I��J����#�7���8�3#('�2�*������2�������*�������������1��/

�� �������(�������2�(�3#('�2����%�(��J����#�7����.�(��J����#��

�#��2J����.�#�#����1�*���!�����*�����%�������1���� ����1���3#('/

1x

2x
te

xt e

xt e

xt

x

{ }2 :y R y x+∈ �

45�
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�2����%�(��J����#� { }: .W y X y x= ∈� �
�

� H#(���(@�1���(��J������7

.��.���.�������1����(�(��J����#� W� � �� �21�(� 56� �@� ������#���%��@
3#('�2���'#'�������1�������2)�3#('�2�*)�(��J�����

��'#J�(@�1����8O���������(��J�����7���8�����#�#�����(��J�/

����(�������$#���%�*)��� �������%�*)�1����6� .B W R+∪ = �D'�N1�/

����B W R+∪ ⊂ ��1������������2�����������.�(��J�����7���8����'#/

J�(@�1����(����(��������8�#������'�N1������D����2�������*�����/

��1���� ���8�� te x�
�

@�������#� ,t B∈ ���8�� x te�
�

��@�3�#1��@� .t W∈ �K#/

'�(��8�#3�(@� .R B W+ ⊂ ∪
B�#'@�8���7�"����2��*�@�3#('�2�*��(��J����#@�#��)��8O�����/

�����#���R+ �"���.3����(��J�����@�������#���%��@�������1�����8���7

���2�����F����3�#1#��@�1�����.��N8���� Nx R+∈ ��2L����2��� xt ��#'��@

1��� ,xt e x� ����'��%'2� xt B∈ ��� .xt W∈
�����'#J�(@�1�����.��N8����

Nx R+∈ ��#'���3�#1�����  ( )x xt t e x�

���������������������J�(@�1���0�������#'����2L����2N�� 1 2
x xt t≠ ��#/

'��@� 1���
1
xt e x� � ��

2 .xt e x� ���������J�(� ��.� ��������������@� 1��
1 2> .x xt t �K���#� 1 2 ,x xt e t e>> ���'2�#������2������� �(�������������(��(
1 2
x xt e t e� �����21���(���#�3����������������1���� ����)���(�'����/

������1�N�
1 2~ ..x xx t e t e�

���B�#'@���3%(�(� xt ���'#1������3�#1���.�&2�'$�������3��������.

�#8��#� : ( ) .xx u x t= �A��#���%�28����%�.@�1������21���#.�&2�'$�.��� /

�������%������#J#�����)���*��������1����.��F�������2����3��������/

��.�&2�'$�����2��%� ,x yt t≥ �����#� ,x yt e t e≥ ���'2�#������2������� �(���/

����������(��(� .x yt e t e≥ �������������N� ~xt e x ��� ~ ,xt e y ���'2�#���21�/

��(���#�3����������������1���� ����21#�(� .x y�
�

�A8�#���6��2��%�x y�
�

��������������N� ~xt e x ��� ~ ,xt e y ���'2�#��(��(� .x yt e t e�
�

�I*�)���(

��'#3#�%@�1��� .x yt t≥ ���������J�(@�1���0�������#'@������ .x yt t< �K���#��

���2� ������ �(������������ ,y et e t e� � 1��� ���������1��� 2�����N
.x yt e t e�

�
�

B�#'@�(*���'#3#����2L������#����&2�'$�������3�����@�����/

��#��.NL� ��#$���#�%�*��������*��*��������1����.��I�J�����/

'#3#�%��3���%�(*�0������#�%����82��(�@�1����#��#.�&2�'$�.�������*�/

�#��A�(���(@�1�����2����J��������������.���-%�����(@�1������������)

&2�'$� �����3�����@� ������#��.NL�)��#��*��������1����.@� ���%

������*��#.�&2�'$�.��F�������������3�#1#��@�1�������&2�'$�������3/
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�����@�������#��.NL����#��*��������1����.@����J�*�8*�%������/

�*��*��,���#��������������N�&2�'$�������3������0�#�&2�'$�.���

.��.���.������������ ��GN8�������J����%����(��������������8�#/

3��#���� ( )( ) ( ) ,v x f u x= ����� ( )f ⋅ �"����������3�#��#NL#.�&2�'$�.@

�#'J��������#��.�����)���*��������1����.������0��(� ( ),f ⋅ �#������/

�#���%��@���&2�'$�.� ( )( ) ,f u ⋅ �����8.3#�#�8*�%�������*��� �&2�'$�/

� @��#J������� ( )u ⋅ �������*��#�
����#�#��3����������.������8����.�82�2�������%3��#�%�.���'�/

���*������������%�*����� ���#�������1���� ����(�(����)@�1����#�#�/

���2N���2L������#����&2�'$�������3��������5#��(����(�0������ ���#�

D� 2���L����(���'#3#���%����� 2����J����.� �� �2L������#���

&2�'$�������3������(*�����#���%��#���� ����������� �(���������/

����D��#�%�� -�(�#�#��3��(*�82��(������%3��#�%�8�������#8������ /

����@����#J#NL���+������8��#�����%4����#���������8�����(@��#3*/

�#�(�����!��������!��9!�#��
�:�

A����������

������1����.� ,�
�
�����������*���#�(��J������+@�.��.N��.���!�4

������!��9!�#�#�@��������.��N8���� x X∈ ����N8���� 0ε > ��2L����2��

y X∈ ��#'� @�1��� x y− ≤ ε ��� ,y x� ����� 2( ) .i i
i

x y x y− = −∑ ���

��2��(������#(�@����N8� ��'����������'#J����������8����%/

�'�����#8��#�-��# ����.��21-� @�1�(�-@������8����%�'� ��#8����H#/

(���(@�1����21-� ��#8����.��(�J��������J#�%���(��%-���'���1�����

���)����#���@�'#'���'#3#����#����������

����������G�'#�%�#.����#�*L#�(���%�������1���(����������%�������1���� 

. .

y x�

2x

1x

ε
y

x
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H#(���(@�1�������21#�@�'���#� ,NX R+= ���'#�%�#.����#�*L#�(���%

��'�N1#������2#$�N@�'���#��������#�*�.��.N��.�#���8�#�#(�@����'��%/

'2�����#��#8��� 0x = �8*��8*���1'� ��#�*L���.�������1���� �

�������A$D$���� &�-����'F����( ��������'G,�����2��(���C

������2������,������$

�������(����(���������1���� @����2���������.NL�)���� ���2

��'#�%�� ����#�*L#�(���������2������@�1������#�*����.��.N��.�#�/

��8�#�#(�������8�#.����2#$�.��3�8�#J��#��#��������
@�����'���#.�8�3/

�#3��1�.�������#����#�$��� ������� �������#8��*@���J#L�����3#-���/

)��#��� ��8�#���@� 0'���#�����*���.������8����.���K���#�(*�(�J�(

�3.�%��'��������%@�$���'�(���J#L2N���0�� ��8�#���@�����0�� ��'����/

�����������#8��*�82�2��0'���#�����*@����������# ����.������������#8�/

�#@�'����* �8*��8*��������������1�����%�����#�������#8��#�-�

����������!#�2-�������'#�%�� ����#�*L#�(�����������1���� 

��.������1��8*����#�%�� -�(��#�#������#�%�+)���-��4���� /

���#���-���.�3#�#1�������8����.@�(*�82��(��������#�#�%���	����
�

������#J���
�� �:���	����
���������1���� �

A����������

������1����.� ,�
�
�����������*���#�(��J������+@�.��.N��.���4

	���#�@��������.��N8*)� ,  ,  x y z X∈ ��#'�)@�1��� y x�
�

��� z x�
�

@��(��(

(1 )y z xα + − α �
�

������N8�(� 0 1.≤ α ≤

�

2x

1x

x



DH

��������������	��
�������	������
�

������1����.� ,�
�
�����������*���#�(��J������+@�.��.N��.��
��4

 ����	���#�@��������.��N8*)� ,  ,  x y z X∈ ��#'�)@�1��� ,y x�
�

� z x�
�

��

y z≠ @��(��(� (1 )y z xα + − α � ������N8�(� 0 1.< α < �

,���#�����*-����������*(�����������.(�������1����.�.��./

N��.��*�2'�*(�����������*�2'�*(��@��������.��N8���������8����%/

�'�����#8��#����3�+�(��J���������)��#8����@�'����*�����)2J�@�1�(

�#��* @��*�2'������������*�2'�����5��2��'���	����N�����2�������/

�2N��*�2'����%�������1���� �

����������I��J������{ : }y X y x∈ �
�

����21#����������*�2'�*)�������1���� 

D*�2'����%�������1���� ��3�#1#���'�#3�����2����%�&2�'$��

����3������ ( )u ⋅ �������#.��*�2'����%�������1���� �"������2N�'�#/

3�����2����%� ( )u ⋅ ���F����#��.(2N�����2����3�����������.�'�#3���/
��2�� �&2�'$���������������.�&2�'$�������3�������!#��(��(@�1��

&2�'$�.� ( ),u ⋅ �����������#.��#�(��J������+@��#3*�#���.�'�#3�����2/

�� @��������.��N8���� u �(��J������{ : ( ) }y X u y u∈ ≥ ��*�2'����D�3/

(�J��@��#������#���(��@���'2�������(�J2��1�����2����.���*��(���

�����������2�*(��&2�'$�.(������3�������H#(���(@�1����N8#.�����2/

�#.�&2�'$�.�.��.���.���'�#3�����2�� @����#'���8�#��������������K#'@

�#���(��@��N8#.���3�#��#NL#.�&2�'$�.����� �����(���� �.��.���.

'�#3�����2�� @��������������8.3#�#�8*�%�����2�� ��H#(���(@�1�����

��.����)��*�2'�*)�������1���� ��2L����2�������2�#.�&2�'$�.���/

��3�����@�������#��.NL#.�0���������1����.�

{ : }y X y x∈ �
�

2x

1x

x
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I� �-��������"�1���&���"����

I*��������#�#�(@�1��������8����%�����(���.��*8�#�%��3�(��J����#

����2��*)��(2������8����%�'�)��#8������#'� ��#8�����#8��*�@�'���/

�* ���������1'��3����.�.��.���.��#��21-�(�

�2��(��������#�#�%@�1���������1����.������8����� ��#$���#�%/

�*���������*��*@�1�����3���.���������#���%��)�����(�L%N������/

�*��� �&2�'$�������3������ ( ).u x ��2��(��������#�#�%@�1��������8�/

���%�'���(��J������"�0�������'2�����%������3(�J�*)��#8����@��

'����*)�'#J����8�#���������#��������������$#���%��(�'���1�����@

����� .NX R+= �A��#'������ �������%�����������8����N�8*�#�������2�/

����������(��J������+@�#���-%���'����������(��J�����@��#3*�#�(��

8N�J���*(�(��J�����(���2��%�����8�����������#������2��2����.3#/

��������#�� �'#J�� ������$*����#�#���$��#������$*����#�#�&�'����/

�#�#��A8�3�#1�(���'����$���1���3� 1 2( ,  ,  ,  ).Np p p p= � ���'2�'����/

���8����.������#���(���'�����$������#��1��*��(�NL�(�.�2�����

��)���(@�'����* �82��(��8�3�#1#�%�1���3�����������2�������'#'�)/

��8����*)����#��1��� ��#��*8��������8����%�'�����#8��#�8N�J��/

����(��J�����������8����.�(�J���3#���#�%�'#'

{ : }.B x X px I= ∈ ≤

H#�#1#� �����8����.@� '����#.� 3#'�N1#���.� �� �*8���� �#�8����

������1�����%������#8��#������#��*)�$��#)� 0p >> ��82��(��1��#�%

$��*����)�8�#������J����%�*(�����2��������)��#� 0I > �(�J���8*�%

3#���#�#�����2NL�(��8�#3�(6

0
max ( )

.
x

u x

px I
≥

≤

H#(���(@�1�����������.�*)����2L���.)�8N�J������(��J�����

{ : }NB x R px I+= ∈ ≤ � ���2���� (0 )B∈ � �� ���#��1����@� ���'��%'2

0 .i
i

I
x

p
≤ ≤ �K#'�(��8�#3�(@���-�����3#�#1�������8����.��2L����2��@



D�

�������;��<!�!�!�#!���#��!����	������
�

���'��%'2� 8N�J������(��J������ .��.���.� ���2��*(�'�(�#'��(@� #

( )u ⋅ �"�������*��#.�&2�'$�.@�������#���%��@������#�������#���(#'/

��(2(#��#�'�(�#'���(�(��J������

5�-#.�3#�#12�(#'��(�3#$�������3�������#�8N�J����(�(��J�/

����@�(*����21#�(@�1���'#J�� ��#��� ( ,  )p I �����������2���(��J�����

�#��21-�)� ���� �#��*)� $��#)� �� ��)���� �����8����%�'�)� �#8����

( ,  ),x p I �'�������(*�82��(��#3*�#�%��!��!������#�����#!�=!��4

���#��	����#@� ��8��������� �	����#�� H#(���(@� 1��� �� �8L�(� ��21#�

( ,  )x p I ����.��.���.�����3�#1�*(�������������(��7����J��'#J�� ��#��

( ,  )p I �����������2�������������* ��#��21-� ������8����%�'� ��#/

8��@���� ( ,  )x p I ��#3*�#N��)��������#!�=!����� ���	���!�

@����B �����D$A$�5��2�������J�������)��&���� ( )x p, I .
�2��%� ( )u ⋅ �"�������*��#.�&2�'$�.@�������#��.NL#.�������1/

����.������8����.@�����������*���#�(��J������ ,NX R+= � 0,p >> ����/

�#� ( ,  )x p I �2���������.�������2NL�(���� ���#(6

��������������%��2���� ������������������%���$�������)��#6

( ),  ( ,  )x p I x p Iλ λ = ���.��N8���� 0;λ >
��������������1����.���'#�%������#�*L#�(*�@����(#�-#����/

�'� �������2���������.���8N�J����(2����#��1���N���&��(���#���/

���#6���.��N8���� ( ,  )x x p I∈ ��(��(� ;px I=
��������������1����.��*�2'�*@���� ( ,  )x p I �"��*�2'����(��J�/

����l


�������������1����.���������*�2'�*��������#���%��@� ( )u ⋅ �������
'�#3�����2�#.�@������.�'#J�� ��#�*� ( ,  )p I �(��J������ ( ,  )x p I ������/

����3��������0��(���#@������ ( ,  )x p I �.��.���.�&2�'$�� ������#��@�'��/

(������@� ( ,  )x p I �"�������*��#.�&2�'$�.�

��'#3#���%����

��������3(����������)�$�������)��#�������#'��� �������$��

(*�2(��J#�(����2N�����#�2N�1#����8N�J����������#��1���.��#�����

�����J������J����%����1����@�1�����)�#�.������#�������� ;px Iλ ≤ λ
����0��(����(��J������>@����&2�'$�.�����3����������3(��.N��.��F��

�3�#1#��@�1���8N�J������(��J���������#���.����J��(@�1����������3/

(���� �$����� �&2�'$������1��������J�� ��#8�����-��� �
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�����'#J�(@�1�����'#�%�#.����#�*L#�(���%����1����*��������

8N�J����������#��1���.���������#������#����������J�(@�1���0�����

�#'��� px I< ���.���'���������#8��#� ( ,  ).x x p I∈ �F����3�#1#��@�1����#/

8�������J�����2����8N�J�������(��J����#��@�3�#1��@��2L����2�����/

'����#.��'��������%���1'���@�'����#.��#'J��$���'�(���J�����2���

8N�J�������(��J����#@�'#'���'#3#����#�����������,���#������'#�%�� 

���#�*L#�(�����������1���� ���0�� ��'�������������J����2L�����/

�#�%��#8���.@�'����* ��������������1�����%����-6� ,y x� �#�0��������/

����1�����(2@�1���-�.��.���.��#��21-�(��#8���(��3��#������8N�J��/

�����(��J����#�

����������D*���������8N�J����������#��1���.�'#'��#������#

������'#�%�� ����#�*L#�(�����������1���� 

���D�3%(�(���#��#8��#@�.��.NL�)�.���-���.(��3#�#1�������/

8����.6� ( ,  ) ( ,  ).x x x p I′ ∈ �F����#8��*����J�*���������%�����#'��2N

����3����%
*( ) ( ) .u x u x u′= =

5#��(����(� (1 ) ,x x x′′ ′= α + − α � ���� [0,1].α∈ � H#(���(@� 1��� x′′
����#���J���8N�J����(2�(��J����2@����'��%'2

(1 ) (1 ) .px px px I I I′′ ′= α + − α ≤ α + − α =
D����2��*�2'������������1���� ��(��(� (1 ) ,x x x′α + − α �

�
���/

'2�#�
*( ) .u x u′′ ≥ �F����3�#1#��@�1��� x′′ �����2���������8����N�����$�/

�#)�������)���������#�������3����%@����(��%-2N@�1�(��#��21-������

�#��*)��#�#(���#)��#8��*@������ x′′ ��#'J��.��.���.���-����(�3#�#1�6
( ,  ).x x p I′′∈ �F����3�#1#��@�1��� ( ,  )x p I �"��*�2'����(��J������

.
.

y x�

2x

1x

y
x
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����������J�(@�1���3#�#1#�(#'��(�3#$�������3����������$�/

�#)�������)�������(������#��#3�*)���-���.6� x x′≠ ��� ( ,  ) ( ,  ).x x x p I′ ∈
D����2������1����#��*���#8��*�.��.N��.���-���.(��3#�#1�������8�/

���.@��������J�*���������%�����#'��2N�����3����%6� *( ) ( ) .u x u x u′= =
5#��(����(� (1 ) ,x x x′′ ′= α + − α ����� (0,  1).α ∈ ����#�#������������*/

�2L�(��2�'��(�(�J�����'#3#�%@�1��� x′′ �����#���J���8N�J����(2
(��J����2��D����2������� ��*�2'������������1���� � (1 ) ,x x x′α + − α �

��'2�#��(��(� *( ) ,u x u′′ > �1������������1�����(2@�1���-��� x′ �"���-�/

��.�3#�#1�������8����.������#��*)�$��#)�����)�����K#'�(��8�#3�(@

������������*�2'�*)�������1����.)���-�����3#�#1�������8����.����

'#J��(��#8����0'3�����*)��#�#(�����������������@������(*��(��(

�������&2�'$�� ������#��!�����*�����%�&2�'$� ������#�����2����3

�����(*���(#'��(2(��� �

7����&2�'$�.�����3��������&&����$��2�(#@���������*�����/

����2�����.����2�.�������(*�(�J�(��)#�#'����3��#�%���-�����3#/

�#1�������8����.�����(�L%N�2����� ��2�#�"�K#''��#��H#(���(@�1��

�����2�����J����%��������)��#�3#�#1#�(#'��(�3#$�������3������2���/

������.��� 2�����N����2�.�������,�� ���#@� ���'��%'2� px I< � ���

0.x = �,���#���������(���2�#�"�K#''��#@������ *x �"���-�����3#�#1�

�����8����.����� ( ,  ),p I � ����2L����2���(��J����%�G#��#�J#� 0λ ≥
�#'� @�1�����.��N8�������#�#� 1,  2,  ,  i N= �

*( )
i

i

u x
p

x

∂ ≤ λ
∂

l

*( )
,i

i

u x
p

x

∂ = λ
∂

������ * 0.ix >

,����������������2����������-��������-����@����������8�����

'#J��������#�#�����J����%����)#�#'����32���.��#�������(�������%/

�����(2�����'#������(*���(#'��(2(���#'��#���2��%� ( )x α �"�(��J��������/

-��� �3#�#1��2������ �����(�3#$��6�
( )

max ( ,  )
x G

f x
∈ α

α ��� *( ) ( ,  ),V f xα = α ����� * ( ).x x∈ α
7���� ( )G α �"�������*��������8�#J������� ( ,  )f x α "�������*��#.�&2�'$�.@�������/

8�#J����� ( )x α ����2������*��������)2@�#�&2�'$�.� ( )V α �������*��#������������@

����� ( )x α �"�&2�'$���#�%�������8�#J����@���� ( )x α �"�������*��#.�&2�'$�.�
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�� ����(*�3#(�L���.�(�J�2���2(.�8�#�#(�����)����������%�*(�

$��#(�6

*
*

*

( ) /
( ) .

( ) /
i i

ij
j j

u x x p
MRS x

u x x p

∂ ∂= =
∂ ∂

��������������������-�����3#�#1�������8����.@�)#�#'����32NL���.

����*-����(�������%�� ����(*�3#(�L���.��#��������-����(�$��

A��#'����.�2����������-���.����-���.@�����'#'� /����3����#���

��������8�.���.��������82���.��#������#�������%�� ����(*�3#(�L�/

��.� �� ������-���.� $���� K#'@� �#���(��@� �����
* 0,ix = � #�

* 0,jx > � ��

*
*

*

( ) /
( ) .

( ) /
i i

ij
j j

u x x p
MRS x

u x x p

∂ ∂= ≤
∂ ∂ �K#'#.����2#$�.���.���21#.���2)����#/

�����3�8�#J��#��#���������@����������8����%�����8���#������%'�����/

�* ����#�� ( 2, 1).i j= = ��#'��������3����2�'#@������8����%�)�����8*

��'�#���%������8�����������������#�#��L��8��%-����2����1��%�3#��1��

0����������8�����������������#�#@���@����'��%'2�����$#���%������/

���8������ ��� ���2�'#���.@� ��� �(2����)�����.� ���#�����%�.� �� ��1/

'�� *.x �H#(���(@�1��@������&2�'$�.�����3������'�#3�����2�#@�����*��/

*
12 ( )Í àêëî í MRS x= −

1

2

p
Í àêëî í

p
= −

x∗ 1x

2x

'!���

'!���
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�#��*���*-��2�����.������������.�'#�.��.N��.����8)���(*(������/

��#��1�*(���

B3�3#�#1�������8����.@���(�(��)#�#'�������'�������#@�(*���/

�21#�(�3#����(���%�����3���������0'3�����*)��#�#(�����@��#'�)@�'#'

$��*�����)��@�����������#��(��# ����* ���������$����2N�&2�'$�N�

���21���2N�&2�'$�N��#3*�#N�� ����������)�������� 	������
��

D��#�%�� -�(�82��(��8�3�#1#�%�0�2�&2�'$�N�1���3� *( ,  ) ( ),v p I u x=
���� * ( ,  ).x x p I∈

@����B �����D$D$�5��2�����������2�*(��1���&���"����

 ( , ).v p I
�2��%� ( )u ⋅ �"�������*��#.�&2�'$�.@�������#��.NL#.�������1/

����.������8����.@�����������*���#�(��J������ ,NX R+= � 0.p >> �K��/

�#� ( ,  )v p I �2���������.�������2NL�(���� ���#(6

��������������%��2���� ������������������%���( ,  ) : ( ,  )p I v p Iλ λ =
( ,  )v p I= ���.����)� 0;λ >
������28*�#��������)��2l����������3�#��#��������)��2@����������/

��1����.���'#�%������#�*L#�(*l

��������3�#��#������$��#(l


��'�#3��*�2'�#���� ( ,  ),p I ������(��J������{ }( ,  ) : ( ,  )p I v p I v≤
�*�2'��������N8�(� ;v

	��������*��#����� 0p >> ��� 0;I >
��������������1����.���'#�%������#�*L#�(*������������*�2'�*�

� ( )u ⋅ � �������'�#3�����2�#����&2�'$�.� ( ,  )v p I � ��&&����$��2�(#����

( ,  ) 0,p I >>�� �����*����.���.�
�?���
���&���
( ,  ) /

( ,  ) .
( ,  ) /

i
i

v p I p
x p I

v p I I

∂ ∂= −
∂ ∂

��
��

��

��5#��(����(�3#�#12�max ( ),
x G

f x
∈

����� { : ( ) 0}.NG x R g x+= ∈ ≤ ��2��%�&2�'$��� ( )g ⋅

'�#3��*�2'�*@�#�$����#.�&2�'$�.�2���������.���2�����N� ( )( ) 0i i i
i

f x x x′ − >∑ � ���.����)

-��� x� ��#'�)@�1��� ( ) ( ).f x f x>� �K���#@������ *x �2���������.������8)���(*(�2�����.(

�2�#�"�K#'��#����*��������2����������2�.������@���� *x �.��.���.���1'� ����8#�%��/

���(#'��(2(#���'#3#�����2���������.�$����� �&2�'$����*�������@������&2�'$�.

( )f ⋅ �����2�#�����J��'�#3�����2�#��� ( ) 0f x∇ ≠ ���.����)���
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��'#3#���%����

������'��%'2�(#�-#�����'� ���������������* ��2���� ������/

��@���������3(�������$�������)�����������#'��� �������$�����������

(��.���.@�#�������#���%��@����(��.���.���3�#1�����$����� �&2�'$��@�����

( ,  )v p I ��8�#�#��������������%N��2���� ������������������%���( ,  ).p I
���5#��(����(� I I′ > �����'#J�(@�1��� ( ,  ) ( ,  ).v p I v p I′ ≥ �5#��(��/

��(� ��#� 8N�J���*)� (��J����#6� { : }NB x R px I+= ∈ ≤ � �

{ : }.NB x R px I+′ ′= ∈ ≤ ����'��%'2� ,I I′ > ���� ,B B′⊂ ���'2�#��(��(

( ,  ) max ( ) max ( ) ( ,  ).
x B x B

v p I u x u x v p I
′∈ ∈

′ = ≥ =

��'#J�(@�1���������'#�%������#�*L#�(*)�������1����.)����(�/

J���8*�%��#������#��5#��(����(�
* arg max ( ).

x B
x u x

∈
∈ �D����2���'#�%�� ���/

�#�*L#�(����� * .px I I ′= < �F����3�#1#��@�1��� *x �"���2�����..���1'#

(��J����#� ,B′ �������2L����2����'��������%���1'�� * ,x �'����#.�$���'�(

��J����� ,B′ �#����N8� ��#'� ��'���������������� ���2���'#�%�� ����#�*/
L#�(������# ����.��21-#.���1'#��@�3�#1��@� *( ,  ) ( ) ( ,  ).v p I u x v p I′ > =

�����'#J�(@�1��� ( ,  )v p I ������3�#��#���������5#��(����(� p p′ ≥
����������(�8N�J���*��(��J����#� { : }NB x R px I+= ∈ ≤ ��

{ : }.NB x R p x I+′ ′= ∈ ≤ ����'��%'2� ,B B′ ⊂ �������#���%��

( ,  ) max ( ) max ( ) ( ,  ).
x B x B

v p I u x u x v p I
′∈ ∈

′ ′= ≥ =


����'#J�(@� 1���(��J������ {( , ) : ( , ) }p I v p I v≤ � �*�2'��� ���

�N8�(� .v �5#��(����(���#�����3���%�*)�0��(���#�0�����(��J����#

( ,  )p I ��� ( ,  )p I′ ′ ��#'��@�1��� ( ,  )v p I v≤ ��� ( ,  ) .v p I v′ ′ ≤ �A�������(��)

�*�2'�2N�'�(8��#$�N6� ( )(1 )p p p′′ ′= α + − α ��� ( )(1 ) ,I I I′′ ′′= α + − α
���� [0,  1].α ∈ �I*�)���(���'#3#�%@�1��� ( ,  ) .v p I v′′ ′′ ≤

7���� ,p x I′′ ′′≤ �1���(�J����������#�%�'#'

(1 ) (1 ) ,px p x I I′ ′α + − α ≤ α + − α ���

��8�� ,px I≤ ���8�� .p x I′ ′≤

5#��(����(�'#J�* ���21# ��������%�������7������.�����3���%/

������@�2���������.NL�������#��1���N� ,p x I′′ ′′≤ �����������������#/
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�������@� ��� ( ) ( ,  ) .u x v p I v≤ ≤ � 7����J�� �'#J���.� ������ ������@� ��

( ) ( ,  ) .u x v p I v′ ′≤ ≤ �K#'�(��8�#3�(@�3#'�N1#�(@�1�����.��N8�����@�2���/

������.NL�������#��1���N� ,p x I′′ ′′≤ ������� ( ) .u x v≤ �F����3�#1#��@

1��� ( ,  ) ,v p I v′′ ′′ ≤ ����'��%'2������� ( ,  )x p I′′ ′′ ����J���2���������.�%

8N�J����(2����#��1���N� .p x I′′ ′′≤ �K#'�(��8�#3�(@�'������#.�&2�'/

$�.�����3������'�#3��*�2'�#����$��#(�����)��2�

H#(���(@�1���2��#������������� �����'������� �&2�'$�����/

��3��������������.��N8� ���.(� �&2�'$�������3������ ( ),u x ���3#��/

��(����� ����@� .��.���.� ��#� '�#3�����2�� ������������'#3#���%����

(�J���������N�������#�%���#&�1��'����2��%���1'������ x′ ��������/
���2N����-���.(�3#�#1�������8����.������#�#(���#)�( ,  )p I ���( ,  )p I′ ′
��������������@� ���1�(� *( ) ( ) .u x u x u′= = � H#(���(@� 1��� 8N�J���#.

����.� p x I′′ ′′= � ��� ����1���3� ��1'2�������1���.���.(*)� px I= � �

p x I′ ′≤ ���82������J#�%�(�J�2���(�@�'#'���'#3#����#������������#'

�������3����2�'#@���������(�8N�J����(�(��J������ p x I′′ ′′≤ �(*���

(�J�(������1%�2����.�����3�����@�8��%-���@�1�(� *.u

����������B��N���#$�.�'�#3��*�2'������'������� �&2�'$�������3�����

���$��#(�����)��2

	��!�����*�����%�'������� �&2�'$�������3����������������

����J����%�*)�$��#)�����)��������2����3������(*���(#'��(2(��

�����'#3#���%�������J�����#�5�.�82����������������3J��������

�8�2J����.���� �������������������������8����.�� �

1x

2x

u∗

x

x′

p x I′ ′=

p x I′′ ′′=

px I=
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G � ' $ � . ��

I� �-��������"�1������� ��

D�����*�2L� ���'$���(*��#��(�������3#�#12�(#'��(�3#$�������3���/

�������3#�#���(���)�����K����%�����#��(���������#'6�'#'������1%��#�/

�����2����.�����3��������(���(#�%�*(���#�)��#(�x���.������#��#�0���

�����������2�����-��%�3#�#12�(���(�3#$����#�)������A��-�(����2���/

(���(��J������3#�#1��'#'�(��J�������#'�)��#8������3������8����%�'�/

���(��J����#�>@�����3����%�'����*)����(��%-��3#�#������2����.� :u

{ : ( ) }.uV x X u x u= ∈ ≥

K���#�3#�#1#�(���(�3#$����#�)��������(������

min .
ux V

px
∈

A8�3�#1�(���-���.�0�� �3#�#1��������#3��1�*)�3�#1���.)�$��

������3�������1���3� ( ,  ),h p u ���82��(��#3*�#�%�����������2NL������/

8�#J�������#	�������!���#��	����#������	����#�	��>������H#(���(@

1���(*��8�3�#1����'�(��������#��* �������1���3�@���.�����@�1��8*

����1#�%��������(#�-#�����'���������#�"���-���.�3#�#1��(#'��(�/

3#$�������3���������.���21#.���2)����#����3#�#12�(���(�3#$����#�/

)�����(�J������'��������#���%���#&�1��'����(������������

����������B��N���#$�.�3#�#1��(���(�3#$����#�)����

{ : }x px const=

* ( ,  )x h p u=

u
1x

2x

uV
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�������A��<!�!�!�#���#��!�����!������

!#����������(*��3�8�#3�������2���(���(��J������3#�#1��(���/

(�3#$����#�)�������������2����.�$����� �&2�'$���������������.�/

�*)��#�)�����@�'����*��.��.N��.���.(*(�����#'����(@��#��*(���

(��2�N�������-���N�$������#�����G����������.��*)��#�)����@��#�/

����J���*��8��J��'��#1#�2�'������#�@�����������2N��(��%-�(��#�/

)��#(��K#'�(��8�#3�(@�(���(#�%�*���#�)��*��#�(��J������ uV ���/

����#N��.�����1'�� *.x

@����B �����H$A$�5��2�������&����������)��&����  ( , ).h p u
�2��%� ( )u ⋅ �"�������*��#.�&2�'$�.@�������#��.NL#.�������1/

����.� �����8����.@� ����������*�� �#�(��J������ ,NX R+= � 0,p >>
(0).u u≥ �K���#� ( ,  )h p u �2���������.�������2NL�(���� ���#(6

��� �����������%� �2���� � �������� ���������%��� $��6

( ),  ( ,  )h p u h p uλ = ���.��N8���� 0;λ >
������#��1�����3#�#1��(���(�3#$����#�)������*����.���.�'#'

�#�������6���.��N8���� * ( ,  )x h p u∈ ��(��(� *( ) ;u x u=
��������������1����.��*�2'�*@����(��J������ ( ,  )h p u ��*�2'��l


�������������1����.���������*�2'�*��������#���%��@� ( )u ⋅ �������
'�#3�����2�#.�@����(��J������ ( ,  )h p u ����������3��������0��(���#@

��������8�#J�����.��.���.�&2�'$�� �'�(��������#�����������#l

	�� �(����(����� 3#'��� '�(��������#������ �����#6� ��.� �N8*)

( ,  )x h p u′ ′∈ ��� ( ,  )x h p u′′ ′′∈ ��(��(� ( )( ) 0.p p x x′ ′′ ′ ′′− − ≤

��'#3#���%����

���B3(����������)�$���������#'��� �������$�����'#'�������#/

3���.��#����2���(�(�(��J������3#�#1�� ,uV �#������������-%�'��3(�/

����N��#�)��������� �J��������$��@�1�����'#'�����3(�������-���.

3#�#1���F����3�#1#��������������%��2���� ���������'�(��������#�/

����������#����������%���$���

�����'#J�(@�1�����.��N8����
* ( ,  )x h p u∈ ��*����.���.�

*( ) .u x u=
��������J�(@�1���0�������#'���

*( ) .u x u> �K���#�
*( ) (0),u x u u> ≥ ���'2/

�#�����2��@�1��� * 0.x ≠ ����'��%'2� 0,p >> � * 0x ≥ ��� * 0,x ≠ ���� * 0.px >
5#��(����(� *xα ����� (0,  1).α ∈ ����'��%'2� 1,α < ���� * *px pxα < ���.

�N8���� (0,  1).α ∈ ����(������@������2�������*�������&2�'$�������3/
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����������α@�����(.L�(�.�'������$�@��(��(� * *( ) ( ).u x u xα > �F����3/

�#1#��@�1��� *x ����.��.���.���-����(�3#�#1��(���(�3#$����#�)����@

���'��%'2����%���2�� ��#8��@�������.L� �8ó�%-2N�����3����%����
(��%-�)��#�)��#)��I*����-���'����������1�N@�'��������3�#1#��@

1�����)��������������J�����8*������������@�3�#1��@� *( ) .u x u=
���D�3%(�(���#��#8��#@�.��.NL�)�.���-���.(��3#�#1��(���(�/

3#$����#�)����6� ,  ( , ).x x h p u′∈ �D����2������1����8#��#8��#���-#N�

���2����2�J��3#�#12@��(����J�*�������������#�%�����#'��*���#�)��*6

.px px′=
5#��(����(� (1 ) ,x x x′′ ′= α + − α ����� [0,  1].α ∈ �H#(���(@�1��� x′′

����#���J��� (��J����2� uV � �� ���2� �*�2'������ ������1���� 6

(1 ) ,x x x′α + − α �
�

���'2�#��(��(� ( ) .u x u′′ ≥ ����(������@��#8��2� x′′ ���/
��������2����#'� �J��2�����%��#�)����@�'#'�����)���*(��#8��#(6

(1 ) .px px px px′′ ′= α + − α =

F��� �3�#1#��@� 1��� x′′ � �#'J�� .��.���.� ��-����(� 3#�#1�6

( ,  ),x h p u′′∈ ������ ( ,  )h p u �"��*�2'����(��J������


����������J�(@�1���3#�#1#�(���(�3#$����#�)���������$��#)��

��J��#�(�(�2����������3������u ��(������#��#3�*)���-���.6� x x′≠
�� ,  ( ,  ).x x h p u′∈ � �#'� 8*��� 3#(�1���� �*-�@� �8��(��#8��#(� ���J/

�*� ������������#�%� ����#'��*�� �#�)��*6� .px px′= � 5#��(����(

(1 ) ,x x x′′ ′= α + − α ����� (0,  1).α ∈ �D����2������� ��*�2'������������1/

���� � ,x x′′ � � ��'2�#��(��(� ( ) ( ) .u x u x u′′ > ≥ ����(������@��#8��2� x′′
����������2����#'� �J��2�����%��#�)����@�'#'�����)���*(��#8��#(6

(1 ) .px px px px′′ ′= α + − α =

F��� �3�#1#��@� 1��� x′′ � �#'J�� .��.���.� ��-����(� 3#�#1�6

( ,  ),x h p u′′∈ �1������������1���2����J����N�������@�����#����'�����/

(2���.��N8������-���.�3#�#1��(���(�3#$����#�)��������#��1����

���J����*����.�%�.�'#'��#�������@�#���.� x′′ ��(��(� ( ) .u x u′′ > ����2/

1���������������1���������������(@�1���3#�#1#����(�J����(��%���#

�#3�*)���-���.�

	����'#J�(� 3#'��� �����#� ��.� '�(��������#������ �����#����/

�'��%'2��N8� ��#8����3�(��J����#� ( ,  )h p u′ ��#���(���(#�%�* �2��/

���%��#�)���������$��#)� ,p′ ������.��N8���� ( ,  )x h p u′ ′∈
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p x p x′ ′ ′≤ ���.����)� .ux V∈

?�#����1�����.��N8���� ( ,  )x h p u′′ ′′∈ ��(��(

p x p x′′ ′′ ′′≤  ��.����) .ux V∈
F������#������#@���1#�������@�����*@��������'#1����������3���%/

�*)�0��(�������3�(��J����#� uV �82�2���3.�*� x′ ��� :x′′
p x p x′ ′ ′ ′′≤ ����� 0,p x p x′ ′ ′ ′′− ≤

p x p x′′ ′′ ′′ ′≤ ����� 0.p x p x′′ ′′ ′′ ′− ≤
,��J���0������#������#@����21�(�3#'��������#���.�'�(�����/

���#��� �&2�'$��������#6

( ) ( ) ( )( ) 0.p x x p x x p p x x′ ′ ′′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′− − − = − − ≤ �

7����&2�'$�.�����3��������&&����$��2�(#@������-�����3#�#/

1��(���(�3#$����#�)�����(�J����)#�#'����3��#�%�����(�L%N�2���/

�� ��2�#�"�K#''��#��,���#���������(���2�#�"�K#''��#�@������
*x �"

��-�����3#�#1��(���(�3#$����#�)���������( ,  ),p u �����2L����2���(��/

J����%� 0µ ≥ ��#'� @�1�����.��N8�������#�#�B��*������*�2�����.6

*( )
;i

i

u x
p

x

∂≥ µ
∂

�
*( )

,i
i

u x
p

x

∂= µ
∂

������ * 0.ix >

,����������������2����������-����@��#'�J��'#'�����3#�#1��(#'/

��(�3#$�������3������)#�#'����32���.��#�������(�������%�� ����/

(*�3#(�L���.�(�J�2���2(.�8�#�#(�����)����������%�*(��$��#(�6
*

*
*

( ) /
( ) .

( ) /
i i

ij
j j

u x x p
MRS x

u x x p

∂ ∂= =
∂ ∂

F�������#�����������21# ����I�J�2�3#�#1� �(���(�3#$����#�/

)�������3#�#1� �(#'��(�3#$�������3�������2L����2�������#.���.3%�

!�J��(*��&��(2���2�(�����'#J�(�����������2NL���2����J����.

���������%���������-��� �(�J�2���-���.(��0��)�3#�#1���3�#1���./

(��$����*)�&2�'$� ��A��#'�����J���3#'��1�(�#�#��3��#(� �3#�#1�

(���(�3#$����#�)�����

��D��#��� �3#�#1���*��������2����������2�.������@�������(2�(*�(�J�(������%/

3��#�%������(2��2�#�"�K#''��#�
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B321������ ���#���-���.�3#�#1��(���(�3#$����#�)����@��8�#/

��(����(#�����#�3�#1�����(���(#�%�*)��#�)�����������#������-�/

����3#�#1����$����2N�&2�'$�N@�(*����21�(�3#����(���%�2����.�(�/

��(#�%�*)��#�)��������$�����2����.�����3����������21���2N�&2�'/

$�N@� ���#J#NL2N� 0�2� 3#����(���%� �#3*�#N��)�������� �!�������

D��#�%�� -�(�82��(��8�3�#1#�%�0�2�&2�'$�N�1���3� ( ,  ) : ( ,  )e p u e p u =
*,px= ����� * ( ,  ).x h p u∈

@����B �����H$D$�5��2����*(��1������� ��� ( )e p, u .
�2��%� ( )u ⋅ �"�������*��#.�&2�'$�.@�������#��.NL#.�������1/

����.������8����.@�����������*���#�(��J������ ,NX R+= � 0p >> ��

(0).u u> �K���#� ( ,  )e p u �2���������.�������2NL�(���� ���#(6

��������������%������ ������������������%���$��6� ( ,  )e p uλ =
( ,  )e p u= λ ���.����)� 0;λ >
�����3�#��#������2����N�����3�����l

������28*�#������$��#(l


������2�#����$��#(l

	��������*��#l

��������������1����.���������*�2'�*��� ( )u ⋅ ��������'�#3�����2/
�#����&2�'$�.� ( ,  )e p u ���&&����$��2�(#����� 0,p >> ���������2������)

��1'#)�( ( ,  ) 0)h p u >> ��(����(�������((#�E��#��#�
( ,  )

( ,  ) .i
i

e p u
h p u

p

∂=
∂

��'#3#���%����

������'��%'2�'�(��������#��* ���������������* ��2���� ����/

��������$��#(@���������#'�(��3(�������$���(��.���.���-%�����(���%

����(#�%������#8��#���(��.���.����� �J��������$��@���'#'� ��3(��./

N��.�����$��*�

���5#��(����(�u u′′ ′> �����'#J�(@�1��� ( ,  ) ( ,  ).e p u e p u′′ ′> ��2��%

arg min
ux V

x px
′′∈

′′∈ ��� arg min .
ux V

x px
′∈

′∈

��������J�(@�1��� .px px′′ ′≤ ����'��%'2� ( ) ,u x u′′ ′> ���� ux V ′′′∈ ��@

������#���%��@�.��.���.���-����(�3#�#1��(���(�3#$����#�)��������
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2����������3������ ,u′ ����1�(� ( ) ,u x u′′ ′> �1������������1���2����J/

����N������������21���������������1�����'#3*�#���2����J������

����2��%� .p p′′ ′≥ �A8�3�#1�(�1���3� x′′ ��� x′ ���-���.�3#�#1��(�/
��(�3#$����#�)���������$��#)� p′′ ��� p′ �����������������K���#

( ,  ) ( ,  ).e p u p x p x p x e p u′ ′ ′ ′′ ′ ′′ ′′ ′′= ≤ ≤ =


��H#&�'���2�(�2�����%�����3���������#��(����(���#�����3���%/

�*)���'���#�$��� p′′ ��� .p′ �A8�3�#1�(�1���3� x′′ ��� x′ ���-���.�3#�#1�
(���(�3#$����#�)���������$��#)� p′′ ��� p′ �����������������A8�3�#/
1�(� 1���3� p� � ���� �2N� '�(8��#$�N� ��2)� ��'������ $��

(1 ) ,p p p′ ′′= α + − α� ����� [0,  1]α ∈ ����2��%� x� �"���-�����3#�#1��(���/

(�3#$����#�)���������$��#)� .p�
���'��%'2� x′ ��#���(���(#�%�*���#�)��*�����$��#)� ,p′ �����N/

8� ���2�� ����2���(* ��#8��@��'�N1#.��#8��� ,x� ����(�J����#�%�(��%/
-����#�)��*6

( ,  ) .e p u p x p x′ ′ ′ ′= ≤ �

?�#����1����# ��(@�1��

( ,  ) .e p u p x p x′′ ′′ ′′ ′′= ≤ �

��(��J�(�����������#���������#�α@��������"��#��1 − α�������J�(6

( )( ,  ) (1 ) ( ,  ) (1 ) ( ,  ).e p u e p u p p x px e p u′ ′′ ′ ′′α + − α ≤ α + − α = =� � � �

K#'�(��8�#3�(@�(*���'#3#�������2����%�&2�'$����#�)�������

$��#(6

( )( ,  ) (1 ) ( ,  ) (1 ) ,  .e p u e p u e p p u′ ′′ ′ ′′α + − α ≤ α + − α
	��!�����*�����%�&2�'$����#�)���������2����3������(*���(#'/

��(2(���A��#'��(*�(�J�(�2��#�����%�������*�����%�����2��(����/
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��������(��J����#� ,uV� �'#'���'#3#����#������	����K�1'���3�����3��/

�#�%���3#-���)��#��� ��8�#�����������#���J#�����)����(2�(��J�/

���2� ,uV ����82�2������#���J#�%������#��������(2�(��J����2� .uV�

@����B ������$A$�5�'"����� ��������������������&�� C

&�-����2$

����2��%� ( ,  )e p u �"�&2�'$�.��#�)�������.��#$���#�%�*)@������/

�*��*)�������1���� @�����������*)��#�(��J������ NX R+= ���������#�/

����*)�(��J�����(� .uV� �7���� uV� �"�(��J�����@������#�����������#���/

�����0�� �&2�'$����#�)����6� { : ( ,  ) 0},N
uV x R px e p u p+= ∈ ≥ ∀ >>� ���

��.����)� 0p >> � ( , ) min .
ux V

e p u px
∈

=
�

���7���@�'��(������@�������1����.������8����.��*�2'�*�����#/

8��(�������*@���� .u uV V=�

��'#3#���%����

���5#��(����(�����3���%�* �0��(�����3� uV� �����'#J�(@�1�����
82��������#���J#�%� �����#��������(2�(��J����2� .uV� �B�#'@� �2��%

,ux V∈ � � ����#� ( ,  ).px e p u≥ �,���#��������������N� uV� � 0����3�#1#��@
1��� .ux V∈ � �K#'�(��8�#3�(@� .u uV V⊂ � �A��N�#@���1#�������@�����2��@�1��

(��J������ uV� ����2�����H#(���(@�1�����.�'#J�����2����.�����3�����
(��J������ uV� �3#('�2���������#��1���������32��A��#��1������%����/
32� ����2��� �3� ����@� 1��� uV� �"����(��J������ NR+ � �@� 3�#1��@� 0.x ≥
B�#'@�(*�(���(�3��2�(�������*��2N�&2�'$�N� ( )px ��#����2���(

3#('�2��(@����#��1����(����32�(��J�����@�������#���%��@���-����

3#�#1��min
ux V
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∈ �
�

��2L����2���

���'��%'2��*-��8*���2��#�������@�1��� ,u uV V⊂ � ����(*�(�J�(

3#'�N1��%@�1��� ( ,  ) min min .
u ux V x V

e p u px px
∈ ∈

= ≥
�

��������J�(@� 1��� �2L����2��� ��'����$��� * 0p >> � �#'� @� 1��
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e p u p x

∈
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∈
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'�(��8�#3�(@���.����)� 0p >> ��(��(� ( ,  ) min .
ux V

e p u px
∈

=
�

��� ��'#3*�#.� ����2N� 1#��%� 2����J����.@� (*� ��'#3#��@� 1��

.u uV V⊂ � ��8���(�.@�1��������*�2'����������#8� �(����������������/

��1���� ��(����(��������8�#������'�N1����� .u uV V⊂� ���������J�(@

1���0�������#'@�������2L����2��� ux V∈� �������0��(� .ux V∉� ����'��%'2

(��J������ uV ����2����@��*�2'����������2��*�2'������������1���� �@

3#('�2������ ,ux V∈� ������������(�����#3���.NL� ����������'������2/

L����2�����'���� * 0p ≠ ��#'� @�1�����.��N8���� ux V∈ ��(��(� * * .p x p x> �

��'#J�(@�1��� * 0,p ≥ �������#��* ���'����(�J����#��(#����#�%��

'#1��������'���#�$������������J�(@�1�����.���'�����������#�#� * 0.ip <
5#��(����(���'� �0��(����(��J����#� : .u uV x V∈ �I���&�$��2�(�0���

�#8��@����#��..����3(���*(������'������#�*�'��(��B/ ���2����1��#.

B/N�'������#�26� ,ix x e′ = + λ ����� ie �"���'���@�����'������#�*�'�����/

����#��*��2�N@�'��(��B/ @�'����#.��#��#������$���D����2���#8� �(�/

�����������������1���� � ux V′∈ ���.��N8���� 0.λ ≥ �5#��(����(�����/

(���%��#8��#� x′ �����$��#)� * * * *: .ip p x p x p′ = + λ �H#(���(@�1���������/

������#�#�(�������$#���%����@�2����1��#.� ,λ �(*�(�J�(�����#�%����

�'��%�2������8��%-�(�����(��2�N���D���32�%�#�����������#��1���8��%/

-�(�λ �(*����21�(� * * ,p x p x′ < � �1������������1�����(2@�1��� .ux V′∈ K#/

'�(��8�#3�(@�(*���'#3#��@�1��� * 0.p ≥
��'#J�(@�1����2L����2����#3���.NL#.����������'���%@����(#�%

'����� ��(���� ���%'������J����%�*�� '������#�*@� ����� �2L����2��

0p′ >> ��#'� @�1�����.��N8���� ux V∈ ��(��(� .p x p x′ ′> � ��������(� p′
�#�������� *,p �2����1��������2���*��'������#�*���'���#� *p � �����

�#'��*���'#J2��.���#� 0.ε >
7��������������2NL���'������#�*���'���#� x� ��#'J���2���*�@

��� * * * 0p x p x p x p x p x′ ′≥ > = + ε ⋅ =� � � ���.��N8���� .ux V∈
�2��%��2L����2��� 0ix >� ��� * 0.ip = ���'#J�(@�1��������#�(�J��

�*8�#�%� ε� ����#��1��� (#���%'�(@� 1��8*� �*����.���%� 2������
p x p x′ ′> � � ��.� �N8���� .ux V∈ ����'��%'2� ��.� �N8���� ux V∈ � �(��(

* * ,p x p x> � �����# ����.�1����� 0c > ��#'��@�1��� * *p x p x c> +� ���.��N/

8���� .ux V∈ �����J�(�
0,5

0,
i

i

c

x
ε = >

∑ �
�����#���.��N8���� ux V∈ ��(��(
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p x p x p x c p x x p x′ ′> > + > + ε =∑� � � �

B�#'@���.��N8���� ux V∈ ��(��(� p x p x′ ′> � ��� 0.p′ >> ��2��%� x′
�#���(���(#�%�*���#�)��*�����$��#)� 0p′ >> ��#�(��J������ .uV �F��

�3�#1#��@�1��� ux V′∈ ��� ( ,  ).p x e p u′ ′ ′= ����'��%'2� ,ux V′∈ ���� ,p x p x′ ′ ′> �

����� ( ,  ) ,e p u p x′ ′> � �#�0������������1�����(2@�1��� .ux V∈ �� ����21�����

���������1�����'#3*�#��@�1��� .u uV V⊂� �F����(���������'#3#��*(��#/

�����'�N1����(� u uV V⊂ � ��3�#1#��@�1��� .u uV V= �
�

B����%32.���'#3#�����2����J��������������-�������)�������(��/

J����#� uV ��������#����������� ,uV� �(*�(�J�(��L���#3�����2�%�.�'��#�/

�(�������(2��*-�����(��2����*�2'�*)�������1���� @��3�8�#J���*)

�#������	�����#'�����(@�����+��-���4���1'��(��J����#� uV ����1'���3�����/

3���#�%���3#-���)��#��� ��8�#�������.�����%������2�����@�1���������

(��2��8*�%��������*����(��J����#� uV ���'#'� ����������'���%N�

A��#'�����8��(*�(��2����3��'�2�%�������%'�������2����*�2'/

������������1���� @�������������2���������#8� �(����������������/

��1���� �������(�������2�(�0�������(�L%N������	����5#��(����(@�'

���(��2@���1'2� *.x �F�#���1'#��������#���J���(��J����2� ,uV ������#

82�2������#���J#�%������#��������(2�(��J����2��F����8O.��.���.

��(@�1�����1'#�
*x �(�J���8*�%��������#����(��J����#� uV ���-%���.(� 

������J����%�*(��#'����(@�#�0���3�#1��@�1�����'#'���������$#���%/

�*��$��*����(��2���������%��#'2N���.(2N�

����������5#3��1���(�J�2�������*(���������#�������*(��������1����.(�
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�����%�(��J������ .uV� �7����������1����.��*�2'�*�����#8��(������/

�*@���������#����������(��J����������1����������#������������*(@

#�3�#1��@�(*������#����(�������1����.������8����.��!���#J������(

��21#�@�'���#������2����*�2'����������������(������������������1��/

�� ��#(����2�#���.�����1�����������#�����%���)������(��J������ ,uV ��

��1'��3����.�0'���(�1��'�����*8��#���3��'#NL����#�)�J����.�����(�/

N��3�#1���.@����'��%'2��*8��������8����.��������'#'�)�$��#)����(�/

J����#)����%�.����������#�������*)��8�#��.)��D�0��(��#��28�J�#��

����&#'�@�1��������#�������*��������1����.�����J�#N���2�J��&2�'/

$�N��#�)����@�1�����������*��������1����.������8����.�

!#'���$@� ������2�(� �#'� ���������5#��(����(�����3���%�2N

&2�'$�N@�2���������.NL2N����(���� ���#(�&2�'$����#�)������I�J/

������2����J�#�%@�1���0�#�&2�'$�.��� �������%���82����.��.�%�.�&2�'/

$�� � �#�)����� '#'���/��� �����8����.x� 5#��(����(� ������1����.@

������#��(*�������#�������*(�����#��� �&2�'$���(��J�����(� ,uV�

����'#J�(@�1���0�#�&2�'$�.�82�����#�#�%�(���(#�%�*���#�)��*��#

0��(�(��J������

@����B ������$D$��������������&�� &�-����2�&��*(��1��

���� ��$

�2��%� ( ,  )e p u �"�������*��#.�&2�'$�.@���3�#��#NL#.����2@���/

������#.������ ��������@�����2�#.�����&&����$��2�(#.����K@�����#

( ,  )e p u �.��.���.�&2�'$�� ��#�)�������.�������1���� @�����*�#�(*)

(��J����#(�� ,uV� �����

( ,  ) min ,
ux V

e p u px
∈

=
�

���� { : ( ,  ) 0}.N
uV x R px e p u p+= ∈ ≥ ∀ >>�

��'#3#���%����

!��82��(���������%���'#3#���%����@����'��%'2���3J����'#J�(

#�#����1����2����J�������������������3������#�
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�#�������#.�(��#����#3���.��#�8�#�������.���������8����� ��D�'2�/

�#)�(�'��0'���(�'�����(�J2��1�����2����.���'#1������(��*�8�#��/

�����.��.������%3��#�#�%�'��$��$�.������8����%�'�����3��-'#��A�/

�#'�@�'#'�82������'#3#�����J�@�0�#�'��$��$�.�.��.���.���1�� �(��� 

8�#�������.��.����%'����.���21#.�'�#3����� �*)�������1���� ���#'

J���3(����%��3(���������8�#�������.���������8����.���.�����3���%/

�*)�������1���� x��#'�(*���(��(@�&2�'$�.�����3������8*�#������/

�#�'#'�&2�'$�.@���3���.NL#.��#(�2���.��1��%������8����%�'����#/

8��*��,#(��J���3(�������2����.�����3������2'#3*�#�����-%��#���@

�*���#������������#�������8����%�����������(� �������'�@������

��3���.����$����%��#3(����*���*-#����������%�

K�(����(�����(�J����#3�*(�������8#(���3(����%��3(�����.��

8�#�������.�����#�����������$�#�%�*)���3(�����*)������%�#)��&2�'/

$� �����3�������F����3(�������2��8����)#�#'����3��#�%������(��#)

����#��� �������*�2L�)���'$�.)����������� ���������������'��%/

'2��#���������2�������J�* ��3(������%�����3�����@�������*�#�(�.

��.����������.�����������2NL� ��$��'�������%3��#�%��3���������#(

������-�������� ����������@�'���������.3*�#���'������2N�&2�'$�N

����3��������&2�'$�N��#�)��������.�'#J�����2����.�����3������(*

(�J�(����������%�(���(#�%�*���#�)��*@�'����*�����8)���(*���.

�����J���.��#������2����.�����3������������'����*)�$��#)@����#/

�����(�����������#�����.�2����� �����3������(*��(�J�(�������#�/

�.�%�����������2NL���(���(#�%�*���#�)��*@�����������*��������/
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0p ����

1,p �#���)��������8����.���/

�#��.����J��(��I*�(�J�(��$����%�����������2NL����3(�������8�#/

�������.��.������8����.�����'�)������.��*)�$��#)@�'����*���8�3�#/

1�(�1���3 ,p � '#'� �#3��$2� �#�)����6� ( ) ( )1 0,  ( ,  ) ,  ( ,  ) .e p v p I e p v p I−
���21���#.�(��#������8���#����������#�'����A1������@�1������8L�(

��21#�@�8��.���'#1������$���������#�����.� p ��#3�*����'���#�$��@�(*

82��(����21#�%��#3�*���$��'���3(�����.�8�#�������.��.������.����

'#1������$���������#�����.��*8��#�%���8����)���* ���'����$���
0 ,p

��8��&��#�%�* ���'����$���
1.p

D�3#����(�������� ����@� '#'� ��(������3���2)��#��(������*)

�*-����'������$���82���������%3��#�%�.���'#1������$���������#���/
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B�#'@��*8��#.���'#1������������#��(*)�$�����)���*��$��*� 0 ,p
(*��L�(��������#�����2NL� �������6�'#'����3(�����������)����82/

������.������8����.�0'���#��������#���(2��3(�����N�$��@�������3(�/

����8�#�������.���������8����.��#'�J�@�'#'������3(������%������2
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�'����6O2BPQR6S5�PQTBQ5BUS�6

( ) ( ) ( )0 1 0 1 0 0 0 1( ,  ,  ) ,  ( ,  ) ,  ( ,  ) ,  ( ,  ) .EV p p I e p v p I e p v p I e p v p I I= − = −
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��1#�(��#�������@�'#'����3(�����������)����������������8����.�'����/

���#1#�%��(2�2����N�8�#�������.��.��������*)�$��#)��A�����(��#

0�����������.��.���.��3(�����������)���@��#3*�#�(�����#	������:9��

�!��!��������'�#L�����VN�"����#���� �'����WUXK6SYQ5BSZ�PQTBQ5BUS[6

( ) ( ) ( )0 1 1 1 1 0 1 0( ,  ,  ) ,  ( ,  ) ,  ( ,  ) ,  ( ,  ) .CV p p I e p v p I e p v p I I e p v p I= − = −
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