
ÓÄÊ [51+531]
ÁÁÊ (22.1+22.2)ÿ43

Ì34

Ìàòåìàòèêà.Ìåõàíèêà : ñá. íàó÷. òð. �Ñàðàòîâ :Èçä-âîÑàðàò.

Ì34 óí-òà, 2011. � Âûï. 13. � 192 ñ. : èë.

Ñáîðíèê ñîäåðæèò ñòàòüè ñîòðóäíèêîâ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà

Ñàðàòîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Ïðåäñòàâëåíû èññëåäîâàíèÿ ïî àë-

ãåáðå, ãåîìåòðèè, äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå, èíôîðìàòèêå, ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó,

ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðîâ, òåîðèè ïðèáëèæåíèé, ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêå,

áèîìåõàíèêå, ìåõàíèêå äåôîðìèðóåìîãî òâ¼ðäîãî òåëà, îïòèìàëüíîìó óïðàâëåíèþ

äâèæåíèåì êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà, ìåõàíèêå æèäêîñòè è ãàçà è èõ ïðèëîæåíèÿì.

Äëÿ íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ, àñïèðàíòîâ è ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè ìàòåìàòèêè è

ìåõàíèêè.

Ð å ä à ê ö è î í í à ÿ ê î ë ë å ã è ÿ :

Ã. Â. Õðîìîâà, äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê (îòâ. ðåäàêòîð),

Ã. Ï. Øèíäÿïèí, äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê (çàì. îòâ. ðåäàêòîðà),

Ä. Â. Ïðîõîðîâ, äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê,

À. Ï. Õðîìîâ, äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê,

Ï. Ô. Íåäîðåçîâ, äîêòîð òåõí. íàóê,

Ñ. Ï. Ñèäîðîâ, êàíäèäàò ôèç.-ìàò. íàóê (îòâ. ñåêðåòàðü)

ÓÄÊ [51+531]
ÁÁÊ (22.1+22.2)ÿ43

Ðàáîòà èçäàíà â àâòîðñêîé ðåäàêöèè

ISSN 1609-4751 c©Ñàðàòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò, 2011



òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

− 1

2πi

∮
Γν

v0(x, λ; f) dλ = f0(x) + o(1) ïðè ν →∞,

− 1

2πi

∮
Γν

v1(x, λ; f) dλ = f1(x) + o(1) ïðè ν →∞.
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Î ÏÎËÍÛÕ ÑÅÌÅÉÑÒÂÀÕ ÃÎÌÎÌÎÐÔÈÇÌÎÂ ÈÃÐ
Ñ ÎÒÍÎØÅÍÈßÌÈ ÏÐÅÄÏÎ×ÒÅÍÈß

Äëÿ èãð ñ îòíîøåíèÿìè ïðåäïî÷òåíèÿ âèäà G = 〈(Xi)i∈N ,
A, (ρi)i∈N , F 〉 êàê äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì [1] åñòåñòâåííûì îáðàçîì
ââåäåíî ïîíÿòèå ãîìîìîðôèçìà [2]. Âîïðîñ î ñîõðàíåíèè îïòèìàëüíûõ
ðåøåíèé ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé èãðû ñ îòíîøåíèÿìè ïðåäïî÷òåíèÿ ê
äðóãîé ñ ïîìîùüþ ãîìîìîðôèçìà áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòå [3] íà áàçå
óñëîâèé êîâàðèàíòíîñòè è êîíòðàâàðèàíòíîñòè ãîìîìîðôèçìîâ. Â íà-
ñòîÿùåé ñòàòüå äàíî òî÷íîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé
[4] èãðû íà îñíîâå ïîëíîòû ñåìåéñòâà ãîìîìîðôèçìîâ.

Îïòèìàëüíûìè ðåøåíèÿìè â èãðå ÿâëÿþòñÿ ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ
è äîïóñòèìûå (âïîëíå äîïóñòèìûå) èñõîäû. Ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå
îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèòóàöèÿ x0 =
(
x0
i

)
i∈N ∈ X â èãðå G íàçûâàåòñÿ

• ñèòóàöèåé îáùåãî ðàâíîâåñèÿ , åñëè äëÿ êàæäîãî i ∈ N è ëþáûõ

xi ∈ Xi âûïîëíåíî óñëîâèå F (x0 ‖ xi)
ρi
≯ F (x0);

• ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó, åñëè âûïîëíÿåòñÿ F (x0 ‖ xi)
ρi

. F (x0).
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Îïðåäåëåíèå 2. Èñõîä a íàçûâàåòñÿ

• äîïóñòèìûì â èãðå G, åñëè äëÿ êàæäîãî èãðîêà i ∈ N âûïîëíåíî

¬ (∃xi ∈ Xi)
(
∀xN\i ∈ XN\i

)
F
(
xi, xN\i

) ρi
> a,

• âïîëíå äîïóñòèìûì â èãðå G, åñëè äëÿ êàæäîãî èãðîêà i ∈ N âûïîë-

íåíî
(
∃xN\i ∈ XN\i

)
(∀xi ∈ Xi)F

(
xi, xN\i

) ρi
≯ a.

Ïóñòü K è K � äâà êëàññà èãð ñ îòíîøåíèÿìè ïðåäïî-
÷òåíèÿ ìíîæåñòâà èãðîêîâ N = {1, . . . , n}. Çàôèêñèðóåì â
ýòèõ êëàññàõ íåêîòîðûå ïðèíöèïû îïòèìàëüíîñòè; áóäåì îáî-
çíà÷àòü ÷åðåç OptG ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé èã-
ðû G = 〈(Xi)i∈N , A, (ρi)i∈N , F 〉 ∈ K, ÷åðåç OptΓ � ìíîæåñòâî
îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé èãðû Γ = 〈(Yi)i∈N , B, (σi)i∈N , Φ〉 ∈ K .

Îïðåäåëåíèå 3. Íàáîð îòîáðàæåíèé f = (ϕ1, . . . , ϕn, ψ), ãäå
ϕi : Xi → Yi (i ∈ N) è ψ : A → B íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì èãðû G
â èãðó Γ, åñëè äëÿ ëþáîãî èíäåêñà i ∈ N , ëþáûõ ýëåìåíòîâ a1, a2 ∈ A
è ëþáîé ñèòóàöèè x = (x1, . . . , xn) ∈ X âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà
óñëîâèÿ:

Hom1: ψ(F (x1, . . . , xn)) = Φ(ϕ1(x1), . . . , ϕn(xn)),

Hom2: a1

ρi

. a2 ⇒ ψ(a1)
σi
. ψ(a2).

Ãîìîìîðôèçì f èãðû G â èãðó Γ íàçûâàåòñÿ ñòðîãèì, åñëè äëÿ êàæ-
äîãî i ∈ N äîïîëíèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

Str: a1

ρi
< a2 ⇒ ψ(a1)

σi
< ψ(a2).

Îïðåäåëåíèå 4. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé êëàññ H ãîìîìîðôèçìîâ
èç èãð êëàññà K â èãðû êëàññà K . Ãîìîìîðôèçìû êëàññà H íàçûâàþòñÿ
êîâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî êëàññîâ (K,K ), åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ
èãð G ∈ K è Γ ∈ K è ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà f ∈ H f � îáðàç
îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ èãðû G åñòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå â èãðå Γ, è
êîíòðàâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî êëàññîâ (K,K ), åñëè äëÿ ëþáûõ
äâóõ èãð G ∈ K è Γ ∈ K è ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà f ∈ H f � ïðîîáðàç
îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ èãðû Γ åñòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå â èãðå G.

Îïðåäåëåíèå 5. Ñåìåéñòâî ãîìîìîðôèçìîâ (f j)j∈J íàçûâàåòñÿ êî-
âàðèàíòíî ïîëíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ p ∈ OptG
ñóùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ j ∈ J , ÷òî f j(p) ∈ OptΓj.

Ñåìåéñòâî ãîìîìîðôèçìîâ (f j)j∈J íàçûâàåòñÿ êîíòðàâàðèàíòíî
ïîëíûì, åñëè óñëîâèå ¾f j(p) ∈ OptΓj äëÿ âñåõ j ∈ J¿ âëå÷åò p ∈ OptG.
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Ëåììà
1. Ñåìåéñòâî ãîìîìîðôèçìîâ (f j)j∈J ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíî ïîë-

íûì ñåìåéñòâîì êîíòðàâàðèàíòíûõ ãîìîìîðôèçìîâ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî ðàâåíñòâî: OptG =

⋃
j∈J
f−1
j (OptΓj).

2. Ñåìåéñòâî ãîìîìîðôèçìîâ (f j)j∈J ÿâëÿåòñÿ êîíòðàâàðèàíòíî
ïîëíûì ñåìåéñòâîì êîâàðèàíòíûõ ãîìîìîðôèçìîâ òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà âûïîëíåíî ðàâåíñòâî: OptG =

⋂
j∈J
f−1
j (OptΓj).

Ïóñòü K � êëàññ èãð ñ óïîðÿäî÷åííûìè èñõîäàìè, K � êëàññ èãð ñ
ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûìè èñõîäàìè. Â êà÷åñòâå îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé
èãðû G ∈ K âîçüìåì ìíîæåñòâî åå ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ, â êà÷åñòâå îï-
òèìàëüíûõ ðåøåíèé èãðû Γ ∈ K � ìíîæåñòâî åå ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ
ïî Íýøó. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1
1. Îòíîñèòåëüíî óêàçàííûõ êëàññîâ èãð è èõ îïòèìàëüíûõ ðåøå-

íèé âñå ñòðîãèå ãîìîìîðôèçìû ÿâëÿþòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûìè.
2. Äëÿ êàæäîé èãðû G ∈ K ñåìåéñòâî âñåõ åå ñòðîãèõ ãîìîìîðôèç-

ìîâ â èãðû êëàññà K ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíî ïîëíûì.
Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Çàôèêñèðóåì äâå èãðû G ∈ K, Γ ∈ K è

íåêîòîðûé ãîìîìîðôèçì f èç èãðû G â èãðó Γ.
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1 ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñèòóàöèÿ x0 =
(
x0

1, . . . , x
0
n

)
íå áóäåò ñèòóàöèåé îáùåãî

ðàâíîâåñèÿ â èãðåG, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî ñèòóàöèÿ ϕ(x0) =
=
(
ϕ1(x

0
1), . . . , ϕn(x

0
n)
)
ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â èãðå Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2 ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ñòðîãîãî ãî-
ìîìîðôèçìà f èç èãðû G â íåêîòîðóþ èãðó Γ ñ ëèíåéíî óïîðÿäî-
÷åííûìè èñõîäàìè òàêîãî, ÷òî äëÿ êàæäîé ñèòóàöèè îáùåãî ðàâíîâå-
ñèÿ x0 èãðû G ñèòóàöèÿ ϕ(x0) áóäåò ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â
èãðå Γ. Ñóùåñòâîâàíèå èñêîìîãî ñòðîãîãî ãîìîìîðôèçìà îñíîâàíî íà
ëåììå 2 [5]. Ñèòóàöèÿ x0 áóäåò ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â èãðå
Γ = 〈(Xi)i∈N , A, (ρi)i∈N , F 〉 ñ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûìè èñõîäàìè. Ïðè
ýòîì íàáîð òîæäåñòâåííûõ îòîáðàæåíèé (∆X1

, . . . ,∆Xn
,∆A) áóäåò ñòðî-

ãèì ãîìîìîðôèçìîì èç èãðû G â èãðó Γ.
Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
Äàëåå, äëÿ òåõ æå êëàññîâ èãð ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå òèïû îïòè-

ìàëüíûõ ðåøåíèé. Â êà÷åñòâå îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé èãðû G ∈ K âîçü-
ìåì ìíîæåñòâî åå ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó, â êà÷åñòâå îïòèìàëü-
íûõ ðåøåíèé èãðû Γ ∈ K � ìíîæåñòâî åå ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó.
Òîãäà ñïðàâåäëèâà
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Òåîðåìà 2
1. Îòíîñèòåëüíî óêàçàííûõ êëàññîâ èãð è èõ îïòèìàëüíûõ ðåøå-

íèé âñå ñòðîãèå ãîìîìîðôèçìû ÿâëÿþòñÿ êîâàðèàíòíûìè.
2. Äëÿ êàæäîé èãðû G ∈ K ñåìåéñòâî âñåõ åå ñòðîãèõ ãîìîìîðôèç-

ìîâ â èãðû êëàññà K ÿâëÿåòñÿ êîíòðàâàðèàíòíî ïîëíûì.
Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Çàôèêñèðóåì äâå èãðû G ∈ K, Γ ∈ K è

íåêîòîðûé ãîìîìîðôèçì f èç èãðû G â èãðó Γ.
1. Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñâîéñòâà ãîìîìîðôèçìà Hom2, Hom1

ê ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó x0 â èãðå G, ïîëó÷àåì, ÷òî ñèòóàöèÿ
ϕ(x0) ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â èãðå Γ.

2. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî ñ ïðèìåíåíèåì
ëåììû 2 [5]. Ðàññìîòðèì èãðó 〈(Xi)i∈N , A, (ρi)i∈N , F 〉 = Γ, â êîòîðîé
äëÿ èãðîêà i0 îòíîøåíèå ïîðÿäêà åñòü ρi0, à äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ èãðî-
êîâ j 6= i0 îòíîøåíèå ρj åñòü ëþáîå ëèíåéíîå äîóïîðÿäî÷åíèå ïîðÿäêà
ρj. Â èãðå Γ ñ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûìè èñõîäàìè ñèòóàöèÿ x0 íå áóäåò
ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó, à ñèñòåìà òîæäåñòâåííûõ îòîáðàæåíèé
ϕi = ∆Xi

(i ∈ N); ψ = ∆A ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì ãîìîìîðôèçìîì èç èãðû G

â èãðó Γ ñ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûìè èñõîäàìè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåä-
ïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî ñèòóàöèÿ ϕ(x0) ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ ïî
Íýøó â èãðå ñ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûìè èñõîäàìè.

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
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