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Ïðèâîäèòñÿ îïðåäåëåíèå ñâîéñòâà ñàìî-êîâàðèàíòíîñòè ðå-

øåíèé êîîïåðàòèâíûõ èãð ñ òðàíñôåðàáåëüíûìè ïîëåçíîñòÿ-

ìè. Ýòî ñâîéñòâî îçíà÷àåò îñëàáëåíèå êîâàðèàíòíñòè îòíî-

ñèòåëüíî ñäâèãîâ èíäèâèäóàëüíûõ ïîëåçíîñòåé èãðîêîâ äî

äîïóñòèìûõ ñäâèãîâ òîëüêî íà êðàòíûå çíà÷åíèÿ âåêòî-

ðîâ ðåøåíèÿ. Äàåòñÿ îïèñàíèå âñåõ íåïóñòûõ, îäíîòî÷å÷-

íûõ,ýôôåêòèâíûõ, àíîíèìíûõ, ñëàáî è ñàìî-êîâàðèàíòíûõ

ðåøåíèé äëÿ êëàññà èãð äâóõ ëèö. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñðåäè

íèõ ñóùåñòâóåò òîëüêî òðè ðåøåíèÿ, äîïóñêàþùèå ñîãëàñî-

âàííûå ðàñøèðåíèÿ íà êëàññ èãð ñ ïðîèçâîëüíûì ìíîæåñòâîì

èãðîêîâ: ýòî óðàâíèâàþùåå ðåøåíèå, ñòàíäàðòíîå ðåøåíèå, è

ðåøåíèå, ñîâïàäàþùåå ñî ñòàíäàðòûì íà êëàññå ñóáàääèòèâ-

íûõ èãð è ñ ðåøåíèåì îãðàíè÷åííîãî ýãíàëèòàðèçìà íà êëàññå

ñóïåðàääèòèâíûõ èãð äâóõ ëèö. Îõàðàêòåðèçîâàíû íåêîòîðûå

ñîãëàñîâàííûå ðàñøèðåíèÿ ïîñëåäíåãî èç òðåõ ðåøåíèé.
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ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨� ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨� : êîîïåðàòèâíàÿ èãðà, êî-

âàðèàíòíîñòü, ñàìî-êîâàðèàíòíîñòü, óðàâíèâàþùåå ðåøåíèå, ñòàí-

äàðòíîå ðåøåíèå, ðåøåíèå îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèçìà, ñîãëàñîâàí-

íîå ðàñøèðåíèå.

1. Ââåäåíèå

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèå ðåøåíèé êîîïåðà-

òèâíûõ èãð ñ òðàíñôåðàáåëüíûìè ïîëåçíîñòÿìè (ÒÏ), óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ îñëàáëåííîìó óñëîâèþ êîâàðèàíòíîñòè � ñàìîêîâàðèàíòíî-

ñòè, ââåäåííûì â [2]. Ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò ïî÷òè âñå õî-

ðîøî èçâåñòíûå ðåøåíèÿ ÒÏ èãð, íå ÿâëÿþùèåñÿ êîâàðèàíòíûìè:

òî ðåøåíèå îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèçìà, ââåäåííîå Äóòòà è Ðýåì

[6] äëÿ âûïóêëûõ èãð, óðàâíèâàþùåå ðåøåíèå, äîñòàâëÿþùåå âñåì

èãðîêàì ðàâíûå âûèãðûøè. Îñëàáëåíèå êîàâàðèàíòíîñòè äî ñàìî-

êîâàðèàíòíîñòè äëÿ êîâàðèàíòíûõ ðåøåíèé ïîçàîëÿåò ïîëó÷èòü áî-

ëåå ñèëüíûå àêñèîìàòèçàöèè ýòèõ ðåøåíèé, à äëÿ íåêîâàðèàíòíûì,

íî ñàìî-êîâàðèàíòíûõ ðåøåíèé ïîëó÷èòü íîâûå àêñèîìàòèçàöèè,

ñõîæèå ñ àêñèîìàòèçàöèÿìè êîâàðèàíòíûõ ðåøåíèé. Ðåøåíèå ÒÏ èãð

íàçûâàåòñÿ ñàìî-êîâàðèàíòíûì, åñëè äëÿ ëþáîé ÒÏ èãðû îíî ïîëî-

æèòåëüíî îäíîðîäíî è óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó êîâàðèàòíîñòè ñäâèãà

îòíîñèòåëüíî âåêòîðîâ ðåøåíèé ñ ïîëîæèòåëüíûìè ìíîæèòåëÿìè.

Ñàìî-êîâàðèàíòíîñòü ñîâìåñòíî ñî ñëàáîé (îäíîðîäíîé) êîâàðèàíò-

íîñòüþ ñëàáåå, ÷åì îáû÷íàÿ êîâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî íåçâàè-

ñèìûõ ïîëîæèòåëüíûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èíäèâèäóàëüíûõ

ïîëåçíîñòåé èãðîêîâ.

Â ñòàòüå [2] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî õîðîøî èçâåñòíûå àêñèîìàòèçà-

öèè ïðåä n-ÿäðà [1] è âåêòîðà Øåïëè [8] íà êëàññe âûïóêëûõ èãð

ìîãóò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíû ñ çàìåíîé êîâàðèàíòíîñòè íà ñàìî-

êîâàðèàíòíîñòü è ñëàáóþ êîâàðèàíòíîñòü, ïðè÷åì â îáîèõ ñëó÷àÿõ

ê õàðàêòåðèçóåìûì ðåøåíèÿì äîáàâëÿåòñÿ åùå óðàâíèâàþùåå ðåøå-

íèå.

Â äàííîé ñòàòüå îïèñûâàþòñÿ âñå ðåøåíèÿ ÒÏ èãð äâóõ ëèö, óäî-

âëåòâîðÿþùèå ñâîéñòâàì ýôôåêòèâíîñòè, îäíîòî÷å÷íîñòè, àíîíèì-

íîñòè, ñàìî- è ñëàáîé êîâàðèàíòíîñòè. Äàëåå íàõîäÿòñÿ òå èç íèõ,

êîòîðûå äîïóñêàþò ñîãëàñîâàííûå â îïðåäåëåíèè Äýâèñà�Ìàøëåðà

ðàñøèðåíèÿ íà èãðû ñ ïðîèçâîëüíûì ìíîæåñòâîì èãðîêîâ. Îêàçû-

âàåòñÿ, ÷òî òîëüêî òðè ðåøåíèÿ äîïóñêàþò òàêèå ðàñøèðåíèÿ ýòî
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èçâåñòíûå ñòàíäàðòíîå ðåøåíèå, óðàâíèâàþùåå ðåøåíèå, è ðåøåíèå,

ñîâïàäàþùåå ñ ðåøåíèåì îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèçìà äëÿ ñóïåðàä-

äèòèâíûõ èãð, è ÿâëÿþùååñÿ ñòàíäàðòíûì äëÿ ñóáàääèòèâíûõ èãð.

Ñîäåðæàíèå ñòàòüè îðãàíèçîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ðàçäå-

ëå 2 äàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ èçâåñòíûõ ðåøåíèé êîîïåðàòèâíûõ èãð è

èõ ñâîéñòâ, à òàêæå ïðèâîäÿòñÿ ôîðìóëèðîâêè àêñèîìàòèçàöèè ðå-

øåíèé ïðåä n-ÿäðà è ðåøåíèÿ Äóòòà�Ðýÿ. Â ðàçäåëå 3 ïðèâîäèòñÿ

îïðåäåëåíèå ñâîéñòâà ñàìî-êîâàðèàíòíîñòè è ïðèâîäèòñÿ ïîëíàÿ õà-

ðàêòåðèçàöèÿ âñõ ýôôåêòèâíûõ, îäíîòî÷å÷íû, àíîíèìíûõ, ñàìî- è

ñëàáî êîâàðèàíòíûõ ðåøåíèé äëÿ êëàññà êîîïåðàòèâíûõ èãð äâóõ

ëèö. Ðàçäåë 4 ïîñâÿùåí ñîãëàñîâàííûì ðàñøèðåíèÿì ðåøåíèé èãð

äâóõ ëèö, îõàðàêòåðèçàâàííûõ â ðàçäåëå 3, à òàêæå ìíîãîçíà÷íûõ ðå-

øåíèé, îáëàäàþùèõ òåìè æå ñâîéñòâàìè, íà èãðû ñ ïðîèçâîëüíûìè

ìíîæåñòâàìè èãðîêîâ. Â ðàçäåëå 5 ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå îòêðûòûå

ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ ñîãëàñîâàííûìè ðåøåíèÿìè. Äîêàçàòåëüñòâà

îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äàíû â Ïðèëîæåíèè.

2. Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

2.1. Îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèé ÒÏ èãð è èõ ñâîéñòâà

Êîîïåðàòèâíîé èãðîé ñ òðàíñôåðàáåëüíûìè ïîëåçíîñòÿìè (ÒÏ

èãðîé) íàçûâàåòñÿ ïàðà (N, v), ãäå N � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èãðîêîâ,

v : 2N → R � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èãðû ñîïîñòàâëÿþùàÿ

êàæäîé êîàëèöèè S ⊂ N âåùåñòâåííîå ÷èñëî v(S)

( ïîëàãàåòñÿ v(∅) = 0), âûðàæàþùåå ñèëó êîàëèöèè. Èñõîäîì èãðû

íàçûâàåòñÿ âåêòîð âûèãðûøåé èãðîêîâ x ∈ RN ∈ X(N, v), ãäå

X(N, v) = {x ∈ RN |
∑
i∈N

xi ≤ v(N)}−

ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ âåêòîðîâ âûèãðûøåé.

Ðåøåíèåì σ äëÿ êëàññà G ÒÏ èãð íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå, ñî-

ïîñòàâëÿþùåå êàæäîé èãðå (N, v) ∈ G íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî

σ(N, v) ⊂ X(N, v)

×åðåç X∗(N, v) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ýôôåêòèâíûõ âåêòîðîâ âû-

èãðûøåé:

X∗(N, v) = {x ∈ RN |
∑
i∈N

xi = v(N)}.
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Åñëè äëÿ êàæäîé èãðû (N, v) èç êëàññà G |σ(N, v)| = 1, òî ðåøåíèå

σ íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèåì.

ÏóñòüN � ïðîèçâîëüíîå óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî èãðîêîâ. ×åðåç

GN áóäåì îáîçíà÷àòü òàêîé êëàññ èãð , ÷òî

(N, v) ∈ GN =⇒ N ⊂ N .

Ïóñòü π : N → N � âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå. Îïðåäåëèì

èãðó 〈π(N), πv〉 ∈ GN ðàâåíñòâàìè v(π(S)) = v(S) äëÿ âñåõ S ⊆ N.

Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ RN îáîçíà÷èì ÷åðåç y = π(x) òàêîé âåêòîð

y ∈ Rπ(N), ÷òî yπ(i) = xi, i ∈ N. Èãðà (N ′, w) íàçûâàåòñÿ èçîìîðôíîé

èãðå (N, v), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

π : N → N , ÷òî π(N) = N ′ è πv = w. .

Äëÿ ëþáîé èãðû (N, v) ìàêñèìàëüíûì ïðåâîñõîäñòâîì èãðîêà i

íàä èãðîêîì j â óñëîâèÿõ âåêòîðà âûèãðûøåé x íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

sij(x) = maxS3i
S 63j

(v(S)− x(S).

Äâå èãðû (N, v), (N ′, w) ∈ GN íàçûâàþòñÿ ñòðàòåãè÷åñêè ýêâèâà-

ëåíòíûìè , åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæå-

íèå π : N → N , ÷òî π(N) = N ′ è òàêèå âåêòîð β ∈ RN è ïîëîæèòåëü-

íîå ÷èñëî α > 0, ÷òî w = π(v′), ãäå v′ = αv + β.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå èçâåñòíûå ñâîéñòâà òåîðåòèêî-èãðîâûõ ðå-

øåíèé, èñïîëüçóåìûõ â âèäå àêñèîì ïðè õàðàêòåðèçàöèè òåõ èëè

èíûõ ðåøåíèé.

Ðåøåíèå σ äëÿ êëàññà GN íàçûâàåòñÿ

� íå ïóñòûì, åñëè σ(N, v) 6= ∅ äëÿ âñåõ (N, v) ∈ GN ;

� ýôôåêòèâíûì, åñëè
∑

i∈N Φi(N, v) = v(N) äëÿ ëþáîãî every x ∈
σ(N, v) è äëÿ ëþáîé èãðû (N, v) ∈ GN ;

� ñèììåòðè÷íûì, åñëè äëÿ ëþáîé èãðû (N, v) ∈ GN ñèììåò-

ðè÷íûå èãðîêè i, j, äëÿ êîòîðûõ v(S ∪ {i}) = v(S ∪ {j}) äëÿ

âñåõ S 63 i, j, ïîëó÷àþò ïîðîâíó: xi(N, v) = xj(N, v) äëÿ âñåõ

x ∈ σ(N, v);

� àíîíèìíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ èãðû (N, v) ∈ G è èíúåêòèâíîãî

îòîáðàæåíèÿ π : N → N , äëÿ êîòîðîãî (πN, πv) ∈ G, âûïîëíÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâî σ(πN, πv) = π(σ(N, v)). Çäåñü õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêàÿ ôóíêöèÿ πv îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè πv(πS) = v(S) äëÿ

âñåõ S ⊂ N ;
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� ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà α > 0 è

èãðû (N, v) ∈ G (N,αv) ∈ G è

σ(N,αv) = ασ(N, v);

� êîâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ, åñëè äëÿ ëþáîé èãðû

(N, v) ∈ GN è ÷èñëà b (N, v + b) ∈ GN , è

x ∈ σ(N, v) =⇒ x ∈ σ(N, v + b),

ãäå (v + b)(S) = v(S) + b äëÿ âñåõ S $ N, è (v + b)(N) = v(N);

� êîâàðèàíòíûì , åñëè îíî ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíî è êîâàðè-

àíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ;

� ñëàáî êîâàðèàíòíûì , åñëè îíî ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíî è åñëè

äëÿ ëþáîé èãðû (N, v) ∈ G è ÷èñëà β ∈ RN (N, v + β) ∈ G è

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

σ(N, v + β) = σ(N, v) + β̄, (2.1)

ãäå (v + β(S) = v(S) + β|S| äëÿ âñåõ S ⊂ N, β̄ = (β, β, ..., β);

� ñîãëàñîâàííûì , åñëè äëÿ ëþáîé èãðû (N, v) ∈ GN , êîàëè-
öèè T ⊂ N, è âåêòîðà x ∈ σ(N, v) åå ðåäóöèðîâàííàÿ èãðà

(N \ T, vxN\T ), ïîëó÷åííàÿ ïîñëå óõîäà èãðîêîâ èç êîàëèöèè T ñ

âûèãðûøàìè xi, i ∈ T, òàêæå ïðèíàäëåæèò êëàññó GN è

x = (xN\T , xT ) ∈ σ(N, v) =⇒ xN\T ∈ σ(N \ T, vΦ
N\T ). (2.2)

� ñëàáî ñîãëàñîâàííûì, åñëè ïðåäûäóùåå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ

òîëüêî äëÿ ðåäóöèðîâàííûõ èãð äâóõ ëèö (|N \ T | ≤ 2;)

Çàìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ (2.2) ñëåäóåò, ÷òî ñâîéñòâî ñîãëàñî-

âàííîñòè ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî òîëüêî äëÿ êëàññîâ èãð, çàìêíóòûõ

îòíîñèòåëüíî ðåäóöèðîâàíèÿ, ò.å., äëÿ êëàññîâ èãð, êîòîðûì, íàðÿäó

ñ èãðîé (N, v), ïðèíàäëåæàò âñå èãðû (N \ T, vxN\S), T ⊂ N äëÿ ëþ-

áîãî âåêòîðà âûèãðûøåé x èñõîäíîé èãðû. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå

îïðåäåëåíèÿ ðåäóöèðîâàííûõ èãð è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ïîíÿòèé ñî-

ãëàñîâàííîñòè ðåøåíèé. Â ýòîé ðàáîòå ìû ïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì

Äýâèñà�Ìàøëåðà [5]:
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Ðåäóöèðîâàííîé èãðîé (S, vxS) èãðû (N, v) íà ìíîæåñòâî èãðîêîâ

S îòíîñèòåëüíî âåêòîðà âûèãðûøåé x íàçûâàåòñÿ ÒÏ èãðà ñî ñëåäó-

þùåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé:

vxS(T ) =

{
v(N)− x(N \ S), åñëè T = S,

v(T ∪ (N \ S))−
∑

i∈N\S ϕi(T ∪ (N \ S), v), åñëè T $ S,

(2.3)

ãäå T ∪ (N \ S), v) ïîä-èãðà èãðû (N,v).

Åñëè ðàññìàòðèâàòü îïðåäåëåíèå èãðû äâóõ ëèö â êà÷åñòâå àêñè-

îìû äëÿ åå ðåøåíèÿ, òî íåêîòîðûå èç íèõ õàðàêòåðèçóþòñÿ êàê ðàç

ýòîé àêñèîìîé è ñîãëàñîâàííîñòüþ. Ñðåäè íèõ èìåþòñÿ ñëåäóþùèå

îäíîòî÷å÷íûõ ðåøåíèÿ: ýòî óðàâíèâàþùåå ðåøåíèå äëÿ êëàñà âñåõ

ÒÏ èãð è ðåøåíèå Äóòòà�Ðýÿ äëÿ êëàññà âûïóêëûõ èãð.Ïðåä n-ÿäðî

òàêæå èìååò ïîäîáíóþ õàðàêòåðèçàöèþ íà êëàññå âûïóêëûõ èãð, òàê

êàê íà ýòîì êëàññå îíî ñîâïàäàåò ñ ïðåä k-ÿäðîì, à ïîñëåäíåå è èìååò

àêñèîìàòèçàöèþ ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî ðåøåíèÿ äëÿ èãð äâóõ ëèö

è ñîãëàñîâàííîñòè â îïðåäåëåíèè Äýâèñà�Ìàøëåðà [11]. Ïðèâåäåì

îïðåäåëåíèÿ ýòèõ è äðóãèõ èçâåñòíûõ ðåøåíèé.

2.2. Ðàññìàòðèâàåìûå ðåøåíèÿ ÒÏ èãð è èõ àêñèîìàòè÷å-

ñêèå õàðàêòåðèçàöèè

Óðàâíèâàþùåå ðåøåíèå äëÿ ëþáîé ÒÏ èãðû äåëèò îáùèé âûèã-

ðûø ïîðîâíó ìåæäó âñåìè èãðîêàìè. Ýòî ðåøåíèå ýôôåêòèâíî, îä-

íîòî÷å÷íî, àíîíèìíî è ñîãëàñîâàíî.

Ïóñòü (N, v) � ïðîèçâîëüíàÿ ÒÏ èãðà, x ∈ X(N, v), e(S, x)� ýêñöåññ

êîàëèöèè îòíîñèòåëüíî âåêòîðà x, ({e(S, x)}S$N � âåêòîð ýêñöåññîâ.

×åðåç θ(x) ∈ R2N îáîçíà÷èì âåêòîð, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ñîâïàäàþò

ñ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà {e(S, x)}S$N , íî ðàñïîëîæåííûìè â ïîðÿäêå
óáûâàíèÿ:

θt(x) = max
T ⊂2N

|T |=t

min
S∈T

e(S, x). (2.4)

Ïóñòü ≥lex � îòíîøåíèå ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ â

ïðîèçâîëüíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Rm :

x ≥lex y ⇐⇒ x = y èëè ∃1 ≤ k ≤ m, òàêîå ÷òî xk = yk è xi > yi äëÿ i < k.
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Ïðåä n-ÿäðîì PN(N, v) èãðû (N, v) [12] íàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííûé

ýôôåêòèâíûé âåêòîð âûèãðûøåé, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ëåêñèêî-

ãðàôè÷åñêèé ìèíèìóì ìíîæåñòâà âåêòîðîâ θ(y), y ∈ X(N, v) :

θ(y) ≥lex θ(PN(N, v)) äëÿ âñåõ y ∈ X∗(N, v). (2.5)

Ïðåä n-ÿäðî íå ïóñòî äëÿ ëþáîé ÒÏ èãðû. Íà êëàññå èãð äâóõ

ëèö îíî ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíûì ðåøåíèåì (ST), îïðåäåëÿåìûì

äëÿ êàæäîé èãðû äâóõ ëèö ñëåäóþùèì îáðàçîì:

STi(N, v) =
v(N)

2
+
v({i})

2
− v({j})

2
, ãäå N = {i, j}. (2.6)

Îáà âûøå îïðåäåëåííûõ ðåøåíèÿ ýôôåêòèâíû, îäíîòî÷å÷íû äëÿ

êëàññå âñåõ ÒÏ èãð, àíîíèìíû è êîâàðèàíòíû.

Ýãàëèòàðíîå ðåøåíèå Äóòòà-Ðýÿ (DR-ðåøåíèå) [6], îïðåäåëåíî

íà êëàññå âûïóêëûõ ÒÏ èãð, îíî ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé âûïóêëîé ÒÏ

èãðå åäèíñòâåííûé âåêòîð èç ñ-ÿäðà, äîìèíèðóþùèé ïî Ëîðåíöó âñå

îñòàëüíûå âåêòîðû èç ñ-ÿäðà.

Äëÿ ñóïåðàääèòèâíûõ èãð äâóõ ëèö ýòî ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ ðå-

øåíèåì îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèçìà (ÑÅ). Ïóñòü N = {i, j}. Òîãäà

CE(N, v) =


(
v(N)

2
, v(N)

2

)
, åñëè v({i}), v({j}) ≤ v(N)

2
,

(v({i}), v(N)− v({i})), åñëè v({i}) > v(N)
2
,

(v(N)− v({j}), v({j})), åñëè v({j}) > v(N)
2
.

(2.7)

DR-ðåøåíèå íà êëàññå âûïóêëûõ èãð ýôôåêòèâíî, îäíîòî÷å÷íî,

àíîíèìíî, íî íå óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå êîâàðèàíòíîñòè,îíî óäîâëå-

òâîðÿåò òîëüêî àêñèîìå ñëàáîé êîâàðèàíòíîñòè.

Ïðèâåäåì àêñèîìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèçàöèè âûøå îïðåäåëåííûõ

ðåøåíèé.

ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨� 2.1. Óðàâíèâàþùåå ðåøåíèÿ

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì äëÿ êëàññà âñåõ ÒÏ èãð â ïðî-

èçâîëüíûì óíèâåðñàëüíûì ìíîæåñòâîì èãðîêîâ, óäîâëåòâîðÿþùåå

àêñèîìàì íåïóñòîòû, îäíîòî÷å÷íîñòè, ñîãëàñîâàííîñòè è ñîâïàäà-

þùåå ñ óðàâíèâàþùèì ðåøåíèåì íà êëàññå èãð äâóõ ëèö.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, óðàâíèâàþùåå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò

âñåì ïðèâåäåííûì àêñèîìàì.

Ïóñòü òåïåðü Φ � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ïðè-

âåäåííûì àêñèîìàì, (N, v) � ïðîèçâîëüíàÿ èãðà è x = Φ(N, v). Ðàñ-

ñìîòðèì ðåäóöèðîâàííóþ èãðó ({i, j}vxi,j íà ìíîæåñòâî èãðîêîâ {i, j}
îòíîñèòåëüíî âåêòîðà âûèãðûøåé x. Òîãäà, ïî ñîãëàñîâàííîñòè ðå-

øåíèÿ Φ (xi, xj) = Φ({i, j}, vxi,j), è, ñëåäîâàòåëüíî, xi = xj =
xiu+xj

2
.

Òàê êàê ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëëíÿåòñÿ äëîÿ ëþáûõ i, j ∈ N,

ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà xi = xj äëÿ âñåõ i, j ∈ N. Ïî îïðåäåëåíèþ

ðåäóöèðîâàííîé èãðû vxi,j({i, j}) = v(N) −
∑

k 6=i,j xk = xi + xj. Ïî-

ñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäîâàëî èç ýôôåêòèâíîñòè Φ , è ìû ïîëó÷àåì

Φ(N, v) = (x, x..., x), ãäå x = v(N)
n
.

Òåîðåìà I [Sobolev, 1975]Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì äëÿ êëàññà âñåõ

ÒÏ èãð ñ áåñêîíå÷íûì óíèâåðñàëüíûì ìíîæåñòâîì èãðîêîâ, óäîâëå-

òâîðÿþùèì àêñèîìàì íåïóñòîòû, îäíîòî÷å÷íîñòè, àíîíèìíîñòè,

êîâàðèàíòíîñòè è ñîãëàñîâàííîñòè, ÿâëÿåòñÿ ïðåä n -ÿäðî.

Òåîðåìà II [Dutta 1990]. Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì äëÿ êëàññà âû-

ïóêëûõ èãð ñ ïðîèçâîëüíûì óíèâåðñàëüíûì ìíîæåñòâîì èãðîêîâ,

óäîâëåòâîðÿþùèì àêñèîìàì íåïóñòîòû, îäíîòî÷å÷íîñòè ñîãëàñî-

âàííîñòè è ñîâïàäàþùèì ñ ðåøåíèåì îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèçìà

íà êëàññå èãðû äâóõ ëèö, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå Äóòòà�Ðýÿ.

Ðåøåíèå Äóòòà�Ðýÿ àíîíèìíî, íî íå êîâàðèàíòíî, îíî óäîâëåòâî-

ðÿåò òîëüêî àêñèîìå ñëàáîé êîâàðèàíòíîñòè.

Íà êëàññå âûïóêëûõ èãð ïðåä n-ÿäðî èì èìååò àêñèîìàòèçàöèþ,

ñõîæóþ ñ äàííîé â Òåîðåìå II:

Òåîðåìà I′. Åäèíñòâåííûì çíà÷åíèåì äëÿ êëàññà âûïóêëûõ ÒÏ èãð

ñ ïðîèçâîëüíûì óíèâåðñàëüíûì ìíîæåñòâîì èãðîêîâ, óäîâëåòâî-

ðÿþùèì àêñèîìàì íåïóñòîòû, ñòàíäàðòíîñòè äëÿ èãð äâóõ ëèö è

ñîãëàñîâàííîñòè ïî Äýâèñó�Ìàøëåðó ÿâëÿåòñÿ ïðåä n-ÿäðî.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ñîâïàäåíèÿ ïðåä n-ÿäðà è ïðåä k-ÿäðà

íà êëàññå âûïóêëûõ èãð è èç õàðàêòåðèçàöèè ïðåä k-ÿäðà, äàííîé

Ïåëåãîì [11].

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè õàðàêòåðèçàöèþ òðåõ ðåøåíèé:

óðàâíèâàþùåãî, ïðåä n-ÿäðà è ðåøåíèÿ Äóòòà-Ðýÿ (äâà ïîñëåäíèõ
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òîëüêî äëÿ âûïóêëûõ èãð) � åäèíûì ñïîñîáîì ñ ïîìîùüþ ñîãëàñî-

âàííîñòè è èçâåñòíîãî ðåøåíèÿ äëÿ èãð äâóõ ëèö. Ýòîò ðåçóëüòàò

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñóùåñòâîâàíèå ñîãëàñîâàííûõ ðàñøèðåíèé

íà êëàññ âûïóêëûõ èãð òðåõ ðåøåíèé äëÿ êëàññà èãð äâóõ ëèö. Äà-

ëåå áóäóò íàéäåíû äðóãèå ðåøåíèÿ èãð äâóõ ëèö, óäîâëåòâîðÿþùèå

îñëàáëåííîé àêñèîìå êîâàðèàíòíîñòè è äîïóñêàþùèå ñîãëàñîâàííûå

ðàñøèðåíèÿ íà èãðû ñ ïðîèçâîëüíûìè ìíîæåñòâàìè èãðîêîâ.

3. Càìî-êîâàðèàíòíîñòü ðåøåíèé ÒÏ èãð

3.1. Îïðåäåëåíèå

Ââåäåì åùå îäíî îñëàáëåíèå � îäíî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé êî-

âàðèàíòíîñòüþ � àêñèîìû êîâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ äëÿ

îäíîòî÷å÷íîãî ÒÏ ðåøåíèÿ (çíà÷åíèÿ) ϕ :

Çíà÷åíèå ϕ äëÿ êëàññà èãð G íàçûâàåòñÿ ñàìî-êîâàðèàíòíûì îò-

íîñèòåëüíî ñäâèãîâ, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà A ≥ −1 âûïîëíÿþòñÿ

ðàâåíñòâà

ϕ(N, v + Aϕ(v)) = (A+ 1)ϕ(N, v) (3.1)

äëÿ âñåõ èãð (N, v) ∈ G.

Â äàííîì îïðåäåëåíèè ñäâèã õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîçâî-

ëÿåòñÿ òîëüêî äëÿ ïðîèçâîëüíî êðàòíûõ âåêòîðîâ ðåøåíèÿ èñõîäíîé

èãðû è íå ìåíÿþùèõ çíàêè âûèãðûøåé â ñäâèíóòîé èãðå. Ïîñëåä-

íåå óñëîâèå îáåñïå÷èâàåò ñîõðàíåíèå çíàêîâ áîëüøå-ìåíüøå ìåæäó

âûèãðûøàìè èãðîêîâ â èñõîäíîé è ñäâèíóòîé èãðàõ.

Íàçîâåì ðåøåíèå ϕ ñàìî-êîâàðèàíòíî , åñëè îíî ïîëîæèòåëüíî

îäíîðîäíî è ñàìî-êîâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ.

ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨� 3.1 (2). DR-ðåøåíèå óäîâëå-

òâîðÿåò ñâîéñòâó ñàìî-êîâàðèàíòíîñòè íà êëàññå âûïóêëûõ ÒÏ

èãð.

3.2. Ñàìî-êîâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ èãð äâóõ ëèö
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3.2.1 Îïðåäåëåíèÿ è îáùèé âèä ñàìî-êîâàðèàíòíûõ ðåøå-

íèÿ äëÿ èãð äâóõ ëèö

Â ýòîì ïóíêòå áóäóò îõàðàêòåðèçîâàíû âñå ýôôåêòèâíûå, îäíîòî-

÷å÷íûå, àíîíèìíûå, ñëàáî è ñàìî-êîâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ äëÿ êëàñ-

ñà âñåõ èãð äâóõ ëèö ñ ïðîèçâîëüíûì óíèâåðñàëüíûì ìíîæåñòâîì

èãðîêîâ. Òàê êàê áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî àíîíèìíûå ðåøå-

íèÿ äëÿ ýòîãî êëàññà, äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòü èõ îïðåäåëåíèÿ äëÿ

èãð ñ ôèêñèðîâàííûì ìíîæåñòâîì èãðîêîâ {i, j}. Ââåäåì óïðîùàþ-

ùèå îáîçíà÷åíèÿ v({i}) = vi, v({j}) = vj. Ëþáîé êëàññ èãð äâóõ ëèö

ñîñòîèò èç ïîäêëàññîâ àääèòèâíûõ, ñòðîãî ñóáàääèòèâíûõ è ñòðîãî

ñóïåðàääèòèâíûõ èãð. Òàê êàê äîïóñòèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èíäèâè-

äóàëüíûõ ïîëåçíîñòåé, ïðèìåíÿåìûõ â îïðåäåëåíèÿõ ñëàáîé è ñàìî-

êîâàðèàíòíîñòè, íå ïåðåâîäÿò èãðó èç îäíîãî ïîäêëàññà â äðóãîé, ìû

áóäåò îïðåäåëÿòü óêàçàííûå ðåøåíèÿ â êàæäîì èç òðåõ ïîäêëàññîâ

îòäåëüíî. Ñëàáàÿ êîâàðèàíòíîñòü ðåøåíèé ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü

òîëüêî èãðû ñ íóëåâûì çíà÷åíèåì áîëüøîé êîàëèöèè äâóõ ëèö.

Íà÷íåì ñ ïîäêëàññà G0ad
2 àääèòèâíûõ èãð äâóõ ëèö ñî çíà÷åíèÿìè

v({i, j} = 0.

ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨� 3.2. Ñóùåñòâóþò òîëüêî

äâà ðåøåíèÿ äëÿ êëàññà G0ad
2 , óäîâëåòâîðÿþùèå àêñèîìàì NE, EFF,

ANO, WCOV è self-COV . Ýòî óðàâíèâàþùåå ðåøåíèå, äàþùåå íó-

ëåâîé âûèãðûø îáîèì èãðîêàì, è ðåøåíèå φind(v) = v̄.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, îáà ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò âñåì àêñè-

îìàì, óêàçàííûì â òåîðåìå.

Ïóñòü φ � ïðî èçâîëüíîå îäíîòî÷å÷íîå ðåøåíèå äëÿ êëàññà G0ad
2 ,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ âñåì àêñèîìàì Óòâåðæäåíèÿ. Åñëè φ(v) = 0 äëÿ

íåêîòîðîé èãðû v 6= (0, 0), òî ïî ïîîæèòåëüíîé îäíîðîäíîñòè è àíî-

íèìíîñòè ðåøåíèÿ φ φ(v) = (0, 0) äëÿ âñåõ èãð v ∈ G0ad
2 .

Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà φ(v) 6= (0, 0) äëÿ âñåõ èãð

v 6= (0, 0). Òîãäà φ(v) = (x,−x) = αv̄ äëÿ íåêîòîðûõ x, α 6= 0, è è ç

ïîëîæèòåëüíîé îäíîðîäíîñòè è àíîíèìíîñòè φ ñëåäóåò, ÷òî φ(v) =

αv̄ äëÿ âñåõ v ∈ G0ad
2 . Èç ñàìî-êîâàðèàíòíîñòè ðåøåíèÿ φ ïîëó÷àåì

φ(v + αv̄) = 2φ(v) = φ(2v), à ïî ïîëîæèòåëüíîé îäíîðîäíîñòè φ(v +

αv̄) = (1 + α)φ(v). Èç äâóõ ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò α(1 + α)v̄ =
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α(2v̄). Ñëåäîâàòåëüíî, α = 1, è φ(v) = v̄ äëÿ âñåõ v ∈ G0ad
2 , ò.å.,

φ = φind.

Ýòè äâà ðåøåíèÿ ìîæíî ëåãêî ðàñïðîñòðàíèòü íà êëàññ àääè-

òèâíûõ èãð äâóõ ëèö ñ ïðîèçâîëüíûìè çíà÷åíèÿìè v({i, j}) ñ ïî-

ìîùüþ àêñèîìû ñëàáîé êîâàðèàíòíñòè. Òîãäà óðàâíèâàþùåå ðåøå-

íèå îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ëþáîé àääèòèâíîé èãðû äâóõ ëèö ðàâåíñòâîì

ES(v) =
(
v({i,j})

2
, v({i,j})

2

)
. Ðåøåíèå φind(v) = v̄ íå èçìåíÿåòñÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü êëàññ G0sp
2 ñòðîãî àääèòèâíûõ èãð äâóõ ëèö ñ

ìíîæåñòâîì èãðîêîâ {i, j}, è ñ íóëåâûì âûèãðûøåì áîëüøîé êîàëè-

öèè v({i, j}) = 0. Îïðåäåëèì äëÿ ýòîãî êëàññà îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå

ñåìåéñòâî íåïóñòûõ, ýôôåêòèâíûõ, îäíîòî÷å÷íûõ è àíîíèìíûõ ðå-

øåíèé ϕk, k ∈ (−1, 1]. Ââèäó àíîíèìíîñòè äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü èõ

òîëüêî äëÿ èãð v ñ vi < vj.

ϕk(v) =

(0, 0), åñëè vi = vj, or vj < kvi,,((kvi − vj
1 + k

)
i
,
(vj − kvi

1 + k

)
j

)
, åñëè vj ≥ kvi.

(3.2)

Î÷åâèäíî, äëÿ ëþáîãî k ∈ (−1, 1] ϕk ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì, ýôôåê-

òèâíûì è àíîíèìíûì ðåøåíèåì.

Äëÿ k = 0 ðåøåíèå ϕ0 ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì îãðàíè÷åííîãî ýãà-

ëèòàðèçìà.

Äëÿ k = 1 ϕ1 � ñòàíäàðòîå ðåøåíèå;

Äëÿ k = −1 ðåøåíèå ϕ−1 íå îïðåäåëåíî ðàâåñòâàìè (3.2). Îäíàêî

êîãäà k → −1, òî äëÿ ëþáîé èãðû v ∈ G0sp, îáëàñòü vj ≥ kvi, vi+vj <

0 ïåðåõîäèò â ïîëóïðÿìóþ vi + vj = 0, vi < 0, è äëÿ ëþáîé èãðû v

limk→−1 ϕk(v) = (0, 0).

Ïîýòîìó îïðåäåëèì ϕ−1 äëÿ êëàññà ñòðîãî ñóïåðàääèòèâíûõ èãð

äâóõ ëèö êàê óðàâíèâàþùåå ðåøåíèå.
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Ðèñóíîê 1. Ñëó÷àé k > 0.

Íà ðèñóíêàõ 1 è 2 æèðíûìè ëèíèÿìè èçîáðàæåíû ãåîìåòðè÷å-

ñêèå ìåñòà òî÷åê çíà÷åíèé ϕk äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé vi, vj), vi < vj è

v(N) = 0. . Îòäåëüíî ïîêàçàíû ñëó÷àè ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëü-

íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà k.



Ñàìîêîâàðèàíòíûå è ñîãëàñîâàííûå ðåøåíèÿ êîîïåðàòèâíûõ èãð 35
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Ðèñóíîê 2 Ñëó÷àé k < 0.

Äëÿ (v1, v2), ðàñïîëîæåííûõ âíóòðè óãëà α ïî îáå ñòîðîíû îò äèà-

ãîíàëè çíà÷åíèå ϕk(N, v) = (0, 0).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ k ≥ 0 ðåøåíèÿ ϕk îáëàäàþò ñâîéñòâîì èíäèâè-

äóàëüíîé ðàöèîíàëüíîñòè, à äëÿ îòðèöàòåëüíûõ k � íåò.

Òàêèì æå îáðàçîì ìû ìîæåò îïðåäåëèòü ðåøåíèÿ ϕk äëÿ âñåõ

ñòðîãî ñïåðàääèòèâíûõ èãð äâóõ ëèö ñ ïðîèçâîëüíûìè çíà÷åíèÿìè

v({i, j}). Îäíàêî ïàðàìåòð k â ðàñøèðåíèÿõ òàêèõ ðåøåíèé ìîæåò çà-
âèñåòü îò v({i, j}), ÷òî ïðèâåäåò ê ÷ðåçìåðíîìó óñëîæíåíèþ îáùåãî

âèäà ñàìî-êîâàðèàíòíûõ ðåøåíèé. Ïîýòîìó ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü

àêñèîìó ñàìî-êîâàðèàíòíîñòè âìåñòå ñ åùå îäíîé àêñèîìîé ñëàáîé

êîâàðèàíòíîñòè.

Òîãäà ðàñøèðåíèå ðåøåíèÿ ϕk íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé

v({i, j}) áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

ϕk({i, j}, v) =


(
v({i, j})

2
,
v({i, j})

2

)
, åñëè vi = vj, èëè vj − kvi < (1− k)v({i,j})

2
,(

v({i, j})− vj + kvi
k + 1

,
kv({i, j}) + vj − kvi

k + 1

)
èíà÷å.

(3.3)
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Ïðèìåíèòåëüíî ê àääèòèâíûì èãðàì ýòà ôîðìóëà äàåò

ϕk({i, j}, v) = v̄ äëÿ âñåõ k ∈ (−1, 1].

Äëÿ ñòðîãî ñóïåðàääèòèâíûõ èãð xi 6= vi, ìû ïîëó÷àåì èç (3.3)

ôîðìóëó äëÿ ïàðàìåòðà k :

k =
(ϕk({i, j}, v))j − vj
(ϕk({i.j}, v))i − vi

. (3.4)

Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòð k ðàâåí òàíãåíñó óãëà ìåæäó ãî-

ðèçîíòàëüîé îñüþ è ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè v̄ è

((ϕk({i, j}, v))i, (ϕk({i, j}, v)j) 6=
(
v({i,j})

2
, v({i,j})

2

)
.

Äëÿ k = −1, êàê è â ñëó÷àå v({i, j}) = 0, ïîëàãàåì ϕ−1({i, j}, v) =(
v({i,j})

2
, v({i,j})

2

)
äëÿ âñåõ ñòðîãî ñóïåðàääèòèâíûõ èãð. Òåïåðü ðåøå-

íèÿ ϕk îïðåäåëåíû äëÿ âñåãî êëàññà Gsp2 ñòðîãî ñóïåðàääèòèâíûõ èãð,

è ýòè ðåøåíèÿ àíîíèìíû è ñëàáî êîâàðèàíòíû.

ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨� 3.1. Ðåøåíèÿ ϕk ñàìî-êîâàðèàíòíû â êëàññå Gsp2

äëÿ âñåõ k ∈ [−1, 1].

Ïðèâåäåì àêñèîìàòèçàöèþ ðåøåíèé ϕk äëÿ âñåõ k ∈ [−1, 1].

ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨� 3.1. Åñëè ðåøåíèå ϕ â êëàññå ñòðîãî ñó-

ïåðàääèòèâíûõ èãð Gsp2 óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì NE, EFF, ANO,

WCOV è self-COV, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ϕk äëÿ íåêîòîðîãî

k ∈ [−1, 1]. Åñëè ê òîìó æå îíî èíäèâèäóàëüíî ðàöèîíàëüíî, òî

k ∈ [0, 1].

ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨� 3.1. Ðåøåíèÿ ϕk ôîðìóëàìè (3.3) îïðå-

äåëåíû òàê æå è äëÿ àääèòèâíûõ èãð äâóõ ëèö. Îäíàêî, êîãäà ìû

îïèñûâàåì ìíîæåñòâî âñåõ ýôåêòèâíûõ, îäíîòî÷å÷íûõ, àíîíèìíûõ,

ñëàáî è ñàìî-êîâàðèàíòíûõ ðåøåíèé äëÿ êëàññà âñåõ èãð äâóõ ëèö,

ìû äîëæíû îòäåëüíî îïèñàòü èõ äëÿ âñåõ òðåõ ïîäêëàññîâ àääèòèâ-

íûõ, ñòðîãî ñóïåðàääèòèâíûõ è ñòðîãî ñóáàääèòèâíûõ èãð, òàê êàê

äîïóñòèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èíäèâèäóàëüíûõ ïîëåçíîñòåé, â àêñèî-

ìàõ ñëàáîé è ñàìî-êîâàðèàíòíîñòè íå âûâîäÿò èãðó èç ïîäêëàññà,

êîòîðîìó îíà ïðèíàäëåæèò.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê êëàññó ñòðîãî ñóáàääèòèâíûõ èãð Gsb2 äâóõ

ëèö.
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Èãðà äâóõ ëèö v ñòðîãî ñóáàääèòèâíà, åñëè vi + vj > v({i, j}).
Ðàñøèðåíèå åøåíèÿ îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèçìà íà êëàññ ñóáàääè-

òèâíûõ èãð äâóõ ëèö áûë äàí â ñòàòüå Àðèíà è Èíàððà [3]. Äëÿ ëþáîé

ñóáàääèòèâíîé èãðû îíî îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

CE({i, j}, v) =


(
v({i,j})

2
, v({i,j})

2

)
, åñëè vi, vj ≥ v({i,j})

2
,

(vi, v({i, j})− vi), åñëè vi ≤ v({i,j})
2

< vj,

(v({i, j})− vj, vj), åñëè vj ≤ v({i,j})
2

< vi.

(3.5)

Ðåøåíèå CE äëÿ ñóáàääèòèâíûõ èãð (3.5) çàùèùàåò "áåäíî-

ãî"èãðîêà ñ ìåíüøèì íà÷åíèåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè, òàê

æå êàê è â ñëó÷àå ñóïåðàääèòèâíûõ èãð. Äåéñòâèòåëüî, ðåøåíèå (3.5)

ëèáî äàåò îáîèì èãðîêàì ðàâíûå âûèãðûøè, ëèáî "áåäíûé"èãðîê ñî-

õðàíÿåò ñâîå çíà÷åíèå, à çà îáùèé ïðîèãðûø ðàñïëà÷èâàåòñÿ òîëüêî

äðóãîé, áîëåå áîãàòûé èãðîê.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëû (2.7), (3.5) è óðàâíèâàþùåå ðåøåíèå äëÿ

àääèòèâíûõ èãð îïðåäåëÿþò ðåøåíèå îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèçìà

äëÿ âñåãî êëàññà èãð äâóõ ëèö. Íà Ðèñóíêå 3 æèðíîé ëèíèåé èçîáðà-

æåíî ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ðåøåíèÿ ÑÅ äëÿ ôèêñèðîâàííûõ

çíà÷åíèé (vi, vj), vj > vi è âñåõ çíà÷åíèé v({i, j}).
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Ðèñóíîê 3. Îãðàíè÷åííî ýãàëèòàðíîå ðåøåíèå

Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê äëÿ ñòàíäàðòíîãî ðåøåíèÿ èçîáðà-

æåíî ïóíêòèðíîé ëèíèåé. Òàê êàê îáà ýòèõ ðåøåíèé àíîíèìíû, íà

äðóãîé ïîëóïëîñêîñòè vi > vj îíè èçîáðàæàþòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Àíàëîãè÷íî ðåøåíèÿì ϕk, îïðåäåëèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñå-

ìåéñòâî àíîíèìíûõ ðåøåíèé äëÿ ñòðîãî ñóáàääèòèâíûõ èãð. Êàæ-

äîå ðåøåíèå ψl èç ýòîãî ñåìåéñòâà îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ïàðàìåòðà

l ∈ (−∞,−1) ∪ [1,∞) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ψl({i, j}, v) =


(
v({i, j})

2
,
v({i, j})

2

)
, åñëè vj − lvi <

(1− l)v({i, j})
2

,(
v({i, j})− vj + lvi

l + 1

)
i

,

(
lv({i, j}) + vj − lvi

l + 1

)
j

, èíà÷å.

(3.6)

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (3.6) ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (3.3).

Ðàçíèöà ìåæäó íèìè ñîñòîèò ëèøü â ðàçëè÷èè îáëàñòåé ïàðàìåòðîâ

k, l è õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé: k ∈ [−1, 1], l ∈ (−∞,−1)∪ [1,∞);

è vi + vj ≤ v({i, j}) â (3.3), vi + vj ≥ v({i, j}) â (3.6).
Ðàâåíñòâî (ψl({i, j}, v))i = vi âîçìîæíî òîëüêî äëÿ àääèòèâíûõ

èãð, ïîýòîìó èç (3.6) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

l =
(ψl(v))j − vj
(ψl(v))i − vi

. (3.7)
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Ðèñóíîê 4. Ðåøåíèå ψl

Íà Ðèñóíêå 4 æèðíàÿ ëèíèÿ èçîáðàæàåò ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî

òî÷åê ðåøåíèÿ ψl, l > 1 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé v({i, j}) ≤ vi + vj.

Ïàðàìåòð l ðàâåí òàíãåíñó óãëà ìåæäó ãîðèçîíòàëüíîé îñüþ è ëó÷îì

èç òî÷êè (vi, vj) è ïðîõîäÿùåì ÷åðåç òî÷êó ψl(v).

Óãîë π
2
ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëó liml→±∞ ψl è ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì

îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèçìà. Ïîýòîìó ìû ïîëàãàåì ψ±∞(v) = CE(v).
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Äëÿ l = 1 ψl ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ðåøåíèåì,

Åñëè l → −1, òî liml→−1 ψl(v) =
(
v({i,j})

2
, v({i,j})

2

)
äëÿ ëþáîé

ñòðîãî ñóáàääèòèâíîé èãðû v, ïîýòîìó ïîëàãàåì ψ−1({i, j}, v) =(
v({i,j})

2
, v({i,j})

2
)
)
.

Ïî àíîíèìíîñòè ðåøåíèé ψl ôîðìóëà (3.6) è åå äîïîëíåíèÿ äëÿ

l = −1, l =∞ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ðåøåíèÿ ψl äëÿ l ∈ [−∞,−1] ∪
[1,∞].

Ðåøåíèÿ ψl íà êëàññå Gsb2 óäîâëåòâîðÿþò òåì æå àêñèîìàì, õà-

ðàêòåðèçóþùèì ðåøåíèÿ ϕk äëÿ êëàññà ñóïåðàääèòèâíûõ èãð â Òåî-

ðåìå 3.1: îíè íå ïóñòû, îäíîòî÷å÷íû,àíîíèìíû è ñëàáî êîâàðèàíò-

íû. Ïåðåïèñûâàÿ äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 3.1 äëÿ ðåøåíèé ψl, ëåã-

êî ïîêàçàòü, ÷òî îíè ñàìî-êîâàðèàíòíû íà êëàññå Gsb2 äëÿ âñåõ l ∈
[−∞,−1] ∪ [1,∞].

Ïðèâåäåì àíàëîã Òåîîðåìû 3.1:

ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨� 3.2. Åñëè ðåøåíèå ψ äëÿ êëàññà ñòðîãî ñóá-

àääèòèâíûõ èãð äâóõ ëèö Gsb2 óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì NE, EFF,

SV, ANO, WCOV è self-COV, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ψl äëÿ íåêî-

òîðîãî l ∈ [−∞,−1] ∪ [1,∞].

Òàê êàê âñå èãðû äâóõ ëèö ÿâëÿþòñÿ ëèáî ñóïåðàääèòèâíûìè, ëè-

áî ñóáàääèòèâíûìè, ñåìåéñòâà çíà÷åíèé ϕk, ψl îïðåäåëÿþò âñå ñëàáî-

êîâàðèàíòíûå, ñàìî-êîâàðèàíòíûå è àíîíèìíûå çíà÷åíèÿ äëÿ êëàñ-

ñà èãð äâóõ ëèö. Èìåííî, îïðåäåëèì äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî

çíà÷åíèé φkl k ∈ [−1, 1], l ∈ (−∞,−1] ∪ [1,∞) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

φkl({i, j}, v) =

{
ϕk, åñëè èãðà ({i, j}, v) ñóïåðàääèòèâíàÿ ,

ψl, åñëè èãðà ({i, j}, v) ñóáàääèòèâíàÿ .
(3.8)

Ââèäó òîãî, ÷òî äëÿ àääèòèâíûõ èãð (N, v) ϕk({i, j}, v) =

ϕl(v({i, j}, v) = (vi, vj) äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ k, l 6= −1, à

ϕ−1({i, j}, v) = ψ−1(N, v) = (v({i,j})
2

, v({i,j})
2

), îïðåäåëåíèå (3.8) êîð-

ðåêòíî.

Äëÿ àääèòèâíûõ èãð φkl({i, j}, v) = φind({i, j}, v) = (vi, vj) äëÿ

âñåõ k, l 6= −1, à φ−1−1({i, j}, v) ÿâëÿåòñÿ óðàâíèâàþùèì ðåøåíèåì.

Çàìåòèì, ÷òî ýòè äâà ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíî ñêîìáèíèðî-

âàíû ñ ðåøåíèÿìè äëÿ íåàääèòèâíûõ èãð (3.8).
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Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ðåøåíèÿ φkl äëÿ ôèêñèðîâàííûõ çíà-

÷åíèé (vi, vj), vi < vj, k 6= −1, 0, 1, l 6= ∞,−1, 1 è äëÿ ïåðåìåííûõ

çíà÷åíèé v({i, j}) ïðèâåäåíî æèðíîé ëèíèåé íà Ðèñóíêå 5.
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Ðèñóíîê 5. Ðåøåíèå φkl.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì Òåîðåì 3.1 è 3.2.

ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨� 3.3. Åñëè ðåøåíèå φ äëÿ êëàññà âñåõ íåàäè-

òèâíûõ èãð äâóõ ëèö G2 óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì NE, SV, EFF,

ANO, WCOV è self-COV, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì φkl äëÿ k ∈
(−1, 1], l ∈ [−∞,−1), [1,∞] and k = l = −1.

Çàìåòèì, ÷òî îáà ðåøåíèÿ äëÿ àääèòèâíûõ èãð, îõàðàêòåðèçîâàí-

íûå â Óòâåðæäåíèè 3.2, ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñîâìåñòíî ñ ëþáûì

ðåøåíèåì Òåîðåìû 3.3. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî ðå-

øåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì Òåîðåìû 3.3, äëÿ âñåãî êëàññà

èãðû äâóõ ëèö.

4. Ñîãëàñîâàííûå ðàñøèðåíèÿ ñëàáî è ñàìî-êîâàðèàíòíûõ

ðåøåíèé èãð äâóõ ëèö

Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò íàéäåíû òå çíà÷åíèÿ k, l, äëÿ êîòîðûõ ñóùå-

ñòâóþò íåïóñòûå ñîãëàñîâàííûå ðàñøèðåíèÿ íà êëàññ âñåõ ÒÏ èãð,

äëÿ êîòîðûõ ðåøåíèÿ äëÿ èãð äâóõ ëèö ñîâïàäàþò ñ φkl. Î÷åâèäíûì

ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ k = l = 1. Ðåøåíèå φ11 ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì,

è îíî ñîâïàäàåò ñ ñîãëàñîâàííûìè ðåøåíèÿìè ïðåä n-ÿäðîì è ïðåä
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k-ÿäðîì äëÿ èãð äâóõ ëèö. Äðóãèì ïðèìåðîì, íî óæå íåâîçìîæíî-

ñòè, ÿâëÿåòñÿ φ0,∞. Ìíîãîçíà÷íîå ðåøåíèå, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ φ0,∞

íà èãðàõ äâóõ ëèö è ñîãëàñîâàíî, íàçûâàåòñÿ ýãàëèòàðíûì ìíîæå-

ñòâåííûì ðåøåíèåì, êîòîðîå ðàññìàòðèâàëîñü Àðèíîì è Èíàððîé.

Â ñòàòüå [4] èìè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îíî ìîæåò áûòü ïóñòûì äëÿ

íåêîòîðûõ èãð. Íàêîíåö, ðåøåíèå ðàâíûõ âûèãðûøåé íåïóñòî è ñî-

ãëàñîâàíî, îíî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì φ−1,−1. Ïîýòîìó ìû ñðàçó áóäåì

ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àè, êîãäà îáà çíà÷åíèÿ k, l 6= −1. Åñëè òîëüêî

îäíî èç íèõ ðàâíî -1, òî äëÿ àääèòèâíûõ èãð ìû ïîëó÷èì äâà çíà-

÷åíèÿ: (vi, vj) è (v({i,j})
2

, v({i,j})
2

). Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî

îäíîòî÷å÷íûå ðåøåíèÿ äâóõ èãð, ýòîò ñëó÷àé òàêæå íåâîçìîæåí.

Ïîèñê ïîäõîäÿùèõ çíà÷åíèé k è l áóäåì ïðîâîäèòü èñêëþ÷åíè-

åì íåïîäõîäÿùèõ çíà÷åíèé íà ïðèìåðàõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé äëÿ

èãð òðåõ ëèö, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîòîðûõ àääèòèâíà íà

äâóõýëåìåíòíûõ êîàëèöèÿõ. Äëÿ èãð òðåõ ëèö èìåþòñÿ òðè ðåäó-

öèðîâàííûå èãðû äâóõ ëèö. Â êàæäîé èç íèõ ðåøåíèå φkl äîëæíî

ñîâïàäàòü ñ îäíèìè è òåìè æå k è l . Åñëè ñîâïàäåíèé íå ïîëó÷àåòñÿ,

òî ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ k è l èñêëþ÷àþòñÿ.

ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨� 4.1. Îáà ðåøåíèÿ äëÿ àääè-

òèâíûõ èãð äâóõ ëèö, îïðåäåëåííûå â Óòâåðæäåíèè 3.2, äîïóñêàþò

ñîãëàñîâàííûå ðàñøèðåíèÿ.

Äëÿ íåàääèòèâíûõ èãð äâóõ ëèö åäèíñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ïà-

ðàìåòðîâ k, l, äëÿ êîòîðûõ ðåøåíèÿ φkl ìîãóò èìåòü ñîãëàñîâàí-

íûå ðàñøèðåíèÿ íà êëàññs âñåõ ÒÏ èãð, ÿâëÿþòñÿ k = {0, 1}, l = 1,

è k = l = −1.

Ñëåäóþùàÿ Òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîãëàñîâàííûå ðàñøèðåíèÿ

ðåøåíèé φkl äëÿ çíà÷åíèé k, l , óêàçàííûõ â Óòâåðæäåíèè 4.1, äåé-

ñòâèòåëüíî ñóùåñòâóþò.

ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨� 4.1. Åäèíñòâåííûìè íåïóñòûìè, ýô-

ôåêòèâíûìè, îäíîòî÷å÷íûìè, àíîíèìíûìè, ñëàáî è ñàìî-

êîâàðèàíòíûìè ðåøåíèÿìè èãð äâóõ ëèö, äîïóñêàþùèìè ñî-

ãëàñîâàííûå ðàñøèðåíèÿ íà êëàññ âñå ÒÏ èãð, ÿâëÿþòñÿ:

1) ñòàíäàðòíîå ðåøåíèå φ11,

2) ðåøåíèå φ01 îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèçìà äëÿ ñóïåðàääèòèâíûõ

èãð è ñòàíäàðòíîå ðåøåíèå äëÿ ñóáàääèòèâíûõ èãð ;
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3)óðàâíèâàþùåå ðåøåíèå φ−1−1.

ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨� 4.1. Îòìåòèì, ÷òî çäåñü ìû ïðèìåíÿåì

ðåøåíèÿ φ11, φ01 òàêæå è äëÿ êëàññà àääèòèâíûõ èãð , ñì. Çàìå÷à-

íèå 1. Äåéñòâèòåëüíî, íåâîçìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü ðåøåíèå φkl äëÿ

íåàääèòèâíûõ èãð äâóõ ëèö âìåñòå ñ óðàâíèâàþùèì ðåøåíèåì äëÿ

àääèòèâíûõ èãð íà èãðû ñ áîëåå ÷åì äâóìÿ èãðîêàìè (ñì. äîêàçà-

òåëüñòâî Òåîðåìû 4.1).

Òàê êàê ïàðàìåòðû k, l ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ýêñöåññû ñî-

îòâåòñòâóþùèõ èãð äâóõ ëèö: k, l =
ej
ei
åñëè xj > xi, è, òàê êàê ìàê-

ñèìàëüíûå ïðåâîñõîäñòâà â èãðàõ n ëèö

sij(x) = max
S3i,S /∈j

(v(S)− x(S)) (4.1)

íå èçìåíÿþòñÿ ïðè èõ ðåäóöèðîâàíèè, âòîðîé ñëó÷àé Òåîðåìû 4.1

ìîæíî ñ ôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþì îáðàçîì:

ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨� 4.1. Ïóñòü φ � ñîãëàñîâàííîå ðàñøè-

ðåíèå ðåøåíèÿ φ01 íà êëàññ âñåõ ÒÏ èãð. Òîãäà äëÿ ëþáûõ èãðû (N, v)

è âåêòîðà x ∈ φ(N, v) sij(x)sji(x) ≥ 0 äëÿ âñåõ i, j ∈ N, è ëèáî

sij(x) = sji(x) > 0, ëèáî xi = xj, ëèáî xj > xi, è sji(x) = 0, sij(x) ≤ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íåêîòîðîå ðåøåíèå φ óäîâëåòâîðÿåò âñåì

óñëîâèÿì Ñëåäñòâèÿ, (N, v) � ïðîèçâîëüíàÿ èãðà, x ∈ φ(N, v). Èç

îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ k, l, îðåäåëÿþùèõ ðåøåíèå φ, ÷å-

ðåç ýêñöåññû (3.7), è îïðåäåëåíèé ýêñöåññîâ åäóöèðîâàííûõ èãð íà

ìíîæåñòâî äâóõ èãðîêîâ ÷åðåç ìàêñèìàëüíûå ïðåâîñõîäñòâà (4.1), íå

ìåíÿþùèåñÿ ïðè ðåäóöèðîâàíèè èãðû, èç x ∈ φ(N, v) ñëåäóåò, ÷òî

k or l =
sji(x)

sij(x)
. (4.2)

Òàê êàê k = 0 èëè 1, è l = 1, ðàâåíñòâî (4.2) äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå

ñëåäñòâèÿ.

Ïðèìåíèì òåïåðü óòâåðæäåíèå ê îïðåäåëåíèþ íîâîãî ðåøåíèÿ

êîîïåðàòèâíûõ èãð.

Ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå Φ äëÿ êëàññà G âñåõ ÒÏ èãð íàçûâàåòñÿ

ýãàëèòàðíûì ïðåä k-ÿäðîì (EPK), åñëè äëÿ ëþáûõ èãðû (N, v) è
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âåêòîðà x ∈ Φ(N, v) âûïîíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî sij(x)sji(x) ≥ 0 äëÿ

ëþáûõ i, j ∈ N, è ëèáî âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî sij(x) =

sji(x) > 0, à â ñëó÷àå ðàâåíñòâà ëèáî xi = xj, ëèáî èç xj > xi ñëåäóåò

sji(x) = 0, sij(x) ≤ 0.

smallskip

Òåðìèí 'ýãàëèòàðíîå ïðåä k-ÿäðî' îáóñëîâëåí äâóìÿ åãî ñâîéñòâà-

ìè. Âî-ïåðâûõ, âåêòîð âûèãðûøåé x ∈ Φ(N, v) ïðèíàäëåæèò ïðåä

k-ÿäðó PK(N, v), åñëè sij(x) > 0 äëÿ âñåõ i, j ∈ N, è, âî-âòîðûõ,

îí ïðèíàäëåæèò ýãàëèòàðíîìó ìíîæåñòâåííîìó ðåøåíèþ [3], åñëè

sij(x) ≤ 0 äëÿ âñåõ i, j ∈ N.
Îïðåäåëåíèå ýãàëèòàðíîãî ïðåä k-ÿäðà, òàê æå êàê è îïðåäåëå-

íèÿ ïðåä k-ÿäðà è ýãàëèòàðíîãî ìíîæåñòâåííîãî ðåøåíèÿ, îïðåäåëÿ-

þò ýòè ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ ìåæäó

êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ðåøåíèé è ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè çíà÷å-

íèÿìè ìàêñèìàëüíûõ ïðåâîñõîäñòâ. Òàê êàê ïîñëåäíèå çíà÷åíèÿ íå

èçìåíÿþòñÿ ïðè ðåäóöèðîâàíèè èãðû, âñå òàêèå åøåíèÿ ñîãëàñîâà-

íû. Áîëåå. òîãî, îíè îáëàäàþò ñâîéñòâîì îáðàòíîé ñîãëàñîâàííîñòè.

Äîêàæåì ýòîò ôàêò äëÿ ýãàëèòàðíîãî ïðåä k-ÿäðà.

ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨� 4.2. Ýãàëèòàðíîå ïðåä k-ÿäðî

îáëàäàåò ñâîéñòâîì îáðàòíîé ñîãëàñîâàííîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (N, v) � ïðîèçâîëüíàÿ èãðà, x ∈ X∗({i, j}, v),

è äëÿ âñåõ ðåäóöèðîâàííûõ èãð äâóõ ëèö îòíîñèòåëüíî âåêòîðà x èõ

ðåøåíèÿ (xi, xj) = EPK({i, j}, vxi,j). . Òàê êàê çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëü-

íûõ ïðåâîñõîäñòâ sij(x) â ðåäóöèðîâàííûõ èãðàõ äâóõ ëèö òàêèå æå,

êàê è â èñõîäíîé èãðå, ïîëó÷àåì, ÷òî âåêòîð x óäîâëåòâîðÿåò óòâåð-

æäåíèþ Ñëåäñòâèÿ 4.1.

Ðàññìîòðèì åùå îäíî ðåøåíèå êîîïåðàòèâíûõ èãð � ïîëîæèòåëü-

íîå ñ-ÿäðî [10]. Îíî íå ïóñòî è êîìïàêòíî äëÿ ëþáîé ÒÏ èãðû, è

ñîâïàäàåò ñ ñ-ÿäðîì èãðû â ñëó÷àå, åñëè îíî íå ïóñòî [10].

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå äîìèèðîâàíèÿ ïî Ëîðåíöó. Ïóñòü x, y ∈
Rn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ(x), θ(y) ∈ Rn âåêòîð, êîìïîíåíòû êîòîðî-

ãî ñîâïàäàþò ñ êîìïîíåíòàìè âåêòîðîâ x, y, íî ñëàáî óïîðÿäî÷åíû

ïî âîçðàñòàíèþ. Âåêòîð x äîìèíèðóåò ïî Ëîðåíöó âåêòîð y, åñëè

íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî k = 1, ..., n, ÷òî
∑k

i=1 θi(x) >
∑k

i=1 θi(y), è∑j
i=1 θi(x) =

∑j
i=1 θi(y) äëÿ âñåõ j = 1, ..., k− 1. Âåêòîð âûèãðûøåé x
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èãðû (N, v) íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ïî Ëîðåíöó â ïîëîæèòåëüíîì

ñ-ÿäðå, åñëè x ∈ PC(N, v), è ëþáîé âåêòîð z ∈ PC(N, v) íå äîìèíè-

ðóåò x ïî Ëîðåíöó. Òàê êàê ïîëîæèòåëüíîå ñ-ÿäðî êîìïàêòíî äëÿ

êàæäîé èãðû, ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ ïî Ëîðåíöó âåêòîðîâ â íåì

PCLor(N, v) íå ïóñòî äëÿ ëþáîé ÒÏ èãðû (N, v).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî PCLor(N, v)

êàê ìíîæåñòâåííîå íå ïóñòîå ðåøåíèå äëÿ ÒÏ èãð.

ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨� 4.3. PCLor(N, v) ⊂
EPK(N, v) äëÿ ëþáîé ÒÏ èãðû (N, v).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (N, v) � ïðîèçâîëüíàÿ èãðà, x ∈ PCLor(N, v).

Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèòåëüíîãî ñ-ÿäðà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

sij(x) = sji(x) äëÿ âñåõ i, j ∈ N, äëÿ êîòîðûõ sij(x) ≥ 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî sij(x) < 0, åñëè xi < xj. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ

äîìèíèðîâàíèÿ ïî Ëîðåíöó íå ñóùåñòâóåò òàêèõ òðàíñôåðîâ (yi, yj),

÷òî yi + yj = xi + xj, (x||yi, yj) ∈ PC(N, v) è âåêòîð (x||yi, yj) äî-

ìèíèðóåò ïî Ëîðåíöó âåêòîð x. Ýòî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òîëüêî åñëè

sji(x) = 0, îòêóäà ñëåäóåò PCLor(N, v) = φ0,1(N, v) äëÿ âñåõ èãð äâóõ

ëèö, èëè, ýêâèâàëåíòíî, PCLor(N, v) ⊂ EPK(N, v).

ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨� 4.4. Ðåøåíèå PCLor ñîãëàñî-

âàíî â êëàññå âñåõ ÒÏ èãð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïîëîæèòåëüíîå ñ-ÿäðî îáëàäàåò ñâîéñòâîì

ïîäòâåðæäåíèÿ (RCP) [10] äîêàçàòåëüñòâî ñîâïàäàåò ñ ñ äîêàçàòåëü-

ñòâîì Ëåììû 2 ñòàòüè [9].

Óòâåðæäåíèÿ 4.3 è 4.4 ïîêàçûâàþò, ÷òî ðåøåíèå PCLor ÿâëÿåòñÿ

íåïóñòûì ñîãëàñîâàííûì ïîäðåøåíèåì ýãàëèòàðíîãî ïðåä k-ÿäðà, è,

ñëåäîâàòåëüíî, íåïóñòûì ñîãëàñîâàííûì ïîäðåøåíèåì ðåøåíèÿ φ01.

Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò îïèñûâàåò ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ñî-

ãëàñîâàííîå ðàñøèðåíèå ðåøåíèÿ φ01 â òåðìèíàõ óñëîâèé íà ýêñöåññû

âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ðåøåíèþ.

ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨�ï¨� 4.5. Ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ-

÷åíèþ ñîãëàñîâàííîå ðàñøèðåíèå ðåøåíèÿ φ01 äëÿ êëàññà âñåõ ÒÏ
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èãð ñ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì èãðîêîâ äëÿ êàæäîé èãðû (N, v) çà-

äàåòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

x ∈ φ(N, v) ⇐⇒ sij(x) = sji(x) ≥ 0 èëè

xi > xj → sij(x) = 0, sji(x) ≤ 0.
(4.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ ñòðîêà ôîðìóëû (4.3) õàðàêòåðèçóåò ñòàí-

äàðòíîå ðåøåíèå íà ìíîæåñòâå ñóáàääèòèâíûõ èãð äâóõ ëèö, à âòî-

ðàÿ ñòðîêà äàåò ðåøåíèå îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèçìà äëÿ ñóïåðàä-

äèòèâíûõ èãð äâóõ ëèö. Òàê êàê çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíûõ ïðåâîñ-

õîäñòâ íå ìåíÿþòñÿ ïðè ðåäóöèðîâàíèè, ôîðìóëà (4.3) îïèñûâàåò

âñå ñîãëàñîâàííûå ðàñøèðåíèÿ ðåøåíèé φ01.

5. Çàêëþ÷åíèå

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàçäåëîâ 3 è 4 ìîæíî âûÿâèòü íåêîòîðûå îò-

êðûòûå ïðîáëåìû , êàñàþùèåñÿ ðåøåíèé ñîãëàñîâàííûõ ðàñøèðå-

íèé ðåøåíèÿ φ1,0. Äëÿ êëàññà âûïóêëûõ èãð ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íîå ñîãëàñîâàííîå ðàñøèðåíèå ðåøåíèÿ îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòàðèçìà

� ýòî ðåøåíèå Äóòòà�Ðýÿ [7]. Äëÿ êëàññà âñåõ ÒÏ èãð ìàêñèìàëü-

íûì ñîãëàñîâàííûì ðàñøèðåíèåì ðåøåíèÿ îãðàíè÷åííîãî ýãàëèòà-

ðèçìà ÿâëÿåòñÿ ýãàëèòàðíîå ïðåä k-ÿäðî. Åãî ïîäìíîæåñòâî PCLor
èìååò ïî ìåíüøåé ìåðå äâà îäíîòî÷å÷íûõ ñåëåêòîðà. Äëÿ ëþáîé èã-

ðû (N, v) îíè îïðåäåëÿþòñÿ êàê âåêòîðû, ìàêñèìàëüíûå ïî îòíîøå-

íèþ ëåêñèìèíà è ìèíèìàëüíûå ïî îòíîøåíèþ ëåêñèìàêñà íà ìíî-

æåñòâå PCLor(N, v). Äîêàçàòåëüñâòî ýòîãî ôàêòà ñîâïàäàåò â äîêà-

çàòåëüñòâîì àíàëîãè÷íîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñáàëàíñèðîâàííûõ èãð

[13]. Âñòàåò çàäà÷à îïèñàíèÿ êëàññà ÒÏ èãð, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ïîä-

êëàññîì âûïóêëûõ, òàêîãî ÷òî äëÿ ëþáîé èãðû èç ýòîãî êëàññà ñó-

ùåñòâîâàë áû åäèíñòâåííûé ñîãëàñîâàííûé ñåëåêòîð èç ýãàëèòàðíîãî

ïðåä k-ÿäðà. Òàêîé êëàññ ìîã áû ñòàòü ýãàëèòàðíûì àíàëîãîì êëàññà

âûïóêëûõ èãð.

Õîðîøî èçâåñòíûå îäíîòî÷å÷íûå ðåøåíèÿ � çíà÷åíèå Øåïëè è

ðåøåíèå Äóòòà�Ðýÿ ìîãóò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíû èõ îïðåäåëåíè-

åì äëÿ èãð äâóõ ëèö è ñâîéñòâîì ñîãëàñîâàííîñòè: â îïðåäåëåíèè

Äýâèñà�Ìàøëåðà äëÿ ðåøåíèÿ Äóòòà�Ðýÿ è â îïðåäåëåíèè Ñîáîëåâà

[1] ëèíåéíîé ñîãëàñîâàííîñòè äëÿ çíà÷åíèÿ Øåïëè. Îäíàêî ïðåä n-

ÿäðî åùå íå èìååò ïîäîáíîé àêñèîìàòèçàöèè. Íåèçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ
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ëè ñâîéñòâî êîâàðèàíòíîñòè íåçàâèñèìûì îò ñâîéñòâ ñòàíäàðòíîñòè

äëÿ äâóõ ëèö, ñèììåòðèè (ETP) è ñîãëàñîâàííîñòè.

6. Ïðèëîæåíèå

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 3.1. Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèÿ ϕk ïîëîæèòåëü-

íî îäíîðîäíû.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñàìî-êîâàðèàíòíñòü ðåøåíèé ϕk òîëüêî äëÿ

êëàññà G0sp
2 ñ ôèêñèðîâàííûì ìíîæåñòâî èãðîêîâ {i, j} . Î÷åâèäíî,

÷òî óðàâíèâàþùåå ðåøåíèå ϕ1 ñàìî-êîâàðèàíòíî. Ïóñòü ({i, j}, v) ∈
G0sp

2 � ïðîèçâîëüíàÿ èãðà. Åñëè ϕ(v) = (0, 0), òî óòâåðæäåíèå Ëåììû

ñïðàâåäëèâî. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ϕk({i, j}, v) 6= (0, 0). Òîãäà èç

ðàâåíñòâ (3.2) ïîëó÷àåì

ϕk({i, j}, v) =

(
−vj + kvi
k + 1

,
vj − kvi
k + 1

)
.

Âû÷èñëèì âåëè÷èíó ϕk({i, j}, v+Aϕk({i, j}, v)) äëÿ A > −1. Îáî-

çíà÷èì ϕk(v + Aϕk({i, j}, v) = (mi,mj).

Èç ðàâåíñòâ (3.2) ñëåäóåò, ÷òî (ϕk({i, j}, v))i ≤ ϕk({i, j}, v))j äëÿ

âñåõ k ∈ [0, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, for A > −1 mi < mj, è ìû ïîëó÷àåì

ðàâåíñòâî

ϕk

(
{i, j}, v + Aϕk({i, j}, v)

)
i
=

−mj+kmi

k+1
=

(−vj+kvi)

k+1

(
1 + A

k+1
+ Ak

k+1

)
=(6.1)

(1 + A)
−vj+kvi
k+1

= (1 + A)(ϕk(v))i.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òo

ϕk

(
{i, j}, v + Aϕk({i, j}, v)

)
j
= (A+ 1)(ϕk({i, j}, v))j.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3.1. Î÷åâèäíî, ðåøåíèÿ ϕk óäîâëåòâî-

ðÿþò àêñèîìàì NE, EFF, SV, ANO and PH. Ëåììà 3.1 ïîêàçûâàåò,

÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò òàêæå ñàìî-êîâàðèàíòíîñòè. Áîëåå òîãî, ïî

îïðåäåëåíèþ îíè óäîâëåòâîðÿþò ñëàáîé êîâàðèàíòíîñòè.

Ïóñòü òåïåðü ϕ ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå äëÿ êëàññà Gsp2 , óäîâëåòâî-

ðÿþùåå âñåì àêñèîìàì, óêàçàííûì â ôîðìóëèðîâêå Òåîðåìû.

Äîêàæåì ñíà÷àëà åäèíñòâåííîñòü äëÿ êëàññà G0sp
2 .

Ïóñòü ({i, j}, v) ∈ G0sp
2 � ïðîèçâîëüíàÿ èãðà. Òîãäà vi + vj ≤ 0.

Åñëè ϕ({i, j}, v) = (0, 0) äëÿ âñåõ ({i, j}, v) ∈ G0
2 , òî ϕ = ϕ−1.
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóåò èãðà ({i, j}, v) ∈ G0sp
2 ,

äëÿ êîòîðîé ϕ({i, j}, v) 6= (0, 0). Èç îïðåäåëåíèÿ (3.1) ñàìî-

êîâàðèàíòíñîòè ñëåäóåò, ÷òî ϕ({i, j}, w) = ϕ({i, j}, v) äëÿ âñåõ èãð

({i, j}, w), â êîòîðûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóêöèÿ w ïðåäñòàâèìà â

âèäå

w = βv + (1− β)ϕ({i, j}, v) äëÿ íåêîòîðîãî β ≥ 0. (6.2)

Ïîêàæåì, ÷òî ïàðàìåòð k(v) =
ϕj({i,j},v)−vj
ϕi({i,j},v)−vi îäèí è òîò æå äëÿ âñåõ v

′,

óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì v′i < v′j è ϕ({i, j}, v′) 6= (0, 0). Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî íàéäóòñÿ äâå òàêèå èãðû ({i, j}, v1), ({i, j}, v2) ∈ G0sp
2

äëÿ êîòîðûõ ϕ({i, j}, v1), ϕ({i, j}, v2) 6= (0, 0), è k(v1) 6= k(v2). Ïóñòü

k(v1) > k(v2).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ({i, j}, v2)i > ϕ({i, j}, v1)i. Òîãäà ëó÷è èç

òî÷åê ϕ({i, j}, v1) è ϕ({i, j}, v2), ïðîõîäÿùèå ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç

òî÷êè v1, v2 , ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå (ui, uj), ui < uj, äëÿ êîòîðîé

ui+uj < 0. Òîãäà èç ðàâåíñòâà (6.2) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà ϕ({i, j}, u) =

ϕ({i, j}, v1) = ϕ({i, j}, v2), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.

Åñëè ϕ({i, j}, v1)i > ϕ{i, j}, (v2)i, òî ðàññìîòðèì èãðó αv1, ãäå α >

0 äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî, òàê ÷òî ϕ({i, j}, αv1)i = αϕ({i, j}, v1)i <

ϕ({i, j}, v2)i. Òîãäà, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ìû ïîëó÷àåì k(v2) =

k(αv1), è k(αv1) = k(v1) ïî ïîëîæèòåëüíîé îäíîðîäíîñòè ðåøåíèÿ of

ϕ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè åäèíñòâåííîñòü ïàðàìåòðà k, îïðå-

äåëÿþùåãî ðåøåíèå ϕ = ϕk äëÿ èãð v ñ ϕ({i, j}, v) 6= (0, 0).

Ðàññìîòðèì òåïåðü èãðû ({i, j}, v) ñ íóëåâûì ðåøåíèåì

ϕ({i, j}, v) = (0, 0).

Èç ðàâåíñòâà (6.2) ñëåäóåò, ÷òî ϕ({i, j}, v) = (0, 0) äëÿ âñåõ èãð

({i, j}, v), äëÿ êîòîðûõ âåêòîð v ðàñïîëîæåí íà ëó÷å xj = kxi, xi ≤ 0,

âûõîäÿùåì èç íóëåâîé òî÷êè. Ðàññìîòðèì èãðó ({i, j}, v) ñ vj < kvi.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕi({i, j}, v) < 0, òîãäà ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ

òî÷êè v è ϕ({i, j}, v), ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ xj = kxi, è, ïî ñàìî-

êîâàðèàíòíîñòè ðåøåíèÿ ϕ, ìû ïîëó÷àåì ϕ({i, j}, v) = (0, 0), ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî ϕi({i, j}, v) < 0. Ïðåäïîëîæèì

òåïåðü, ÷òî ϕi({i, j}, ) > 0. Òîãäà ëó÷, âûõîäÿùèé èç òî÷êè v̄ è

ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó ϕ({i, j}, v), ïåðåñåêàåò äèàãîíàëü â íåêî-

òîðîé òî÷êå w̄ = (w,w), w < 0. Òàê àê. ïî àíîíèìíîñòè ðåøåíèÿ ϕ,
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ϕ({i, j}, w) = (0, 0), èç (6.2) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ϕ({i, j}, v) = (0, 0), ÷òî

îïÿòü ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ({i, j}, v) = (0, 0) äëÿ âñåõ èãð v ñ vi < vj è

vj ≤ kvi, è, ìû îïÿòü äîêàçàëè, ÷òî ϕ = ϕk äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ (−1, 1]

è äëÿ âñåõ èãð èç G0sa.

Ïóñòü òåïåðü çíà÷åíèå ϕ èíäèâèäóàëüíî ðàöèîíàëüíî. Òîãäà k =
ϕj({i, j}, v)− vj
ϕi{i, j}, (v)− vi

> 0, è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàâåðøåíî.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3.2 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Òåîðå-

ìû 3.1.

Äîêàçàòåëüñòâî Óòâåðæäåíèÿ 4.1. Óðàâíèâàþùåå ðåøåíèå è ðå-

øåíèå φind(N, v) = {vi}i∈N äëÿ àääèòèâíûõ èãð ýôôåêòèâíû, îäíî-

òî÷å÷íû, àíîíèìíû, ñëàáî è ñàìî-êîâàðèàíòíû è ñîãëàñîâàíû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåøåíèå φkl äëÿ êëàññà íåàääèòèâíûõ èãð

äâóõ ëèö è óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâàì, óêàçàííûì â Òåîðåìå 3.3.

Íàéäåì ïàðàìåòðû k, l, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå φkl íå èìååò ñîãëàñî-

âàííûõ ðàñøèðåíèé íðà êëàññ èãð G3,0 òðåõ ëèö, îïðåäåëÿåìûõ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

(N, v) ∈ G3,0 åñëè |N | = 3, vi > 0, v({i, j} = vi + vj äëÿ âñåõ i, j ∈
N, . Äëÿ ïðîñòîòû ïîëàãàåì N = {1, 2, 3}. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè
ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî v1 ≤ v2 ≤ v3. Ïóñòü φ ñîãëàñîâàííîå

ðàñøèðåíèå êàêîãî-ëèáî ðåøåíèÿ φkl. Äëÿ ëþáîé èãðû (N, v) ∈ G3,0

îáîçíà÷èì φ(N, v) = (x1, x2, x3). Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ñëó÷àè

ñîîòíîøåíèé ìåæäó çíà÷åíèÿìè vi, xi, i = 1, 2, 3 è x1, x2, x3. Äàëåå

áóäåì óïîòðåáëÿòü îáîçíà÷åíèå ei = vi − xi, i = 1, 2, 3.

Åñëè ðåøåíèå φ ñîãëàñîâàíî, òî äëÿ ëþáîé ðåäóöèðîâàííîé èãðû

({i, j}, vxij) åå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îïðåäæåëÿåòñÿ ñëåäóþ-

ùèì áðàçîì:

vxij({i}) =

{
vi, if et ≤ 0,

vi + et if et > 0, t ∈ {1, 2, 3}, t 6= i, j.
(6.3)

Èç îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèé φkl äëÿ èãð äâóõ ëèö ñëåäóåò, ÷òî ýòè ðå-

øåíèÿ ñîõðàíÿþò íåðàâåíñòâà ìåæäó èíäèâèäóàëüíûìè çíà÷åíèÿìè

õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè: äëÿ èãðû ({i, j}, v)

vi > vj =⇒ φi({i, j}, v) > φj({i, j}, v). (6.4)
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Òàêèì îáðàçîì, èç (4.3),(6.4) è íåðàâåíñòâ x1 ≤ x2 ≤ x3 ñëåäóåò,

÷òî

k or l =

{
ej
ei

åñëè et ≤ 0,
ej+et
ei+et

èíà÷å ,
(6.5)

ãäå vj ≥ vi, i, j, t = 1, 2, 3, è k èëè l âûáèðàþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò

ñïåð- èëè ñóá-àääèòèâíîñòè ðåäóöèðîâàííîé èãðû ({i, j}, vxij).
Äëÿ ñëó÷àÿ íåðàâåíñòâ v1 ≤ v2 ≤ v3 è x1 ≤ x2 ≤ x3, ðàññìîòðèì

âñå âîçìîæíîñòè íåðàâåíñòâ ìåæäó vi è xi, i = 1, 2, 3, è ìåæäó v1 +

v2 + v3 è v(N).

1. v1 + v2 + v3 > v(N).

1-1. e1 < 0, e2, e3 > 0.

Òîãäà ðåäóöèðîâàííàÿ èãðà íà ìíîæäåñòâî èãðîêîâ ({2, 3}) ñóá-
àääèòèâíà, è ìû ïîëó÷àåì l = e3

e2
.

a) e1 + e2 + 2e3 > 0.

Òàê êàê e3 ≥ e2, èç íåðàâåíñòâà e1 + e3 + 2e2 > 0 ñëåäóåò íåðàâåí-

ñòâî e1 + e2 + 2e3 > 0.

Òîãäà îáå ðåäóöèðîâàííûå è èãðû íà ìíîæåñòâà èãðîêîâ {1, 2} è
{1, 3} ñóáàääèòèâíû, è ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

l =
e2 + e3

e1 + e3

=
e2 + e3

e1 + e2

=
e3

e2

.

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò ðàâåíñòâî e2 = e3, è åäèíñòâåííàÿ âîçìîæ-

íîñòü äëÿ l � ýòî l = 1.

b) e1 + e3 + 2e2 < 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ðåäóöèðîâàííàÿ èãðà ({1, 3}, vx13) ñóïåðàääèòèâíà.

Ñëåäîâàòåëüíî,

k =
e3 + e2

e1 + e2

.

Òàê êàê k ∈ [−1, 1], èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò e3 ≤ e1, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâàì e1 < 0, e3 > 0.

Ïîäñëó÷àè a) è b) îõâàòûâàþò âåñü ñëó÷àé 1-1.

1-2. v1 + v2 + v3 > v(N), e1, e2, e3 > 0.

Â ýòîì ñëó÷àå âñå ðåäóöèðîâàííûå èãðû íà ìíîæåñòâà äâóõ èã-

ðîêîâ ñóáàääèòèâíû. Ñëåäîâàòåëüíî,

l =
e2 + e3

e1 + e2

=
e3 + e2

e1 + e2

=
e3 + e1

e2 + e1

,
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îòêóäà ïîëó÷àåì e1 = e2 = e3, l = 1.

1-3. v1 + v2 + v3 > v(N), e1 < 0, e2 < 0, e3 > 0.

a) e1 + e3 > 0, e2 + e3 > 0. Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå ìû ïîëó-

÷àåì, ÷òî âñå ðåäóöèðîâàííûå èãðû äâóõ ëèö ñóáàääèòèâíû, è

l =
e3

e1

=
e3

e2

=
e2 + e3

e1 + e3

= 1.

b) e1 + e3 > 0, e2 + e3 < 0. Ðåäóöèðîâàííûå èãðû ({1, 3}, vx1,3) è

({1, 2}, vx1,2) ñóáàääèòèâíû, ñëåäîâàòåëüíî,

l =
e3

e1

=
e2 + e3

e1 + e3

.

Îäíàêî ýòî ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî, òàê êàê e2 + e3 < e3, e1 + e3 > e1.

Íåâîçìîæíîñòü ñëó÷àÿ e2 + e3 > 0, e1 + e3 < 0 ïîêàçûâàåòñÿ àíà-

ëîãè÷íî ñëó÷àþ b). Òàê êàê e1 + e2 < 0, ñëó÷àé 1-3 ðàññìîòðåí ïîë-

íîñòüþ, èç íåãî ìû ïîëó÷àåì åäèíñòâåííóþ âîçìîæíîñòü l = 1.

Âñå ñëó÷àè ei, ej < 0, et > 0, i, j, t = 1, 2, 3 ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëî-

ãè÷íî ñëó÷àþ 1-3. Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé 1 ðàññìîòðåí ïîëíîñòüþ.

2. v1 + v2 + v3 < v(N).

2-1. e1, e2, e3 < 0. Â ýòîì ñëó÷àå âñå ðåäóöèðîâàííûå èãðû äâûõ ëèö

ñóïåðàääèòèâíû, ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ

äëÿ k :

k =
e2

e1

=
e3

e1

=
e3

e2

,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî k = 1.

2-2. e1 < 0, e2 < 0, e3 > 0.

a) e1 + e2 + 2e3 < 0. Òîãäà ðåäóöèðîâàííàÿ èãðà ({1, 2}, vx1,2) ñó-

ïåðàääèòèâíà, è k = e2+e3
e1+e3

.

a-1) e1 + e3 > 0. Òîãäà e2 + e3 < 0, è ðåäóöèðîâàííàÿ èãðà

({1, 3}, vx1,3) ñóáàääèòèâíà, à èãðà ({2, 3}, vx2,3) ñóïåðàääèòèâíà. Ñëå-

äîâàòåëüíî,

l
e3

e1

, k =
e3

e2

.

Ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ k, ïîëó÷èì k = e3
e2

= e2+e3
e1+e3

. Îäíàêî

ââèäó òîãî ÷òî e3 > e2 + e3, e2 < 0 < e1 + e3, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî

íåâîçìîæíî.
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a-2) e2 + e3 > 0. Òîãäà e1 + e3 < 0, è àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ à-1)

ïîëó÷àåì

l =
e3

e2

, k =
e3

e1

. (6.6)

Ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ k, ïîëó÷àåì

k =
e3

e1

=
e2 + e3

e1 + e3

, (6.7)

îòêóäà ñëåäóåò e2
3 = e1e2. Äàëåå, k =

√
e2
e1
. Òàê êàê |l| ≥ |k|, èç (6.6)

ñëåäóåò e2 ≥ e1, à èç |k| ≤ 1, ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî (6.7) ìîæåò

âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî åñëè e1 = e2 = e3, ÷òî íåâîçìîæíî.

a-3) e1 + e3 < 0, e2 + e3 < 0. Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó-

÷àå, ìû ïîëó÷àåì âûðàæåíèå l = e2+e3
e1+e3

. Ðåäóöèðîâàííûå èãðû

({1, 3}, vx1,3), ({2, 3}, vx2,3) ñóïåðàääèòèâíû, ñëåäîâàòåëüíî,

k =
e3

e1

=
e2

e1

îòêóäà ïîëó÷àåì e1 = e2, è k = l = 1.

Ïîäñëó÷àé 2-2a) ðàññìîòðåí ïîëíîñòüþ.

b)e1 + e2 + 2e3 > 0. Ðåäóöèðîâàííàÿ èãðà ({1, 2}, vx1,2) ñóáàääèò-

òèâíà, è l = e2+e3
e1+e3

.

b-1) e1 + e3 > 0. Òàê êàê e1 + e2 < 0, ðåäóöèðîâàííàÿ èãðà

({1, 2}, vx1,2) ñóáàääèòèâíà, l = e3
e1
. Àíàëîãèñíî ñëó÷àþ a-2), ïðèðàâ-

íèâàÿ äâà âûðàæåíèÿ äëÿ l, ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî l = e3
e1

= e2+e3
e1+e3

,

êîòîðîå íåâîçìîæíî.

b-2) e1 + e3 < 0, îòêóäà ñëåäóåò e2 + e3 > 0. Àíàëîãè÷ãî ïðåäûäó-

ùèì ñëó÷àÿì, ïîëó÷àåì

k =
e3

e1

, l =
e3

e2

=
e2 + e3

e1 + e3

.

Òàê êàê |l| ≥ |k|, èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò e1 < e2.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò e2
3 +e1e3 = e2

2 +e2e3, îòêóäà ïîëó-

÷àåì íåðàâåíñòâà e2
3 > e2

2 > e2
1, îäíà÷àþøùèå, ÷òî ââèäó íåðàâåíñòâà

|k| ≤ 1 åäèíñòâåííîé âîçìîæíîñòüþ ÿâÿëÿåòñÿ e3 = −e1, ò.å. k = −1,

e1 + e3 = 0 → e2 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, e1 + e2 + e3 = 0 ÷òî ïðîòèâî-

ðå÷èò óñëîâèÿì ñëó÷àÿ 2.
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b-3). e1 +e3 < 0, e2 +e3 < 0. Èç ñóïåðàääèòèâíûõ ðåäóöèðîâàííûõ

èãð ({1, 3}, vx1,3), ({2, 3}, vx2,3) ïîëó÷àåì

k =
e3

e1

=
e3

e2

.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî äàåò e1 = e2, îòêóäà k = 1.

Åñëè ðåäóöèðîâàííàÿ èãðà ({1, 2}, vx1,2) ñóïåðàääèòèâíà, òî ìû ïî-

ëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ k åùå ðàç. Åñëè æå îíà ñóáàääèòèâíà, òî

l = e2+e3
e1+e3

= 1.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåíèå ïîäñëó÷àÿ 2-2â) çàâåðøåíî, è âñå

âîçìîæíîñòè ïåðåáðàíû. Èç ýòîãî ïåðåáîðà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ èãð òðåõ

ëèö, ðàññìîòðåííûõ â ñëó÷àÿõ 1�2, îäíîòî÷å÷íîå ñîãëàñîâàííîå àíî-

íèìíîå ðåøåíèå φ ñîâïàäàåò ñ φk,l íà èãðàõ äâóõ ëèö íà ðåäóöèðî-

âàííûõ èãðàõ îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ðåøåíèÿ x = φ({1, 2, 3}, v), è

vi − xi 6= 0, i = 1, 2, 3, äëÿ åäèíñòâåííûî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðà-

ìåòðîâ k, l : k, l = 1.

Åñëè íåêîòîðûå èç ýêñöåññîâ ðàâíû íóëþ, òî ïàðàìåòðû k, l ìîãóò

ïðèèíèìàòü çíà÷åíèÿ k = 0 è l =∞. Ïîêàæåì, ÷òî âòîðîå ðàâåíñòâî
l = ∞ íåâîçìîæíî. Ðàññìîòðèì ïðèìåð ñóáàääèòèâíîé èãðû òðåõ

ëèö èç ñòàòüè [3]:

N = {1, 2, 3}, v1 = v2 = 1, v3 = 0, v({1, 3}) = 1.4,

v({2, 3}) = 1.3, v({1, 2}) = v(N) = 2.2.

Ïóñòü y = ϕk,l(N, v). Òîãäà ìàêñèìàëüíîå ïðåâîñõîäñòâî èãðîêà i íàä

èãðîêîì j â âåêòîðå y ðàâíî sij(y) = max{v({i})− yi, v({i, k})− (yi +

yk)}, i, j, k ∈ {1, 2, 3}.
Ðåäóöèðóÿ ýòó èãðó íà äâóõýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà èãðîêîâ îòíî-

ñèòåëüíî y, ïîëó÷èì, ÷òî k( èëèr )l =
sij(y)

sji(y)
, åñëè yi > yj.

Ñíà÷àëà ïîêàæåìñ ÷òî sij(y) ≥ 0 äëÿ âñåõ i, j ∈ N. Ðàññìîòðèì

âñå ïàðû èãðîêîâ.

1) s12(y) ≤ 0. Òàê êàê k = 0 èëè 1, äîëæíî áûòü s12(y) = s21(y) ≤ 0,

îòêóäà ñëåäóþò íåðàâåíñòâà y1 ≥ 1, y1 + y3 ≥ 1.4, y2 ≥ 1, y2 + y3 ≥
1.3, è óñëîâèå ýôôåêòèâíîñòè y1 + y2 + y3 = 2.2 Ýòè íåðàâåíñòâà è

ðàâåíñòâî íåñîâìåñòíû.

2) s13(y) = s31(y) ≤ 0. Òîãäà y1 ≥ 1, y1 + y2 ≥ 2.2. Èç ïîñëåäíåãî

íåðàâåíñòâà ñëåäóåò y3 ≤ 0. Îäíàêî èç s31(y) ≤ 0 ñëåäóåò y3 ≥ 0, è ìû
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ïîëó÷àåì y3 = 0. Èç íåðàâåíñòâà y2 + y3 ≥ 1.3 ñëåäóåò y2 ≥ 1.3, è ýòî

íåðàâåíñòâî âìåñòå ñ íåðàâåíñòâîì y1 ≥ 1 íåñîâìåñòíî ñ ðàâåíñòâîì

ýôôåêòèâíîñòè y1 + y2 = 2.2

3) s23(y) = s32(y) ≤ 0. Íå òðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñèñòåìà íåðà-

âåíñòâ
y2 ≥ 1, y1 + y2 ≥ 2.2,

y3 ≥ 0, y1 + y3 ≥ 1.4,

y1 + y2 + y3 = 2.2

(6.8)

íåñîâìåñòíà.

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ðåäóöèðîâàííûå èãðû äâóõ ëèö ñóáàääèòèâ-

íû, è ïàðàìåòð l äëÿ ðåøåíèÿ ψl ìîæåü ïðèèìàòü òîëüêî äâà çíà÷å-

íèÿ l = 1 èëè l = ∞. Ïåðâîå çíà÷åíèå íåâîçìîæíî, òàê ïîêàçûâàþò

âûøå ðàññìîòðåííûå ñëó÷àè 1)�3). Âòîðîå çíà÷åíèå îçíà÷àåò, ÷òî

yj > yi =⇒ sji(y) ≥ 0, è sij(y) = 0.

Íåâîçìîæíîñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ áûëà ïîêàçàíà â ñòàòüå Àðèíà è

Èíàððû [4].

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 4.1. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò ñî-

ãëàñîâàííûå ðàñøèðåíèÿ ðåøåíèé 1)�3). Ïðåä n-ÿäðî ñîâïàäàåò ñî

ñòàíäàðòíûì ðåøåíèåì íà êëàññå èãð äâóõ ëèö, ò.å., ñ ðåøåíèåì φ11.

Îíî ñîãëàñîâàíî, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííûì ðàñøèðåíèåì ýòîãî ðå-

øåíèÿ.

Íàéäåì ñîãëàñîâàííîå ðàñøèðåíèå ðåøåíèÿ φ01. Äëÿ ïðîèçâîëü-

íîé èãðû (N, v), îáîçíà÷èì ÷åðåç C(N, v) åå ñ-ÿäðî, à ÷åðåç PC(N, v)

� åå ïîëîæèòåëüíîå ñ-ÿäðî. Ïîñëåäíåå íå ïóñòî äëÿ ëþáîé ÒÏ èãðû

[10]. íà êëàññå ñóáàääèòèâíûõ èãð äâóõ ëèö ïîëîæèòåëüíîå ñ-ÿäðî

ñîâïàäàåò ñ ïðåä n-ÿäðîì, à íà êëàññå ñóïåðàääèòèâíûõ èãð äâóõ

ëèö îíî ñîâïàäàåò ñ ñ-ÿäðîì.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå PClexmin, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé ÒÏ èãðå

âåêòîð âûèãðûøåé èç ïîëîæèòåëüíîãî ñ-ÿäðà, à êîòîðîì äîñòèãàåò-

ñÿ ìàêñèìóì îòíîøåíèÿ lexmin. Ýòî ðåøåíèå íå ïóñòî, îäíîòî÷å÷íî,

àíîíèìíî, è íà êëàññå ñáàëàíñèðîâàííûõ èãð ñîâïàäàåò ñ lexmin c-

ÿäðîì [3], [13]. Ñëåäîâàòåëüíî, íà êëàññå ñóáàääèòèâíûõ èãð äâóõ

ëèö îíî ñîïàäàåò ñ ïðåä n-ÿäðîì, à íà êëàññå ñóïåðàääèòèâíûõ èãð

ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì CE îãðàíè÷åííîãî ýãàëèàòðèçìà, òàêèì îáðà-

çîì, à êëàññå âñåõ èãð äâóõ ëèö PClexmin = φ01.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñîãëàñîâàííîñòè ðåøåíèÿ PClexmin ìîæåò áûòü

ïðîâåäåíî íåáîëüøîé ìîäèôèêàöèåé ñîîòâåòñòâóþùåãî äîêàçàòåëü-

ñòâà äëÿ ñáàëàíñèðîâàííûõ èãð â [13].

Ïóñòü òåïåðü φ � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå âñåì

óñëîâèÿì Òåîðåìû. Óðàâíèâàþùåå ðåøåíèå îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ ÒÏ

èãð è óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì Òåîðåìû (ñì. Óòâåðæäåíèå 3.2).

Åñëè φ 6= ES, òî φ = φkl, k, l 6= −1 íà êëàññå íåàääèòèâíûõ èãð

äâóõ ëèö (Òåîðåìà 3.3), è åäèíñòâåííîñòü çíà÷åíèé k = 0 èëè k = 1,

l = 1 äëÿ êëàññà íåàääèòèâíûõ èãð äîêàçàíà â Óòâåðæäåíèè 4.1.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîé àääèòèâíîé èãðû äâóõ ëèö v ðå-

øåíèå φ({i, j}, v) = φind({i, j}, v) = (vi, vj). Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ïîâå-

ðèòü, ÷òî ðåøåíèÿ � óðàâíèâàþùåå èëè ðåøåíèå φind íà êëàññå àääè-

òèâíûõ èãð äâóõ ëèö � ìîãóò îêàçàòüñÿ íåñîâìåñòíûìè ñ ðåøåíèÿìè

φ11 è φ01 íà êëàññå íåàääèòèâíûõ èãð äâóõ ëèö.

Ðàññìîòðèì ïðåä n-ÿäðî. Îíî ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì φ11 íà êëàñ-

ñå âñåõ èãð äâóõ ëèö. Òàê êàê ñóùåñòâóþò âûïóêëûå èãð ñ ÷èñëîì

èãðîêîâ áîëüøèì òðåõ, äëÿ êîòîðûõ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ðåäóöè-

ðîâàííàÿ èãðà íà äâóõýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî èãðîêîâ îòíîñèòåëü-

íî ýòîãî ðåøåíèÿ àääèòèâíà, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ñî-

ãëàñîâàííûõ ðåøåíèé, îòëè÷àþùèõñÿ îò ñòàíäàðòíîãî ðåøåíèÿ íà

êëàññå àääèòèâíûõ èãð äâóõ ëèö, òàê êàê äëÿ ëþáîé òàêîé èãðû

ST ({i, j}, v) = (vi, vj) = φind({i, j}, v).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåøåíèå PClexmin ∈ PC. Äëÿ ëþáîé àääèòèâí-
ðîé èãðû äâóõ ëèö v PC({i, j}, v) = v. Òàê êàê ïîëîæèòåëüíîå ñ-ÿäðî

ñîãëàñîâàíî, ìû ïîëó÷àåì , ÷òî φ = φind äëÿ ëþáîé àääèòèâíîé èãðû

äâóõ ëèö.

Òàêèì îáðàçîì, òîëüêî ðåøåíèå φind ìîæåò áûòü ñêîìáèíèðîâàíî

ñ ñîãëàñîâàííûìè ðàñøèðåíèÿìè ðåøåíèé φ11 è φ01.
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SELF-COVARIANT AND CONSISTENT SOLUTIONS OF

COOPERATIVE GAMES

[12pt]
Abstract : A weakening of covariance property for solutions of

cooperative games with transferable utilities � self-covariance � is

de�ned. Self-covariant solutions are positively homogenous and satisfy

a "restricted"translation covariance such that feasible shifts are only

the solution vectors themselves and their multipliers. A description

of all nonempty, e�cient, anonymous, self-covariant, and single-valued

solution for the class of two-person TU games is given. Among them the

solutions admitting consistent extensions in the Davis�Maschler sense

are found. They are the equal share solution, the standard solution, and

the constrained egalitarian solution for superadditive two-person games.

Characterizations of consistent extensions of these solutions to the class

of all TU games are given.

Keywords : cooperative game, covariance, self-covariance, equal share

solution, standard solution, constrained egalitarian solution consistent

extension.


