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5. ЭКОНОМЕТРИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ

5.1. Постановка задачи. Модель множественной линейной регрессии 
(multiple regression model). Теорема Гаусса–Маркова

По определению, регрессия – это зависимость среднего значения случайной величины от некоторой другой величины или нескольких величин, или условное математическое ожидание 
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Таким образом, модель регрессии описывает вероятностное соотношение между объясняющими переменными (регрессорами, независимыми переменными) и зависимой (результирующей) переменной. 

В регрессионных моделях зависимая (объясняемая) переменная y пред​ставляется в виде функции 
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где 
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 – независимые (объясняющие) переменные; 
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 – параметры. 
Естественным первым приближением для функции регрессии является ее линеаризация, и соответствующая модель называется моделью линейной регрессии. Предположим, что нашей задачей является подобрать («подогнать») функцию из параметрического семейства 
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, «наилучшим» образом описывающую зависимость y от x, т. е. выбрать «наилучшее» значение параметра β. Общая модель линейной регрессии, которая чаще всего используется на практике, выражает упрощенные, но довольно реалистические предположения о функциональном соотношении между регрессорами и объясняемой переменной. Основными гипотезами будут следующие.

1. Спецификация модели:
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или, в матричной форме
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где Y – вектор-столбец наблюдений размерности n; X – матрица (n × k) значений объясняющих переменных (n > k); β – вектор (k × 1) коэффициентов регрессии; ε – вектор (n × 1) «ошибок» – случайных величин:
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2. Матрица X составлена из известных коэффициентов (неслучайных величин) и имеет максимальный ранг 
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. Другими словами, объясняющие переменные 
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 детерминированы и столбцы матрицы X линейно независимы.

Существуют две возможные причины возникновения случайных ошибок 
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:

1) рассматриваемая модель является упрощением действительности, и на самом деле есть и другие параметры, от которых зависит y, или эта зависимость может иметь другой вид;

2) ошибки измерения. 

Таким образом, 
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 – это случайная величина с некоторой функцией распределения, которой соответствует функция распределения случайной величины 
[image: image18.wmf]i

y

.

Основная цель – на основе наблюдений угадать, подобрать, «подогнать» процесс, который в действительности порождает наблюдаемые опыт​ные данные. Будем строго различать (и обозначать разными буквами) случайные величины ошибки и наблюденные, или реализованные, реализовавшиеся значения этих ошибок. Кроме того, разумеется, как и в статистике, будем различать и обозначать разными символами истинные неслучайные (и неизвестные нам) значения параметров случайных величин или случайных процессов, лежащих в основе данных, и их выборочные аналоги, оцененные нами по наблюдаемым данным и поэтому являющиеся случайными величинами.

В классической модели линейной регрессии, помимо предположения о спецификации модели, накладываются дополнительные и довольно жесткие предположения о стохастической природе процесса.

3. Математическое ожидание вектора ошибок является нулевым вектором 
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а его матрица рассеяния, или матрица ковариации, является скалярной матрицей 
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Другими словами, 
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 некоррелированы, имеют нулевые средние и одну и ту же дисперсию 
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Часто добавляется еще условие 
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. В этом случае модель называется нормальной, или классической нормальной, линейной регрессионной моделью (classical normal linear regression model). Тогда третье условие можно записать в виде 
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т. е. ε – нормально распределенный случайный вектор со средним 0 и матрицей ковариаций 
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При построении регрессии y на x отклонения точек 
[image: image32.wmf](
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 от «подгоняемой» прямой должны быть сделаны насколько возможно малыми. Остается определить, какие отклонения следует брать: по оси Y, по оси X, «нормальные» отклонения, получаемые с помощью перпендикуляров, опускаемых из каждой точки на прямую, т. е. расстояния от точек до искомой прямой, или же отклонения, наименьшие в смысле минимизации еще каких-нибудь подходящих в этой ситуации функционалов. Поскольку рассматривается зависимость y от x, представляется естественным минимизировать сумму квадратов отклонений по оси Y, т. е. применить метод наименьших квадратов. Как будет видно в дальнейшем, именно это интуитивно принятое решение приводит к оптимальным в некотором смысле оценкам, а именно к оценкам, имеющим наименьшую дисперсию среди всех линейных (по Y) несмещенных оценок.

Итак, целью метода наименьших квадратов (МНК), или ordinary least squares (OLS), является выбор вектора оценок 
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, минимизирующего сумму квадратов остатков 
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, т. е. квадрат длины вектора 
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. Другими словами, минимизируется следующая функция:
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Имеем:
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(В предыдущей формуле учитывалось, что 
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ˆ

XX

=

β

, так как XтX – симметричная матрица.)
Если A – некоторая (m × n)-матрица, то rank (A) = rank (AтA) = rank (AAт). Rank X = k, поэтому rank XтX = k, т. е. XтX обратима: 
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Докажем, что вектор остатков e ортогонален всем независимым переменным 
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 (столбцам матрицы X). Действительно, 
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т. е. вектор остатков 
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, образованному величинами 
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. Таким образом, вектор 
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 есть ортогональная проекция вектора Y на гиперплоскость π. 

Заметим также, что сумма квадратов остатков 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image52.wmf]ттт
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Теорема Гаусса–Маркова. Предположим, что:

1. Υ = Xβ + ε.

2. X – детерминированная (n × k)-матрица, имеющая максимальный ранг k.
3. E(ε) = 0, V(ε) = E(εεт) = σ2In.
Тогда оценка метода наименьших квадратов 
[image: image53.wmf](

)

1

тт

OLS

ˆ

XXX

-

=

βΥ

 является наиболее эффективной (в смысле наименьшей дисперсии) оценкой в классе линейных (по Y) несмещенных оценок, или best linear unbiased estimator (BLUE).

Доказательство:

1. Проверим несмещенность МНК-оценки:
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Обозначим: A=
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=AY. Любую другую линейную оценку β можно, не умаляя общности, представить в виде b = (A + C)Y, где C – некая (k × n)-матрица. Если оценка b несмещенная, то β = E(b) = (A + C) E (Y) = 
= (A + C) X β = (I + CX) β, откуда следует, что CX = 0. 
2. Вычислим матрицу ковариации 
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(потому что XтX – симметричная матрица).

3. Получаем 

b – β = (A+ C)Y– β = (A + C)X β + (A + C) ε – β =

= AX β + CX β + (A + C) ε – β = (A + C) ε,

так как CX = 0, AX = I. 

Матрица ковариаций вектора b равна 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image63.wmf](
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так как CX = 0, т. е. V(b) = V(
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Матрица 
[image: image70.wmf]т
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, очевидно, неотрицательно определена: для любого вектора U имеет место UтCCтU = (CтU, CтU) ≥ 0. Значит, V(b) >= 
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 (отношение порядка на множестве неотрицательно определенных матриц). Из данного неравенства следует соответствующее неравенство для дисперсий оценок коэффициентов регрессии V(bi)
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 (так как это диагональные элементы матриц ковариаций). Здессь используется следующее очевидное предложение: если 
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Доказательство: рассмотрим xiт(A–B)xi, где xi=(δi1, δi2, …,  δin)т.

5.2. Некоторые сведения из линейной алгебры и теории вероятностей

Предложение 1. Симметричная (n × n)-матрица A имеет n собственных чисел (некоторые из них могут совпадать), им соответствуют n собственных векторов, которые могут быть выбраны попарно ортогональными.

Определение 1. Матрица, столбцы которой составляют ортонормированную систему векторов, называется ортогональной.

Предложение 2. Симметричная матрица А может быть приведена к диагональному виду при помощи ортогонального преобразования: 
[image: image75.wmf]т
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, где О – ортогональная матрица.

Определение 2. Квадратная (n × n)-матрица А называется неотрицательно определенной, если для каждого вектора x выполняется неравенство: 
[image: image76.wmf]т
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Определение 3. Матрица М называется идемпотентной, если она совпадает со своим квадратом.

Определение 4. Квадратная (n × n)-матрица А называется положительно определенной, если для каждого ненулевого вектора x
[image: image77.wmf]¹
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Предложение 3. Собственные числа идемпотентной матрицы могут принимать значение только 0 или 1.

Доказательство: Пусть x – собственный вектор идемпотентной матрицы А, 
[image: image79.wmf]l

 – соответствующее ему собственное число. Тогда 
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[image: image81.wmf]2
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Предложение 4. Ранг идемпотентной симметричной матрицы равен ее следу.

Доказательство: Пусть М – симметричная идемпотентная матрица. Ее можно представить в виде 
[image: image83.wmf]т
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, где на диагонали Λ стоят нули и единицы (собственные числа матрицы М). Так как ортогональная матрица невырождена, 
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, но ранг Λ равен числу ненулевых элементов на ее главной диагонали, т. е. числу собственных чисел матрицы М, равных 1, т. е. следу матрицы Λ.

Но 
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, т. е. след М также равен следу Λ, или числу собственных чисел матрицы М, равных 1. 

Предложение 5. Ортогональная матрица удовлетворяет соотношению 
[image: image86.wmf]т
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Предложение 6. Если O – ортогональная матрица, то 
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Предложение 7. Ортогональная матрица имеет определитель, равный +1 или –1.

Определение 5. Случайный вектор 
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 называется невырожденным нормальным (гауссовским) случайным вектором, если плотность его распределения задается равенством: 
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, x ( Rn , где m ( Rn – вектор, ( – симметричная положительно определенная матрица.

Свойства многомерного нормального распределения:

1. Если Х ( N (m, (), то Е (Х) = m, V(X) = (.

2. Любой подвектор нормального вектора также является нормальным вектором.

3. Пусть X и Y – пара независимых нормальных векторов. Тогда объединенный вектор 
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 также является нормальным.

4. Если 
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 – нормальный вектор и его компоненты X и Y некоррелированы, то они независимы.

Определение 6. Преобразование пространства Rn в Rk вида Y = BX + l, являющееся композицией линейного преобразования В и параллельного переноса на вектор l, называется аффинным преобразованием.

Определение 7. Нормальный вектор ε, у которого m = 0, ( = I, называется стандартным нормальным вектором. 

5. Пусть В: Rn ( Rk – линейное преобразование пространства Rn в Rk, В – его матрица, rank B = k и l – произвольный вектор в Rk. Тогда если 
Х ( N(m, (), то случайный вектор Y = BX + l является нормальным с параметрами Bm + l и В( Вт.

В частности:

а) линейная комбинация компонент гауссовского вектора есть гауссовская случайная величина;

б) ортогональное линейное преобразование стандартного нормального вектора есть стандартный нормальный вектор.

6. Любой гауссовский вектор может быть получен аффинным преобразованием из стандартного гауссовского вектора и ортогональным аффинным преобразованием из вектора с независимыми компонентами.

Доказательство: Пусть Х ( N(m, (). Поскольку ( симметрична и положительно определена, то существует ортогональная матрица Р, такая что 
Λ = Рт(Р. Вектор S = PтX – Pтm является гауссовским по свойству 5, и по этому свойству E(S) = Pтm – Pтm = 0, V(S) = Рт((Рт)т = Λ.
Следовательно, компоненты вектора S некоррелированы, а тогда в силу свойства 4 и независимы.

Пусть Λ1/2 – диагональная матрица, полученная из Λ извлечением квадратных корней из ее элементов, а ε – стандартный нормальный вектор. Тогда X = PS + m = 
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, где Р – ортогональная матрица; S – вектор имеющий нулевое математическое ожидание и независимые компоненты; 
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По свойству 5 вектор Y= PΛ1/2ε + m имеет математическое ожидание m и матрицу ковариаций (, т. е. совпадает по распределению с вектором Х.

7. Пусть ε – стандартный n-мерный нормальный вектор, Х = Аε + а, 
Y = Bε + b, А:Rn ( Rр, В : Rn ( Rq, а ( Rр, b( Rq. Тогда cov (X,Y) = ABт, 
в частности X и Y независимы тогда и только тогда, когда ABт = O.

8. Лемма Фишера. Пусть М – симметричная идемпотентная n ( n-мат​рица, rank (M) = r, ε – стандартный n-мерный гауссовский вектор. Случайная величина χ2 = εт Мε имеет распределение χ2(r).

Доказательство. Матрицу М можно представить в виде М = OтΛO, где O – ортогональная матрица, Λ – диагональная матрица, на главной диагонали которой расположены единицы и нули, причем число единиц равно рангу М. Имеем χ2 = εтМε = εтOтΛO ε = SтΛS, где вектор S = Oε в силу свойства 5 является стандартным нормальным вектором. Отсюда следует, что χ2 представляет собой сумму квадратов независимых стандартных нормальных величин в количестве, равном рангу матрицы М.

9. Пусть Х ( N (m, (). Тогда случайная величина (Х – m)т (–1(Х – m) имеет распределение χ2(n). (Этот результат также называется Леммой Фишера, как и еще ряд результатов.)
Доказательство: ( – симметрична и положительно определена, поэтому существует ортогональная матрица P такая, что Λ = Pт(P, где Λ – диагональная матрица и все ее диагональные элементы 
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 Тогда по свойству 5 вектор S = PтX – 
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 является гауссовским, причем E(S) = O, V(S) = Λ. Поэтому X = PS + m, X – m = PS = P Λ1/2(, где ( = 
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S, ( – стандартный гауссовский вектор (так как S – гауссовский вектор с независимыми компонентами). Следовательно, 
(X – m)т(–1(X – m) = (т
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5.3. Проверка гипотез

Распределение суммы квадратов остатков. Итак, имеем следующее. Оценка метода наименьших квадратов 
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Вектор прогнозных значений: 
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Вектор остатков регрессии
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(5.1)

где M = I – N.
Проверим симметричность и идемпотентность матриц M и N, т. е. то, что они являются проекторами (с геометрической точки зрения идемпотентная матрица соответствует оператору проектирования на векторное пространство).
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Таким образом, N – матрица ортогонального проектирования на пространство π, порожденное векторами 
[image: image115.wmf]i
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; M – матрица ортогонального проектирования на 
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Вычислим математическое ожидание и матрицу ковариаций вектора остатков e.
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Сумма квадратов остатков 
[image: image119.wmf]2
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 является естественным кандидатом на оценку дисперсии ошибок 
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, очевидно, с некоторым поправочным коэффициентом, зависящим от числа степеней свободы. 

Проверим, будет ли такая оценка несмещенной.

Так как 
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Следовательно, 
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 – несмещенная оценка дисперсии ошибок 
[image: image128.wmf]2

.

s


По (5.1) и (5.2) имеем: 
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Ранг идемпотентной симметричной матрицы равен ее следу (предложение 4), поэтому 
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Тогда 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image133.wmf]2
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 – по лемме Фишера (свойство 8).

Независимость оценок 
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и s2. Запишем выражение оценки метода наименьших квадратов в следующем виде:
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где А= (ХтХ)–1Хт.

Сравнивая (5.4) и (5.5), видим, что случайные векторы 
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 и е имеют совместное многомерное нормальное распределение по свойству 5, поэтому чтобы доказать их независимость, достаточно доказать их некоррелируемость по свойству 4, а именно, что А М = O (свойство 7). 

Имеем 
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поэтому (так как Ее = O) 
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Так как s2 является функцией от е, то 
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Проверка гипотезы Н0 : (i = (i0. Итак, известно, что:

1. 
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 (см. теорему Гаусса–Маркова), т. е. 
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 = σ2qii, qii – i-й диагональный элемент матрицы (ХтХ)–1.
В качестве оценки дисперсии 
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3. Оценки 
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Таким образом, 
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 – 95 %-й доверительный интервал для истинного значения коэффициента (i, где tc – двусторонняя 95 %-ая квантиль распределения Стьюдента с (n – k) степенями свободы. 

Для тестирования нулевой гипотезы H0: (i = (i0 можно также применить t-статистику, а именно, нулевая гипотеза отклоняется на 95 %-м доверительном уровне, если 
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Проверка гипотезы Н0: (2 = (3 = … = (k = 0. Пусть в число регрессоров входит константа (свободный член): 
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Рассмотрим статистику: 
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где 
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Во-первых, известно, что знаменатель распределен как 
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Во-вторых, покажем, что числитель 
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Заметим, что:

а) 
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– оператор ортогонального проектирования на подпространство (, порожденное векторами x1, x2, …, xk. Операцию взятия отклонения от среднего 
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б) PS = S. Так как S ( (, то 
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в) имеем 
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 (NX = X, PX = S
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– P)X = x – (n ( k)-матрица с нулевым первым столбцом).
Поэтому если гипотеза Н0 верна, то xβ = 0 и 
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Матрица (N – P) симметричная и идемпотентная:
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поэтому 
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Следовательно, по свойству 8 (лемма Фишера): 


[image: image184.wmf]$

$

$

2

т

ттт

2

2222

()()()

~(1)

t

NPNPNP

k

---

===c-

ssss

å

y

yy

εεεε

.
Поскольку 
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Гипотеза H0 отвергается на 95 %-м доверительном уровне, если F > 
[image: image188.wmf]c
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 – односторонняя 95 %-ая квантиль распределения Фишера F (k – 1, n – k).

Проверка линейного ограничения общего вида. Пусть нулевая гипотеза имеет вид общего линейного ограничения 
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 H( = r, где H – (q × k)-матрица; ( – k – вектор коэффициентов; r – q – вектор; q ( k (число ограничений не превосходит числа параметров) и ограничения линейно независимы, т. е. rank H = q.

Так как 
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По свойству 9 (также лемма Фишера): 
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Если нулевая гипотеза верна, то 
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Поскольку 
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F = 
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Другими словами, если нулевая гипотеза H0: H( – r = О верна, то с вероятностью 95 % статистика F меньше, чем 
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(q, n – k) – 95 %-ая квантиль распределения Фишера F (q, n – k).

Не делая никаких предположений относительно 
[image: image211.wmf]0

H

, вместо (5.6) исходим:

1) из независимости 
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2) того, что 
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3) свойства 9 (леммы Фишера), 

получаем

F = 
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Частный случай общей линейной гипотезы. Рассмотрим случай общей линейной гипотезы H( = r, когда нулевая гипотеза имеет вид 
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Числитель дроби в выражении (5.7) при условии, что верна нулевая гипотеза 
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где М1 = 
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Обозначим: 
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Полученное выражение (5.9) совпадает с (5.8), поэтому статистику F из (5.7) в случае выполнения гипотезы 
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где ESSR – сумма квадратов остатков «короткой» регрессии (restricted), ESSUR – сумма квадратов остатков «длинной» регрессии (unrestricted). Таким образом,
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где 
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 – коэффициенты детерминации для «короткой» и «длинной» регрессий.

Замечание: Данные представления F-статистики в формах (5.10), (5.11) справедливы и в общем случае произвольного линейного ограничения Н
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 = r. Тогда метод наименьших квадратов для «короткой» регрессии состоит в минимизации функции ESS при условии Н
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 = r.
В качестве «длинной» регрессии выступает регрессия без ограничений на параметры 
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Матрицы имеют размер: H – q × k, 
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Введем новые переменные: 
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и, подставляя в уравнение регрессии, получаем:
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Затем, обозначая


[image: image277.wmf]1

11221

22

;

;

,

ZXXHH

ZX

WZu

-

ì

=-

ï

í

=

ï

=+e

î


получаем
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В новых переменных «короткая» регрессия отличается от «длинной» условием: 
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, и уже известно, что в этом случае, если верна нулевая гипотеза, то F-статистика вида (7.9), (7.10) имеет распределение F(q, n – k). Кроме того, совершенно очевидно, что остатки «длинной» регрессии e в старых и новых переменных совпадают, и что остатки короткой регрессии e* в новых переменных в предположении справедливости нулевой гипотезы совпадают с остатками «короткой» регрессии в старых переменных, когда минимизируется ESS при условии Hβ = r.
Еще один частный случай линейной гипотезы. Рассмотрим другой частный случай общей линейной гипотезы Н
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 = r, когда матрица H имеет размер 1 × k, т. е. матрица Н = cт, c – k × 1 – вектор. Тогда нулевая гипотеза принимает вид 
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а оценка этой дисперсии 
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Другими словами, если справедлива гипотеза 
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С другой стороны, в рассматриваемом случае q = 1 и F-статистика имеет вид
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В данном случае t-тест эквивалентен F-тесту.

5.4. Дисперсионный анализ многомерной регрессии. 
Коэффициент детерминации

Представим вариацию объясняемой переменной в виде
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или в векторной форме
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Если 
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т. е. вариацию зависимой переменной
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представили в виде суммы двух частей: объясненной регрессионным уравнением и не объясненной им (т. е. связанной с ошибками). Записывая последнее равенство в отклонениях 
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Определим коэффициент детерминации R2:
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Заметим, что коэффициент R2 корректно определен, только если 
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 и показывает качество подгонки регрессионной модели к наблюдаемым значениям Yt.

Если 
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Попыткой устранить эффект, связанный с ростом R2 при возрастании числа регрессоров, является коррекция R2 на число регрессоров. Скорректированным R2 называется 
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, здесь числитель – несмещенная оценка дисперсии ошибок, а знаменатель – несмещенная оценка дисперсии Y. 
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В определенном смысле использование 
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 более корректно для сравнения регрессий при изменении количества регрессоров.

Замечание: Y или 
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Вычитая из первого уравнения второе получаем 
[image: image326.wmf]()()

VV

-=

Y

Υ

)

 
[image: image327.wmf]22

()

M

=s-=s

IN


Матрица M – идемпотентна, следовательно, все ее собственные числа равны нулю или единице. M – неотрицательно определена, следовательно, 
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 (отношение порядка для неотрицательно определенных матриц).

Тогда 
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, так как это диагональные элементы соответствующих ковариационных матриц. В качестве значения зависимой переменной часто лучше брать предсказанное по модели значение, чем фактически наблюдаемое.
7. МЕТОД РЕАЛЬНЫХ ОПЦИОНОВ

7.1. Предварительные сведения. Винеровский процесс

Для того чтобы перейти к изложению одного из основных методов современного экономического анализа – методу реальных (или экономических, в отличие от финансовых) опционов, напомним основные сведения, касающиеся случайных процессов и стохастических дифференциальных уравнений.
Стохастический процесс развивается во времени таким образом, что хотя бы частично является случайным. Например, температура: ее изменение во времени частично детерминировано (увеличение в течение дня и падение ночью, увеличение летом и уменьшение зимой) и частично случайно и непредсказуемо. Другой пример – цена компьютеров фирмы IBM: она колеблется случайным образом, на длительном промежутке времени имеет ожидаемый положительный темп роста, который компенсирует инвесторам риск держания актива.

Стохастический процесс определяется вероятностным законом развития 
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Определение 7.1. Пусть 
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 – заданное множество, тогда 
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 подмножеств множества 
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 со следующими свойствами: 
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Пара 
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 называется измеримым пространством. Вероятностной мерой на измеримом пространстве 
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Тройка 
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 называется вероятностным пространством.

При любом заданном семействе U подмножеств множества 
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Например, если U есть набор всех открытых подмножеств топологического пространства 
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Определение 7.2. Случайная величина X есть 
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Случайный процесс – это параметрический набор случайных величин 
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Каждая случайная величина X порождает вероятностную меру 
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, которая называется распределением величины X.

Конечномерные распределения процесса 
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 – борелевские множества в 
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Семейство всех конечномерных распределений определяет многие (но не все) важные свойства процесса X.

Зафиксируем 
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где используется обозначение 
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 (данная плотность соответствует единичной точечной массе, сосредоточенной в точке x).

Определение 7.3. Случайный процесс 
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называется броуновским движением, или винеровским процессом, начинающимся в точке x (как видно 
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Существование такого вероятностного пространства 
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[image: image419.wmf]{

}

0

t

t

W

³

 на 
[image: image420.wmf]W

 гарантируется теоремой Колмогорова о продолжении.
Приведем некоторые существенные свойства винеровского процесса.

Винеровский процесс Wt – это стохастический процесс в непрерывном времени, обладающий следующими свойствами:

1. Это процесс с независимыми приращениями, т. е. случайные величины 
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2. W0 = 0.
3. 
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, т. е. приращение процесса за конечный промежуток времени имеет нормальное распределение с дисперсией, которая возрастает пропорционально длине промежутка. Плотность распределения этого приращения 
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Очевидно, что винеровский процесс является марковским, т. е. распределение вероятности для всех будущих значений процесса зависит только от его текущего значения и не зависит от прошлых значений данного процесса.

Таким образом, если Z(t) – винеровский процесс, то приращение Z за время ∆t можно представить в виде 
[image: image425.wmf]Zt
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, где ( – нормально распределенная случайная величина с математическим ожиданием 0 и среднеквадратическим отклонением 1.

7.2. Стохастические интегралы

Случайный процесс удобно рассматривать как функцию двух переменных – времени и случая 
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. Для случайных процессов кроме обычного интеграла Лебега по времени вводится также конструкция стохастических интегралов (Ито, Стратоновича и др.), когда интегрирование ведется «по винеровскому процессу». Обычно в экономике рассматриваются интегралы Ито. Наметим в общих чертах один из возможных способов построения.

Определение 7.4. Пусть 
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Систему множеств 
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Отметим, что 
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Определение 7.5. Пусть 
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Таким образом, процесс 
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Опишем класс функций, для которых интеграл Ито определен.

Определение 7.6. Обозначим через 
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таких, что выполняются следующие условия:
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Функция 
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где 
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 обозначает характеристическую (индикаторную) функцию; n – натуральное число. 

Отметим, что так как 
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Для ступенчатой функции 
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Имеет место следующее важное свойство.

Лемма 7.7 (изометрия Ито). Если ступенчатая функция 
[image: image496.wmf](

)

,

t

jw

 ограничена, то



[image: image497.wmf](

)

(

)

(

)

2

2

,,

TT

t

SS

EtdWEtdt

éù

æöéù

êú

jww=jw

ç÷

êú

ç÷

êú

êú

èøëû

ëû

òò

. 
(7.1)

Определение 7.8 (интеграл Ито). Пусть 
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где 
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Доказывается, что для любой функции 
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Пример 7.1. Непосредственно исходя из определения, покажем, что
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Если 
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 – разбиение интервала, то |
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Рассмотрим суммы вида 
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 – последовательность независимых одинаково (стандартно нормально) распределенных случайных величин. 

Предположим, что разбиение равномерное. Тогда 
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По закону больши́х чисел 
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Как видно из примера, определение интеграла Ито не очень эффективно для вычисления конкретных интегралов. Это напоминает ситуацию с обычным интегралом Римана, когда для непосредственных вычислений не пользуются формальным определением интеграла Римана, а вместо этого используют формулу Ньютона–Лейбница и правило дифференцирования сложных функций. При вычислении интегралов Ито аналогичную роль играет некий вариант Ито правила дифференцирования сложной функции, называемый формулой Ито, или формулой замены переменной в стохастическом интеграле (интеграле Ито).
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Определение 7.11. Поток (на 
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(Здесь математическое ожидание в (ii) и условное математическое ожидание в (iii) берутся относительно 
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(ii)' Существует возрастающее семейство σ-алгебр 
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Рассмотрим наиболее важный случай, в котором применимо условие (ii)', а условие (ii) определения 10.6 неприменимо.
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Определение 7.12. Пусть 
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как 
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Если 
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Следующее обобщение интеграла Ито состоит в ослаблении условия (iii) определения 10.6 и замене его условием 

(iii)' 
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Определение 7.13. Через 
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Нетрудно заметить, что в этом случае также можно определить интеграл Ито как предел (по вероятности) интегралов от ступенчатых функций.

7.3. Процесс Ито. Формула Ито

Определение 7.14 (одномерный процесс Ито). Пусть 
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где 
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 (см. определение 7.13). Также будем считать, что функция u является 
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Если 
[image: image609.wmf]t
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 – процесс Ито вида (7.4), то уравнение (7. 4) иногда записывают в более краткой форме – в форме дифференциалов:
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(Именно эта дифференциальная запись процессов Ито особенно привлекательна для экономистов.)

Теорема 7.15 (одномерная формула Ито). Пусть 
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где 
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Схема доказательства формулы Ито. Сначала заметим, что если подставить равенство 
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где 
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Можно допустить, что функции 
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 соответственно. Более того, из формулы (7.2) видно, что функции 
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Поскольку u и v являются ступенчатыми функциями, получаем, что
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Докажем, что последний член стремится к 
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Для того чтобы доказать это утверждение, положим 
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и рассмотрим
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Если 
[image: image652.wmf]ij

<

, то величины 
[image: image653.wmf](

)

(

)

2

ij

ii

aa

Wt

D-D

 и 
[image: image654.wmf](

)

2

jj

Wt

D-D

 независимы, так что соответствующие члены обращаются в ноль. То же самое верно, если 
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часто это кратко выражается замечательной формулой
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Из рассмотренных рассуждений следует также, что 
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Это завершает доказательство формулы Ито.

Замечание. Отметим, что для справедливости теоремы достаточно, чтобы функция 
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Применение формулы Ито приводит к следующей теореме:
Теорема 7.16 (формула интегрирования по частям). Предположим, что функция 
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Обратимся к случаю большей размерности. Пусть 
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или, в матричной форме,
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Такой процесс 
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 называется n-мерным процессом Ито (или просто процессом Ито).

Теорема 7.17 (формула Ито для общего случая). Пусть 
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n-мерный процесс Ито и пусть 
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Доказательство полностью аналогично одномерному случаю.

7.4. Примеры использования формулы Ито

Простейшим обобщением броуновского движения является следующий процесс Ито, называемый броуновским движением со сносом (drift):
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 – константы, причем ( называется параметром сноса; ( – параметром дисперсии (или волатильностью). 
За любой временной интервал ∆t изменение 
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Переходя к рассуждениям на физическом уровне строгости, столь популярном в литературе по экономическому анализу, и полагая, что ∆t становится бесконечно малым приращением времени dt, можно представить приращение винеровского процесса как 
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 – стандартная нормальная случайная величина.

Рассмотрим процесс Ито общего вида 
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Считая 
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 приращением винеровского процесса за бесконечно малый промежуток времени dt, получаем 
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Очень важный для экономики случай процесса (7.10) – геометрическое броуновское движение со сносом. Здесь 
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Таким образом, относительное изменение 
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Задача 1. Записать процесс Ито 
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Решение.

Положим
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Задача 2. Записать процесс 
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Решение.
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Имеем:
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По лемме Ито:


[image: image729.wmf][

]

2

1/2

1

t

qWqt

t

dqWdW

e

--

j=-+



[image: image730.wmf](

)

2

22

1/2

1/21/2!2

t

qWqt

qxqxqdt

e

--

éù

+-+-=

ëû



[image: image731.wmf](

)

2

1/2

1.

t

qWqt

tt

qWdWqdt

e

--

éù

=--

ëû


Задача 3. Рассмотрим геометрическое броуновское движение
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Рассмотрим случайный процесс
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Следовательно, для любого конечного промежутка времени Т приращение 
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Задача 4. Рассмотрим случайный процесс
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7.5. Приложение метода реальных опционов к задаче об инвестициях

Постановка задачи. Фирма должна решить, следует ли ей делать вложения в некоторый проект и когда именно. Затраты инвестирования известны и постоянны, но ценность проекта следует закону геометрического броуновского движения.

Простое правило NPV требует инвестировать, если V > I, т. е. если ценность рассматриваемого проекта превосходит затраты на инвестиции.

Однако поскольку будущая ценность проекта неизвестна, имеются альтернативные издержки того, чтобы инвестировать сегодня. Следовательно, оптимальное инвестиционное правило состоит в том, чтобы инвестировать, если V по меньшей мере достигает некоторого критического значения V*, превосходящего I. Как увидим в дальнейшем, для разумных значений параметров эта критическая величина V* может в 2 и 3 раза превосходить I.

Ценность проекта V развивается в соответствии со следующим геометрическим броуновским движением:


d V = αV d t + σV d W,
(7.11)
где d W – приращение винеровского процесса.

Возможность инвестировать для фирмы равносильна обладанию call-опционом – правом, но отнюдь не обязанностью приобрести акцию с указанной ценой. Следовательно, решение инвестировать равносильно решению выполнить такой опцион. 

Обозначим ценность инвестиционной возможности (т. е. ценность опциона инвестировать) через F(V). Установим правило, которое максимизирует это значение. Так как чистый доход от инвестирования в течение времени t равен Vt – I, будем максимизировать ожидаемую сегодняшнюю стоимость 
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, где Е – математическое ожидание; Т – (неизвестный) будущий момент времени, когда делаются инвестиции; q – ставка дисконтирования, и максимизация подчинена условию (7.11) для V.

Нужно предположить, что ( < ρ, в противном случае F(V) может быть сделано сколь угодно большим за счет выбора Т. Тогда ожидание было бы всегда наилучшей стратегией и оптимальный момент для инвестирования не существовал бы. Обозначим δ = ρ – ( > 0.

Детерминированный случай. Рассмотрим сначала случай, когда неопределенность отсутствует, т. е. в уравнении (7.11) ( равна 0. Тогда
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, где V0 = V(0).

Таким образом, если дано текущее V, ценность инвестиционной возможности в предположении, что мы инвестируем в некоторый будущий момент Т равна



[image: image741.wmf]0

()(e)e

TT

FVVI

a-r

=-

.
(7.12)

Предположим, что ( ≤ 0. Тогда V(t) будет оставаться постоянной или падать с течением времени, так что, очевидно, нужно инвестировать немедленно если V > I или не инвестировать никогда, если V ≤ I. Следовательно, F(V) = 
= max [V – I, 0] (т. е. совпадает с простым критерием NPV, которое исходит из ( = 0, вернее просто не рассматривает изменение V(t) во времени).

Что, если 0 < ( < ρ? Тогда F(V) > 0 даже если текущее значение V < I, потому что в конечном счете V будет превосходить I. Точно так же, если даже V сейчас превосходит I, может быть все же лучше ждать, чем инвестировать немедленно. Чтобы это увидеть, максимизируем F(V) по отношению к Т:
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Заметим, что если V немного больше I, то получаем Т* > 0. Причина для инвестиций в этом случае в терминах PV состоит в том, что затраты на инвестиции убывают с множителем e–ρT, а доходы – с меньшим множителем 
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Для каких значений V оптимально инвестировать немедленно? Полагая Т* = 0, видим, что нужно инвестировать немедленно, если V ≥ V*, где V*=
[image: image746.wmf]II
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.
Подставив (7.13) в (7.12), получаем: 
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График F(V) от V для I = 1; ρ = 0,10; α = 0; 0,03; 0,06 представлен на рис. 7.1.

В каждом случае точка касания F(V) прямой V – I есть критическое значение V* = (ρI)/(ρ – α).
Заметим, что F(V) растет с ростом α, как и V*. Рост V увеличивает ценность ожидания и ценность инвестиционной возможности. Если V ≥ V*, то следует инвестировать немедленно (рис. 7.2), а если V < V* – ждать (рис. 7.3).
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Рис. 7.2




Рис. 7.3

Стохастический случай. Вернемся теперь к общему случаю, когда 
σ > 0. Так как V развивается стохастически, нельзя определить время Т, как это делалось в детерминистском случае. Вместо этого наше инвестиционное правило примет форму критической ценности V* такой, что оптимально инвестировать, когда V ≥ V*. 

Предположим, что стохастические изменения в V должны реплицироваться (spanned) существующими активами в экономике. 

Рынок капитала должен быть достаточно «полным» для того, чтобы, по крайней мере, в принципе, можно было найти актив или построить динамический портфель активов (т. е. портфель, содержимое которого непрерывно меняется в соответствии с изменением цены актива), цена которого полностью коррелировала бы с V. 

Данное предположение должно выполняться для большей части товаров, которые торгуются на спот- и фьючерсных рынках. Таким образом, предполагается, что неопределенность будущих значений V может быть, в принципе, реплицирована существующими активами. 

С этим предположением можно определить инвестиционное правило, которое максимизирует рыночную ценность фирмы без каких-либо предположений относительно предпочтений, связанных с риском, или ставки дисконтирования.

Пусть x – цена некоторого актива или динамического портфеля активов, полностью коррелированная с V, и обозначим через 
[image: image750.wmf]xm
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 коэффициент корреляции х с рыночным портфелем. Так как x полностью коррелирована с V, то ρxm = ρxV. Будем предполагать, что данный актив или портфель не приносит дивидендов, таким образом, его полная доходность состоит из увеличения (прироста) капитала (capital gains). Тогда х развивается в соответствии с дифференциальным уравнением:

d x = μx d t + σx d W,

где μ – темп роста (снос) – это ожидаемая норма доходности от владения этим активом или портфелем активов.

В соответствии с моделью оценки цены финансовых активов CAPM (Capital Asset Pricing Model), μ должна отражать систематический (недиверсифицируемый) риск данного актива. Из условия равновесия CAPM: 
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где r – безрисковая норма доходности; 
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 – рыночная плата за риск; 
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 – коэффициент корреляции между доходностью частного актива x и всего рыночного портфеля m.

Таким образом, μ есть скорректированная на риск ожидаемая норма доходности, которую инвесторы потребовали бы, если бы они обладали этим проектом. (То есть
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, где 
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 – ожидаемая доходность рынка, 
[image: image756.wmf]m

s

 – стандартное отклонение этой доходности. Если взять индекс Нью-Йоркской фондовой биржи в качестве рыночного индекса, то 
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 – r ≈ 0,08, 
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≈ 0,2; так что 
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 ≈ 0,4.)

Будем предполагать, что 
[image: image760.wmf]a

 – ожидаемый процентный темп изменения V – меньше, чем скорректированная на риск доходность μ. (Как мы увидим, фирма никогда не стала бы инвестировать, если бы это не было так. Независимо от текущего уровня V, фирме тогда было бы всегда лучше ждать и просто держать опцион инвестировать.)

Обозначим разность между μ и 
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 через δ: δ = μ – 
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.

Проведем аналогию с финансовым call-опционом. Если бы V была бы ценой акции, δ была бы ставкой дивидендов этой акции, общая ожидаемая доходность этой акции равнялась бы: μ = δ + 
[image: image763.wmf]a

, т. е. ставка дивидендов плюс ожидаемая норма увеличения капитала. Если бы δ была равна 0, call-опцион всегда бы держали до срока исполнения и никогда бы не исполняли раньше. Причина состоит в том, что в этом случае полная доходность акции содержится в движении ее цены, так что отсутствуют издержки сохранения опциона. Однако если ставка дивидендов положительна, существуют альтернативные издержки держания опциона по сравнению с тем, чтобы его исполнить. Эти альтернативные издержки состоят в потоке дивидендов, от которого держатель опциона отказывается, владея опционом вместо акции. Так как δ – пропорциональная ставка дивидендов, то чем выше цена акции, тем больше поток дивидендов. При некоторой достаточно высокой цене альтернативные издержки, состоящие в отказе от дивидендов, становятся настолько высокими, что целесообразно исполнить опцион.

В данной инвестиционной задаче μ – ожидаемая норма доходности от владения проектом в целом. Это равновесная норма, которая устанавливается с помощью рынка капитала и включает в себя премию за риск. Если δ > 0, то ожидаемый темп прироста капитала (rate of capital gain) проекта меньше, чем μ. Следовательно, δ – альтернативные издержки отсрочки принятия проекта и сохранения опциона инвестировать. Если бы δ была равна 0, отсутствовали бы альтернативные издержки сохранения опциона, и никто бы никогда не делал инвестиций, как бы высока ни была NPV проекта. Вот почему предполагается δ > 0. С другой стороны, если δ очень велика, ценность опциона была бы очень мала, так как велики альтернативные издержки ожидания. При δ, стремящейся к ∞, ценность опциона стремится к 0, и единственный выбор тогда состоит в следующем: «инвестировать сейчас или никогда», т. е. применимо стандартное правило NPV.

Параметр δ может интерпретироваться различными способами. Например, он может отражать процесс входа в отрасль и экспансию со стороны конкурентов. Наиболее естественно считать его потоком платежей от проекта. Если проект бесконечно живет, то уравнение (7.11) представляет развитие V во время выполнения проекта, а δV – поток платежей, который порождает данный проект.

Вывод дифференциального уравнения. Итак, F(V) – ценность опциона инвестировать. Рассмотрим следующий портфель: один опцион инвестировать F(V); короткая позиция по n = F´(V) единицам данного проекта (или, что равносильно, актива или портфеля x, который полностью коррелирован с V). Ценность такого портфеля: Φ = F – F´(V)V.

Заметим, что портфель динамический. Когда V меняется, F´(V) также может меняться от одного короткого интервала времени к другому, так что структура портфеля будет меняться. Однако на протяжении каждого короткого интервала длины d t, n считается постоянным.

Короткая позиция в этом портфеле требует платежа в размере δVF´(V) в единицу времени за короткий временной период; в противном случае ни один рациональный инвестор не стал бы входить в длинную позицию данной транзакции.

Инвестор, который держит длинную позицию в данном проекте, будет требовать скорректированный на риск доход μV, который равен приросту капитала dV плюс поток дивидендов δV. Так как короткая позиция включает F´(V) единиц проекта, она будет требовать выплаты δVF´(V). Принимая этот платеж во внимание, видим, что полный доход от держания портфеля за короткий временной интервал d t равен


dΦ – δVF´(V) dt = dF – F´(V)dV – δVF´(V) dt,
(7.14)

(так как n = F´(V) остается постоянным в течение этого короткого интервала d t, член Vd F´(V) = 0).

Чтобы получить выражение для d F, используем лемму Ито: dF = 
= F'(V) dV + 1/2 F''(V) (dV)2.

Подставляя полученное выражение в выражение для полного дохода портфеля, видим, что он равен F´(V)dV + 1/2F"(V)(dV)2 – F´(V)dV – δVF´(V)dt = 
= 1/2F"(V)(dV)2 – δVF´(V)dt.

Из (7.11) следует, что (dV)2 = σ2V2dt, поэтому доход портфеля равен 1/2σ2V2F"(V)dt – δVF´(V)dt.
Заметим, что этот доход безрисковый (выбран n = F´(V), чтобы сделать портфель безрисковым). Следовательно, чтобы исключить арбитражные возможности, полный доход за время d t должен равняться 

Φrdt = r(F – F´(V)V)dt, т. е. 1/2σ2V2F"(V)dt – δVF´(V)dt = r(F – F´(V)V)dt.

Деля обе части на dt и переупорядочивая слагаемые, получаем следующую формулу для F(V):


1/2 σ2V2F"(V) + (r – δ)V F´(V) – rF = 0.
 (7.15)
Дальнейшие рассуждения этого раздела проведем в несколько большей общности, используя вместо безрисковой ставки r любой коэффициент дисконтирования ρ (совпадающий в нашей задаче с r).

Получение общего и частного решений. F(V) должна удовлетворять следующим граничным условиям:


F(0) = 0;
(7.16)


F(V*) = V* – I;
(7.17)


F'(V*) = 1.
(7.18)

Условие (7.16) возникает из наблюдения, что если V = 0, то она будет оставаться нулем (см. (7.11)). Следовательно, если V = 0, то опцион инвестировать не будет иметь никакой ценности.

Условия (7.17)–(7.18) возникают из рассмотрения оптимальных инвестиций.

V* – цена, при которой оптимально инвестировать. Условие (7.17) – это условие непрерывности ценности. При инвестировании фирма получает чистый доход V* – I. Условие (7.18) есть условие гладкости. Если бы F(V) не была непрерывная и гладкая в критической точке V*, то лучше было бы осуществить инвестиции в другой точке.

Уравнение (7.17) имеет другую интерпретацию: V* – F(V*) = I. Когда фирма инвестирует, она получает доход V*, но теряет возможность, или опцион, инвестировать, ценность которого F(V). Другими словами, ее выигрыш, чистый от альтернативных издержек, равен V – F(V). Критическое значение V* – это величина, при которой чистый выигрыш равен прямым затратам инвестирования I. 

Наконец, можно записать V* = F(V*) + I, полагая, что ценность проекта равна полным издержкам (прямым затратам плюс альтернативным издержкам) наших инвестиций.

Можно заметить, что уравнение (7.15) второго порядка является однородным и линейным относительно зависимой переменной F и ее производных, поэтому его общее решение может быть выражено как линейная комбинация любых двух независимых решений. Если взять функцию AVβ, то увидим, что она удовлетворяет уравнению (7.15) при условии, что β есть корень квадратный уравнения


1/2 σ2β(β – 1) + (ρ – δ)β – ρ = 0.
(7.19)

Найдем корни этого уравнения: 
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При этом β1 > 1, β2 < 0, поэтому общее решение (7.15) может быть записано как

F(V) = A1Vβ1 + A2Vβ2,

где A1, A2 – константы, которые нужно определить. Из условия (7.16), A2 =
= 0, поэтому 
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Подставляя (7.20) в (7.17) и (7.18), находим:
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Уравнения (7.20)–(7.22) дают ценность инвестиционной возможности и оптимальное инвестиционное правило. Фирма должна инвестировать в рассматриваемый проект если и только если ценность этого проекта V превосходит величину затрат не менее, чем в 
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Так как β1 > 1 , то 
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 и V* > I, таким образом, простое правило NPV является некорректным. Неопределенность и необратимость приводят к наличию клина между критическими значениями V* и I. Размер этого клина – множитель 
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, поэтому важно изучить его величину для реальных значений параметров и изменение величины этого множителя в ответ на изменения этих параметров.
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Исследование решения. Обозначим левую часть уравнения (7.19) через Q. Таким образом, Q – функция β.
Коэффициент при 
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 положителен, поэтому парабола имеет такой вид, как на рис. 7.4. Q(1) = – δ < 0, 
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 т. е. график пересекает горизонтальную ось справа от 1 и слева от 0. Один корень, назовем его 
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, больше 1, а другой, назовем его 
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, отрицательный.
Рассмотрим поведение 
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С другой стороны, непосредственно 
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Из графика рис. 7.4 видно, что 
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Следовательно, 
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 Другими словами, с ростом 
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 значение 
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 уменьшается, и следовательно 
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 увеличивается. Чем больше неопределенность относительно будущего значения 
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V

 тем больше клин между 
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 и I, т. е. тем большую избыточную доходность фирма будет требовать прежде, чем она захочет сделать необратимые инвестиции.

Легко проверить, что:
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 возрастает, когда δ возрастает, т. е. более высокая δ означает меньший клин 
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 уменьшается, когда 
[image: image798.wmf]r

 возрастает, т. е. более высокое 
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 ведет к увеличению клина.

Если 
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 т. е. фирма никогда не будет инвестировать, если 
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Теперь рассмотрим, что произойдет, если 
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То есть эти результаты совпадают с детерминистским случаем. 

Рассмотрим поведение β1 при стремлении σ к 0 и к +
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очевидно, что
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Поскольку 
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Проверим, что β1 > 1, исходя из условия 0 < α < 
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Проверим, что 
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Проверим, что 
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Проверим, что 
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7.6. Задача об инвестициях с переменной функцией затрат

Рассмотрим более общую ситуацию, когда и затраты на проект (первоначальные вложения) I, и поток платежей, связанный с проектом (релевантный, инкрементальный денежный поток) P являются неопределенными и сле​дуют геометрическому броуновскому движению. Предположим, что неоп​ределенность этих двух случайных процессов коррелирована из-за некоторых общих макроэкономических воздействий. Таким образом, предположим, что 
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причем 
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 где W обозначает винеровский процесс.

Денежный поток инвестиционного проекта P следует геометрическому броуновскому движению: 
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, и его ожидаемое значение растет с темпом α. Если будущие доходы дисконтируются по ставке μ, то ожидаемая сегодняшняя ценность V проекта, когда текущее значение денежного потока (платеж в настоящий момент) есть P, равняется 
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потому что 
[image: image843.wmf][

]

[

]

,

P

EdPEPdt

=a

 откуда 
[image: image844.wmf][

]

[

]

0

,

P

t

EPEPe

a

=

 и в частности 
[image: image845.wmf][

]

[

]

()

.

P

st

st

EPEPe

a-

=



[image: image846.wmf]t

P

d

 есть ожидаемая в момент времени t сегодняшняя стоимость потока платежей Ps(s ≥ t), когда начальный уровень равен Pt, потому что 
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, а дисконтирование производится по подходящей скорректированной на риск ставке μ.

Модель оценки доходности финансовых активов (CAPM) позволяет нам определить скорректированную на риск ставку дисконтирования μ. Для этого нужно, чтобы стохастические флуктуации P реплицировались финансовыми рынками, т. е. чтобы существовал торгуемый на финансовом рынке актив или чтобы можно было построить динамический портфель из торгуемых на финансовом рынке активов, полностью коррелированный с P. Для простоты рассмотрения можно предположить, что выпуск данного проекта непосредственно торгуется. В этом случае ставка дисконтирования μ будет рыночной скорректированной на риск ожидаемой нормой доходности P. 

Имеем, как и ранее, 
[image: image849.wmf]pm
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, где r – ставка дисконтирования, соответствующая безрисковому денежному потоку; 
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 – рыночная премия за риск; ρpm – коэффициент корреляции между данным активом, который отслеживает P и всем рыночным портфелем (
[image: image851.wmf]m

r

 – ожидаемая доходность рынка, 
[image: image852.wmf]m

s

 – стандартное отклонение этой доходности).

Инвесторы согласятся держать выпуск проекта или актив, полностью коррелированный с P, только если они получают ожидаемую полную норму доходности μ. Отсюда α принимает форму (входит в выражение) как ожидаемое увеличение капитала (capital gain). Остаток δ должен представлять собой некоторый род дивиденда. Если, например, выпуск является складируемым товаром (нефть или медь), то δ представляет собой чистую предельную доходность от удобства хранения, т. е. поток выгод за вычетом затрат на хранение, которую производит последняя единица хранения. Эти выгоды могут включать в себя увеличение возможности бесперебойного производства, избежание остановок, облегчение планирования производства и сбыта. 

«Доходы от удобства» являются причиной того, что фирмы держат предметы, внесенные в инвентарь, даже если ожидаемый прирост от них ниже скорректированной на риск ставки или даже отрицательный. Обычно ожидают, что для большинства товаров предельная доходность хранения обратно пропорционально зависит от полного количества запаса.

Будем считать δ экзогенно заданным параметром, хотя на практике она может меняться, и мы также можем учесть это в нашей модели.

Когда некоторые основные параметры меняются, равновесное соотношение μ – α = δ по-прежнему должно выполняться, но какие из трех величин изменить для восстановления равновесия, зависит от лежащей в основе технологии. Мы предполагаем, что безрисковая ставка r и рыночная цена риска φ, будучи свойствами всего рынка, являются экзогенными для нашего анализа.

Когда σ цены актива, приносящего P, возрастает, μ также должно возрасти. Если σ есть фундаментальная рыночная постоянная, тогда α должно меняться в соответствии с изменением μ. Однако, если α – фундаментальная рыночная постоянная, то σ должна меняться, например, может измениться полное количество запасов. Когда исследуются воздействия изменений δ на инвестиционное решение фирмы, ответ будет зависеть от того, какая из этих точек зрения принимается. Вообще говоря, δ будем рассматривать как основной параметр и допускать изменения α.

Ценность опциона инвестировать зависит от 
[image: image853.wmf]t
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 и от I. Интуитивно ожидаем, что этот опцион будут держать на руках, когда 
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 низкая или I высокие, и будут исполнять, когда 
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 становится достаточно высокой для данной I или же I становятся достаточно низкими для данной 
[image: image856.wmf]t
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.
Рисунок 7.5 показывает предполагаемые области на плоскости (I, P), соответствующие ожиданию и принятию инвестиционного проекта, и границ, разделяющих их.
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Здесь важно сделать свои интуитивные представления более точными и развить аналитический метод нахождения границы двух областей, и тем самым – определения оптимального инвестиционного правила.
Дальнейшие шаги должны быть привычными. Пусть F(P, I) – ценность опциона инвестировать. Надо найти уравнение для него. Предполагаем, что и утопленные затраты, и цена выпуска потока платежей покрываются (spanned), или реплицируются существующими активами и поэтому работаем с активами, цены которых равны соответственно P и I. Назовем эти активы для краткости «выпуск» и «капитал». Рассмотрим портфель, состоящий из одной единицы нашего опциона F, короткой позиции относительно m единиц выпуска и короткой же позиции относительно n единиц капитала. Ценность такого портфеля 
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Рассмотрим изменение ценности портфеля за короткий временной интервал dt. С помощью леммы Ито получаем: 
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Заметим, что dP и dI в правой части уравнения стохастические, однако положив 
[image: image860.wmf]I
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, избавимся от этих слагаемых и сделаем наш портфель безрисковым. Тогда держатель портфеля за интервал времени (t, t + dt) будет иметь безрисковое увеличение капитала 
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Держатель портфеля также должен выполнить платеж, соответствующий доходности от удобства выпуска и капитала, держателям длинной позиции. Таким образом, доход от портфеля равен
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Доход от нашего портфеля по безрисковой ставке за короткий временной промежуток dt равняется Фrdt.

Из условия отсутствия арбитража следует:
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откуда, группируя слагаемые, получаем следующее основное уравнение: 
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Это уравнение в частных производных, так как есть две неизвестные переменные P и I. Оно справедливо в той области плоскости (P, I), где оптимально держать опцион неисполненным. На границе данной области, где опцион немедленно исполняется, 
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Должны также выполняться условия гладкого склеивания (касательные плоскости на границе должны совпадать): 
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Данное дифференциальное уравнение вместе с граничными условиями должно определить положение самой границы и породить решение для функции F в области ожидания. Тот факт, что граница является неизвестной, делает задачу очень трудной. Теория дифференциальных уравнений в частных производных очень мало что может сказать о задачах со «свободной границей». Аналитическое решение существует редко, а численные методы разрабатываются для каждой частной ситуации в отдельности. В принципе ситуация не отличается от этой задачи даже когда только цена является неопределенной; инвестиционный порог Р* неизвестен и является точкой свободной границы, которая разделяет одномерную область значений Р, где инвестиции делаются, от области, где они не делаются. К счастью, в рассматриваемом случае естественная однородность задачи позволяет свести ее к одному измерению.

Если текущие значения Р и I удвоить, то удвоится ценность проекта и таким образом затраты на инвестирование. Оптимальное решение, следовательно, должно зависеть только от отношения р = Р/I и, следовательно, граница на рисунке должна представлять собой луч из начала координат. Соответственно, ценность опциона должна быть однородной степени 1 от (P, I), позволяя записать: F(P,I) = If(P/I) = If(p), где f – функция, подлежащая определению. Последовательно дифференцируя, получаем:

Fp (p, I) = f '(p), FI(p, I) = f (p) – pf ''(p);
Fpp(p, I) = 
[image: image868.wmf]"()

fp

I

;
FpI = – pf ''(p)/I;    FII'(p,I) = p2f ''(p)/I.

Подставляя эти выражения в дифференциальное уравнение и группируя слагаемые, получаем:
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Это обыкновенное дифференциальное уравнение для неизвестной функции f (p) от скалярной независимой переменной p.

Граничные условия принимают вид

f (p) =
[image: image870.wmf]/1

p

p

d-

, f '(p) = 1/
[image: image871.wmf]р

d

, f(p) – pf '(p) = –1.
Любое из этих трех условий можно вывести из двух других, (fun​damental quadratic) нашего дифференциального уравнения имеет вид
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Пусть 
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 – больший корень. Если 
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 и 
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 больше нуля (как мы предполагали), то 
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 > 1. Тогда находим
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Этот луч, проходя через начало координат, разделяет области ожидания и инвестирования в плоскости (Р, I). Если 
[image: image878.wmf]p
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 и 
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 увеличиваются, 
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 будет убывать и множитель 
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 возрастать. Однако множитель будет убывать, если 
[image: image882.wmf]r

 возрастает; при сохранении постоянными вариаций P и I, чем больше будет ковариация между изменениями в Р и I, тем меньше неопределенность в их отношении и, следовательно, ценность ожидания будет уменьшаться.

7.7. Задача о поглощении

Синергетический эффект слияния/поглощения. Слиянием называют любую форму объединения двух или большего числа существующих фирм в единую фирму. Именно здесь специалисты по теории финансов чаще всего говорят о синергетическом эффекте.

«Синергия – условие, состоящее в том, что общий результат превосходит сумму сложенных эффектов; при синергетическом слиянии стоимость после слияния превосходит сумму отдельных фирм до слияния. Если существует синергия, то целое – это больше, чем сумма его частей. Синергией также называют: 2 плюс 2 равняется 5» [Бригхэм, 1998].

Бригхэм и Гапенски [Бригхэм, 2004] выделяют четыре основных источника синергетического эффекта:

1) операционная экономия, возникающая в результате возрастающей отдачи от масштаба в управлении, маркетинге, производстве и распределении;

2) финансовая экономия, проявляющаяся в снижении издержек по обслуживанию долга, увеличении способности компании по привлечению заемных средств, лучшей подготовке сделок аналитиками;

3) дифференциальная эффективность, означающая, что управление одной из фирм было неэффективным и после слияния ее активы станут более производительными;

4) возросшая рыночная мощь как результат ослабления конкуренции.

Постановка задачи о поглощении. Предположим, что поведение фир​мы-поглотителя и фирмы-мишени рационально, обе стороны обладают совершенной информацией и одинаково прогнозируют будущее, и попробуем рассмотреть процесс слияния-поглощения с позиций известного метода реальных опционов [Dixit, 1993]. Пусть фирма A собирается поглотить фирму B и 
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 – ценность фирмы B, 
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 – ценность объединенной фирмы, 
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 – ценность для фирмы A проекта поглощения фирмы B, I – плата фирмы A акционерам фирмы B за покупку их фирмы. Таким образом сделка возможна, только если 
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Предположим, что ценность фирмы 
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 и ценность инвестиционного проекта 
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, как обычно, представляют собой геометрические броуновские движения: 
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 – темпы роста и волатильности соответствующих процессов; 
[image: image893.wmf]dw

 – приращение винеровского случайного процесса.

Анализ проведем в три этапа. Сначала будем считать, что каждая сторона рассматривает цену, которую предлагает другая сторона, как данную. Рассмотрим поведение фирмы B, которая получила предложение о продаже, и установим, какой должна быть предлагаемая цена, чтобы фирма B согласилась на данное предложение. Построим безрисковый портфель 
[image: image894.wmf]F

, состоящий из одного опциона 
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[image: image897.wmf]B

V

. 

Ценность такого портфеля: 
[image: image898.wmf]()()
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 единиц актива 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image911.wmf]()
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и можно увидеть, что портфель действительно безрисковый. Так как портфель безрисковый, условие отсутствия арбитража имеет вид 
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Общее решение уравнения (7.23) имеет вид 
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Граничные условия имеют вид 
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 – критическая ценность фирмы B, т. е. такая ценность данной фирмы, что оптимальное правило продажи требует продавать фирму B, если 
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Фирме B следует принять предложение фирмы A относительно продажи фирмы B, если
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и отвергнуть его в противном случае.

Теперь, зная, что цена 
[image: image934.wmf]I

, на которую может согласиться фирма B, равна произведению некоторой константы 
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 на ценность фирмы B, рассмотрим поведение фирмы A. Очевидно, что определяя для себя оптимальное правило инвестирования, фирма A рассматривает не только изменение во времени своей собственной ценности и ценности фирмы B, но и изменение во времени цены продажи фирмы B. Точно так же и фирма B при определении своего оптимального инвестиционного правила рассматривает изменение во времени не только своей собственной ценности и ценности фирмы A, но и цены покупки, предлагаемой фирмой A.

Теперь ценность опциона инвестировать является функцией 
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Предполагая, что на рынке существуют реплики для 
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где 
[image: image950.wmf]r

– коэффициент корреляции между 
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Для того чтобы портфель 
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. Держатель короткой позиции должен платить держателю длинной позиции поток дивидендов 
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С другой стороны, доходность портфеля 
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 должна равняться безрисковой доходности 
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Граничные условия имеют следующий вид:
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Теперь воспользуемся однородностью и сведем дифференциальное уравнение в частных производных (7.25) к обыкновенному дифференциальному уравнению. Обозначим 
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Подставляя данные выражения в уравнение (7.25), получаем:
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откуда, приводя подобные и деля на 
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[image: image975.wmf]222

1

(2)()0.

2

DDBBBDB

pfpff

¢¢¢

s-rss+s+d-d-d=

 
(7.26)

Граничные условия принимают вид
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Любое из трех граничных условий (7.27)–(7.29) может быть выведено из двух остальных. Общее решение уравнения (7.26) имеет вид

[image: image979.wmf]12

12

()

fpApAp

bb

=+

,

где 
[image: image980.wmf]12

,

bb
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где 
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Разделив (7.31) на (7.32), видно, что 
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Иными словами, 
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Оптимальное инвестиционное правило для фирмы A выглядит следующим образом. Фирма A должна покупать фирму B тогда и только тогда, когда
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где 
[image: image994.wmf]1
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определяется выражением (7.30). 

Зная теперь, что цена покупки, на которую может согласиться фирма A, равна произведению некоторой константы 
[image: image995.wmf]D
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 на ценность 
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 для фирмы A проекта покупки фирмы B, рассмотрим поведение фирмы B. Задавшись вопросом, когда же акционерам фирмы B следует продавать свою фирму, мы, очевидно, получим то же самое дифференциальное уравнение (7.26), а граничные условия теперь примут вид 
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и мы придем к решению
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где 
[image: image1001.wmf]1
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 – положительный корень уравнения (7.30). Таким образом, оптимальное правило продажи для фирмы B выглядит следующим образом. Фирме B следует откликнуться на предложение фирмы A тогда и только тогда, когда
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Из (7.33) видим, что 
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Таким образом, если собственники фирмы B немедленно получают кроме рыночной стоимости своей фирмы еще и процент 
[image: image1012.wmf]q

 ее рыночной стоимости в виде премии за продажу, т. е. получают 
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 сегодня же, то собственники фирмы A получают от поглощения фирмы B в течение всей будущей деятельности фирмы A инкрементальный денежный поток, чистая приведенная стоимость которого равна 
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, но сегодня и в ближайшем будущем они, скорее всего, терпят одни лишь убытки.

7.8. Цена опциона. Формула Блэка–Шоулса 

Опцион( как экономическое явление – это оформленное договором право купить, продать (или отказаться от сделки) на протяжении договорного срока и по фиксированной договорной цене определенный объем валюты, любых товаров, ценных бумаг (включая производные бумаги) либо получить определенный доход от финансового вложения или денежного займа (в виде разностной величины, фиксированного размера, процента).

Покупатель опциона – сторона договора, приобретающая право на покупку, продажу либо на отказ от сделки. Другими словами, это держатель опциона.

Продавец опциона – сторона договора, обязанная поставить или принять предмет сделки по требованию покупателя. Другими словами, это лицо, подписавшее опцион.

Опцион на покупку («колл», call) – это право, но отнюдь не обязанность, держателя опциона получить от лица, подписавшего опцион, определенную имущественную ценность (акцию, заем, фьючерсный контракт и т. д.) в заданный будущий момент времени (или в любой момент определенного промежутка времени) по заранее установленной цене.

Опцион на продажу («пут», put) – данное право, но отнюдь не обязанность, продать имущественную ценность в определенный будущий момент (или промежуток) времени по заранее оговоренной цене.

Различают европейский опцион, при котором это право может быть реализовано только в момент наступления срока истечения опционного контракта, и американский опцион, при котором это право может быть реализовано в любое время в пределах опционного срока.

Обозначим:

S – спот-цена базисного актива, т. е. сегодняшний биржевой курс того продукта, на покупку или продажу которого заключается опционный контракт,

K – страйк, т. е. та цена купли-продажи, которая оговорена в опционе,

T – оставшийся срок (в годах) до даты истечения контракта,


[image: image1015.wmf]s

 – волатильность биржевого курса базисного актива, т. е. среднеквадратическое отклонение изменения в единицу времени цены того блага, на которое заключается опционный контракт,
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 – безрисковая ставка процента (годовая).

Теоретическая (равновесная) цена европейского call-опциона, согласно формуле Блэка–Шоулса, равна
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где 
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; N – функция распределения стандартного нормального закона; 
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Теоретическая (равновесная) цена европейского put-опциона, согласно формуле Блэка–Шоулса, равна:


[image: image1020.wmf](

)

(

)

(

)

21

1

T

F

PKrNdSNd

-

=+---

,

где 
[image: image1021.wmf](

)

(

)

(

)

2

1

lnln10,5

F

SKrT

d

T

+++s

=

s

; 
[image: image1022.wmf]21
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; N – стандартная нормальная функция распределения.

Часто вместо безрисковой годовой процентной ставки 
[image: image1023.wmf]F
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 в формулах Блэка–Шоулса используется более удобная для теоретического рассмотрения номинальная годовая безрисковая процентная ставка при условии непрерывного начисления процентов, другими словами – сила роста непрерывно начисляемых процентов 
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, связанная с 
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 соотношением 
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. Тогда все формулы Блэка–Шоулса очевидным образом модифицируются заменой 
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Цена, по которой можно купить опцион, называется его премией.

Рассмотрим вывод дифференциального уравнения Блэка–Шоулза. Пред​положим, что цена актива S подчинена закону геометрического броуновского движения:
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Предположим, что f  – цена производного финансового инструмента на S. Тогда  f должна быть некой функцией от S и f. Следовательно, по лемме Ито
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Построим динамический портфель, состоящий из короткой позиции по одной единице производного инструмента f и длинной позиции по 
[image: image1034.wmf]f
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 единицам актива 
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. Тогда ценность портфеля Π равна 
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Так как полученное выражение не содержит члена с 
[image: image1040.wmf],
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 портфель Π остается безрисковым в течение короткого промежутка времени 
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 и должен поэтому из условия отсутствия арбитража приносить за время 
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 такую же доходность на вложенный капитал, как и любой другой краткосрочный безрисковый финансовый актив, т. е.
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где r – безрисковая процентная ставка. Таким образом, получаем
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или


[image: image1045.wmf]2

22

2

1

2

fff

rSSrf

tS

S

¶¶¶

++s=

¶¶

¶

.

Получено дифференциальное уравнение Блэка–Шоулза. Оно имеет множество решений, соответствующих всем различным производным финансовым инструментам, которые можно определить на основе актива S. Получаемые частные решения зависят от различных граничных условий, соответствующих тому или иному производному инструменту. Для европейского call-опциона основное граничное условие имеет вид 
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, где K – страйк, а T – срок исполнения опциона. В случае же европейского put-опциона оно принимает вид: 
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7.9. Задачи теоретических основ электротехники, полезные 
для экономического образования, на решение стохастических 
дифференциальных уравнений

Рассмотрим последовательный RLC-контур, подключенный к источнику напряжения E(t). Заряд на емкостном элементе в момент времени t удовлетворяет дифференциальному уравнению 
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Предположим, что некоторые коэффициенты – скажем, правая часть уравнения – не являются детерминированными, а имеют вид
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где «шум» представляет собой броуновское движение 
[image: image1053.wmf]t
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 с постоянным множителем 
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. Дифференциальное уравнение, коэффициенты которого могут быть случайными величинами, называется стохастическим дифференциальным уравнением. Введем вектор
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и получим систему дифференциальных уравнений:
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или, в матричных обозначениях,
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где 
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 – одномерное броуновское движение.

Перепишем полученное двумерное стохастическое дифференциальное уравнение (7.35) в следующем виде
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где для произвольной (n × n)-матрицы F определяем exp(F) как (n × n)-матрицу, задаваемую рядом 
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Для решения дифференциального уравнения (7.36) воспользуемся двумерным вариантом формулы Ито (теорема 7.17). Применим его к функции 
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Подстановка (7.37) в (7.36) дает
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или
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Интегрируя по частям (теорема 7.16), получаем:
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