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О простом изотопическом классе
диффеоморфизма “источник-сток” на 3-сфере

В. З. Гринес, О. В. Починка

Полученные результаты относятся к решению проблемы Палиса–Пью о су-
ществовании дуги с конечным или счетным множеством бифуркаций, соеди-
няющей две системы Морса–Смейла на гладком замкнутом многообразии 𝑀𝑛.
Ньюхаус и Пейшото показали, что для потоков такая дуга существует для любо-
го 𝑛, более того, она является простой. Однако существуют изотопные диф-
феоморфизмы, которые не могут быть соединены простой дугой. Для 𝑛 = 1
это связано с наличием числа вращения Пуанкаре, а для 𝑛 = 2 – с возмож-
ностью существования периодических точек разных периодов и гетероклини-
ческих орбит. В настоящей работе в размерности 𝑛 = 3 обнаруживается новое
препятствие к существованию простой дуги, связанное с диким вложением всех
сепаратрис седловых точек, и находятся необходимые и достаточные условия
того, что диффеоморфизм Морса–Смейла без гетероклинических пересечений
на 3-сфере соединяется простой дугой с диффеоморфизмом “источник-сток”.
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Введение

Настоящая работа посвящена решению проблемы Палиса–Пью о существовании
дуги с конечным или счетным множеством бифуркаций, соединяющей две системы
Морса–Смейла на гладком замкнутом многообразии [1]. В [2] Ньюхаусом и Пей-
шото было доказано, что любые векторные поля Морса–Смейла соединяются про-
стой дугой. Простота означает, что вся дуга состоит из систем Морса–Смейла за
исключением конечного множества точек, в которых векторное поле в определенном
смысле наименьшим образом отклоняется от системы Морса–Смейла1.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследо-
ваний (гранты №№ 12-01-00672, 13-01-12452-офи-м) и гранта Минобрнауки РФ в рамках государ-
ственного задания на оказание услуг в 2012–2014 гг. подведомственными высшими учебными заве-
дениями (шифр заявки 1.1907.2011).

1В работе [2] дается развернутое изложение понятия простой дуги в пространстве векторных
полей на данном многообразии. В разделе 1 настоящей работы приведено строгое определение
простой дуги в пространстве диффеоморфизмов, которое идейно схоже с соответствующим опре-
делением для потоков.

c○ В. З. Гринес, О.В. Починка, 2013
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Для дискретных динамических систем ситуация иная. Два сохраняющих ориен-
тацию диффеоморфизма Морса–Смейла на окружности могут быть соединены про-
стой дугой (см. определение 1 ниже), если и только если они имеют одинаковые чис-
ла вращения. Как следует из работ Матсумото [3] и Бланшара [4], любая ориентиру-
емая замкнутая поверхность допускает изотопные диффеоморфизмы Морса–Смей-
ла, которые не могут быть соединены простой дугой. Говорят, что два изотопных
диффеоморфизма Морса–Смейла принадлежат одному и тому же простому изо-
топическому классу, если они могут быть соединены простой дугой. Из работы [4]
следует, что существует бесконечно много простых изотопических классов диффео-
морфизмов Морса–Смейла на любой ориентируемой поверхности внутри изотопи-
ческого класса, допускающего диффеоморфизмы Морса–Смейла.

В размерности 3 проблема существования простой дуги осложняется наличием
диффеоморфизмов Морса–Смейла, у которых сепаратрисы седловых периодиче-
ских точек являются дико вложенными в несущее многообразие. Первый “дикий”
пример был построен Пикстоном в [5]. Этот диффеоморфизм принадлежит классу
(названному нами в [6] классом Пикстона), состоящему из трехмерных диффеомор-
физмов Морса–Смейла, у которых неблуждающее множество состоит ровно из четы-
рех точек: двух стоков, источника и седла (см. рис. 1). Как следует из [7], любой
диффеоморфизм Пикстона соединяется простой дугой с некоторым диффеоморфиз-
мом “источник-сток”. Этот эффект связан с тем, что для любого диффеоморфизма
из класса Пикстона по крайней мере одна одномерная сепаратриса седловой точки
является ручной [8]. C помощью операции связной суммы двух 3-сфер, на которых
заданы диффеоморфизмы из класса Пикстона с дико вложенными сепаратрисами,
несложно сконструировать диффеоморфизм, у которого все сепаратрисы всех седел
являются дико вложенными (см. рис. 1, где выделены 3-шары для образования связ-
ной суммы), в работе доказано, что такой диффеоморфизм не соединяется простой
дугой с диффеоморфизмом “источник-сток”. Основным результатом работы явля-
ется нахождение необходимых и достаточных условий существования простой дуги,
соединяющей диффеоморфизм Морса–Смейла без гетероклинических пересечений
с диффеоморфизмом “источник-сток”.

Следует заметить, что ключевым техническим моментом для решения постав-
ленной задачи явился доказанный в разделе 3 результат, утверждающий, что любой
диффеоморфизм из рассматриваемого класса, отличный от диффеомофизма “источ-
ник-сток”, обладает стоковой или источниковой периодической точкой, в области
притяжения или отталкивания которой лежит единственная седловая сепаратри-
са, при этом эта сепаратриса является одномерной и ручной. Этот факт позволя-
ет использовать нетривиальный результат работы [7] для построения простой дуги
от данного диффеоморфизма к диффеоморфизму Морса–Смейла, число седловых
периодических орбит которого меньше на одну, чем у исходного2.

1. Формулировка результатов

Пусть Diff(𝑀𝑛) – пространство диффеоморфизмов на замкнутом многообразии
𝑀𝑛, снабженное 𝐶1-топологией. Гладкой дугой в Diff(𝑀𝑛) называется гладкое отоб-

2В работе [7] установлено, что любой диффеоморфизм Морса–Смейла без гетероклинических
пересечений, неблуждающее множество которого состоит из четырех неподвижных точек, соеди-
няется простой дугой с диффеоморфизмом “источник-сток”, посредством бифуркации седло-узел.
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Рис. 1. Связная сумма двух диффеоморфизмов Пикстона

ражение 𝜉 : 𝑀𝑛 × [0, 1] → 𝑀𝑛, или, что эквивалентно, гладко зависящее от 𝑡 семей-
ство диффеоморфизмов

{𝜉𝑡 ∈ Diff(𝑀𝑛), 𝑡 ∈ [0, 1]}.

Пусть KS(𝑀𝑛) – множество всех диффеоморфизмов Купки–Смейла, т.е. диф-
феоморфизмов, периодические орбиты которых гиперболические и их устойчивые
и неустойчивые многообразия трансверсальны. Диффеоморфизмы Купки–Смейла
с конечным неблуждающим множеством образуют множество MS(𝑀𝑛) диффеомор-
физмов Морса–Смейла. Для гладкой дуги 𝜉 множество

𝐵(𝜉) = {𝑏 ∈ [0, 1], 𝜉𝑏 /∈ KS(𝑀𝑛)}

называется бифуркационным множеством. В силу [9] для типичного множества
дуг (являющегося пересечением открытых плотных подмножеств в пространстве
гладких дуг) бифуркационное множество является счетным и каждый диффеомор-
физм 𝜉𝑏, 𝑏 ∈ 𝐵(𝜉) с точностью до направления движения по дуге претерпевает
одну из следующих бифуркаций: седло-узел, удвоение периода, бифуркацию Хопфа,
гетероклиническое касание (см. точные определения бифуркаций в разделе 2 ниже).

Определение 1. Дуга 𝜉 называется простой, если бифуркационное множест-
во 𝐵(𝜉) конечно, 𝜉𝑡 ∈ MS(𝑀𝑛) для любого 𝑡 ∈ ([0, 1] ∖ 𝐵(𝜉)) и бифуркации имеют
один из следующих типов:

∙ седло-узел3;
∙ удвоение периода;
∙ гетероклиническое касание.

3Бифуркация седло-узел состоит в исчезновении двух гиперболических периодических орбит
одного и того же периода. В настоящей работе мы будем предполагать, что одна из этих орбит
является узловой, другая – седловой.
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Простейшим диффеоморфизмом Морса–Смейла является диффеоморфизм “ис-
точник-сток”. Неблуждающее множество такого диффеоморфизма состоит из двух
точек: источника и стока, а объемлющее многообразие гомеоморфно сфере. В рабо-
те [7] было установлено, что любые диффеоморфизмы “источник-сток” на S3 при-
надлежат одному и тому же простому изотопическому классу, который мы будем
обозначать 𝐼𝑁𝑆 . В настоящей работе мы покажем, что этот класс не исчерпывает-
ся диффеоморфизмами “источник-сток”, и опишем все его элементы, являющиеся
диффеоморфизмами без гетероклинических пересечений (пересечений устойчивых
и неустойчивых многообразий различных седловых точек).

Пусть 𝑓 ∈ MS(𝑀3), 𝜎 – седловая точка диффеоморфизма 𝑓 и ℓ𝑢
𝜎 – неустойчивая

сепаратриса (компонента связности множества 𝑊𝑢
𝜎 ∖ 𝜎). Число per(ℓ𝑢

𝜎) ∈ N назы-
вается периодом сепаратрисы ℓ𝑢

𝜎, если 𝑓per(ℓ𝑢
𝜎)(ℓ𝑢

𝜎) = ℓ𝑢
𝜎 и 𝑓𝑚(ℓ𝑢

𝜎) ̸= ℓ𝑢
𝜎 для любого

натурального числа 𝑚 < per(ℓ𝑢
𝜎). Если сепаратриса ℓ𝑢

𝜎 не участвует в гетероклини-
ческих пересечениях, то cl(ℓ𝑢

𝜎)∖(ℓ𝑢
𝜎∪𝜎) = {𝜔}, где 𝜔 – стоковая периодическая точка

(см., например, предложение 2.1.3 книги [6]). При этом, если dim 𝑊𝑢
𝜎 = 1, то cl(ℓ𝑢

𝜎)
есть топологически вложенная4 дуга в 𝑀3. Множество ℓ𝑢

𝜎 ∪ 𝜎 является гладким
подмногообразием многообразия 𝑀3. Однако многообразие cl(ℓ𝑢

𝜎) может оказаться
диким в точке 𝜔, в этом случае сепаратриса ℓ𝑢

𝜎 называется дикой, и она называется
ручной в противном случае. Аналогично определяется ручность и дикость устойчи-
вой одномерной сепаратрисы.

Напомним, что динамика любого каскада 𝑓 ∈ MS(𝑀3) может быть представлена
следующим образом (см., например, главу 2.2 книги [6]). Обозначим через Ω𝑞

𝑓 , 𝑞 =
0, 1, 2, 3, множество периодических точек 𝑝 таких, что dim 𝑊𝑢

𝑝 = 𝑞. Тогда 𝐴𝑓 =
𝑊𝑢

Ω0
𝑓∪Ω1

𝑓
– связный аттрактор и 𝑅𝑓 = 𝑊 𝑠

Ω3
𝑓∪Ω2

𝑓
– связный репеллер с топологической

размерностью меньшей или равной единице. Множества 𝐴𝑓 и 𝑅𝑓 не пересекаются, и
каждая точка из множества 𝑉𝑓 = 𝑀3 ∖ (𝐴𝑓 ∪𝑅𝑓 ) является блуждающей и движется
под действием 𝑓 от 𝑅𝑓 к 𝐴𝑓 .

Будем говорить, что 𝐴𝑓 и 𝑅𝑓 разделяются 2-сферой, если существует гладкая
2-сфера Σ𝑓 ⊂ 𝑉𝑓 такая, что 𝐴𝑓 и 𝑅𝑓 принадлежат различным компонентам связно-
сти 𝑀3 ∖ Σ𝑓 (см. рис. 2).

Обозначим через MS0(𝑀3) класс диффеоморфизмов Морса–Смейла без гетеро-
клинических пересечений на 3-многообразии 𝑀3. Основным результатом работы
является следующая теорема.

Teopeма 1. Диффеоморфизм 𝑓 ∈ MS0(S3) принадлежит классу 𝐼𝑁𝑆 , если и
только если аттрактор 𝐴𝑓 и репеллер 𝑅𝑓 разделяются 2-сферой.

В разделе 5 устанавливается, что диффеоморфизм, фазовый портрет которого
описан в конце введения (см. рис. 1), не соединяется простой дугой с диффеомор-
физмом “источник-сток”.

4𝐶0-отображение 𝑔 : 𝐵 → 𝑋 называется топологическим вложением топологического многооб-
разия 𝐵 в многообразие 𝑋, если оно гомеоморфно отображает 𝐵 на подпространство 𝑔(𝐵) с инду-
цированной из 𝑋 топологией. При этом образ 𝐴 = 𝑔(𝐵) называется топологически вложенным
многообразием. Заметим, что топологически вложенное многообразие не является топологиче-
ским подмногообразием в общем случае. Если 𝐴 – подмногообразие, то оно называется ручным
или ручно вложенным; в противном случае 𝐴 называется диким или дико вложенным и точки,
в которых не выполняются условия определения топологического подмногообразия, называются
точками дикости.
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Рис. 2. Диффеоморфизм 𝑓 ∈ MS(𝑀3) с разделенными 2-сферой аттрак-
торм 𝐴𝑓 и репеллером 𝑅𝑓

2. Бифуркации на типичной дуге

Для описания бифуркационного множества типичной дуги мы напомним следу-
ющие понятия.

Пусть 𝑝 – неподвижная точка диффеоморфизма 𝑓 : 𝑀𝑛 → 𝑀𝑛. Дифференци-
ал 𝐷𝑓𝑝 индуцирует разложение касательного пространства 𝑇𝑝𝑀

𝑛 в прямую сумму
инвариантных подпространств

𝑇𝑝𝑀
𝑛 = 𝐸u ⊕ 𝐸c ⊕ 𝐸s.

Линейные отображения 𝐷𝑓𝑝|𝐸u , 𝐷𝑓𝑝|𝐸c , 𝐷𝑓𝑝|𝐸s имеют собственные значения соот-
ветственно внутри, на границе, вне единичного круга. В частности, если dim 𝐸c = 0,
точка 𝑝 является гиперболической. В противном случае существует гладкое инва-
риантное подмногообразие 𝑊 c

𝑝 многообразия 𝑀𝑛, касательное к 𝐸c в точке 𝑝. Оно
называется центральным многообразием негиперболической неподвижной точки.
Центральное многообразие не единственно, но отображения 𝑓 |𝑊 c

𝑝
и 𝑓 |̃︁𝑊 c

𝑝
топологи-

чески сопряжены для любых центральных многообразий 𝑊 c
𝑝 и ̃︁𝑊 c

𝑝 . Кроме того,
точка 𝑝 имеет гладкое устойчивое многообразие

𝑊 s
𝑝 =

{︁
𝑦 ∈ 𝑀𝑛 : lim

𝑘→+∞
𝑓𝑘(𝑦) = 𝑝

}︁
и гладкое неустойчивое многообразие

𝑊 u
𝑝 =

{︁
𝑦 ∈ 𝑀𝑛 : lim

𝑘→−∞
𝑓𝑘(𝑦) = 𝑝

}︁
(см., например, [10]). Центральное, устойчивое и неустойчивое многообразия пери-
одической точки периода 𝑘 определяются как соответствующие многообразия этой
точки как неподвижной точки диффеоморфизма 𝑓𝑘.
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Для определения квази-трансверсального пересечения подмногообразий нам по-
надобится понятие квадратичного дифференциала отображения ℎ : 𝐴 → 𝐵 в точке
𝑥 ∈ 𝐴, где 𝐴, 𝐵 – гладкие многообразия. Для этого напомним, что коядром перво-
го дифференциала ℎ𝑥 : 𝑇𝑥𝐴 → 𝑇𝑓(𝑥)𝐵 называется факторпространство Coker ℎ𝑥 =
𝑇ℎ(𝑥)𝐵/ℎ𝑥(𝑇𝑥𝐴). В локальных координатах 𝑋 : 𝑇𝑥𝐴 → 𝐴, 𝑌 : 𝑇ℎ(𝑥)𝐵 → 𝐵, где

𝑋(0) = 𝑥, 𝑌 (0) = ℎ(𝑥),
𝑑

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

𝑋(𝜁𝑡) = 𝜁,
𝑑

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

𝑌 (𝜁𝑡) = 𝜁,

отображение ℎ запишется в виде

𝜙 : 𝑇𝑥𝐴 → 𝑇ℎ(𝑥)𝐵, где 𝜙 = 𝑌 −1ℎ𝑋.

Ограничение отображения 𝜙 на ядро Ker ℎ𝑥 представляет собой 𝑙 функций 𝜙1, . . . ,
𝜙𝑙 ∈ Coker ℎ𝑥, каждая из которых зависит от 𝑘 переменных 𝜂1, . . . , 𝜂𝑘 ∈ Ker ℎ𝑥.
Квадратичным дифференциалом отображения ℎ в точке 𝑥 называется отображение
ℎ𝑥𝑥 : Ker ℎ𝑥 → Coker ℎ𝑥, имеющее в локальных координатах 𝜂1, . . . , 𝜂𝑘 и 𝜙1, . . . , 𝜙𝑙

вид

(ℎ𝑥𝑥(𝜂1, . . . , 𝜂𝑘))𝑟 =
1
2

𝑘∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕2𝜙𝑟

𝜕𝜁𝑖 𝜕𝜁𝑗
𝜂𝑖𝜂𝑗 , 𝑟 = 1, . . . , 𝑙

(см. подробности в [11]).
Пусть теперь 𝑁1, 𝑁2 – гладкие подмногообразия многообразия 𝑀𝑛, 𝑥 ∈ (𝑁1∩𝑁2),

𝐷1 – локально нормальное дополнение к 𝑁1 в точке 𝑥 и 𝑞 : 𝑀𝑛 → 𝐷1 – естествен-
ная проекция вдоль 𝑁1. Положим 𝑔 = 𝑞|𝑁2 . Говорят, что многообразия 𝑁1 и 𝑁2

имеют квази-трансверсальное пересечение в точке 𝑥, если пространство Coker 𝑔𝑥

гомеоморфно R и выполняется одно из нижеприведенных условий:
a) dim 𝑁1 + dim 𝑁2 > 𝑛 и квадратичный дифференциал 𝑔𝑥𝑥 невырожден;
b) dim 𝑁1 + dim 𝑁2 = 𝑛− 1 и 𝑇𝑥𝑁1 ∩ 𝑇𝑥𝑁2 = {0}.

Для типичного множества дуг 𝜉 диффеоморфизм 𝜉𝑏, 𝑏 ∈ 𝐵(𝜉), с точностью до
направления движения по дуге претерпевает одну из описанных ниже бифуркаций.
На поясняющих рисунках двойными стрелками схематично изображены направле-
ния движения с экспоненциальным сжатием и растяжением, а одинарными стрел-
ками выделены направления движения по центральному многообразию негипербо-
лической точки.

Перейдем непосредственно к описанию возможных типов бифуркаций.

1) Все периодические орбиты диффеоморфизма 𝜉𝑏 гиперболические, за исклю-
чением одной орбиты 𝒪𝑝 точки 𝑝 периода 𝑘, для которой все собственные значе-
ния (𝐷𝑓𝑘)𝑝 по модулю отличны от 1, кроме одного 𝜆 = 1. Устойчивые и неустойчи-
вые многообразия различных периодических орбит диффеоморфизма 𝜉𝑏 пересека-
ются трансверсально и 𝑊 s

𝑝 ∩𝑊 u
𝑝 = {𝑝}. Переход через 𝜉𝑏 сопровождается слиянием

и дальнейшим исчезновением гиперболических периодических точек одного и того
же периода. Такая бифуркация называется седло-узловой (см. рис. 3).

2) Все периодические орбиты диффеоморфизма 𝜉𝑏 гиперболические, за исключе-
нием одной 𝒪𝑝 периода 𝑘, для которой все собственные значения (𝐷𝑓𝑘)𝑝 по модулю
отличны от 1, кроме одного 𝜆 = −1. Устойчивые и неустойчивые многообразия раз-
личных периодических орбит диффеоморфизма 𝜉𝑏 пересекаются трансверсально и

2 Математические заметки, т. 94, вып. 6
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Рис. 3. Бифуркация седло-узел

𝑊 s
𝑝 ∩𝑊 u

𝑝 = {𝑝}. При переходе через 𝜉𝑏 вдоль центрального многообразия аттрак-
тор5 становится репеллером и рождается периодическая гиперболическая орбита
периода 2𝑘. Такая бифуркация называется удвоением периода (см. рис. 4).

Рис. 4. Бифуркация удвоения периода

3) Все периодические орбиты диффеоморфизма 𝜉𝑏 гиперболические, за исключе-
нием одной 𝒪𝑝 периода 𝑘, для которой все собственные значения (𝐷𝑓𝑘)𝑝 по модулю
отличны от 1, кроме одной пары комплексно сопряженных 𝜆, 𝜆̄, где 𝜆 = 𝑒𝑖𝜃, 0 <
𝜃 < 𝜋. Устойчивые и неустойчивые многообразия различных периодических орбит
диффеоморфизма 𝜉𝑏 пересекаются трансверсально и 𝑊 s

𝑝 ∩𝑊 u
𝑝 = {𝑝}. При переходе

через 𝜉𝑏 аттрактор становится репеллером и вблизи него появляется инвариантная
окружность. Такая бифуркация называется бифуркацией Хопфа или бифуркацией
Неймарка–Сакера (см. рис. 5).

4) Все периодические орбиты диффеоморфизма 𝜉𝑏 гиперболические, их устой-
чивые и неустойчивые многообразия имеют трансверсальные пересечения всюду,
кроме одной траектории, вдоль которой пересечение является квази-трансверсаль-
ным. Такая бифуркация называется бифуркацией гетероклинического касания (см.
рис. 6).

5Компактное множество 𝐴 ⊂ 𝑀𝑛 называется аттрактором диффеоморфизма 𝑓 : 𝑀𝑛 → 𝑀𝑛,
если существует окрестность 𝑉 множества 𝐴 такая, что 𝑓(𝑉 ) ⊂ 𝑉 и 𝐴 =

⋂︀
𝑛∈N 𝑓𝑛(𝑉 ). Такая

окрестность называется захватывающей. Множество 𝑅 ⊂ 𝑀𝑛 называется репеллером для 𝑓 , если
оно является аттрактором для 𝑓−1.
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Рис. 5. Бифуркация Хопфа или Неймарка–Сакера

Рис. 6. Бифуркация гетероклинического касания

3. Соотношение между ручными сепаратрисами и простыми дугами

3.1. Условие ручности одномерной сепаратрисы. Этот пункт мы начнем
с необходимых для понимания определений и утверждений; исчерпывающую инфор-
мацию по нижеприведенному материалу можно найти в главе 2.1 книги [6].

Пусть 𝑓 ∈ MS(𝑀3) и 𝜎 – седловая точка 𝑓 такая, что неустойчивая сепаратриса ℓu𝜎
не участвует в гетероклинических пересечениях. Тогда cl(ℓu𝜎)∖(ℓu𝜎∪𝜎) = {𝜔}, где 𝜔 –
стоковая периодическая точка. Для установления типа вложения сепаратрисы ℓu𝜎
используется переход к пространству орбит.

Положим
𝑉𝜔 = 𝑊 s

𝒪𝜔
∖ 𝒪𝜔 и ̂︀𝑉𝜔 = 𝑉𝜔/𝑓.

Тогда естественная проекция 𝑝𝜔 : 𝑉𝜔 → ̂︀𝑉𝜔 является накрытием. Поскольку диффео-
морфизм 𝑓per(𝜔)|𝑊 s

𝜔
топологически сопряжен с гомотетией в R3, то многообразие ̂︀𝑉𝜔

гомеоморфно многообразию S2 × S1. Поскольку 𝑊 u
𝜎 является гладким подмного-

образием 𝑀3 и диффеоморфизм 𝑓per(𝜎)|𝑊u
𝜎

топологически сопряжен с гомотетией

2*
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в Rdim 𝑊u
𝜎 , то множество ̂︀ℓu𝜎 = 𝑝𝜔(ℓu𝜎) является гомотопически нетривиальным глад-

ким подмногообразием многообразия ̂︀𝑉𝜔, т.е. 𝑖̂︀ℓu𝜎*(𝜋1(̂︀ℓu𝜎)) ̸= 0, где 𝑖̂︀ℓu𝜎 : ̂︀ℓu𝜎 → ̂︀𝑉𝜔 –
отображение включения.

В случае dim 𝑊 u
𝜎 = 1 многообразие ̂︀ℓu𝜎 является узлом (гомеоморфным образом

окружности). Узел ̂︀ℓu𝜎 называется тривиальным, если существует гомеоморфизм̂︀𝜙 : ̂︀𝑉𝜔 → S2 × S1 такой, что

̂︀𝜙(̂︀ℓu𝜎) = {𝑥} × S1 для некоторого 𝑥 ∈ S2.

Утверждение 1. Если узел ̂︀ℓu𝜎 является тривиальным в ̂︀𝑉𝜔 , то одномерная
сепаратриса ℓu𝜎 является ручной и имеет тот же период, что и сток 𝜔 .

Доказательство. Первая часть утверждения следует из теоремы 4.2.2 кни-
ги [6], в силу которой сепаратриса ℓu𝜎 является ручно вложенной в 𝑀3 тогда и только
тогда, когда узел ̂︀ℓu𝜎 является тривиальным в ̂︀𝑉𝜔. Для доказательства второй части
заметим, что согласно предложению 4.1.2 книги [6] узел ̂︀ℓu𝜎 является тривиальным
тогда и только тогда, когда существует его трубчатая окрестность 𝑁(̂︀ℓu𝜎) в много-
образии ̂︀𝑉𝜔 такая, что многообразие ̂︀𝑉𝜔 ∖ 𝑁(̂︀ℓu𝜎) гомеоморфно заполненному тору
(многообразию, гомеоморфному многообразию D2 × S1). Отсюда следует, что для
тривиального узла ̂︀ℓu𝜎 группа 𝑖̂︀ℓu𝜎*(𝜋1(̂︀ℓu𝜎)) изоморфна Z. Так как многообразие ̂︀𝑉𝜔

гомеоморфно факторпространству (𝑊 s
𝜔∖𝜔)/𝑓per(𝜔), то в силу теоремы о монодромии

существует дуга 𝛾 ⊂ ℓu𝜎 с началом в точке 𝑥 и концом в точке 𝑓per(𝜔)(𝑥), которая
является поднятием узла ̂︀ℓu𝜎. Таким образом, 𝑓per(𝜔)(ℓu𝜎) = ℓu𝜎. Поскольку 𝜔 ∈ cl(ℓu𝜎),
то per(ℓu𝜎) > per(𝜔), а значит, сепаратриса ℓu𝜎 имеет тот же период, что и сток 𝜔.

Аналогичный результат имеет место для устойчивой седловой сепаратрисы в об-
ласти отталкивания источника 𝛼.

3.2. Характеристические пространства. Пусть 𝑓 ∈ MS(𝑀3). Напомним, что
мы обозначили через Ω𝑞

𝑓 , 𝑞 = 0, 1, 2, 3, множество периодических точек 𝑝 таких, что
dim 𝑊 u

𝑝 = 𝑞, положили

𝐴𝑓 = 𝑊 u
Ω0

𝑓∪Ω1
𝑓
, 𝑅𝑓 = 𝑊 s

Ω3
𝑓∪Ω2

𝑓
, 𝑉𝑓 = 𝑀3 ∖ (𝐴𝑓 ∪𝑅𝑓 ).

В книге [6] пространство орбит ̂︀𝑉𝑓 = 𝑉𝑓/𝑓 названо характеристическим простран-
ством. Обозначим через 𝑝𝑓 : 𝑉𝑓 → ̂︀𝑉𝑓 естественную проекцию. Известно (см., на-
пример, теорему 1.2 работы [12]), что характеристическое пространство является
простым многообразием6.

Утверждение 2. Для диффеоморфизма 𝑓 ∈ MS(𝑀3) условие разделенности ат-
трактора 𝐴𝑓 и репеллера 𝑅𝑓 2-сферой равносильно тому, что пространство ̂︀𝑉𝑓

диффеоморфно S2 × S1 .

Доказательство. Необходимость. Разделенность аттрактора 𝐴𝑓 и репеллера
𝑅𝑓 диффеоморфизма 𝑓 ∈ MS(𝑀3) 2-сферой означает, что существует гладкая 2-сфе-
ра Σ𝑓 ⊂ 𝑉𝑓 такая, что 𝐴𝑓 и 𝑅𝑓 принадлежат различным компонентам связности

6Гладкое 3-многообразие называется простым, если оно либо неприводимо (любая гладкая
2-сфера ограничивает в нем 3-шар), либо гомеоморфно S2 × S1.
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𝑀3 ∖ Σ𝑓 . Тогда сфера Σ𝑓 не ограничивает 3-шар в 𝑉𝑓 и, следовательно, многооб-
разие 𝑉𝑓 не является неприводимым. В силу теоремы 3.15 в [13] многообразие ̂︀𝑉𝑓

также не является неприводимым. Согласно теореме 1.2 работы [12] ̂︀𝑉𝑓 диффео-
морфно S2 × S1.

Достаточность. Пусть многообразие ̂︀𝑉𝑓 диффеоморфно многообразию S2 × S1.
Тогда многообразие 𝑉𝑓 диффеоморфно многообразию S2×R посредством некоторо-
го диффеоморфизма 𝛽 : 𝑉𝑓 → S2 × R. Зафиксируем координату 𝑟 ∈ R и положим
Σ𝑓 = 𝛽−1(S2 × {𝑟}). По построению 2-сфера Σ𝑓 делит многообразие 𝑉𝑓 на две
некомпактные компоненты связности, при этом многообразие 𝑀3 = 𝑉𝑓 ∪ 𝐴𝑓 ∪ 𝑅𝑓

компактно. Поскольку множества 𝐴𝑓 и 𝑅𝑓 связны и не пересекаются, то они при-
надлежат различным компонентам связности множества 𝑀3 ∖ Σ𝑓 . Следовательно,
2-сфера Σ𝑓 является искомой.

Пусть теперь 𝑓 ∈ MS0(𝑀3). Для седловой точки 𝜎 диффеоморфизма 𝑓 обозначим
через 𝑊 2

𝜎 (𝑊 1
𝜎 ) двумерное (одномерное) инвариантное многообразие 𝜎. Положим̂︁𝑊 2

𝜎 = 𝑝𝑓 (𝑊 2
𝜎 ). Тогда множество ̂︁𝑊 2

𝜎 является гомотопически нетривиальным глад-
ким тором (гомотопически нетривиальной бутылкой Клейна) в многообразии ̂︀𝑉𝑓 ,
если диффеоморфизм 𝑓per(𝜎) сохраняет (меняет) ориентацию 𝑊 2

𝜎 (см., например,
предложение 2.1.5 книги [6]). Положим

̂︁𝑊 2
𝑓 =

⋃︁
𝜎∈(Ω1

𝑓∪Ω2
𝑓 )

̂︁𝑊 2
𝜎 .

Выберем семейство {𝑁(̂︁𝑊 2
𝜎 ), 𝜎 ∈ (Ω1

𝑓 ∪ Ω2
𝑓 )} попарно непересекающихся трубчатых

окрестностей7 поверхностей {̂︁𝑊 2
𝜎 , 𝜎 ∈ (Ω1

𝑓 ∪ Ω2
𝑓 )}.

В случае, когда многообразие ̂︀𝑉𝑓 диффеоморфно S2 × S1, для установления типа
вложения сепаратрис нам понадобятся следующие топологические факты.

Факт 1. Любой гомотопически нетривиальный гладкий тор в многообразии
S2 × S1 ограничивает в нем заполненный тор (см., например, предложение 4.1.1
книги [6]).

Факт 2. Собственно вложенная в многообразие 𝑋 ориентируемая поверхность8

𝐹 , не являющаяся 2-сферой, несжимаема9 тогда и только тогда, когда Ker(𝑖𝐹*) = 0,
где 𝑖𝐹 : 𝐹 → 𝑋 – отображение включения [14].

Факт 3. Если 3-многообразие 𝑋 неприводимо, тогда двумерный тор 𝑇 ⊂ 𝑋, не
лежащий в 3-шаре, является сжимаемым тогда и только тогда, когда он ограничи-
вает заполненный тор в 𝑋 [14; упражнение 6].

7Трубчатая окрестность тора – это многообразие, диффеоморфное T2×(0, 1), и, соответствен-
но, ее граница состоит из двух торов. Трубчатая окрестность бутылки Клейна – это локально
тривиальное расслоение над бутылкой Клейна со слоем интервал, ее граница состоит из одного
тора.

8Поверхность 𝐹 называется собственно вложенной в многообразие 𝑋, если 𝜕𝑋 ∩ 𝐹 = 𝜕𝐹 .
9Собственно вложенная в 𝑋 поверхность 𝐹 называется сжимаемой в 𝑋 в одном из следующих

двух случаев:
1) существует нестягиваемая простая замкнутая кривая 𝑐 ⊂ int 𝐹 и гладко вложеннный 2-диск

𝐷 ⊂ int 𝑋 такой, что 𝐷 ∩ 𝐹 = 𝜕𝐷 = 𝑐;
2) существует 3-шар 𝐵 ⊂ int 𝑋 такой, что 𝐹 = 𝜕𝐵.

Поверхность 𝐹 называется несжимаемой в 𝑋, если она не является сжимаемой в 𝑋.
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Факт 4. Многообразие диффеоморфно многообразию S2 × S1 тогда и только
тогда, когда оно получается из двух гладких заполненных торов, склейкой их границ
посредством диффеоморфизма, переводящего меридиан10 в меридиан (см., напри-
мер, предложение 7.1 книги [15]).

Замечание 1. Пусть 𝑇 – гомотопически нетривиальный гладкий тор на много-
образии S2× S1. В силу факта 1 тор 𝑇 ограничивает заполненный тор 𝐺, меридиан
которого мы будем называть меридианом тора 𝑇 . При этом, если тор 𝑇 ограни-
чивает два заполненных тора, то в силу факта 4 меридиан одного из них является
меридианом другого.

Утверждение 3. Пусть диффеоморфизм 𝑓 ∈ MS0(𝑀3) отличен от диффеомор-
физма “источник-сток” и его характеристическое пространство ̂︀𝑉𝑓 диффеоморфно
S2×S1 . Тогда существует седловая точка 𝜎* такая, что хотя бы одна компонента
связности множества ̂︀𝑉𝑓 ∖ 𝑁(̂︁𝑊 2

𝜎*) является заполненным тором, не пересекаю-
щимся с множеством ̂︁𝑊 2

𝑓 .

Доказательство. В силу факта 1 для любой седловой точки 𝜎 хотя бы од-
на компонента связности множества ̂︀𝑉𝑓 ∖𝑁(̂︁𝑊 2

𝜎 ) является заполненным тором. По-
скольку седловых точек конечное число и бутылка Клейна не вкладывается в запол-
ненный тор11, то для доказательства утверждения достаточно показать, что любой
гомотопически нетривиальный в S2 × S1 тор 𝑇 , лежащий в гомотопически нетриви-
альном в S2 × S1 заполненном торе 𝐺, ограничивает в 𝐺 заполненный тор.

Пусть 𝑎 и 𝑏 – образующие фундаментальной группы тора 𝑇 . Поскольку тор явля-
ется гомотопически нетривиальным в S2×S1, то с точностью до перестановки обра-
зующих 𝑖𝑇*([𝑎]) ̸= 0 и 𝑖𝑇*([𝑏]) = 0, где 𝑖𝑇 : 𝑇 → S2 × S1 – отображение включения.
Пусть 𝑐 – образующая фундаментальной группы заполненного тора 𝐺. Посколь-
ку заполненный тор 𝐺 также является гомотопически нетривиальным в S2 × S1,
то 𝑖𝐺*([𝑐]) ̸= 0, где 𝑖𝐺 : 𝐺 → S2 × S1 – отображение включения, откуда следует,
что Ker(𝑖𝐺*) = 0. Обозначим через 𝑗𝑇 : 𝑇 → 𝐺 отображение включения. Тогда
𝑖𝑇 = 𝑖𝐺𝑗𝑇 и, следовательно, 𝑖𝑇* = 𝑖𝐺*𝑗𝑇*. Поскольку Ker(𝑖𝑇*) ̸= 0 и Ker(𝑖𝐺*) = 0,
то Ker(𝑗𝑇*) ̸= 0. В силу факта 2 тор 𝑇 является сжимаемым в 𝐺. Поскольку
𝑗𝑇*([𝑎]) ̸= 0, то 𝑇 не лежит в 3-шаре в 𝐺, откуда в силу факта 3 получаем, что тор 𝑇
ограничивает заполненный тор в 𝐺.

Утверждение 4. Пусть диффеоморфизм 𝑓 ∈ MS0(𝑀3) отличен от диффео-
морфизма “источник-сток”, характеристическое пространство ̂︀𝑉𝑓 диффеоморфно
S2 × S1 и 𝜎* – седловая точка, удовлетворяющая заключению утверждения 3. Если
dim 𝑊 u

𝜎* = 1 (dim 𝑊 s
𝜎* = 1), то существует стоковая точка 𝜔* (источниковая

точка 𝛼*) такая, что пересечение

̂︀𝑉𝜔* ∩ 𝑝𝜔*(𝑊
u
Ω1

𝑓∪Ω2
𝑓
) (̂︀𝑉𝛼* ∩ 𝑝𝛼*(𝑊

s
Ω1

𝑓∪Ω2
𝑓
))

состоит из одного тривиального узла ̂︀ℓu𝜎* (̂︀ℓs𝜎* ).
10Двумерный диск 𝑑 в заполненном торе 𝐺 называется меридианным, если 𝜕𝐺∩ 𝑑 = 𝜕𝑑 и 𝜕𝑑 не

ограничивает диск в 𝜕𝐺. Граница меридианного диска называется меридианом.
11Если предположить, что бутылка Клейна вкладывается в заполненный тор, то она вклады-

вается и в R3, что неверно.
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Доказательство. Положим для определенности, что dim 𝑊 u
𝜎* = 1. Положим

𝑉0 =
⋃︁

𝜔∈Ω0
𝑓

𝑉𝜔 и ̂︀𝑉0 =
⋃︁

𝜔∈Ω0
𝑓

̂︀𝑉𝜔.

Тогда каждая компонента связности многообразия ̂︀𝑉0 диффеоморфна S2 × S1. Для
понимания перехода от многообразия 𝑉𝑓 к многообразию 𝑉0 заметим, что 𝑉0∖𝑊 u

Ω1
𝑓

=

𝑉𝑓 ∖𝑊 s
Ω1

𝑓
. Для точки 𝜎 ∈ Ω1

𝑓 положим

𝑁𝜎 = 𝑝−1
𝑓 (𝑁(̂︁𝑊 2

𝜎 )) ∪𝑊 u
𝒪𝜎

.

По построению 𝑁𝜎 – 𝑓 -инвариантная окрестность периодической орбиты 𝒪𝜎, содер-
жащая 𝑊 s

𝒪𝜎
∪𝑊 u

𝒪𝜎
(см. рис. 8 и доказательство существования такой окрестности

в [6; теорема 2.1.2]). Положим

𝑁Ω1
𝑓

=
⋃︁

𝜎∈Ω1
𝑓

𝑁𝜎.

Тогда имеет место равенство 𝑉0 ∖𝑁Ω1
𝑓

= 𝑉𝑓 ∖𝑁Ω1
𝑓
.

Положим ̂︁𝑊 1
𝜎 = 𝑝0(𝑊 1

𝜎 ). Множество ̂︁𝑊 1
𝜎 является парой узлов (узлом) в много-

образии ̂︀𝑉0, если диффеоморфизм 𝑓per(𝜎) сохраняет (меняет) ориентацию 𝑊 1
𝜎 (см.,

например, предложение 2.1.5 книги [6]). Положим 𝑁(̂︁𝑊 1
𝜎 ) = 𝑝0(𝑁𝜎), тогда 𝑁(̂︁𝑊 1

𝜎 ) –
трубчатая окрестность многообразия ̂︁𝑊 1

𝜎 . Положим̂︀𝑁2
Ω1

𝑓
= 𝑝𝑓 (𝑁Ω1

𝑓
), ̂︀𝑁1

Ω1
𝑓

= 𝑝0(𝑁Ω1
𝑓
).

Из равенства 𝑉0∖𝑁Ω1
𝑓

= 𝑉𝑓 ∖𝑁Ω1
𝑓

следует, что многообразие 𝑝0(𝑉0∖𝑁Ω1
𝑓
) гомеоморфно

многообразию 𝑝𝑓 (𝑉𝑓 ∖𝑁Ω1
𝑓
). Откуда получаем, что ̂︀𝑉0 ∖ ̂︀𝑁1

Ω1
𝑓

гомеоморфно ̂︀𝑉𝑓 ∖ ̂︀𝑁2
Ω1

𝑓
.

Рис. 7. 𝑓 -Инвариантная окрестность седловой точки 𝜎

Переход от многообразия ̂︀𝑉𝑓 к многообразию ̂︀𝑉0 состоит в удалении ̂︀𝑁2
Ω1

𝑓
из ̂︀𝑉𝑓

и приклеивании к каждой границе полученного многообразия заполненного тора
в силу диффеоморфизма, переводящего меридиан в меридиан. Схематически опи-
санный переход изображен на рис. 8 (a) (рис. 8 (b)). Поскольку в силу утверждения 3
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существует компонента связности 𝐺 множества ̂︀𝑉𝑓 ∖𝑁(̂︁𝑊 2
𝜎*), гомеоморфная запол-

ненному тору и не пересекающаяся с множеством ̂︁𝑊 2
𝑓 , то, приклеив к 𝐺 компоненту

связности 𝑁(̂︀ℓu𝜎*) множества 𝑁(̂︁𝑊 1
𝜎*), гомеоморфную заполненному тору, получим

компоненту связности ̂︀𝑉𝜔* множества ̂︀𝑉0 такую, что пересечение

̂︀𝑉𝜔* ∩ 𝑝𝜔*(𝑊
u
Ω1

𝑓∪Ω2
𝑓
) = ̂︀ℓu𝜎* .

Рис. 8. Переход от пространства ̂︀𝑉𝑖 к пространству ̂︀𝑉𝑖−1

3.3. Существование простой дуги, уменьшающей число периодических
орбит.

Утверждение 5. Пусть диффеоморфизм 𝑓 ∈ MS0(𝑀3) отличен от диффео-
морфизма “источник-сток” и характеристическое пространство ̂︀𝑉𝑓 гомеоморф-
но S2 × S1 . Тогда неблуждающее множество диффеоморфизма 𝑓 содержит узло-
вую точку (источник или сток), в бассейне которой (области притяжения или
отталкивания) лежит в точности одна сепаратриса седловой точки, при этом
эта сепаратриса является одномерной и ручной.

Доказательство. Существование узловой точки с искомыми свойствами непо-
средственно устанавливается последовательным применением утверждений 3, 4 и 1.

Утверждение 6. Если для диффеоморфизма 𝑓 ∈ MS0(𝑀3) его неблуждающее
множество содержит узловую точку, в бассейне которой лежит в точности
одна сепаратриса седловой точки, и при этом эта сепаратриса является одномер-
ной и ручной, то существует простая дуга с единственным бифуркационным зна-
чением, соединяющая диффеоморфизм 𝑓 с диффеоморфизмом 𝑓 ′ ∈ MS0(𝑀3) таким,
что неблуждающее множество 𝑓 ′ содержит на одну седловую орбиту меньше по
сравнению с неблуждающим множеством 𝑓 .

Доказательство. Обозначим через 𝜎 седловую точку и через ℓ𝜎 – ее сепара-
трису, удовлетворяющую условиям утверждения. Возможны два случая:
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1) 𝑓per(𝜎)(ℓ) = ℓ;
2) 𝑓per(𝜎)(ℓ) ̸= ℓ.

В первом случае существование искомой простой дуги устанавливается с помощью
бифуркации седло-узел методом, подробно описанным в разделе 4.3.2 книги [6] (см.
также [7]) для случая per(𝜎) = 1 и легко обобщающимся на случай per(𝜎) > 1. Во
втором случае построение искомой простой дуги для per(𝜎) = 1 описано в [16] с помо-
щью бифуркации удвоения периода и также легко обобщается на случай per(𝜎) > 1.

4. Критерий принадлежности диффеоморфизма Морса–Смейла
без гетероклинических пересечений классу 𝐼𝑁𝑆

Доказательство теоремы 1 базируется на следующей лемме.

Лемма 1. Пусть диффеоморфизмы 𝑓, 𝑓 ′ ∈ MS0(𝑀3) соединяются простой ду-
гой. Тогда пространства ̂︀𝑉𝑓 , ̂︀𝑉𝑓 ′ гомеоморфны.

Доказательство. Не уменьшая общности, будем считать, что существует про-
стая дуга 𝜉𝑡 с единственным бифуркационным значением 𝜉𝑏, соединяющая диф-
феоморфизмы 𝑓, 𝑓 ′ ∈ MS0(S3). Тогда для 𝑡1, 𝑡2 < 𝑏 или 𝑡1, 𝑡2 > 𝑏 диффеоморфиз-
мы 𝜉𝑡1 и 𝜉𝑡2 топологически сопряжены и, следовательно, пространства орбит ̂︀𝑉𝜉𝑡1

и ̂︀𝑉𝜉𝑡2
гомеоморфны. Заметим, что из определения простой дуги следует, что либо

|Ω0
𝜉0
| = |Ω0

𝜉𝑡
|, либо |Ω3

𝜉0
| = |Ω3

𝜉𝑡
| для любого 𝑡 ∈ [0, 1], где | · | означает мощность мно-

жества. Положим для определенности |Ω0
𝜉0
| = |Ω0

𝜉𝑡
| (во втором случае рассуждения

аналогичные). Тогда |Ω1
𝜉0
| = |Ω1

𝜉𝑡
| и множество 𝐴𝜉𝑡

= 𝑊 u
Ω0

𝜉𝑡
∪Ω1

𝜉𝑡

является аттракто-

ром для любого 𝑡 ∈ [0, 1]. Положим

𝑉𝜉𝑡 = 𝑊 s
𝐴𝜉𝑡∩Ω𝜉𝑡

∖𝐴𝜉𝑡 и ̂︀𝑉𝜉𝑡 = 𝑉𝜉𝑡/𝜉𝑡.

Покажем, что существует 𝜀 > 0 такое, что многообразия ̂︀𝑉𝜉𝑡
и ̂︀𝑉𝜉𝑏

гомеоморфны для
𝑏 6 𝑡 6 𝑏 + 𝜀. Аналогично показывается, что существует ̃︀𝜀 > 0 такое, что много-
образия ̂︀𝑉𝜉𝑡

и ̂︀𝑉𝜉𝑏
гомеоморфны для 𝑏 − ̃︀𝜀 6 𝑡 6 𝑏, что и завершит доказательство

леммы.
Методами работы [12] для аттрактора 𝐴𝜉𝑏

можно построить гладкую захватываю-
щую окрестность 𝑄, являющуюся заполненной поверхностью. Выберем трубчатую
окрестность 𝑁 поверхности 𝜉𝑏(𝜕𝑄) так, что 𝑁 ∩ 𝜕𝑄 = ∅. Положим 𝑆𝑡 = 𝜉𝑡(𝜕𝑄)
для 𝑡 ∈ [𝑏, 1]. Покажем, что существует 𝜀 > 0 такое, что 𝑆𝑡 ⊂ 𝑁 и поверхность 𝑆𝑡

разделяет края многообразия 𝑁 для 𝑏 6 𝑡 6 𝑏 + 𝜀.
Для этого положим

𝑔𝑡 = 𝜉𝑡𝜉
−1
𝑏 |𝑆𝑏

: 𝑆𝑏 → 𝑆𝑡 для 𝑡 ∈ [𝑏, 1].

По теореме Тома о продолжении изотопии (см., например, теоремы 8.1.3 и 8.1.4
в книге [17]) существует 𝜀 > 0 и гладкая изотопия

{𝐺𝑡 : 𝑀3 → 𝑀3, 𝑡 ∈ [𝑏, 𝑏 + 𝜀]}

такая, что 𝐺𝑏 = id,

𝐺𝑡|𝑆𝑏
= 𝑔𝑡|𝑆𝑏

, 𝐺𝑡|𝑀3∖𝑁 = id |𝑀3∖𝑁 для любого 𝑡 ∈ [𝑏, 𝑏 + 𝜀].
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Тогда 𝐺𝑡(𝑁) = 𝑁 и 𝐺𝑡(𝑆𝑏) = 𝑆𝑡, откуда следует, что поверхность 𝑆𝑡 разделяет края
многообразия 𝑁 для 𝑏 6 𝑡 6 𝑏 + 𝜀.

Положим
𝐾𝜉𝑡

= 𝑄 ∖ int 𝜉𝑡(𝑄).

Тогда 𝐾𝜉𝑡 является фундаментальной областью12 действия диффеоморфизма 𝜉𝑡

на 𝑉𝜉𝑡
. Тогда пространство орбит ̂︀𝑉𝜉𝑡

гомеоморфно топологическому пространству,
полученному из 𝐾𝜉𝑡

отождествлением его границ в силу диффеоморфизма 𝜉𝑡 (см.,
например, утверждение 10.2.22 в книге [6]). Покажем, что множества 𝐾𝜉𝑡

и 𝐾𝜉𝑏

гомеоморфны посредством некоторого гомеоморфизма ℎ𝑡 : 𝐾𝜉𝑏
→ 𝐾𝜉𝑡 такого, что

ℎ𝑡|𝜕𝑄 = id |𝜕𝑄 и ℎ𝑡|𝜉𝑏(𝜕𝑄) = 𝑔𝑡,

что и завершит доказательство леммы.
Положим

𝑅 = 𝐾𝜉𝑏
∖𝑁 и 𝑃𝑡 = cl (𝐾𝜉𝑡

∖𝑅).

Тогда 𝐾𝜉𝑡 = 𝑅 ∪ 𝑃𝑡. Положим 𝑆 = 𝑅 ∩ 𝑃𝑡 и 𝑆𝑡 = 𝜉𝑡(𝜕𝑄). По построению 𝑆,
𝑆𝑡 – диффеоморфные поверхности. Более того, поскольку поверхность 𝑆𝑡 разделяет
края многообразия 𝑁 для 𝑏 6 𝑡 6 𝑏 + 𝜀, то 𝑃𝑡 диффеоморфно многообразию 𝑆 ×
[0, 1] (см., например, следствие 3.2 в [18] или теорему 3.3 в [19]). При этом можно
построить непрерывное по 𝑡 ∈ [𝑏, 𝑏+𝜀] семейство диффеоморфизмов 𝜈𝑡 : 𝑃𝑡 → 𝑆×[0, 1]
таких, что 𝜈𝑡(𝑠) = {𝑠} × [0, 1] для 𝑠 ∈ 𝑆. Положим

𝜇𝑡 = 𝜈𝑡𝑔𝑡𝜈
−1
𝑏 |𝑆×{1} : 𝑆 × {1} → 𝑆 × {1}.

По построению отображение 𝜇𝑡 изотопно тождественному отображению, откуда сле-
дует, что существует диффеоморфизм

𝑞𝑡 : 𝑆 × [0, 1] → 𝑆 × [0, 1],

тождественный на 𝑆 × {0} и совпадающий с 𝜇𝑡 на 𝑆 × {1}. Тогда отображение ℎ𝑡,
являющееся тождественным на 𝑅 и совпадающее с диффеоморфизмом 𝜈−1

𝑡 𝑞𝑡𝜈𝑏 на 𝑃𝑏,
является искомым.

Доказательство теоремы 1. Докажем теперь теорему 1, т.е. докажем, что
диффеоморфизм 𝑓 ∈ MS0(S3) принадлежит классу 𝐼𝑁𝑆 , если и только если аттрак-
тор 𝐴𝑓 и репеллер 𝑅𝑓 разделяются 2-сферой.

Необходимость. Пусть диффеоморфизм 𝑓 ∈ MS0(S3) принадлежит классу 𝐼𝑁𝑆 .
Поскольку для диффеоморфизма “источник-сток” 𝑔 : S3 → S3 характеристическое
пространство ̂︀𝑉𝑔 гомеоморфно S2× S1 (см., например, теорему 2.2.1 в [6]), то в силу
леммы 1 характеристическое пространство ̂︀𝑉𝑓 гомеоморфно S2×S1. Тогда из утвер-
ждения 2 следует, что аттрактор 𝐴𝑓 и репеллер 𝑅𝑓 разделяются 2-сферой.

12Фундаментальной областью действия отображения 𝑔 на 𝑋 называется замкнутое множе-
ство 𝐷𝑔 ⊂ 𝑋, для которого существует множество ̃︀𝐷𝑔 со следующими свойствами:

1) cl( ̃︀𝐷𝐺) = 𝐷𝐺;

2) 𝑔𝑘( ̃︀𝐷𝐺) ∩ ̃︀𝐷𝐺 = ∅ для всех 𝑘 ∈ (Z ∖ {0});

3)
⋃︀

𝑘∈Z 𝑔𝑘( ̃︀𝐷𝑔) = 𝑋.
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Достаточность. Пусть аттрактор 𝐴𝑓 и репеллер 𝑅𝑓 диффеоморфизма 𝑓 ∈ MS0(S3)
разделяются 2-сферой. Тогда в силу утверждения 5 неблуждающее множество диф-
феоморфизма 𝑓 содержит седловую точку, одномерные сепаратрисы 𝑙1, 𝑙2 которой
лежат в бассейнах узловых точек (стоков или источников) 𝑎1, 𝑎2 соответственно;
при этом 𝑎1 ̸= 𝑎2 и хотя бы одна из сепаратрис 𝑙1, 𝑙2 является ручной и имеет тот же
период, что и соответствующий узел. Согласно утверждению 6 существует простая
дуга с одной бифуркацией типа седло-узел или удвоение периода между диффеомор-
физмом 𝑓 и некоторым диффеоморфизмом 𝑓 ′ ∈ MS0(S3), имеющим на одну седло-
вую орбиту меньше, чем 𝑓 . Согласно лемме 1 характеристическое пространство ̂︀𝑉𝑓 ′

гомеоморфно S2 × S1 и в силу утверждения 2 аттрактор 𝐴𝑓 ′ и репеллер 𝑅𝑓 ′ диф-
феоморфизма 𝑓 ′ разделяются 2-сферой. Продолжая процесс, мы построим искомую
дугу.

5. Пример диффеоморфизма 𝑓 ∈ MS0(S3), не принадлежащий классу 𝐼𝑁𝑆

В действительности такой диффеоморфизм 𝑓 является связной суммой двух диф-
феоморфизмов Пикстона, как показано на рис. 1. В силу леммы 1 и утверждения 2
для доказательства того, что он не соединяется простой дугой с диффеоморфизмом
“источник-сток”, достаточно показать, что его характеристическое пространство ̂︀𝑉𝑓

не гомеоморфно многообразию S2 × S1. Для этого заметим, что диффеоморфизм 𝑓
может быть реализован методами работы [20] из абстрактной схемы 𝑆 = (̂︀𝑉 , 𝑇 s, 𝑇 u),
имеющей следующую структуру. Пусть на многообразии S2 × S1 задан узел 𝛾 (см.
рис. 9, где изображена развертка узла 𝛾). Выберем трубчатую окрестность 𝑉 (𝛾)
узла 𝛾 и склеим две копии многообразий S2 × S1 ∖ int 𝑉 (𝛾) вдоль граничных торов
в силу тождественного отображения. Полученное многообразие есть ̂︀𝑉 , а границы
трубчатой окрестности места склейки суть двумерные торы 𝑇 s, 𝑇 u. По построе-
нию каждый из торов не ограничивает заполненный тор в многообразии ̂︀𝑉 , что
в силу факта 1 означает, что многообразие ̂︀𝑉 не гомеоморфно многообразию S2 × S1.
Поскольку ̂︀𝑉 гомеоморфно ̂︀𝑉𝑓 , то утверждение доказано.

Рис. 9. Реализация диффеоморфизма 𝑓
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