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������
 ����������� ����� � ������	�� 	�������	�
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	�������	�
� �
��
�����	�
 ��������������� � �	�������	�� ����� ���

���" �� ������� ����
	�� *9.� 2 *:.;*<. ��������	� 	���
 ��	�����
 =

	������	�����	�� �
��
�����	�� ��
 �����
 ���	�� � ����
 ������	��

�� �	���	�
��� 2 ����	����" � *:.;*>. ������� �����	�	 ���������������

������ ��
 �����	�
 ������� !�	���� ���������	��" ���������
 ���

�����		�� � 3��� ������� ?����
���� �������@ ����	�	�
 ������	�����

1�	���� ��������		�
� � *:.;*>. ����
���
� ������� 
��
���
 ����	�	��
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" � ������� �������
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 	������ 	����� ���	��" ������	�

����� ����������
 � ������� �������	�
 �������	��� ���������� (��"

��� ���	�� �������� ��� �����&�	���� ������	���� 	������ � ������	��

���� 	����� ���	�� �
���� ����&� " ����� �������
 �� ?	�
����	� @

���� � ����� ��� �������
�0 �������� �	�	��" �������� ��������� ����

���������" �������� ������
� ���������	�
" ������������ 3������		��

���� � �����" ������������ ��� �������	�
 ������	���� ����
 � �� ��
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 ������	��

��� �� 	����� ���	��� ��
 ���������	�
� ����� ���	�� m � 3� 5�� ���

������� �� �������� 	��� �������
 �� ������� ������ ��
 !�	����
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�	�� 3!!�����	�� ������ �� �������	�
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� �	
��
���� �	����	��� ������

B����������" ��� ������ ������ ���	������
 n � 2 �
�	���� $���	�

����������% � ������ �
�	� �������
�� ������� ��	� �� ���	�� �� 	����

�� 1, 2, . . . , m" m � 3� A����������� 3�� ���	� ���������� ����� ���

�������0

8	������� �
�	��� 8	������� ���	��

N = {1, 2, . . . , n} � i �−→ xi ∈ M = {1, 2, . . . , m}

C���� x = (x1, . . . , xn) = �	�	�� ���������� N ��	�������	� ������� =

����� 	������� ������	������� 8	������� ���� ������	���� ����� ���0

A = {x = (x1, . . . , xn) : xi ∈ M ��
 ���� i ∈ N}.

������ ��������	�
�� 
� A0 ���	���� � 	�������������� ����
������

A ���" ����� �������	� ���������� ���������	�� �	�	�� �
�	��� �� N �

��
��
��	�
�� ��� ��
����	�
�� 	� A = 3�� D��
�	��E ���	�����	��

�	����!������	�� ��	��	�� ��	�&�	�� W 	� A� 1	� 	��������
 �����

���	���� ��� ������ ��
���� ϕ : A → R" ����

∀x, y ∈ A : xWy ⇐⇒ ϕ(x) > ϕ(y).

(���
 !�	���
 ϕ 	��������
 ��
����
 ���������
�
" ����������� ���

����
������	� W � 1������" ��� !�	���
 ���������	�� ��������	�

	���	��	��	�� F ��
 ����
� �������� ��
 !�	���
 �� !�	���� �����

�����	�� ���� 
��
���
 !�	����� ���������	���

�



2����� ��������		�� ��	�&�	�
 ������	�
� ���
��� � � 	 	� A0

(x � y) ⇐⇒ (xi � yi ∀ i ∈ N),

(x 	 y) ⇐⇒ (x � y) � (∃ i ∈ N : xi > yi).

1�����	�" ��� ��� � ��� ������� �
��
�����	�
 $�����	�����	�� ���

	��% � ��
 !�	���
 ���������	�� �����	
�� ��������		�� ��	�&�	�


���
��� $����� ���������� �������	%� (��" 	�������" �� ���� ������	��

��� (1, 2, 1, 3, 1) � (1, 3, 2, 3, 2) �����
 �������������	�� ��� � ��� �����

����	�� ���������	��� 1�	��� 3�� ��	�&�	�� ���
��� 	� ��&��� ������

�
��
�����	�
 	� A" �� �� 	� ��� ������	����� x, y ∈ A ����	��� $����

���	�� ���
���%� 2 ����	����" ������	����� (1, 2, 1, 3, 1) � (1, 1, 2, 3, 1)

	����
 ����	��� � ������ ��	�&�	�� � � 	�
A��������� �	�
� ������	�� �������� �����	��� ��������		�� ����

���	�� ���
��� 	� �	������� ������	���� �� ���	�
�� 2 	����
���

������ � �������� ����� ������ 	������	�����	�
� �
��
�����	�
 ����

�����������
 ������� ����	�	�
 ������	���� �� ����� 	����� ���	��"

���������		�� � *:.;*>. ��
 �����
 m = 3� G�
 j ∈ M ����	���� �����

vj(x) ����� ���	�� j � x ∈ A� H�	�" ��� v1(x) + · · · + vm(x) = n� 1���

�	���� ����� W ����� ��� ���	��� ���	
�
�� �	�� ������
���	 ��

����� 
����� ���
�� 0 ������	����� x ���&� ������	����� y $xWy%" ���

�� � 	�� ��	�&� ����� ������ ���	�� $v1(x) < v1(y)%� '��� �� �����

����� ������ ���	�� ���	����� $v1(x) = v1(y)%" �� x ���&�" ��� y" ���

�� v2(x) < v2(y)" � ��� ������ I������	� 3�� ������� !�����������


����� ��� �������0

�



xWy ⇐⇒
v1(x) < v1(y)
���
v1(x) = v1(y) � v2(x) < v2(y)
���
v1(x) = v1(y) � v2(x) = v2(y) � v3(x) < v3(y)
���
· · · · · · · · ·
���
v1(x) = v1(y) � . . . � vm−2(x) = vm−2(y) � vm−1(x) < vm−1(y).

1�	��	�� ������� 	����
��� ������ 
��
���
0 ������� ���������������

�������� !�	���� ���������	�� ϕ ��
 ������� ����	�	�
 �����	���� ��

����� 	����� ���	�� W � 	���� �� 
�	�� �	����������� ����������	���

� ����	�� ������� �
���	������

� ����� �	
��
�

B����� ���
� �������" ��� ��
���	� ��������	� ������� ����	�	�
 W

���������	� � ���� ������	������ x � y � ���	������ 	������ �	���	��

vj(x) = vj(y)" j = 1, 2, . . . , m − 1� 4�� ��	�����" ��� � ��
 !�	���


���������	�� ϕ ��
 W �������� ���������

���� x, y ∈ A � v(x) = v(y)" �� ϕ(x) = ϕ(y)"


�� ������	� v(x) = (v1(x), v2(x), . . . , vm−1(x))� (���� �������� ���	�

�	�������������� ��� �	�	��	���� ���	�� �
�	��� �� N � 4�� �������

	�� ������
�� �!������������ ����� ������� !�	���� ���������	��

��	�&�	�
 W 0

���	��� �10 x, y ∈ A � v(x) = v(y) =⇒ ϕ(x) = ϕ(y)�

�



2 ����������� � 3��� �������� ��� �	������� ������	���� ����������

�
 	� ������ 3�������	�	���� �� �������

x ∼ y ⇐⇒ v(x) = v(y).

J���� ����
���� ������ � ������� 3�������	�	����" ���������� ����

���	����� x" ������� � 	�� ?
���	��@ ������������� x∗" ������	���

������
� ����
����	� � 	������ ��� ���
���0 x∗
1 � x∗

2 � . . . � x∗
n ���

x∗ = (

n︷ ︸︸ ︷
1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

v1(x)

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
v2(x)

, . . . , m, . . . , m︸ ︷︷ ︸
vm(x)

).

4����	� x∗ 	��������
 ��
���

�� �������	������ xK �	 ��������	

��	��	��	�� '��� 	�������
 !�	���
 ���������	�� ����������
�� ���

����� �1" �� � ��� ���
�� �� �������� ��������	� ��������� 	� ��	��

��		�� ������������
� ������� 3�������	�	�����

A���� ��� ���	�� ��������� � ��
� ������� �
��
�����	�
 
��
�

���
 �
� ������������� � ��������		��� ���
����� 	� �	������� ����

���	����� 8��	� ��������" ��� 3�� �������� �����	�	� ��
 ��	�&�	�


W $	������
 	� �� ������	���� 3��
� !���� �
� �������������� 	�����

�����	�%� 1�� �� ��������
 �����
 ������� !�	���� ���������	��

���	��� �20 x, y ∈ A � x 	 y =⇒ ϕ(x) > ϕ(y)�

C������� ����	�� � �	����� ������� !�	���� ���������	�� 
��
���

�
 �	���� ?����
���� ���������@ ��� ����	�	�� ������	���� �� �����

	����� ���	��� G�
 ��
�	�	�
 �������� ���������� ������ ����
���

��	�
 �� ������� ����	�	�
 ������	���� �� ����� 	����� ���	��W ���

n = m = 4� 2 3��� ������ ����� ������� 3�������	�	���� $������	��

��	���		�� ��������������% ���	� :>� #���� ����� ��� ���
��� 	�

�	������� ��	���		�� ��������������0

�



(1, 1, 1, 1)1, (1, 1, 1, 2)2, (1, 1, 1, 3)3, (1, 1, 1, 4)4,

(1, 1, 2, 2)5, (1, 1, 2, 3)6, (1, 1, 2, 4)7,

(1, 1, 3, 3)8, (1, 1, 3, 4)9, (1, 1, 4, 4)10,

(1, 2, 2, 2)11, (1, 2, 2, 3)12, (1, 2, 2, 4)13,

(1, 2, 3, 3)14, (1, 2, 3, 4)15, (1, 2, 4, 4)16,

(1, 3, 3, 3)17, (1, 3, 3, 4)18, (1, 3, 4, 4)19, (1, 4, 4, 4)20,

(2, 2, 2, 2)21, (2, 2, 2, 3)22, (2, 2, 2, 4)23,

(2, 2, 3, 3)24, (2, 2, 3, 4)25, (2, 2, 4, 4)26,

(2, 3, 3, 3)27, (2, 3, 3, 4)28, (2, 3, 4, 4)29, (2, 4, 4, 4)30,

(3, 3, 3, 3)31, (3, 3, 3, 4)32, (3, 3, 4, 4)33, (3, 4, 4, 4)34, (4, 4, 4, 4)35�

L�����	����� � ������ ������ ����
����	� ��
���	� ��������		��

�� ���
��� 	� B������ �� ������ � ������ ���������
���
 �� �������
����	�	�
 ����� ������ ���	�� � 	��������
 ����
���� ���������� B��

��
���� �������� ��������
� ����� ������	���� � �	������� -" 6" 7M" 7:"

7<" 79" +:" +<" :M� G�
 ���	�
� �����	�
 !�	���� ���������	�� �������

�
 �!������������ ������� ����
���� ���������� (������	�� �	����

3��� ��������� ������
�� ��	������� ����������	� ��
��
�	���� � ���

��������� 	����� �������	�� �	������� 4�� 	������ ���� ������	�� �

����� ��� 	����� ������ $!����������� ��	� ��
 m = 4%0

���	��� �30 x, y ∈ A" v1(x) = v1(y)" v2(x) + 1 = v2(y) 
= n − v1(y)"

v1(x) + v2(x) + v3(x) = n � v1(y) + v2(y) + v4(y) = n =⇒ ϕ(x) > ϕ(y)�

���	��� �40 x, y ∈ A" v1(x) + 1 = v1(y) 
= n" v1(x) + v2(x) = n �

v1(y) + v4(y) = n =⇒ ϕ(x) > ϕ(y)�

L�������3 �����
�� ����� 
����� ����
���� ��������� $��
 n = 4

�	� ����������� � �	������ -" 7M" +M%� L������ �4 �����
�� ����� 


����� ����
���� ��������� $��
 n = 4 �	� ����������� � �	������

�



6" 7:" 7<" 79" +:" +<%� 2 ����� ������ m � 3 �����
���
 m − 2 ����

����
���� ���������" ������ �� ������� ����������
 ����������� ���

�������� �k" k = 3, 4, . . . , m� 1�	��	�� �������������� �����������

������ 
��
���
 ����� ��


����������
���� ϕ 
� �
�����	� ������
���	 A �	������ ��
��

���
 ���������
�
 ��
���
�� W ����� � ������ ����� ����� ��� 
��

	����
�
� ������� �1 �2 �3 �4 . . .  �m!

5���� ��
�" �������	� 
�	�
 !�	���
 ���������	�� ��
 �������

����	�	�
 ������	���� �� ����� 	����� ���	��0 !�	���
 ����

ϕ(x) =
m∑

i=1

C m−i
n−(v1(x)+···+vi(x))+m−i−1, x ∈ A,

����������
�� ���� �������� �1;�m !�	���� ���������	�� � �� �	��

��	�� ϕ(x) ��������� � ��	
�� ������	����� x � ����� ��������������

	���� ����
����		�� ������	���� {x∗}� ����� ����� Ck
n ����	���	� ���

	������	�� ��3!!����	�� � ������	� Ck+1
k = 0 ��� k = 0, 1, . . . , m−1"

� C0
−1 = 1� B������� �����	�	�
 ������ ��
 �����
���		�� !�	����

���������	�� 
��
���
 ��	��� ������� � �������
�� �������	�� �������

	�� �����������
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