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В настоящем выпуске помещены методические указания к
решению задач по разделу «Гиперболические системы уравне-
ний с частными производными» дисциплины «Уравнения ма-
тематической физики».

Гиперболические системы уравнений с частными производ-
ными охватывают многие важнейшие математические модели,
встречающиеся в различных вопросах естествознания, а так же
в некоторых моделях экономики. Теоретический материал по
этому разделу можно найти в учебниках [1] – [4], монографии
[5] и работе [6]. Дополнительные задачи по этому разделу име-
ются в задачнике [7]. При подготовке этого выпуска частично
использовались методические указания «Уравнения математи-
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сматривавшиеся в известных задачниках.

Методические указания предназначены для студентов, обу-
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Введение

В настоящем выпуске помещены методические указания к ре-
шению задач по разделу “Гиперболические системы уравнений
с частными производными” дисциплины “Уравнения матема-
тической физики”.

Теоретический материал по этому разделу можно найти в
учебниках [1] – [4], монографии [5] и работе [6]. Дополнитель-
ные задачи по этому разделу имеются в задачнике [7]. Многие
задачи, приведенные в этом выпуске методических указаний,
являются оригинальными. Они охватывают разделы, в основ-
ном не рассматривавшиеся в известных задачниках.

1 Классификация систем уравнений

1.1 Теоретический материал

Основные понятия и обозначения. Пусть ` > 0, T0>0,
P0>0 — некоторые константы, ‖u‖ = max

i
|ui| (u = (u1, ..., um)T ∈

Rm) ,

D0 = {(x, t) | 0 6 x 6 `, 0 6 t 6 T0}
D1 = {(x, t, u) | (x, t) ∈ D0, u ∈ Rm, ‖u‖ 6 P0}
D2 = {(t, u) | 0 6 t 6 T0, u ∈ Rm, ‖u‖ 6 P0}
D3 = {(x, t, u, v) | (x, t, u) ∈ D1, v ∈ Rm, ‖v‖ 6 P0}.

Рассмотрим систему нелинейных уравнений относительно неиз-
вестных функций ui(x, t) (i = 1, ..,m), которую будем предпо-
лагать разрешенной относительно производных по t:

∂ui
∂t

= Φi

(
x, t, u,

∂u

∂x

)
; i = 1, ...,m. (1)
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Положим ∂ui
∂x = vi (i = 1, ..,m) и рассмотрим квадратную

матрицу A(x, t, u, v) порядка m:

A(x, t, u, v) =

(
∂Φi

∂vj

)
, (2)

при этом мы считаем, что все Φi ∈ C1(D3).
Определение. Нелинейная система (1) называется гипер-

болической в области D3, если в каждой точке (x, t, u, v) этой
области: 1) все собственные значения λi матрицы A веществен-
ны; 2) из левых собственных векторов `i (мы будем считать их
строчными матрицами) этой матрицы может быть построен ба-
зис, т.е. матрица A диагонализируема в каждой точке области
D3. Отметим, что в случае различных вещественных собствен-
ных значений это определение согласуется с общим определе-
нием гиперболичности (см., например, [8]).

Если все функции Φi имеют вид

Φi(x, t, u, v) = −
m∑
j=1

aij(x, t, u)vj + fi(x, t, u), (3)

где aij , fi : D1 → R, то уравнения системы (1) (и сама эта
система) называются квазилинейными.

Если в формуле (3) все функции aij не зависят от u, то урав-
нения системы (1) называются полулинейными.

Если в формуле (3) все функции aij не зависят от u , а все
функции fi имеют вид

fi(x, t, u) =

m∑
j=1

bij(x, t)uj + ci(x, t), (4)

где bij , ci : D0 → R, то уравнения такой системы называются
линейными.
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Если функции ∂u
∂t ,

∂u
∂x ,

∂2u
∂x∂t непрерывны, то, дифференцируя

каждое уравнение системы (1) по x и обозначая vi = ∂ui
∂x , по-

лучим:
∂vi
∂t
−

m∑
j=1

[
∂Φi

∂vj

∂vj
∂x

+
∂Φi

∂uj
vj

]
− ∂Φi

∂x
= 0 (5)

Мы приходим к системе квазилинейных уравнений:
∂vi
∂t
−

m∑
j=1

∂Φi

∂vj

∂vj
∂x

=
∂Φi

∂x
+

m∑
j=1

∂Φi
∂uj

vj ,

∂ui
∂t

= Φi(x, t, u, v).

(6)

Обратно, при определенных естественных предположениях от
системы (6) можно перейти к (1). Таким образом, нелинейная
система (1), вообще говоря, может быть сведена (при доста-
точной гладкости всех функций) к квазилинейной системе из
удвоенного числа уравнений.

Далее будем рассматривать гиперболические системы квази-
линейных уравнений, которые будем записывать в векторной
форме:

∂u

∂t
+A(x, t, u)

∂u

∂x
= f(x, t, u). (7)

Здесь

u =

u1
...
um

 , A =

a11 . . . a1m
...

...
am1 . . . amm

 , f =

 f1
...
fm


Так как, по предположению, система (7) гиперболична, то

в каждой точке области D1 существует базис из левых соб-
ственных векторов l1, ..., lm матрицы A. Умножая (7) слева на
li (i = 1, ...,m), получим m скалярных уравнений вида

li
∂u

∂t
+ liA

∂u

∂x
= lif ; (8)
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Но liA = λil
i, где λi = λi(x, t, u) — собственное значение,

соответствующее левому собственному вектору li(x, t, u).
Поэтому уравнения (8) принимают вид

li
[
∂u

∂t
+ λi

∂u

∂x

]
= lif ; i = 1, ...,m. (9)

Система уравнений (9) называется характеристической фор-
мой записи системы (встречается также название характери-
стическая форма Шаудера).

Предположим пока, что мы изучаем достаточно гладкие ре-
шения системы (7) и что все собственные значения и компо-
ненты собственных векторов матрицы A(x, t, u) также доста-
точно гладкие (как показано в [5], в общем случае гладкость
собственных векторов может получиться ниже, чем гладкость
компонент матрицы A(x, t, u)).

Через ϕi(t;x∗, t∗, u) обозначим решение задачи

dx

dt
= λi(x, t, u(x, t)), x(t∗) = x∗, t 6 t∗, (10)

где u : D0 → Rm — произвольная функция класса C1(D0) (не
обязательно решение системы (7)). Это решение ϕi(t;x∗, t∗, u)
будем называть характеристикой i-го семейства, проходящей
через точку (x∗, t∗) и соответствующей функции u.

Для упрощения записи в дальнейшем ограничимся случаем
m = 2.

Рассмотрим вспомогательную дифференциальную форму пер-
вого порядка относительно du1, du2 с коэффициентами, завися-
щими от x, t как от параметров:

ωi = gi1(x, t, u)du1 + gi2(x, t, u)du2, i = 1, 2. (11)

Здесь gij — компоненты соответствующих левых собственных
векторов:

`1 = (g1
1, g

1
2), `2 = (g2

1, g
2
2). (12)
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Пусть µi(x, t, u) 6= 0 (i = 1, 2) — соответствующие интегри-
рующие множители форм ω1, ω2 (при m > 2 таких множите-
лей может не быть). Это означает, что существуют функции
zi = pi(x, t, u) (мы их также будем считать достаточно гладки-
ми) такие, что

µiωi =

m∑
j=1

∂zi
∂ui

duj . (13)

Функция zi (i = 1, 2) называется i-м римановым инвариан-
том, соответствующим i-му семейству характеристик. В силу
(13) для каждых i, j = 1, 2 имеем

µig
i
j =

∂zi
∂uj

. (14)

Поэтому i-е уравнение системы (9) после умножения на
µi(x, t, u) можно записать в виде

∂zi
∂u1

∂u1

∂t
+
∂zi
∂u1

∂u1

∂x
λi +

∂zi
∂u2

∂u2

∂t
+
∂zi
∂u2

∂u2

∂x
λi = µil

if. (15)

Обозначим через (pi)
′
t, (pi)

′
x частные производные от pi по

t, x, соответственно, при фиксированных u1, u2, а также при-
нимая во внимание, что вдоль характеристики i-го семейства

dx

dt
= λi(x, t, u) (i = 1, 2), (16)

заметим, что после прибавления к обеим частям (15) величины

(pi)
′
t + (pi)

′
x

dx

dt

левая часть полученного уравнения будет полной производной
от функции zi = pi(x, t, u(x, t)) вдоль характеристик (16), т.е.
уравнение (15) приобретает вид

d

dt
zi = µi`

if + (pi)
′
t + λi(x, t, u)(pi)

′
x; i = 1, 2. (17)

8



Допустим, что систему{
z1 = p1(x, t, u1, u2),

z2 = p2(x, t, u1, u2)
(18)

можно разрешить в D0 относительно u1, u2:{
u1 = p−1

1 (x, t, z1, z2)

u2 = p−1
2 (x, t, z1, z2)

(19)

Тогда систему (17) можно переписать в виде

∂zi
∂t

+ λi(x, t, u)
∂zi
∂x

=

= (pi)
′
t + (pi)

′
xλi + (pi)

′
u1f1 + (pi)

′
u2f2; i = 1, 2.

(20)

При этом предполагается, что в (20) вместо функций u под-
ставлены их выражения через z по формулам (19).

Запись системы (7) в виде (20) называется каноническим ви-
дом системы (7) или записью системы (7) в инвариантах.
Для этой записи характерно, что в левую часть каждого из
уравнений системы входят производные только одной из иско-
мых функций zi.
Замечание 1. Если исходная система полулинейна, то инте-

грирующие множители µi, о которых говорилось при определе-
нии римановых инвариантов, можно положить равными едини-
це. Гиперболическая система полулинейных уравнений всегда
приводима к каноническому виду. При этом в качестве рима-
новых инвариантов можно брать функции

z = Lu, (21)

где L — матрица, в строках которой стоят компоненты соответ-
ствующих левых собственных векторов матрицы A, т.е. (`iA =
λi`

i). В этом случае, после вычисления собственных значений и
9



левых собственных векторов матрицы A следует найти матри-
цу L−1, а затем подставить в систему (7) u = L−1z. Далее нуж-
но умножить обе части полученного равенства слева на мат-
рицу L и воспользоваться тем, что LAL−1 = diag(λ1, ..., λm).
После упрощений получится система относительно функций z
в каноническом виде. Использование левых собственных век-
торов вместо правых (Ari = λir

i)объясняется видом записи
системы (7), в которой u — это вектор-столбец.
Замечание 2. Из описанного способа приведения гипербо-

лической системы квазилинейных уравнений к каноническому
виду видно, что возможность такого приведения зависит от
существования интегрирующих множителей µi. Мы уже упо-
мянули о том, что при m > 2 таких множителей может не
быть. Однако, с помощью введения так называемой “продол-
женной системы” (подробнее см. в [5]) оказывается возможным
приведение к каноническому виду и при m > 2, правда, лишь
при добавочном предположении достаточной гладкости реше-
ний системы.

1.2 Примеры

1. Привести к каноническому виду систему
∂u

∂t
− v2 ∂v

∂x
= 0,

∂v

∂t
− ∂u

∂x
= 0.

Решение. Матричная запись этой системы такова:

∂

∂t

(
u
v

)
+

(
0 −v2

−1 0

)
∂

∂x

(
u
v

)
=

(
0
0

)
Собственные значения и левые собственные векторы при v 6=
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0 имеют вид
λ1 = |v|, l1 = (1,−|v|),

λ2 = −|v|, l2 = (1, |v|).

Здесь можно было бы писать λ1,2 = ±v, `1,2 = (1,∓v). Од-
нако, вскоре будет видна целесообразность обозначений с при-
менением знака модуля.

Характеристическая форма записи исходной системы

(
1,−|v|

) [ ∂
∂t

(
u

v

)
+ |v| ∂

∂x

(
u

v

)]
= 0,

(
1, |v|

) [ ∂
∂t

(
u

v

)
− |v| ∂

∂x

(
u

v

)]
= 0.

Вспомогательные дифференциальные формы имеют вид

ω1 = du− |v|dv, ω2 = du+ |v|dv.

Очевидно, что формы ω1, ω2 являются полными дифферен-
циалами:

ω1 = d
(
u− 1

2v
2sgn v

)
ω2 = d

(
u+ 1

2v
2sgn v

)
.

Поэтому можно считать, что µ1 = µ2 = 1.
Значит, римановы инварианты

z = u− 1
2v

2sgn v;

s = u+ 1
2v

2sgn v.

Поэтому u, v по заданным z, s восстанавливаются однозначно
(этого не было бы при λ1 = ±v, `1,2 = (1,∓v)):

u = 1
2(z + s)
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v =
√
|s− z|sgn(s− z).

Наконец, система в каноническом виде выглядит так:
∂z

∂t
+
√
|s− z|sgn(s− z)∂z

∂x
= 0,

∂s

∂t
−
√
|s− z|sgn(s− z) ∂s

∂x
= 0.

2. Привести систему к каноническому виду:

∂u

∂t
+
∂u

∂x
− ∂v

∂x
= 0,

∂v

∂t
− 4

∂u

∂x
+
∂v

∂x
= 0

Решение. Перепишем систему в матричной форме:

∂

∂t

(
u

v

)
+

(
1 −1
−4 1

)
∂

∂x

(
u

v

)
=

(
0

0

)
.

Находим собственные значения и соответствующие собствен-
ные векторы:

λ1 = −1, l1 = (2, 1), λ2 = 3, l2 = (−2, 1)

Поскольку исходная система линейна, то воспользуемся за-
мечанием 1 и сделаем замену по формулам (21). Для этого най-
дем матрицы L и L−1 :

L =

(
2 1
−2 1

)
L−1 =

1

4

(
1 −1
2 2

)
Замена (

u

v

)
=

1

4

(
1 −1
2 2

)(
z

s

)
преобразует нашу систему к виду:
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∂

∂t

[
1

4

(
1 −1
2 2

)(
z

s

)]
+

+

(
1 −1
−4 1

)
∂

∂x

[
1

4

(
1 −1
2 2

)(
z

s

)]
=

(
0

0

)
.

После умножения на матрицу L , получим:

∂

∂t

(
z

s

)
+

(
−1 0
0 3

)
∂

∂x

(
z

s

)
=

(
0

0

)
В развернутом виде эта система имеет вид

∂z

∂t
− ∂z

∂x
= 0,

∂s

∂t
+ 3

∂s

∂x
= 0.

что и служит ответом задачи. В данном случае приведение си-
стемы к каноническому виду позволяет найти общее решение
исходной системы. Для этого найдем характеристики

dx

dt
= −1⇒ x+ t = c1;

dx

dt
= 3 => x− 3t = c2.

и запишем уравнения полученной системы в инвариантах с по-
мощью полных производных вдоль соответствующих характе-
ристик:

dz

dt
= 0 вдоль x+ t = c1,

ds

dt
= 0 вдоль x− 3t = c2.

Поэтому z = p(x+ t), s = q(x− 3t), где p, q- произвольные
непрерывно дифференцируемые функции.
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Значит, общее решение исходной системы имеет вид:


u(x, t) = 1

4 [p(x+ t)− q(x− 3t)] ,

v(x, t) = 1
2 [p(x+ t) + q(x− 3t)] .

2 Дивергентная форма записи систем

2.1 Теоретический материал

Определение. Если существуют такие функции {Pi, Hi}, что
из системы (7) вытекает соотношение вида

∂Pi(x, t, u)

∂t
+
∂Hi(x, t, u)

∂x
= Fi(x, t, u), (22)

то оно называется законом сохранения для этой системы.
Таким образом, закон сохранения определяется заданием па-

ры функций {Pi, Hi}.
Определение. Пусть система (7) имеет m законов сохра-

нения. Эти законы называются независимыми в области D1,
если функции 1, H1(x, t, u), H2(x, t, u), ..., Hm(x, t, u) линейно
независимы в каждой фиксированной точке (x, t) ∈ D0.

Таким образом, если функция Hi не зависит от u, то пара
{Pi(x, t, u), Hi(x, t, u)} не может входить в совокупность неза-
висимых законов сохранения.
Определение. Если из системы (7) имеет m независимых

законов сохранения, то она называется консервативной, или
приводимой к дивергентной форме. Оказывается, что не вся-
кая гиперболическая система квазилинейных уравнений при-
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водима к дивергентной форме. Так, в [5] показано, что система

∂u1

∂t
+ u2

∂u1

∂x
= 0,

∂u2

∂t
+ u3

∂u2

∂x
= 0,

∂u3

∂t
+ u1

∂u3

∂x
= 0.

не приводима к дивергентной форме.
Если система приводима к дивергентной форме, то законы

сохранения системы (7) можно получать следующим образом.
В равенствах (22) выполним дифференцирование. Тогда мы

получим

∂Pi
∂t

+

m∑
j=1

∂Pi
∂uj

∂uj
∂t

+
∂Hi

∂x
+

m∑
j=1

∂Hi

∂uj

∂uj
∂x

= Fi. (23)

С другой стороны, умножим (7) слева на некоторую строку
α(x, t, u) = (α1, ..., αm), которую подберем так, чтобы результат
имел вид (23)

m∑
k=1

αk
∂uk
∂t

+

m∑
j=1

m∑
k=1

αkakj
∂uj
∂x

=

m∑
k=1

fkαk, (24)

где aij — элементы матрицы A(x, t, u).
Сравнивая (23) и (24), приходим к равенствам:

αk =
∂Pi
∂uk

, k = 1, ..,m; (25)

m∑
k=1

αkakj =
∂Hi

∂uj
, j = 1, ..,m; (26)
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m∑
k=1

fkαk = Fi −
∂Pi
∂t
− ∂Hi

∂x
. (27)

Исключая αk из (25) и (26), получаем систему из m уравне-
ний, которая связывает функции Pi, Hi:

∂Hi

∂uj
=

m∑
k=1

akj
∂Pi
∂uk

, j = 1, ..,m. (28)

Переменные x, t входят в коэффициенты этой системы как
параметры, так что (28) — это система изm линейных однород-
ных уравнений относительно двух неизвестных функций Pi, Hi.

Заметим, что если исходная система полулинейна, т.е. A =
A(x, t), и detA 6= 0 в D0, то в качестве m независимых решений
системы (28), очевидно, можно взять функции

Pi(x, t, u) = ui, (29)

Hi(x, t, u) =

m∑
j=1

aijui, (30)

В общем случае, при m > 2, система (28), вообще говоря,
переопределена и не имеет ни одного решения {Pi, Hi}, суще-
ственно зависящего от u. Тем не менее, в конкретных случаях
такие функции {Pi, Hi} могут существовать. Примером явля-
ется система трех уравнений газовой динамики.
Пример. Привести к дивергентной форме систему

∂u

∂t
+ xtv2 ∂v

∂x
= 0,

∂v

∂t
+
∂u

∂x
= 0.

Решение. Система (28) в данном случае имеет вид
∂Hi

∂u
=
∂Pi
∂v

,

∂Hi

∂u
= xtv2∂Pi

∂u
.
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Легко видеть, что в качестве решения этой системы подходят
функции:

P1 = v, H1 = u, P2 = u, H2 =
1

3
v3xt,

которые при xt 6= 0 определяют независимые законы сохра-
нения. Поэтому дивергентная форма исходной системы имеет
вид: 

∂u

∂t
+

∂

∂x

(
1

3
xtv3

)
=

1

3
tv3;

∂v

∂t
+
∂u

∂x
= 0.

2.2 Задачи для самостоятельного решения

1. Найти римановы инварианты системы
∂u

∂t
− xtv2 ∂v

∂x
= 0;

∂v

∂t
− ∂u

∂x
= 0, (xt > 0).

и записать ее в каноническом виде.
Ответ.

z = u− 1

2
xtv2sgnv, s = u+

1

2
xtv2sgnv,

∂z

∂t
+
√
|s− z|sgn(s−z)∂z

∂x
= −|s− z|

2xt

[
x+ t

√
|s− z|sgn(s− z)

]
,

∂s

∂t
−
√
|s− z|sgn(s− z) ∂s

∂x
=
|s− z|

2xt

[
x− t

√
|s− z|sgn(s− z)

]
.

2. Записать систему

∂

∂t

(
u

v

)
+

(
t− 1 −t− 1
−t− 1 t− 1

)
∂

∂x

(
u

v

)
=

(
0

0

)
17



в каноническом виде и найти ее общее решение.
Ответ.

∂z

∂t
− 2

∂z

∂x
= 0;

u(x, t) = − 1
4t

[
(t− 1)p(x+ 2t) + (t+ 1)q(x− t2)

]
,

∂s

∂t
+ 2t

∂s

∂x
= 0;

v(x, t) = − 1
4t

[
(t+ 1)p(x+ 2t) + (t− 1)q(x− t2)

]
.

3. Записать систему



∂u1

∂t
+ 7

∂u1

∂x
− 12

∂u2

∂x
+ 6

∂u3

∂x
= 0,

∂u2

∂t
+ 10

∂u2

∂x
− 19

∂u2

∂x
+ 10

∂u3

∂x
= 0,

∂u3

∂t
+ 12

∂u1

∂x
− 24

∂u2

∂x
+ 13

∂u3

∂x
= 0,

в каноническом виде и найти общее решение полученной си-
стемы в инвариантах.
Ответ. 

∂z1

∂t
− ∂z1

∂x
= 0, z1 = p(x+ t),

∂z2

∂t
+
∂z2

∂x
= 0, z2 = q(x− t),

∂z3

∂t
+
∂z3

∂x
= 0, z3 = h(x− t).
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4. Найти дивергентную форму системы
∂u

∂t
+ xt

∂v

∂x
= −tv,

∂v

∂t
+ ex+t∂u

∂x
= −uex+t.

Ответ.

∂u

∂t
+
∂(xtv)

∂x
= 0,

∂v

∂t
+
∂(ex+tu)

∂x
= 0.

5. Найти дивергентную форму системы:

∂u1

∂t
+ 2

∂u1

∂x
+ 3

∂u2

∂x
+
∂u3

∂x
= 0,

∂u2

∂t
+
∂u1

∂x
− ∂u3

∂x
= 0,

∂u3

∂t
+
∂u2

∂x
+ 3

∂u3

∂x
= 0.

Ответ: 

∂u1

∂t
+

∂

∂x
(2u1 + 3u2 + u3) = 0,

∂u2

∂t
+

∂

∂x
(u1 − u3) = 0,

∂u3

∂t
+

∂

∂x
(u2 + 3u3) = 0.

6. Найти дивергентную форму системы

∂u

∂t
+

1

v2

∂v

∂x
= 0,

∂v

∂t
+

1

u

∂u

∂x
= 0.

Ответ:

∂u

∂t
+

∂

∂x

(
−1

v

)
= 0,

∂v

∂t
+

∂

∂x
(ln |u|) = 0.
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7. Найти общий вид законов сохранения для системы
∂u1

∂t
+
u2 − 1

u2 + 1

∂u1

∂x
+

4u2

u2 + 1

∂u2

∂x
= 0,

∂u2

∂t
+

1

u2 + 1

∂u1

∂x
− u2 − 1

u2 + 1

∂u2

∂x
= 0.

Указание. Систему (28) приm = 2 можно переписать в виде

(
−a11 1
−a12 0

)
∂

∂u1

(
P
H

)
+

(
−a21 0
−a22 1

)
∂

∂u2

(
P
H

)
=

(
0
0

)
,

где aij — коэффициенты матрицы исходной системы. Приводя
эту систему относительно функций P,H к виду (7) (где роль
переменных x, t играют u1u2) путём умножения на

(
−a11 1
−a12 0

)−1

получим систему

∂

∂u1

(
P
H

)
+

1

4u2

(
−(u2 − 1) −(u2 + 1)
−(u2 + 1) −(u2 − 1)

)
∂

∂u2

(
P
H

)
=

(
0
0

)
,

общее решение которое получается с помощью приведения
её к инвариантам.
Ответ:
P = q(u1 + 2u2) +g(u1−u2

2), H = q(u1 + 2u2)−g(u1−u2
2),

где q, g — произвольные непрерывно дифференцируемые функ-
ции.
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3 Задача Коши

3.1 Теоретический материал

В области D0 рассмотрим гиперболическую систему квазили-
нейных уравнений, записанную в каноническом виде:

∂ui
∂t

+ λi(x, t, u)
∂ui
∂x

= fi(x, t, u); i = 1, ...,m; (31)

и поставим для неё начальные условия

ui(x, 0) = αi(x); i = 1, ...,m; 0 6 x 6 `. (32)

Задача (31),(32) называется задачей Коши.
Предположим, что функции λi, fi (i = 1, ...,m) определены и

непрерывно дифференцируемы в областиD1. Тогда существует
число

Λ > max
i,(x,t,u)

|λi(x, t, u)|.

Рассмотрим область плоскости x, t , ограниченную снизу и
сверху линиями t = 0 , t = min{T, 0.5`Λ−1} (где 0 6 T 6 T0),
а с боков — линиями x = Λt, x = ` − Λt. Эту область будем
обозначать через ∆(T ).

Пусть u(x, t) — непрерывно дифференцируемая функция, при-
чём

max
D0

‖u(x, t)‖ 6 P0.

Рассмотрим характеристику x = ϕi(t;x
∗, t∗, u) (см. (10)), где

(x∗, t∗) ∈ ∆(T ). Будем продолжать эту характеристику в сто-
рону уменьшения t.

По теореме о продолжении решения обыкновенного диффе-
ренциального уравнения, эта характеристика должна достиг-
нуть границы области ∆(T ). Однако, поскольку |λi(x, t, u)| <
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Λ, эта характеристика не может достигнуть боковых границ об-
ласти и поэтому достигнет нижней границы t = 0. Таким обра-
зом, любая характеристика, проведенная через произвольную
точку (x∗, t∗) области ∆(T ), при своём продолжении в сторону
t 6 t∗ достигает отрезка 0 6 x 6 ` оси x.

Выберем теперь произвольную точку (x∗, t∗) ∈ ∆(T ) и про-
интегрируем уравнения системы (31) вдоль соответствующих
характеристик от t = 0 до t = t∗ :

ui(x
∗, t∗)− ui(ϕi(0;x∗, t∗, u), 0) =

=

t∗∫
0

fi(ϕi(τ ;x∗, t∗, u), τ, u(ϕi(τ ;x∗, t∗, u), τ))dτ.

Учитывая, что в силу начальных условий ui(x, 0) = αi(x)
(i = 1, ...,m), получим

ui(x
∗, t∗) = αi(ϕi(0;x∗, t∗, u))+

t∗∫
0

fi(ϕi(τ ;x∗, t∗, u), τ, u(ϕi(τ ;x∗, t∗, u)τ))dτ ; (33)

i = 1, ...,m.

Оказывается, что и обратно, при достаточной гладкости функ-
ций αi, fi, λi (i = 1, ...,m) непрерывно дифференцируемое ре-
шение системы (33) будет решением исходной задачи (31),(32).
Поэтому вопрос о разрешимости задачи Коши (31),(32) сво-
дится к исследованию разрешимости системы (33). Такое ис-
следование можно провести с использованием принципа сжи-
мающих отображений, откуда получается, что при достаточно
малых T ∈ (0, T0] в области ∆(T ) система (33) однозначно раз-
решима. Доказательство этого факта в общем случае довольно
сложно, однако оно существенно упрощается, если функция λi
не зависят от u, т.е. система (31) полулинейна. (См.[1] и [4]).
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Из доказательства разрешимости системы (33) вытекает, что
её решение может быть найдено методом последовательных
приближений. Это открывает возможности для приближённо-
го решения задачи Коши (31), (32) в случае, когда точное ре-
шение получить не удаётся. Соответствующие формулы для
метода последовательных приближений имеют вид

u
(n+1)
i (x∗, t∗) = αi(ϕi(0;x∗, t∗, u(n)))+

+

t∗∫
0

fi(ϕi(τ ;x∗, t∗, u(n)), τ, u(n)(ϕi(τ ;x∗, t∗, u(n)), τ))dτ ; (34)

i = 1, ...,m.

Здесь u(n) — предыдущее, а u(n+1) — последующее прибли-
жения. В качестве нулевого приближения можно взять про-
извольную гладкую функцию, удовлетворяющую начальным
условиям.

Все приведённые утверждения естественно видоизменяются,
если [0, `] заменить на произвольный промежуток.

3.2 Примеры

1. Решить задачу Коши

∂u

∂t
+ xt

∂u

∂x
= xt, u(x, 0) = sinx.

Решение. Находим характеристики

dx

dt
= xt,

dx

x
= tdt, x = ce

t2

2 ,

x(t∗) = x∗ =⇒ x = x∗e
t
2
− (t∗)2

2 .
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По формуле (33) получаем

u(x∗, t∗) = sin

(
x∗e−

(t∗)2
2

)
+

t∗∫
0

x∗e
τ2

2
− (t∗)2

2 τdτ =

= sin

(
x∗e−

(t∗)2
2

)
+ x∗ − x∗e−

(t∗)2
2 .

Ответ: u(x, t) = sin(xe−
t2

2 ) + x(1− e−
t2

2 ).

2. Решить задачу Коши

∂u

∂t
+
∂u

∂x
= u, u(x, 0) = sinx.

Решение. Находим характеристики

dx

dt
= 1, x = t+ c,

x(t∗) = x∗ =⇒ x = t+ x∗ − t∗.

По формуле (33) получаем

u(x∗, t∗) = sin(x∗ − t∗) +

t∗∫
0

u(τ + x∗ − t∗, τ)dτ.

Это интегральное уравнение легко решить, взяв производ-
ные от обеих частей по t∗ вдоль характеристик, т.е. при x∗−t∗ =
const.Однако для иллюстрации общей методики мы воспользу-
емся методом последовательных приближений, взяв в качестве
начального приближения функцию u(0)(x, t) = sin(x− t).
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u(0)(x∗, t∗) = sin(x∗ − t∗),

u(1)(x∗, t∗) = sin(x∗ − t∗) +

t∗∫
0

sin
(
(τ + x∗ − t∗)− τ

)
dτ =

= sin(x∗ − t∗)(1 + t∗),

u(2)(x∗, t∗) = sin(x∗ − t∗) +

t∗∫
0

(1 + τ) sin(τ + x∗ − t∗ − τ)dτ =

= sin(x∗ − t∗) +

(
t∗ +

(t∗)2

2

)
sin(x∗ − t∗) =

=

(
1 + t∗ +

(t∗)2

2

)
sin(x∗ − t∗),

...

u(n)(x∗, t∗) =

(
1 + t∗ +

(t∗)2

2
+ . . .+

(t∗)n

n!

)
sin(x∗ − t∗).

Очевидно, что u(x∗, t∗) = et
∗

sin(x∗ − t∗).
Ответ: u(x, t) = et sin(x− t).
Замечание. В дальнейшем, при решении примеров, мы бу-

дем опускать звездочки у (x∗, t∗), а чтобы не было путаницы,
уравнения характеристик будем писать в виде

ξ = ϕi(τ ;x, t, u). (35)

3. Решить задачу Коши:{
∂u
∂t + 5∂u∂x + 2 ∂v∂x = ex+t,
∂v
∂t + 4∂u∂x + 3 ∂v∂x = 0.
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u(x, 0) = sinx, v(x, 0) = x3

Решение. Приведём данную систему к каноническому виду
(31). Для этого запишем её в матричной форме

∂

∂t

(
u
v

)
+

(
5 2
4 3

)
∂

∂x

(
u
v

)
=

(
ex+t

0

)
.

Находим соответствующие собственные значения и левые соб-
ственные векторы:

λ1 = 1, `1 = (1,−1),

λ2 = 7, `2 = (2, 1).

Поскольку наша система линейна, для приведения её к рима-
новым инвариантам можно воспользоваться заменой (21). Так
как матрица L из собственных векторов имеет вид

L =

(
1 −1
2 1

)
,

то

L−1 =
1

3

(
1 1
−2 1

)
.

Подставляя
(
u v

)T
= L−1

(
z s

)T в исходную систему, полу-
чим

∂

∂t

[
1

3

(
1 1
−2 1

)(
z
s

)]
+

(
5 2
4 1

)
∂

∂x

[
1

3

(
1 1
−2 1

)(
z
s

)]
=

(
ex+t

0

)
.

Умножая обе части полученного равенства на матрицу L,
получим запись исходной системы в инвариантах:

∂

∂t

(
z
s

)
+

(
1 0
0 7

)
∂

∂x

(
z
s

)
=

(
ex+t

2ex+t

)
,
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или, что то же, {
∂z
∂t + ∂z

∂x = ex+t,
∂s
∂t + 7 ∂s∂x = 2ex+t.

С учётом замечания относительно обозначений (35) находим
характеристики

ξ = τ + x− t (λ = 1); ξ = 7τ + x− 7t (λ = 7).

Находим начальные условия для инвариантов:

(
z(x, 0)
s(x, 0)

)
= L

(
u(x, 0)
v(x, 0)

)
=

(
sinx− x3

2 sinx+ x3

)

По формуле (33) находим

z(x, t) = sin(x− t)− (x− t)3 +

t∫
0

e(τ+x−t)+τdτ =

= sin(x− t)− (x− t)3 +
1

2
ex+t − 1

2
ex−t,

s(x, t) = 2 sin(x− 7t) + (x− 7t)3 + 2

t∫
0

e(7τ+x−7t)+τdτ =

= 2 sin(x− 7t) + (x− 7t)3 +
1

4
ex+t − 1

4
ex−7t.
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Возвращаясь к функция u и v, получаем ответ:

u(x, t) =
1

3

[
sin(x− t)− (x− t)3 + exsht+

+ 2 sin(x− 7t) + (x− 7t)3 +
1

2
ex−3tsh 4t

]
,

v(x, t) =
1

3

[
− 2 sin(x− t) + 2(x− t)3 − 2exsh t+

+ 2 sin(x− 7t) + (x− 7t)3 +
1

2
exsh 4t

]
.

4. Найти первое приближение решения задачи Коши

{
∂u
∂t + ∂u

∂x = u+ v,
∂v
∂t −

∂v
∂x = u− v,

u(x, 0) = sinx, v(x, 0) = x,

взяв в качестве нулевого приближения функции, постоянные
вдоль соответствующих характеристик.
Решение. Система дана в канонической форме. Поэтому

сразу найдём характеристики

ξ = τ + x− t (λ = 1); ξ = −τ + x+ t (λ = −1).

Приняв в качестве начального приближения

u(0)(x, t) = sin(x− t), v(0)(x, t) = x+ t,
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по формулам (34) найдём

u(1)(x, t) = sin(x− t) +

t∫
0

sin((τ + x− t)− τ)dτ+

+

t∫
0

[(τ + x− t) + τ ]dτ = sin(x− t) + t sin(x− t) + t2 + (x− t)t,

v(1)(x, t) = (x+ t) +

t∫
0

sin((−τ + x+ t)− τ)dτ−

−
t∫

0

[(−τ + x+ t) + τ ]dτ = (x+ t)+

+
1

2
cos(x− t)− 1

2
cos(x+ t)− t(x+ t).

Ответ:

u(1)(x, t) = (1 + t) sin(x− t) + xt,

v(1)(x, t) = (1− t)(x+ t) + sinx sin t.

5. Найти первое приближение решения задачи Коши

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= xu2, u(x, 0) = x,

приняв в качестве нулевого приближения u(0)(x, t) = x.
Решение. В этом примере одно уравнение, поэтому его мож-

но было бы решить соответствующим методом. Однако, для ил-
люстрации, мы применим общий подход, распространяющий-
ся и на системы уравнений. Найдём характеристики, соответ-
ствующие u(0):

dξ

dτ
= u(0)(ξ, τ) = ξ; ξ = xeτ−t.
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Далее воспользуемся формулами (34):

u(1)(x, t) = xe−t +

t∫
0

xeτ−t(xeτ−t)2dτ = xe−t +
1

3
(1− e−3t)x3.

Ответ:

u(1)(x, t) = x

[
e−t +

1

3
(1− e−3t)x2

]
.

Заметим, что, в отличие от предыдущих примеров, исходное
уравнение квазилинейно. Поэтому при построении последую-
щих приближений нужно находить характеристики каждый
раз заново.

4 Смешанная задача

4.1 Теоретический материал

В области D0 рассмотрим гиперболическую систему квазили-
нейных уравнений, записанную в каноническом виде

∂ui
∂t

+ λi(x, t, u)
∂ui
∂x

= fi(x, t, u); i = 1, ...,m, (36)

с начальными

ui(x, 0) = αi(x), i = 1, ...,m; 0 6 x 6 `, (37)

и краевыми условиями

ui(0, t) = γi0(t, u(0, t)); i ∈ I+
0 = {i|sgnλi(0, 0, 0) = 1}, 0 6 t 6 T0,

ui(`, t) = γi`(t, u(`, t)); i ∈ I−` = {i|sgnλi(`, 0, 0) = −1}, 0 6 t 6 T0.

(38)

Задача (36) – (38) называется смешанной задачей.
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Предположим, что все функции λi, fi, αi, γ
i
0, γ

i
` достаточно

гладкие; sgnλi(0, t, u) = const, sgnλi(`, t, u) = const (i = 1, ...,m);
функции γi0 не зависят от uj при j ∈ I+

0 , а функции γi` не зави-
сят от uj при j ∈ I−` (т.е. краевые условия правильно постав-
лены).

Пусть

αi(0) = γi0(0, α(0)) (i ∈ I+
0 ), αi(`) = γi`(`, α(`))(i ∈ I−` )

(т.е. начальные и краевые условия удовлетворяют условию со-
гласования нулевого порядка).

Пусть также выполнено так называемое условие согласова-
ния первого порядка:

(γi0)
′
t(0, α(0))+

∑
j /∈J0

(γi0)
′
uj (0, α(0))[fj(0, 0, α(0))−λj(0, 0, α(0))α

′
j(0)] =

= fi(0, 0, α(0))− λi(0, 0, α(0))α
′
i(0), i ∈ J0

(оно получается, если положить в уравнениях (36) x = 0, t = 0
и воспользоваться после этого условиями (37) и (38)). Пусть
выполнено аналогичное условие при x = `. Подробнее об усло-
виях согласования и понятии о правильно поставленных крае-
вых условиях можно прочитать в [2].

Тогда можно доказать, что при достаточно малом T ∈ (0, T0]
в области {(x, t)|0 6 x 6 `, 0 6 t 6 T} смешанная задача (36) –
(38) однозначно разрешима.

Подобно задаче Коши, смешанную задачу также возможно
свести к системе интегро-операторных уравнений

ui(x, t) = (Ru)i(x, t) + (Iu)i(x, t); i = 1, ...,m, (39)

где введены следующие обозначения (надчеркиванием обозна-
чено замыкание областей):

(Ru)i(x, t) =


αi(ϕi(0;x, t, u)), (x, t) ∈ Π̄u

αi

γi0(χi(x, t, u), u(0, χi(x, t, u))), (x, t) ∈ Π̄u
0i

γi`(χi(x, t, u), u(`, χi(x, t, u))), (x, t) ∈ Π̄u
`i
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(Iu)i(x, t) =

t∫
χi(x,t,u)

fi(ϕi(τ ;x, t, u), τ, u(ϕi(τ ;x, t, u), τ))dτ ;

Здесь χi(x, t, u) — наименьшее значение переменной t, при ко-
тором для фиксированной функции u : D0 → Rm решение
ξ = ϕi(r;x, t, u) задачи

dξ

dτ
= λi(ξ, τ, u(ξ, τ)), ξ(t) = x, τ 6 t

выходит на границу области D0, а через Πu
αi, Πu

0i, Πu
`i обозна-

чены множества

Πu
αi = {(x, t) ∈ D0|χi(x, t, u) = 0},

Πu
0i = {(x, t) ∈ D0|χi(x, t, u) > 0, ϕi(χi(x, t, u), x, t, u) = 0},

Πu
`i = {(x, t) ∈ D0|χi(x, t, u) > 0, ϕi(χi(x, t, u), x, t, u) = `}.

Оказывается, что и обратно, достаточно гладкое решение си-
стемы (39) является решением смешанной задачи (36) – (38),
причём решение системы (39) при достаточно малом T ∈ (0, T0]
есть равномерный предел последовательных приближений, по-
строенных по формулам:

u
(n+1)
i (x, t) = (Ru(n))i(x, t) + (Iu(n))i(x, t); i = 1, ...,m, (40)

Этот результат можно использовать для приближённого по-
строения решения. В качестве нулевого приближения можно
взять произвольную гладкую функцию, удовлетворяющую на-
чальным и краевым условиям.
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4.2 Примеры

Напомним, что краевые условия называются правильно постав-
ленными, если они могут быть однозначно разрешены относи-
тельно инвариантов, соответствующих уходящим характери-
стикам, т.е. при x = 0 соответствующих λi > 0, а при x = ` —
соответствующих λi < 0. Характеристики, соответствующие
знакам, противоположным указанным, называются приходя-
щими.

1. Для системы {
vt − vx + wx = 0,

vt + 8vx + wx = 0.

с заданными начальными условиями:

v(x, 0) = α(x), w(x, 0) = β(x), 0 6 x 6 `,

проверить, какие из следующих пар краевых условий правиль-
но поставлены:

а). v(0, t) = sin t, w(`, t) = t2;
б). −4v(0, t) + w(0, t) = cos t, 12v(`, t) + 3w(`, t) = t.2

Решение.
Находим собственные значения и соответствующие левые соб-

ственные векторы:

λ1 = 3, `1 = (2, 1);

λ2 = −3, `2 = (−4, 1);

Находим соответствующие инварианты:

λ1 = 3⇒ z = 2v + w; λ2 = −3⇒ s = −4v + w.

Следовательно, для левой границы x = 0 инвариант z соот-
ветствует уходящим характеристикам, а инвариант s — при-
ходящим. На правой границе x = ` инвариант s соответствует
уходящим характеристикам, а инвариант z — приходящим.
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а). Переписываем краевые условия для инвариантов:

v(0, t) =
1

6
(z(0, t)− s(0, t)) = sin t,

w(`, t) =
1

3
(2z(`, t) + s(`, t)) = t2;

С учетом сказанного выше относительно связи инвариантов
и уходящих характеристик, нам необходимы условия для z(0, t)
и s(`, t): {

z(0, t) = 6 sin t+ s(0, t);

s(`, t) = −z(`, t) + 3t2.

Значения s(0, t) и z(`, t) вычисляются с помощью начальных
условий по соответствующим приходящим характеристикам.
Таким образом, краевые условия в пункте а) поставлены пра-
вильно.

б). Переписываем краевые условия для инвариантов:

−4v(0, t) + w(0, t) = s(0, t) = cos t,

12v(`, t) + 3w(`, t) = 4z(`, t)− s(`, t) = t2;

С учетом сказанного выше относительно связи инвариантов
и уходящих характеристик, нам необходимы условия для z(0, t)
и s(`, t): {

z(0, t) =?;

s(`, t) = 4z(`, t)− t2.

Таким образом, мы видим, что первое из краевых условий в
пункте б) поставлено неправильно.

2. Для системы {
vt + 2vx + wx = 0,

vt + 3vx + 4wx = 0.
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с заданными начальными условиями:

v(x, 0) = α(x), w(x, 0) = β(x), 0 6 x 6 `,

проверить, какие из следующих пар краевых условий правиль-
но поставлены:

а). v(0, t) = sin t, w(`, t) = t2;
б). v(0, t) = cos t, w(0, t) = t.2

Ответ: а). Оба условия поставлены неправильно;
б). Оба условия поставлены правильно.
3. Решить смешанную задачу

∂u

∂t
+
∂u

∂x
= xt,

u(x, 0) = sinx, x > 0,

u(0, t) = t, t > 0.

Решение. Найдём характеристики

dξ

dτ
= 1, ξ = τ + x− t.

Найдём χ(x, t, u):

χ =

{
t− x, x < t,

0, x > t.

Найдём множества Πu
α,Π

u
0 ,Π

u
` ,:

Π̄u
α = {(x, t)|x > t},

Πu
0 = {(x, t)|x < t},

Πu
` = ∅.

Значит,

(Ru)(x, t)

{
sin(x− t), x > t,

t− x, x < t.
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Далее,

(Iu)(x, t) =

t∫
0

(τ + x− t)τdτ = − t
3

6
+ x

t2

2
, x > t,

(Iu)(x, t) =

t∫
t−x

(τ + x− t)τdτ = −x
3

6
+ t

x2

2
, x < t.

Ответ:

u(x, t) =

{
sin(x− t)− t3

6 + x t
2

2 , x > t,

(t− x)− x3

6 + tx
2

2 , x < t.

Замечание. В разобранном примере выполняется нулевое
условие согласования, но не первое (проверьте!). Поэтому по-
строенное решение является обобщённым — оно имеет слабый
разрыв (скачок производных первого порядка) вдоль характе-
ристики x = t, проходящей через точку (0, 0).

4. Решить смешанную задачу

∂u

∂t
+
∂u

∂x
= u,

u(x, 0) = x2, x > 0,

u(0, t) = t2, t > 0.

Решение. Характеристики и множества Πu
α,Π

u
0 ,Π

u
` такие

же, как в предыдущей задаче. Однако, в данном случае неиз-
вестная функция войдёт под знак интеграла в формулах (39).
Поэтому воспользуемся методом последовательных приближе-
ний (хотя и здесь можно было бы получить решение по методу,
упомянутому в примере 2 к п. 4). В качестве начального при-
ближения возьмём функцию

u(0)(x, t) = (x− t)2.
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Далее, по формулам (40), получаем

u(1)(x, t) =



(x− t)2+

t∫
0

(τ + x− t− τ)2dτ =

=(x− t)2(1 + t), x > t,

(t− x)2+

t∫
t−x

(τ + x− t− τ)2dτ =

=(x− t)2(1 + x), x < t.

u(2)(x, t) =



(x− t)2+

t∫
0

(τ + x− t− τ)2 (1 + τ) dτ =

=(x− t)2

(
1 + t+

t2

2

)
, x > t,

(t− x)2+

t∫
t−x

(τ + x− t− τ)2 (1 + τ + x− t) dτ =

=(x− t)2

(
1 + x+

x2

2

)
, x < t.

································································································

u(n)(x, t) =

(x− t)2
(

1 + t+ t2

2 + . . .+ tn

n!

)
, x > t,

(x− t)2
(

1 + x+ x2

2 + . . .+ xn

n!

)
, x < t.

Ответ:

u(x, t) =

{
(x− t)2et, x > t,

(x− t)2ex, x < t.

5. Решить смешанную задачу{
∂u1
∂t + ∂u1

∂x = 0,
∂u2
∂t −

∂u2
∂x = 0,
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u1(x, 0) = sinx, u2(x, 0) = cosx, 0 6 x 6 π,

u1(0, t) = et − u2(0, t), 0 6 t 6 2π,

u2(π, t) = t− u1(π, t), 0 6 t 6 2π,

Решение. Сначала построим решение для 0 6 t 6 π (при
t = π характеристики, выходящие из точек (0,0) и (π, 0), дости-
гают противоположной боковой стороны области D0). Найдём
характеристики:

ξ = τ + x− t (λ1 = 1), ξ = −τ + x+ t (λ2 = −1).

Далее,

χ1 =

{
t− x, x < t,

0, x > t,
χ2 =

{
x+ t− π, x > π − t,
0, x 6 π − t.

Множества Πu
αi,Π

u
0i,Π

u
`i, имеют вид

Π̄u
α1 = {(x, t)|x > t}, Πu

α2 = {(x, t)|x 6 π − t},
Πu

01 = {(x, t)|x < t}, Πu
`1 = ∅,

Πu
`1 = ∅, Πu

`2 = {(x, t)|x > π − t}.

Чтобы построить ui в Πu
αi достаточно решить задачу Коши,

т.е. u1(x, t) = sin(x− t), (x, t) ∈ Πu
α1;u2(x, t) = cos(x+ t), (x, t) ∈

Πu
α2.
Для отыскания (Ru)1(x, t) при (x, t) ∈ Πu

01 нужно знать u2(0, t).
Но (0, t) ∈ Πu

α2, откуда

u2(0, t) = cos t.

Поэтому

(Ru)1(x, t) =

{
sin(x− t), x > t,

et−x − cos(t− x), x < t.
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Аналогично

(Ru)2(x, t) =

{
cos(x+ t), x 6 π − t,
x+ t− π − sin(x+ t− π), x > π − t.

Но так как правые части исходной системы нулевые, то в
[0, π]× [0, π]

u1(x, t) = (Ru)1(x, t) =

{
sin(x− t), x > t,

et−x − cos(t− x), x < t.

u2(x, t) = (Ru)2(x, t) =

{
cos(x+ t), x 6 π − t,
x+ t− π + sin(x+ t), x > π − t.

Найдём теперь u1(x, π), u2(x, π). Поскольку (x, π) ∈ Πu
01, то

u1(x, π) = eπ−x − cos(π − x) = eπ−x + cosx.

Далее, точка (x, π) ∈ Πu
`2. Поэтому

u2(x, π) = x+ π − π + sin(x+ π) = x− sinx.

Для решения нашей задачи при π 6 t 6 2π примем в каче-
стве начальных значения u1(x, π), u2(x, π). Поступая аналогич-
но предыдущему, найдём

u2(0, t) = [(x+t−π)−sin(x+t−π)]|x=0 = t−π+sin t, π 6 t 6 2π,

u1(π, t) = [eπ−(x−t+π)+cos(x−t+π)]|x=π = et−π+cos t, π 6 t 6 2π.

Поэтому при π 6 t 6 2π

(Ru)1(x, t) =

{
eπ−(x−t+π) + cos(x− t+ π), x > t− π,
et−x − [(t− x− π) + sin(t− x)], x < t− π,
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(Ru)2(x, t) =


(x+ t− π)− sin(x+ t− π), x 6 2π − t,
(x+ t− π)− e(x+t−π)−π + cos(x+ t− π),

x > 2π − t.

Ответ:

u1(x, t) =



sin(x− t), x > t, 0 6 t 6 π,

et−x − cos(t− x), x < t, 0 6 t 6 π или
x > t− π, π 6 t 6 2π,

et−x + π − (t− x)− sin(t− x), x < t− π,
π 6 t 6 2π,

u2(x, t) =



cos(x+ t), x 6 π − t, 0 6 t 6 π,

x+ t− π + sin(x+ t), x > π − t, 0 6 t 6 π или
x 6 2π − t, π 6 t 6 2π,

x+ t− π − ex+t−2π − cos(x+ t), x > 2π − t,
π 6 t 6 2π.

Замечание. В точке (π, 0) не выполнено нулевое условие со-
гласования, а в точке (0, 0) — первое. Поэтому построенное ре-
шение является обобщённым, оно имеет сильный разрыв (ска-
чок функций u1, u2) вдоль характеристики t = π − x и слабый
разрыв вдоль характеристики t = x. Эти разрывы отражаются
от концов отрезка [0, `], в результате чего решение имеет также
сильный разрыв вдоль характеристики t = x + π и слабый —
вдоль характеристики t = 2π − x (0 6 x 6 2π).

6. Решить смешанную задачу{
∂u
∂t −

∂u
∂x + 8 ∂v∂x = 0,

∂v
∂t + ∂u

∂x + ∂v
∂x = 0.

u(x, 0) = 0, v(x, 0) = x, x > 0,

u(0, t), t > 0.
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Ответ:

u(x, t) =

{
t− 3x, x 6 3t,

−8t, x > 3t,

v(x, t) =

{
7
2 t−

1
2x, x 6 3t,

x− t, x > 3t.

Вдоль характеристики x = 3t решение имеет слабый разрыв.
Указание. Привести систему к инвариантам.
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