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ВВЕДЕНИЕ

Квазигазодинамическая, модифицированная квазигазодинамическая и квазигидродинами�
ческая системы уравнений и основанные на них разностные схемы с успехом применяются при
математическом моделировании сложных газо� и гидродинамических процессов [1]–[4]. Ряд во�
просов математической теории первой и третьей из этих систем недавно был освещен в [5], [6].
Обратим внимание на то, что вывод глобальных оценок решений этих сложных систем квазили�
нейных уравнений наталкивается на серьезные трудности. В баротропном случае, когда p = p(ρ)
(давление p зависит только от плотности ρ), уравнение энергии отщепляется и каждая из систем
упрощается. Баротропные квазигазо� и квазигидродинамическая системы были введены и пер�
воначально анализировались в [5], [6].

В настоящей статье три перечисленные системы также изучаются в нелинейной многомерной
постановке в баротропном случае при общем уравнении состояния. Для них выводятся энерге�
тические равенства и при p'(ρ) > 0 устанавливаются глобальные энергетические оценки решений.
Отметим, что первоначально подобные результаты были получены для существенно более про�
стой двумерной квазигазодинамической модели транспортных потоков в [7].

При отсутствии массовой силы (F ≡ 0) энергетические оценки выводятся на всем полубеско�
нечном интервале времени 0 ≤ t < ∞, а в общем случае – на любом конечном отрезке 0 ≤ t ≤ T. При
этом для квазигазодинамической системы уравнений возникают ограничения сверху на первый
адиабатический показатель уравнения состояния Γ(ρ), а для двух других систем – нет. В общем
случае (F  0) для всех систем возникают также ограничения на поведение коэффициента дина�
мической вязкости μ(ρ) при ρ  0 и ρ  ∞, согласованные с соответствующим поведением
p(ρ); в частности, как правило, μ(0+) = 0. Указанные ограничения для квазигидродинамической
системы уравнений немного слабее, чем для обеих квазигазодинамических систем.

Эти энергетические равенства и оценки родственны соответствующим им для классической
системы уравнений Навье–Стокса вязкого сжимаемого баротропного газа/жидкости (особенно

≡
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для модифицированной квазигазодинамической и квазигидродинамической систем), но отли�
чаются, в первую очередь, наличием некоторых дополнительных слагаемых, специфичных для
изучаемых в статье систем. Кроме того, для системы Навье–Стокса в случае F  0 упомянутых
выше ограничений на поведение μ(ρ) не возникает.

При этом энергетические равенства и оценки для баротропной квазигидродинамической си�
стемы уравнений получаются удалением нескольких слагаемых из соответствующих им для ба�
ротропной модифицированной квазигазодинамической системы и тем самым несколько проще.
Обратим внимание на то, что в пространственно�трехмерном случае при μ(0+) = 0 для обеих этих
систем уравнений не удается оценить градиент скорости, если в выделяемых в тензоре напряжений
слагаемых Навье–Стокса коэффициент второй вязкости равен нулю, как это полагалось ранее.

Все же для разработки дальнейшей теории глобальных решений рассматриваемых систем
только энергетических оценок недостаточно и нужны новые дополнительные оценки решений.

Также в настоящей статье для баротропной модифицированной квазигазодинамической си�
стемы уравнений выводятся необходимые и достаточные условия неравномерной и равномер�
ной параболичности по Петровскому (см. [8], [9]), дополняющие соответствующие результаты
для двух других систем уравнений в [5], [6]. Критерий неравномерной параболичности особенно
прост и имеет вид p'(ρ) > 0 (исключая одномерный случай, где это условие является достаточ�
ным); он совпадает с соответствующим критерием для баротропной квазигидродинамической
системы (см. [6]). Критерии равномерной параболичности для этих двух систем также близки, но
выводимый в данной статье проще (не содержит числа Маха). В отличие от случая квазигазоди�
намической системы уравнений, оба критерия не связаны с ограничениями сверху на Γ(ρ).
Уместно напомнить, что равномерная параболичность системы уравнений является важным ее
свойством и, в частности, гарантирует локальную по времени однозначную классическую разре�
шимость задачи Коши для нее (см. [9]).

1. БАРОТРОПНАЯ КВАЗИГАЗОДИНАМИЧЕСКАЯ СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ

Баротропная квазигазодинамическая (КГД) система уравнений состоит из уравнения баланса
массы

(1)

и уравнения импульса

(2)

Здесь и ниже ∂t и ∂i =  – частные производные по аргументам t и xi, причем по повторяющимся

индексам i, j, l (но не k или m) в статье предполагается суммирование от 1 до n; при этом n ≥ 1.
Искомые функции ρ > 0 и u = (u1, …, un) – плотность и скорость газа. Функция p = p(ρ) > 0 – урав�
нение состояния – задает давление газа. В уравнениях учтена массовая сила F = (F1, …, Fn)
(см. [2]–[4]). Предполагается, что τ = τ(ρ, u) > 0. Напомним наиболее типичный выбор:

(3)

где μ = μ(ρ) > 0 – коэффициент динамической вязкости, а αS > 0 – число Шмидта, но не будем
им ограничиваться (другие возможности также иногда представляют интерес). Пусть также
p'(ρ) > 0 (отметим, что, согласно [5], это неравенство – необходимое условие параболичности
рассматриваемой системы).

Будем для простоты рассматривать классические решения (ρ, u) систем уравнений, удовле�

творяющие им для аргументов (x, t) = (x1, …, xn, t) ∈ , где QT := Ω × (0, T) – цилиндр, а Ω – огра�

ниченная область в �
n
 (случай неограниченной Ω, в том числе Ω = �

n
, отличается несуществен�

но). Поставим краевые условия

(4)

≡

∂tρ div ρu( )+ R0 ρ u,[ ] ∂i τ ∂j ρuiuj( ) ∂ip ρFi–+[ ]{ }≡=

∂t ρuk( ) ∂i ρuiuk( ) ∂kp+ + Rk ρ u,[ ] ρ τdiv ρu( )–[ ]Fk, 1 k n,≤ ≤+=

Rk ρ u,[ ] ∂i τ ∂j ρuiujuk( ) ∂k pui( ) ∂i puk( ) ρ Fkui Fiuk+( )–+ +[ ]{ } ∂k τdiv pu( )[ ].+≡

∂xi

τ μ
αSp
�������,=

QT

u ΓT
0, w n ΓT

⋅ 0,= =
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где ΓT := ∂Ω × (0, T) – боковая поверхность цилиндра, w = (w1, …, wn) – вектор (см. [2]–[4]) с ком�
понентами

а также n – вектор внешней нормали к ∂Ω и точка обозначает скалярное произведение векторов.
Поставим также начальные условия

(5)

Следуя [2]–[4], введем вектор j := ρ(u – w). Дифференцирование и перегруппировка слагае�
мых позволяет переписать Rk[ρ, u] в виде Rk[ρ, u] = ∂i(ρwiuk + Πik), где

(6)

суть компоненты тензора вязких напряжений, а δik – символ Кронекера. В этих обозначениях си�
стема уравнений (1), (2) принимает вид

(7)

(8)

Из уравнения баланса массы (7) и краевых условий (4) следует закон сохранения полной массы

(9)

Воспользуемся известной функцией

c каким�либо r0 > 0, обладающей свойствами

Ясно, что P0(r) > 0 при r > 0, r ≠ r0 и P0(r0) = 0.

В соответствии с известной техникой вывода газодинамических энергетических равенств

уравнение баланса массы (7) умножим на (ρ) – (1/2)|u |2, проинтегрируем по Ω и затем проин�
тегрируем по частям с учетом краевых условий (4):

здесь и ниже аргумент ρ у P0, как и у p, для краткости опускается. Уравнение импульса (8) умно�
жим на uk, проинтегрируем по Ω и затем проинтегрируем по частям с учетом краевого условия

 = 0:

wi := τ
ρ
�� ∂j ρuiuj( ) ∂ip ρFi–+[ ], 1 i n,≤ ≤

ρ t 0= ρ0
, u t 0= u

0
.= =

Πik := τui ρuj∂juk ∂kp ρFk–+( ) τp ∂iuk ∂kui+( ) δikτ ∇p u pdivu+⋅( )+ +

∂tρ divj+ 0,=

∂t ρuk( ) div juk( ) ∂kp+ + ∂iΠik ρ τdiv ρu( )–[ ]Fk, 1 k n.≤ ≤+=

ρ xd

Ω

∫ m
0
 := ρ0

x.d

Ω

∫≡

P0 r( ) := r
s
� 1–⎝ ⎠

⎛ ⎞ p' s( ) s, rd

r0

r

∫ 0,>

P0' r( ) p' s( )
s

��������� s, P0'' r( )d

r0

r

∫
p' r( )

r
���������, r 0.>= =

P0'

∂tP0
1
2
�� ∂tρ( ) u

2
– ρ ui wi–( ) 1

ρ
��∂ip ul∂iul–⎝ ⎠

⎛ ⎞– xd

Ω

∫ 0;=

u ΓT

1
2
��∂t ρuk

2( ) 1
2
�� ∂tρ( )uk

2 ρ ui wi–( )uk∂iuk– ∂kp( )uk Πik∂iuk+ + + xd

Ω

∫  =

=  ρ τdiv ρu( )–[ ]Fkuk x, 1d

Ω

∫ k n.≤ ≤
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Просуммировав все результаты, выведем равенство

(10)

в котором

Перегруппировав слагаемые, получим выражение

где учтена формула

и использованы обозначения (для любой матрицы A = )

Величина Γ называется первым адиабатическим показателем уравнения состояния p = p(ρ).

В итоге энергетическое равенство для баротропной КГД�системы уравнений (1), (2) выглядит
следующим образом:

(11)

Рассмотрим подробнее второе слагаемое в левой части этого равенства, т.е. интеграл

При условии

с некоторым (12)

∂t P0
1
2
��ρ u

2
+⎝ ⎠

⎛ ⎞ xd

Ω

∫ Ψ ρ u,[ ] xd

Ω

∫+ ρ τdiv ρu( )–[ ]Flul τFl ∂lp ρui∂iul+( )+{ } x,d

Ω

∫=

Ψ ρ u,[ ] := ρ wi τFi+( )1
ρ
��∂ip Πil τuiρFl+( )∂iul+  =

=  τ ∇ρ u⋅( )ui ρuj∂jui ρuidivu ∂ip+ + +[ ]1
ρ
��∂ip ui ρuj∂jul ∂lp+( )∂iul+

⎩
⎨
⎧

+

��+ p ∂iul ∂lui+( )∂iul ∇p u pdivu+⋅( )divu+
⎭
⎬
⎫

.

Ψ ρ u,[ ] τp ∇u
2 ∂lui( )∂iul 1 Γ–( ) divu( )2

+ +[ ] τp'
ρ

����� div ρu( )[ ]2 τ
ρ
�� ρ ∇u( )т

u ∇p+
2

,+ +=

∇ρ u⋅( )1
ρ
�� ∇p u⋅( ) 2 ∇p u⋅( )divu pΓ divu( )2

+ + p'
ρ
��� div ρu( )[ ]2

=

aij{ }i j, 1=
n

∇u := ∂iuj{ }i j, 1=
n

, A
2

aijaij, Γ ρ( ) := ρp' ρ( )
p ρ( )

������������� .=

∂t P0
1
2
��ρ u

2
+⎝ ⎠

⎛ ⎞ xd

Ω

∫ τp ∇u
2 ∂lui( )∂iul 1 Γ–( ) divu( )2

+ +[ ] xd

Ω

∫+ +

+ τp'
ρ

����� div ρu( )[ ]2 τ
ρ
�� ρ ∇u( )т

u ∇p+
2

+
⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

xd

Ω

∫  =

=  ρ τdiv ρu( )–[ ]F u τF ρ ∇u( )т
u ∇p+[ ]⋅+⋅{ } x.d

Ω

∫

� � ρ u,[ ] := τp ∇u
2 ∂lui( )∂iul 1 Γ–( ) divu( )2

+ +[ ] x.d

Ω

∫≡

Γ 1 2 1 δ–( )
n

����������������+≤ 0 δ 1≤ ≤
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справедливо неравенство

(13)

где

trA = δiiaii – квадратичная форма от элементов матрицы A. Справедливы тождества

(14)

Поэтому введенная квадратичная форма неотрицательно определена:

и, как следствие,

(15)

В частном случае, когда τp ≡ const; выражение для � упрощается:

поскольку с помощью интегрирования по частям с учетом краевого условия  = 0 получается

равенство

(16)

Поэтому при более широком, чем (12), условии

с некоторым (17)

имеем

(18)

Поскольку

� τp�1δ ∇u[ ] x,d

Ω

∫≥

�1δ A[ ] := aijaij ajiaij
2 1 δ–( )

n
���������������� trA( )2

,–+

aijaij ajiaij+ 1
2
�� aij aji+( ) aij aji+( ) 2 akk

2 1
2
�� akm amk+( )2

,

k m≠

∑+
k 1=

n

∑= =

akk
2 1

n
�� akk

k 1=

n

∑⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

2

–
k 1=

n

∑
1

2n
����� akk amm–( )2

.

k m≠

∑=

�1δ A[ ] 2δ akk
2 1 δ–

n
��������� akk amm–( )2 1

2
�� akm amk+( )2

k m≠

∑+
k m≠

∑+
k 1=

n

∑= ≥

≥ δ1
2
�� aij aji+( ) aij aji+( ) δ

2
�� A A

т
+

2

=

� τp�1δ ∇u[ ] xd

Ω

∫
δ
2
�� τp ∇u ∇u

т
+

2

x.d

Ω

∫≥ ≥

� τp ∇u
2

2 Γ–( ) divu( )2
+[ ] x,d

Ω

∫=

u ΓT

∂lui( )∂iul xd

Ω

∫ divu( )2
x.d

Ω

∫=

Γ 3 ε–≤ 0 ε 2≤ ≤

� τp ∇u
2

1 ε–( ) divu( )2
–[ ] x.d

Ω

∫≥

A A
т

+
2

A A
т

–
2

+ 4 A
2
, A A

т
+

2

A A
т

–
2

– 4aijaji,= =
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то справедливо равенство

с неотрицательной квадратичной формой

при 1 < ε ≤ 2 здесь использовано неравенство |A – Aт |2 ≤ 4|A |2. Снова используя равенство (16), за�
ключаем, что

(19)

при ε ≥ 1 это неравенство непосредственно следует из (18).
Возвращаясь к случаю, когда выполнено условие (17), при дополнительном предположении

τp ≥  ≡ const ≥ 0 теперь получаем

(20)

где ε(δ) = 2 – 2(1 – δ)/n, а cn, δ = 2δ при n = 1 либо cn, δ = 1 при n ≥ 2.

Условие (17) при 0 < ε < 1 совпадает с соответствующим из условий равномерной параболич�
ности по Петровскому баротропной КГД�системы (см. [5]). В одномерном случае (n = 1) условие (12)
совпадает с (17) при 2δ = ε, но при n ≥ 2 оно является более жестким.

Перейдем к выводу глобальных энергетических оценок. Положим Q := Ω × �
+

 и

Пусть сначала F = 0. Тогда при условии (12) либо при условиях τp ≡ const и (17) из энергетиче�
ского равенства (11) непосредственно вытекают оценки

(21)

(22)

Напомним неравенства (15), (20) и (19).
В общем случае для правой части энергетического равенства справедлива оценка

Пусть для наглядности τ задается формулой (3). Наложим дополнительное условие, связываю�
щее μ и p:

(23)

A
2

1 ε–( ) trA( )2
– ε A

2 1 ε–
2

��������� A A
т

–
2 1 ε–

4
��������� A A

т
+

2

A A
т

–
2

–( )+ += –

– 1 ε–( ) trA( )2 �2ε A[ ] 1 ε–( ) aijaji aiiajj–( )+=

�2ε A[ ] := ε A
2 1 ε–

2
��������� A A

т
–

2

min ε 2 ε–,{ } A
2
;≥+

� τp �2ε ∇u[ ] xd

Ω

∫ min ε 1,{ }τp ∇u
2

x;d

Ω

∫≥ ≥

μ

� μ �1δ ∇u[ ] xd

Ω

∫≥ μ �2ε δ( ) ∇u[ ] xd

Ω

∫ cn δ, μ ∇u
2

x,d

Ω

∫≥=

� ρ u,[ ] := P0 ρ( ) 1
2
��ρ u

2
+⎝ ⎠

⎛ ⎞ x, �
0
 := � ρ0

u
0,[ ]d

Ω

∫ P0 ρ0( ) 1
2
��ρ0

u
0 2

+⎝ ⎠
⎛ ⎞ x.d

Ω

∫=

� ρ u,[ ]
t 0≥

sup �
0
,≤

� ρ u,[ ]
L

1
�

+
( )

τp'
ρ

�����div ρu( )
L

2
Q( )

2
τ
ρ
�� ρ ∇u( )т

u ∇p+[ ]
L

2
Q( )

2

�
0
.≤+ +

ρ τdiv ρu( )–[ ]F u τF ρ ∇u( )т
u ∇p+[ ]⋅+⋅{ } xd

Ω

∫ F
L
∞
Ω( )

ρ
L

1
Ω( )

1/2 ρu L
2
Ω( )

≤ +

+
F

L
∞
Ω( )

2

2
��������������� τρ

p'
����� τρ+⎝ ⎠

⎛ ⎞ xd

Ω

∫
1
2
�� τp'

ρ
�����div ρu( )

L
2
Ω( )

2
1
2
�� τ

ρ
�� ρ ∇u( )т

u ∇p+[ ]
L

2
Ω( )

2

.+ +

rμ r( )
p r( )

���������� 1 1
p' r( )
���������+⎝ ⎠

⎛ ⎞ C0 P0 r( ) r 1+ +( ) при r 0,>≤



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 50  № 2  2010

ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ РАВЕНСТВА И ОЦЕНКИ 331

с некоторой постоянной C0 > 0. Тогда имеем

Применяя закон сохранения массы (9), переходим от энергетического равенства к неравенству

где α = 0.5max{1, C0/αS}  и β = m0 + 0.5(C0/αS)(m0 + |Ω|) . По лемме Гронуолла, при

прежних условиях на Γ и τp для любого T > 0 справедливы модифицированные оценки типа (21), (22):

(24)

(25)

где C = C(�
0
, , m0, |Ω|, C0/αS), а  = .

Условие (23) является достаточно жестким. В стандартном случае степенной функции p(r) =
= ar γ с a > 0 и γ > 0 оно означает, что

  0, при r  ∞,

где  = 0 при γ ≠ 1 либо  = 1 при γ = 1. Как следствие, μ(0+) = 0 при γ > 1 и μ(+∞) = 0 при 0 <
< γ < 1/2.

В более общем варианте, когда p(r) ≥  и p'(r) ≥  при достаточно малых r > 0 и p(r) ≥ 

и p'(r) ≥  при достаточно больших r с γ0 > 0 и γ1 > 0, условие (23) выполнено при

  0, при r  ∞.

Здесь учтена формула

2. БАРОТРОПНАЯ МОДИФИЦИРОВАННАЯ КВАЗИГАЗОДИНАМИЧЕСКАЯ 
СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ

2.1. Следуя [2]–[4], переписываем компоненты тензора вязких напряжений (6) в виде

(26)

где

суть компоненты тензора вязких напряжений типа Навье–Стокса с множителем τp в роли коэф�
фициента динамической вязкости и с нулевым коэффициентом второй вязкости.
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В [2]–[4] в теплопроводном случае рассмотрена модифицированная КГД�система уравнений,
в которой в формуле (26) коэффициент 5/3 заменен на показатель адиабаты γ, а множитель τp в

 – на коэффициент динамической вязкости μ. Рекомендован также выбор τ вида (3). Заме�
нив еще γ на Γ и добавив в тензор Навье–Стокса слагаемое со вторым коэффициентом вязкости
λ = λ(ρ) ≥ 0, получим следующую баротропную модифицированную КГД�систему уравнений:

(27)

(28)

где  :=  +  и  =  +  +

+ .

Еще раз отметим, что в частном случае Γ ≡ 5/3, τ = μ/p и λ = 0 эта модифицированная КГД�система
совпадает с исходной. Кроме того, если положить τ = 0 (при этом связь (3) разрывается), то по�
следняя система переходит в классическую систему уравнений Навье–Стокса движения вязкого
баротропного газа/сжимаемой жидкости.

С формальной точки зрения данная система получается из исходной добавлением в правую
часть уравнения импульса (8) слагаемого

(29)

Поэтому, в соответствии с предыдущим, нетрудно видеть, что энергетическое равенство для ба�
ротропной модифицированной КГД�системы уравнений (при прежних краевых условиях) меня�
ется так:

(30)

Оно отличается от предыдущего энергетического равенства (11) только заменой интеграла � на

существенно, что при этом из равенства исчезает Γ и поэтому, в отличие от предыдущего раздела,
условий на него не возникает.

Кроме того, если в (30) положить τ = 0, то получится энергетическое равенство для системы
уравнений Навье–Стокса вязкого сжимаемого баротропного газа/жидкости

При выполнении условия

(31)
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справедливы неравенства

(см. (15)) и (при ε0 > 2/3) левое равенство (14), а при дополнительном условии μ ≥  – неравенство

(при n = 1 в его правую часть можно ввести дополнительный множитель 4/3, см. (20)). Отметим,
что если ε0 = 0, n = 3, то, к сожалению, δ0 = 0 (что приводит в дальнейшем к невозможности оце�
нить ∇u).

Кроме того, при μ ≡ const вид  упрощается:

и последнее неравенство заведомо справедливо.
Таким образом, при условии (31) либо при μ ≡ const в случае F = 0 справедливы глобальные

энергетические оценки вида (21), (22), в которых следует заменить �[ρ, u] на [ρ, u]. (Для систе�
мы уравнений Навье–Стокса вязкого сжимаемого баротропного газа/жидкости справедливы та�
кие же оценки с τ = 0, т.е. второе и третье слагаемые в левой части (22) исчезают.) В общем случае
при дополнительном условии (23), связывающем μ и p, справедливы оценки вида (24), (25) с той
же самой заменой.

2.2. Изучим дополнительно вопрос о параболичности системы уравнений (27), (28). Рассмот�
рим ее классические решения (ρ, u), определенные для аргументов (x, t) из некоторой области в

�
n + 1

 со значениями в какой�либо области D ⊂ �
+
 × �

n
. Пусть (конечный или бесконечный) ин�

тервал D0 ⊂ �
+

 – проекция D на первую координатную ось. Предположим, что μ ∈ C1(D0), p ∈
∈ C2(D0), p > 0, а условие p' > 0 априори не требуем.

Главный символ баротропной КГД�системы уравнений (1), (2), эквивалентным образом пре�
образованной к канонической форме (см. [8]) представляет собой матрицу

Здесь λ ∈ �, ξ ∈ �
n
, |ξ| = 1, Im – единичная матрица порядка m, а матрица A имеет 2 × 2�блочный вид

с s := u · ξ. Вспомнив о слагаемом (29), получим, что главный символ системы уравнений (27),
(28) получается из выписанного добавлением в блок (2, 2) матрицы A слагаемого (αS – 1)In + (Γ +

+ (αS/3) +  – 2)ξξт, т.е. заменой A на модифицированную матрицу
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где  := λ/μ. Рассматриваемая система является неравномерно или равномерно параболической по
Петровскому в D, если справедливы, соответственно, неравенства (см. [8])

через λ[A] обозначены собственные значения матрицы A.

Утверждение. 1. Пусть n ≥ 2. Баротропная модифицированная КГД:система уравнений (27), (28)
неравномерно параболическая в D тогда и только тогда, когда

(32)

2. Пусть n ≥ 2. Система уравнений (27), (28) равномерно параболическая в D тогда и только то:
гда, когда

(33)

Замечание. При n = 1 указанные условия остаются достаточными (соответствующие же критерии для краткости
опустим).

Доказательство. При s = 0 число Γ является собственным значением матрицы A(m), поэтому
при n ≥ 2 условие Γ > 0 в D0 (т.е. условие (32)) необходимо для того, чтобы выполнялось условие
Reλ[A(m)] > 0 в D.

При Γ > 0 запишем равенство A(m) =  с матрицей

(34)

где  := s/ . Воспользуемся диагональной матрицей n + 1�го порядка P = diag(d0, d1, …, d1) с

d0 := (ρ/ )d1, d1 ≠ 0. Преобразование подобия

(35)

симметризует (а также полностью обезразмеривает) матрицу . Тем самым λ[A(m)] = Γλ[ ]
вещественны.

Введем матрицу 2�го порядка

При n = 1 в нее переходит матрица , если  понимать как  = u1/ . Как следует из [5], при
n ≥ 2 спектр матрицы A(m) имеет вид

(36)

λ̃

Reλ A
m( )[ ]

ξ  = 1
inf 0 в D,>

τp
ρ
���� Reλ A

m( )[ ]
ξ  = 1
inf⎝ ⎠

⎛ ⎞
D

inf 0;>

p' ρ( ) 0 в D0.>

μ ρ( )
ρ

���������min Γ ρ( ) 1,{ }⎝ ⎠
⎛ ⎞

D0

inf 0.>

ΓÃ
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��ξ ŝ2 αS

Γ
�����+⎝ ⎠

⎛ ⎞ In 1
αS/3( ) λ̃+

Γ
���������������������+⎝ ⎠

⎛ ⎞ ξξт
+

,=
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2 ŝξ ŝ2 αS

Γ
�����+⎝ ⎠

⎛ ⎞ In 1
αS/3( ) λ̃+

Γ
���������������������+⎝ ⎠

⎛ ⎞ ξξт
+

= =

Ã
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ŝ ŝ p'

SpA
m( )

Sp ΓÂ1
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Характеристический многочлен матрицы  имеет вид p2(λ) = λ2 – c1λ + c0, где

Поэтому λ[ ] > 0 и тем самым условие (32) не только необходимо (при n ≥ 2), но и достаточно
для неравномерной параболичности (причем при n ≥ 1) и п. 1 утверждения доказан.

Для минимального из собственных значений матрицы  справедлива двусторонняя оценка

Поэтому критерием равномерной параболичности является выполнение неравенства

где

а если n ≥ 2 – то и неравенства (см. формулу (36))

(37)

При этом если n ≥ 2, то

где M = |u |/  – локальное число Маха; если же n = 1, то R(a, Γ) не зависит от ξ (поскольку тогда

a = /p').

Справедлива двусторонняя оценка

при любом 0 < δ < 1 и оценка снизу

где c1, δ > 0 и c0 > 0. С учетом (37) отсюда следует п. 2 утверждения.

Преимуществом баротропной модифицированной КГД�системы перед исходной является
то, что условия из доказанного утверждения не связаны с оценками сверху на Γ или M (ср. с [5]).

3. БАРОТРОПНАЯ КВАЗИГИДРОДИНАМИЧЕСКАЯ СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ

Квазигидродинамическая система уравнений (см. [3], [2]) в баротропном случае может быть
записана в виде

(38)
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336

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 50  № 2  2010

ЗЛОТНИК

где  := ρ(u – ) и вектор  = ( , …, ) имеет компоненты

а τ задается формулой (3) и λ = 0. Ниже рассмотрим более общий случай λ ≥ 0.

Эта система имеет более простой вид, чем предыдущие. Аналог равенства (10) (снова при кра�
евых условиях (4)) для нее также упрощается:

где

Тем самым энергетическое равенство для баротропной квазигидродинамической системы урав�
нений принимает вид

(40)

Оно отличается от энергетического равенства (30) для баротропной модифицированной КГД�си�
стемы уравнений отсутствием в левой и правой частях слагаемых, содержащих div(ρu).

Таким образом, снова при условии (31) либо при μ ≡ const в случае F = 0 справедливы глобаль�

ные энергетические оценки вида (21), (22), в которых следует заменить �[ρ, u] на [ρ, u] и от�
бросить слагаемое, содержащее div(ρu).

В общем случае дополнительное условие (23), связывающее μ и p, немного ослабляется и при�
нимает вид

(41)

При его выполнении справедливы оценки вида (24), (25) с теми же заменами.

Условие (41) остается достаточно жестким. В случае степенной функции p(r) = arγ с a > 0 и γ > 0
оно означает, что

  0,   ∞.

Как следствие, опять μ(0+) = 0 при γ > 1.
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