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Предисловие

Во всех сферах управления большое место занимает принятие решений.
Оптимизационные задачи возникают в связи с многочисленностью воз-
можностей функционирования экономического объекта, когда необходимо
выбрать вариант, наилучший с точки зрения некоторого критерия, характе-
ризуемого соответствующей целевой функцией (например, минимумом за-
трат при максимуме продукции). Поэтому современный аппарат математи-
ческих методов для решения экономических и управленческих задач
превратился в самостоятельную научную и прикладную область.

Учебник состоит из девяти разделов: задачи, которые можно решать и,
главное, анализировать методами линейного программирования (симп-
лекс-метод и применение теории двойственности и послеоптимизационно-
го анализа к задачам менеджмента и транспортным задачам), задачи теории
игр с разбором характерных ошибок, задачи анализа экономики с помощью
модели «затраты-выпуск» В. В. Леонтьева и модели Дж. фон Неймана, не-
оклассические модели типа Эрроу — Дебре, эконометрические модели эко-
номики и менеджмента, задачи финансового менеджмента (модель оценки
доходности финансовых активов У. Шарпа, ее развитие и приложение для
целей финансового менеджмента, финансовая математика и теория Моди-
льяни — Миллера), задачи по теории стохастических дифференциальных
уравнений и методу реальных опционов, макроэкономические модели (тра-
диционные — неоклассическая, кейнсианская, IS-LM, а также принцип мак-
симума Понтрягина, модель экзогенного роста Лукаса — Узавы), задачи по
использованию динамического программирования и теории массового об-
служивания в микроэкономике и менеджменте.

Задачи, представленные для самостоятельной работы относительно
просты, но требуют индивидуального подхода к решению. Их описание до-
вольно очевидно, они принципиально мало отличаются от задач, разбирае-
мых на аудиторных занятиях.

В результате изучения материалов данного учебника студент должен:
знать
• основные понятия из областей математики, на основе которых строят-

ся экономические модели;
• основные модели анализа экономики и менеджмента;
• задачи, связанные с анализом экономических ситуаций, и методы их

решения;
уметь
• проводить анализ экономики с помощью изученных экономических

моделей;
• решать задачи различной степени сложности в области экономики;
• выбирать модель, необходимую для анализа сложившейся ситуации;
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владеть
• основными навыками линейного программирования и анализа чувст-

вительности;
• навыками решения задач по теории игр;
• навыками применения модели Леонтьева;
• навыками анализа моделей неоклассики;
• навыками применения регрессионного анализа;
• навыками применения моделей финансового менеджмента;
• леммой Ито и аппаратом стохастических дифференциальных уравне-

ний;
• вариационными методами;
• принципом максимума Понтрягина;
• методами динамического программирования и теории массового об-

служивания.
В данном учебнике, как это часто бывает в литературе по экономико-ма-

тематическим методам, знаки неравенства будут использоваться для векто-
ров, хотя это и противоречит обычным математическим обозначениям. Лю-
бая запись неравенства для векторов будет пониматься покомпонентно.
Векторы будут обозначены жирными буквами. Символ 0 в данном случае
будет обозначать не число 0, а нулевой вектор. При этом запись X � 0 бу-
дет означать, что все компоненты вектора X положительны. Символ E вез-
де обозначает единичную матрицу подходящей размерности. Через �n обо-
значено евклидово пространство размерности n. Через Int(A) обозначается
внутренность (множество внутренних точек) множества A. Через �+ обо-
значается множество всех неотрицательных вещественных чисел.

Учебник предназначен для бакалавров, магистров и аспирантов эконо-
мических специальностей высших учебных заведений, а также для студен-
тов направления «Менеджмент».



Глава 1
ТЕОРИЯ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

В результате изучения главы 1 студент должен:
знать
• методы решения задач линейного программирования;
• теорию двойственности;
• методы решения транспортных задач;
уметь
• выполнять послеоптимизационный анализ (анализ чувствительности найден-

ного оптимального решения);
владеть
• основными навыками решения линейных оптимизационных задач;
• навыками анализа найденных решений.

1.1. Выпуклые многогранные множества

Рассмотрим евклидово пространство �n размерности n.
Определение 1.1. Множество точек, обладающее тем свойством, что

вместе с любыми двумя точками оно содержит и весь отрезок, соединяю-
щий эти точки, называются выпуклым множеством.

Лемма 1.1. Пересечение любого конечного числа выпуклых множеств
является выпуклым множеством.

Доказательство совершенно очевидно и предлагается в качестве упраж-
нения.

Определение 1.2. Множество точек x, удовлетворяющих условию (a, x) = b,
где а — вектор из �n, а b — число, называется (n – 1)-мерной плоскостью
(гиперплоскостью). При этом а называется направяющим вектором гипер-
плоскости.

Замечание 1.1. Таким образом, гиперплоскость – это аффинное прост-
ранство размерности на единицу меньшей, чем размерность всего прост-
ранства �n, т.е. в данном случае размерности n – 1. Через (a, x) обозначено
скалярное произведение векторов a и x.

Определение 1.3. Множество точек x, удовлетворяющих условию (a, x) 
 b,
называется замкнутым полупространством.

Очевидно, что полупространство является выпуклым множеством.
Определение 1.4. Пересечение конечного числа полупространств, т.е.

множество точек, удовлетворяющих конечному числу неравенств

( , ) ,
( , ) ,
.......................
( , ) ,

a x
a x

a x

1
1

2
2

J
J

J

b
b

bm
m










(1.1)
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называется выпуклым многогранником, или выпуклым многогранным мно-
жеством.

Определение 1.5. Точка, которая удовлетворяет условию (1.1) и, кроме
того, обращает в равенство по крайней мере n его линейно независимых не-
равенств, т.е. принадлежащая выпуклому многогранному множеству (1.1)
и являющаяся пересечением n штук n-мерных плоскостей, называется вер-
шиной, или угловой точкой, выпуклого многогранника (1.1).

Примеры выпуклых многогранных множеств:
1) все пространство (пустое множество полупространств);
2) полупространство;

3) плоскость (пересечение двух полупространств: );

4) трехмерный куб (рис. 1.1):

5) луч в первом октанте (рис. 1.2):

6) симплекс (рис. 1.3):

x x x
x x x
x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1
1

0 0 0

+ +
+ +







I
J

I I I

,
,

, , .

x
x
x x
x x

x x
x x

x x
x

1

2

1 2

2 3

1 2

1 2

2 3

2

0
0

0
0

0

I
I

I
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I
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,
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Рис. 1.1 Рис. 1.2 Рис. 1.3

1.2. Простой симплекс-метод

1.2.1. Основные теоремы

Определение 1.6. Следующая задача: требуется максимизировать (ми-
нимизировать) линейную функцию

f(x) = (c, x) � max (min), x ∈ Ω ⊂ �n,



заданную на выпуклом многогранном множестве Ω:

Ω = {x ∈ �n: (аi, x) 
 bi, i = 1, …, m},

называется задачей линейного программирования. Функцию f, значение ко-
торой оптимизируется, будем называть целевой функцией.

Для понимания общей идеи симплекс-метода потребуются следующие
основные результаты.

Теорема 1.1 (Вейерштрасса). Всякая непрерывная функция, заданная
на компактном (замкнутом и ограниченном) множестве, имеет минимум
(максимум).

Доказательство теоремы Вейерштрасса приводится в любом стандарт-
ном курсе математического анализа1. Доказательство следующих четырех
теорем оставляем в качестве упражнения.

Теорема 1.2. Если линейная функция, функция f(x) = (c, x), заданная на
выпуклом многогранном множестве Ω, имеет в точке x0 ∈ Ω локальный мак-
симум, то она имеет в этой точке и глобальный максимум.

Теорема 1.3. Если Ω не содержит прямых, то Ω имеет вершины.
Теорема 1.4. Если вдоль каждого ребра, исходящего из некоторой верши-

ны x0, целевая функция не возрастает (не убывает), то она не возрастает
(не убывает) вдоль каждого луча, исходящего из x0, начало которого лежит в Ω.

О задаче, которая имеет решение, будем говорить, что она разрешима.
Теорема 1.5. Если Ω не содержит прямых и задача разрешима, то среди

точек, в которых достигается максимум, есть вершины.

1.2.2. Геометрический смысл процедуры симплекс-метода

Симплекс-метод — это итерационный процесс, который начинается в од-
ной из вершин и заключается в последовательном переходе в соседнюю
вершину вдоль одного из ребер выпуклого многогранного множества в по-
исках оптимального значения целевой функции. При этом в каждой верши-
не ненулевые переменные будем называть базисными, а нулевые перемен-
ные — небазисными. Начальную вершину будем называть опорным планом,
а вершину, в которой достигается оптимум целевой функции, — оптималь-
ным планом.

Любой набор значений переменных, удовлетворяющий ограничениям
задачи линейного программирования (но, быть может, не доставляющий
оптимума, а лишь лежащий в области допустимых значений, или допусти-
мых планов), называется допустимым решением, или допустимым планом,
задачи линейного программирования.

Геометрический смысл процедуры симплекс-метода рассмотрим на при-
мере решения задачи линейного программирования. Другими словами, мы
просто будем решать поставленную задачу, параллельно выполняя три вещи.

1. Просто решаем оптимизационную задачу с помощью алгебраических
преобразований системы уравнений.
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и доп. М. : Издательство Юрайт, 2016.



2. Смотрим, чему наши действия соответствуют геометрически, т.е.
от какой вершины в нашем выпуклом многограннике по какому ребру мы
переходим к другой вершине.

3. Наблюдаем, каким формальным преобразованиям симплекс-таблицы
с помощью исключений Гаусса — Жордана соответствуют наши преобразо-
вания системы уравнений вручную.

Один раз нужно все это подробно проделать, чтобы в течение всей остав-
шейся жизни, уже не задумываясь, механически решать линейные задачи
с помощью преобразований симплекс-таблиц.

Итак, рассмотрим следующую задачу. Требуется максимизировать зна-
чение функции

F(x) = 6x1 + 2x2 � max,

заданной на выпуклом многогранном множестве Ω:

Преобразуем неравенства в равенства, вводя новую фиктивную пере-
менную для каждого неравенства, за исключением тех неравенств, которые
являются просто ограничениями на знак переменной. Введем также новую
переменную z для значения целевой функции:

z = F(x) = 6x1 + 2x2.

Получилась следующая система уравнений и неравенств:

Тем самым сделан переход из двумерного пространства исходной задачи
в пространство пяти измерений, проекция которого на плоскость (x1, x2) по-
казана на рис. 1.4.
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Рис. 1.4



В качестве опорного плана возьмем точку x1 = x2 = 0, x3 = 9, x4 = 11,
x5 = 13, z = 0. Таким образом, базисными переменными опорного плана яв-
ляются x3, x4, x5, а его небазисными переменными — x1 и x2, и мы находимся
в вершине А (см. рис. 1.4). Переменную z также всегда будем считать базис-
ной. Рассматриваемую ситуацию удобно изображать в виде следующей таб-
лицы симплекс-метода, которая называется симплекс-таблицей (табл. 1.1).

Таблица 1.1

Уравнение, которому соответствует последняя строка симплекс-табли-
цы (т.е. уравнение для целевой функции, значение которой мы обозначи че-
рез z) будем для краткости называть просто z-уравнением.

Будем двигаться вдоль того ребра множества Ω, вдоль которого целевая
функция быстрее всего возрастает. Это направление соответствует увели-
чению переменной x1 при сохранении равенства нулю всех остальных неба-
зисных переменных, потому что при переменной x1 в z-строке табл. 1.1 стоит
наибольшее по модулю отрицательное число (–6). Такой столбец в даль-
нейшем будем называть разрешающим.

Как долго можно двигаться в направлении увеличения x1? С одной сто-
роны, чем дольше, тем лучше. Но с другой стороны, нельзя (в простом
симплекс-методе) выходить за пределы области Ω. Значит, можно двигать-
ся вдоль выбранного ребра до первого пересечения с одной из гиперплоско-
стей, ограничивающих Ω. Очевидно, что это предельное значение x1 равно
наименьшему из положительных отношений (которые будем обозначать δi,
где i — номер строки) чисел, стоящих в столбце значений базисных пере-
менных симплекс-таблицы, к числам, стоящим в соответствующих строках
разрешающего столбца. В данном случае этот минимум (равный 9) дости-
гается в строке табл. 1.1, соответствующей переменной x3. Такую строку
в дальнейшем будем называть разрешающей строкой.

Таким образом, на первой итерации симплекс-метода происходило дви-
жение по ребру АВ множества Ω и перешли из вершины А в вершину В. При
этом ограничение x1 	 0 перестало быть активным (перестало выполняться
как равенство), а ограничение x1 
 9 стало активным (стало выполняться
как равенство). Значение переменной x1 увеличилось от 0 до 9, значения
всех базисных переменных изменились.

Посмотрим, чему это соответствует алгебраически. В точке А все базисные
переменные x3, x4, x5, z выражались через небазисные x1, x2 (см. табл. 1.1).
Движение по ребру АВ соответствует увеличению значения x1 от 0 до 9, зна-
чения остальных небазисных переменных (в данном случае x2) остаются
равными 0, значения всех базисных переменных изменяются в соответст-
вии с табл. 1.1. Переход из вершины А в вершину В означает выведение пе-
ременной x3 из базиса и введение x1 в базис. Для того чтобы построить

Базисная
переменная

x1 x2 x3 x4 x5 z
Значение
базисной

переменной
δ

x3 1 0 1 0 0 0 9 9
x4 0,5 0,5 0 1 0 0 11 22
x5 0,2 0,8 0 0 1 0 13 65

z –6 –2 0 0 0 1 0 —
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симплекс-таблицу в вершине В и иметь возможность двигаться дальше,
нужно выразить новые базисные переменные x1, x4, x5, z через новые неба-
зисные x2, x3 в вершине В. Для этого переменная x1 выражается через x3 с ис-
пользованием строки x3 табл. 1.1:

x1 = 9 – x3,

и данное выражение подставляется в уравнения для строк x4, x5, z табл. 1.1.
В результате получаются следующие уравнения:

Получены выражения x1, x2, x5, z через x2, x3, на основании которых мож-
но построить симплекс-табл. 1.2, соответствующую вершине В.

Таблица 1.2

Точно так же, как и на первой итерации, определяются разрешающий
столбец x2 и разрешающая строка x4, т.е. движение происходит по ребру ВС
из вершины В в вершину С. При этом значение переменной x2 меняется от 0
до 13 и x2 вводится в базис, а переменная x4 выводится из базиса. Для того
чтобы выразить новые базисные переменные x1, x2, x5, z через небазисные x3,
x4, нужно выразить сначала x2 через x3, x4, используя строку x4 табл. 1.2:

0,5x2 – 0,5x3 + x4 = 6,5,

x2 = 13 + x3 – 2x4

и подставить это выражение в уравнение для строк x5, z:

Так как в полученном z-уравнении все коэффициенты при базисных пе-
ременных неотрицательны, очевидно, невозможно увеличить значение пе-
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ременной z, двигаясь из точки С по какому бы то ни было ребру. Тогда по
теореме 1.4 в точке С достигается локальный максимум, следовательно,
по теореме 1.2 этот максимум является и глобальным максимумом функ-
ции f на Ω.

Оптимальное решение рассматриваемой задачи: x1 = 9; x2 = 13; z = 80.
Если внимательно посмотреть на преобразования уравнений, которые

производились при переходе от одной вершины к другой, то легко заме-
тить, что мы просто исключали из системы уравнений одну из переменных,
выражая ее через другие переменные с помощью одного из уравнений сис-
темы и подставляя это выражение во все остальные уравнения системы.
Этот процесс называется исключениями Гаусса — Жордана, или преобразо-
ваниями Гаусса — Жордана, и используется также при решении систем ал-
гебраических уравнений. Таким образом, процедура симплекс-метода со-
стоит в последовательном выполнении исключений Гаусса — Жордана. Эту
процедуру мы теперь опишем формально в следующем подпараграфе.

1.2.3. Алгоритм простого симплекс-метода

Пусть математическая модель задачи выглядит следующим образом: опре-
делить вектор x = (x1, x2, …, xn), который удовлетворяет ограничениям вида

aijxj 
 bi, i = 1, 2, …, m; xj 	 0, j = 1, 2, …, n,

и обеспечивает максимум целевой функции

F(x) = cjxj,

где aij, bi, cj — коэффициенты, bi > 0.
1. Составление первого опорного плана. Перейдем от системы нера-

венств к системе уравнений введением дополнительных переменных:

aijxj + xn + i = bi,

где xn + i 	 0, i = 1, 2, 3, …, m.
На первом шаге дополнительные переменные будут играть роль базис-

ных переменных (БП), а переменные x1, x2, …, xn — роль небазисных.
Принимая x1 = x2 = … = xn = 0, определим значения базисных перемен-

ных: xn + i = bi, i = 1, 2, 3, …, m.
Таким образом получено первое допустимое решение:

�x = (0, 0, 0, ..., 0, b1, b2, ..., bm), F( �x) = 0.

Строится симплекс-таблица. Последняя строка называется z-строкой
и содержит коэффициенты целевой функции, взятые с обратным знаком.

2. Проверка плана на оптимальность. Если все коэффициенты z-строки
симплекс-таблицы неотрицательны, то опорный план является и опти-
мальным планом. Если же хотя бы один коэффициент z-строки отрицате-
лен, то план можно улучшить.

3. Определение ведущих, или разрешающих, столбца и сроки. Среди от-
рицательных коэффициентов z-строки выбирается наибольший по модулю.

n

Σ
j = 1

n

Σ
j = 1

n

Σ
j = 1
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Его столбец и будет разрешающим. Пусть это будет столбец xj1
. Тем самым

выбрано ребро, при движении по которому целевая функция быстрее всего
возрастает. Пересечение m ограничений типа равенства и еще n ограниче-
ний вида xj = 0 определяет точку в (n + m)-мерном пространстве.

Когда меняется значение одной из n небазисных переменных, то полу-
чится уже n + m – 1 ограничение. При движении по выбранному ребру меня-
ется компонента xj1

, соответствующая разрешающему столбцу. Остальные
компоненты, кроме xj1

, не принадлежащие базису, не меняются, а компонен-
ты, которые принадлежат базису, меняются. Как узнать, какая из базисных
переменных первой обратится в нуль?

Элементы столбца свободных членов симплекс-таблицы делим на эле-
менты с тем же знаком ведущего столбца (+/+, –/–). Строка, соответству-
ющая наименьшему значению положительных отношений, является веду-
щей, или разрешающей, строкой. Пусть это будет строка xj2

. Таким
образом, переменная xj1

вводится в базис, а переменная xj2
выводится из не-

го. Элемент симплекс-таблицы, стоящий на пересечении разрешающего
столбца и разрешающей строки, называется разрешающим, или ведущим,
элементом.

4. Построение нового опорного плана. Делается исключение Гаусса —
Жордана. Нетрудно убедиться, что оно выполняется следующим образом:
все элементы ведущей строки старой симплекс-таблицы делятся на разре-
шающий элемент, результаты заносятся в новую симплекс-таблицу. На ме-
сте разрешающего элемента новой симплекс-таблицы будет стоять 1, а все
остальные элементы разрешающего столбца новой симплекс-таблицы за-
полняются нулями, в том числе и клетка разрешающего столбца в z-строке.
Остальные клетки новой симплекс-таблицы заполняются по правилу пря-
моугольника:

НЭ = СтЭ – (A · B)/РЭ,

где НЭ — новый элемент; СтЭ — старый элемент; РЭ — разрешающий эле-
мент; А и В — элементы старой симплекс-таблицы, образующие прямо-
угольник с элементами СтЭ и РЭ. Равносильная, но не поэлементная, а по-
строчная запись того же самого правила имеет вид

НC = СтC – К · НРС,

где НС — новая строка; СтС — старая строка; К — коэффициент разрешаю-
щего столбца в СтС; НРС — новая разрешающая строка.

Затем нужно перейти к п. 2 алгоритма.
Замечание 1.2. Если решается задача минимизации целевой функции,

то признаком оптимального плана является неположительность значений
всех элементов z-строки.

Замечание 1.3. Если на некотором шаге алгоритма оказалось, что в веду-
щем столбце все элементы не положительны, то целевая функция не огра-
ничена на множестве допустимых планов и задача не имеет решения.

Рассмотрим примеры решения задач простым симплекс-методом.

Пример 1.1. Рассмотрим следующую задачу линейного программирования.
Требуется максимизировать функцию f(x) = x1 + 2x2 + 2x3 при следующих огра-
ничениях:
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Решение. Перейдем к ограничениям равенствами, введя дополнительные пе-
ременные:

x1 + 2x2 + 2x3 + s1 = 8,

2x1 + 4x2 + x3 + s2 = 10,

и запишем данные в исходную симплекс-таблицу (табл. 1.3).

Таблица 1.3

Выберем разрешающий элемент (в табл. 1.3 он выделен) и сделаем очеред-
ной шаг преобразований Гаусса — Жордана. Получим табл. 1.4.

Таблица 1.4

Таблица 1.4 удовлетворяет условию оптимальности. Таким образом, полу-
чим оптимальное решение (0; 0; 4), а значение целевой функции равно 8.

Пример 1.2. Требуется максимизировать функцию F(x) = 2x1 + 3x2 при сле-
дующих ограничениях:

Решение. Перейдем к ограничениям равенствами, вводя дополнительные пе-
ременные x3, x4, x5, x6, Z. В частности, имеем 2x1 + 3x2 = Z, или Z – 2x1 – 3x2 = 0.

Занесем данные в исходную симплекс-таблицу (табл. 1.5).

Таблица 1.5

БП x1 x2 x3 x4 x5 x6 Z Значение БП
x3 1 2 1 0 0 0 0 6
x4 2 1 0 1 0 0 0 8
x5 –1 1 0 0 1 0 0 1
x6 0 1 0 0 0 1 0 2

Z –2 –3 0 0 0 0 1 0

x x
x x

x x
x
x
x

1 2

1 2

2 1

2

1

2

2 6
2 8

1
2
0
0

+
+

−















J
J

J
J
I
I

,
,

,
,
,
.

БП x1 x2 x3 s1 s2 Z Значение БП
x3 1/2 1 1 1/2 0 0 4
s2 3/2 3 0 –1/2 1 0 6

Z 0 0 0 1 0 1 8

БП x1 x2 x3 s1 s2 Z Значение БП
s1 1 2 2 1 0 0 8
s2 2 4 1 0 1 0 10

Z –1 –2 –2 0 0 10 0

x x x

x x x

x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 8

2 4 10

0

+ +
+ +









J

J

I

,

, , .

,
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Выберем разрешающий элемент (он выделен в табл. 1.5 жирным шрифтом)
и выполним очередной шаг исключений Гаусса — Жордана. Получим следую-
щую симплекс-таблицу (табл. 1.6).

Таблица 1.6

И т.д. Результаты очередных шагов симплекс-метода приведены в табл. 1.7—
1.9.

Таблица 1.7

Таблица 1.8

Таблица 1.9

Целевая строка табл. 1.9 удовлетворяет условию оптимальности, таким обра-
зом, найдено оптимальное решение:

x1 = 10/3, x2 = 4/3;

F(x) = 2x1 + 3x2 = 20/3 + 4 = 32/30.

БП x1 x2 x3 x4 x5 x6 Z Значение БП
x5 0 0 –1 1 1 0 0 3
x6 0 0 –2/3 1/3 0 1 0 2/3
x2 0 1 2/3 –1/3 0 0 0 4/3
x1 1 0 –1/3 2/3 0 0 0 10/3

Z 0 0 4/3 1/3 0 0 1 32/3

БП x1 x2 x3 x4 x5 x6 Z Значение БП
x5 0 0 1 0 1 –3 0 1
x4 0 0 –2 1 0 3 0 2
x2 0 1 0 0 0 1 0 2
x1 1 0 1 0 0 2 0 2

Z 0 0 2 0 0 –1 1 10

БП x1 x2 x3 x4 x5 x6 Z Значение БП
x3 0 0 1 0 1 –3 0 1
x4 0 0 0 1 2 –3 0 4
x2 0 1 0 0 0 1 0 2
x1 1 0 0 0 –1 1 0 1

Z 0 0 0 0 –2 5 1 8

БП x1 x2 x3 x4 x5 x6 Z Значение БП
x3 3 0 1 0 –2 0 0 4
x4 3 0 0 1 –1 0 0 7
x2 –1 1 0 0 1 0 0 1
x6 1 0 0 0 –1 1 0 1

Z –5 0 0 0 3 0 1 3
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1.3. Двойственность в линейном программировании

1.3.1. Двойственные задачи линейного программирования

Определение 1.7. Задача линейного программирования называется за-
дачей в стандартной форме, или стандартной задачей линейного програм-
мирования, если все ограничения имеют вид неравенства и все переменные
ограничены по знаку. Задача линейного программирования называется за-
дачей в канонической форме, если все ее ограничения имеют вид равенства
и все ее переменные ограничены по знаку.

Замечание 1.4. В линейном программировании любые записи нера-
венств для векторов понимаются покомпонентно. Например, запись x > 0
означает, что все компоненты вектора x положительны.

Рассмотрим стандартную задачу линейного программирования

где — матрица; d = (d1, …, dn) — вектор-строка ограниче-

ний; x = (x1, …, xm) — вектор-строка переменных; .

Матричная запись xA 
 d в координатной форме выглядит следующим
образом:

Следующая задача в стандартной форме называется двойственной к за-
даче (1.2):

где .

Соответственно, задачу (1.2) будем называть прямой.
Рассмотрим каноническую задачу линейного программирования

(1.4)
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Двойственной к ней называется задача

Общее правило построения двойственной задачи
линейного программирования

В общем случае двойственная задача линейного программирования фор-
мулируется следующим образом. Пусть А — прямая задача. Построим двой-
ственную задачу В.

Каждому ограничению неравенством прямой задачи соответствует ограни-
ченная по знаку переменная двойственной задачи. Каждому ограничению
равенством прямой задачи соответствует неограниченная по знаку пере-
менная двойственной задачи. Каждой ограниченной по знаку переменной
прямой задачи соответствует ограничение неравенством двойственной за-
дачи. Каждой неограниченной по знаку переменной прямой задачи соот-
ветствует ограничение равенством двойственной задачи.

Столбец правых частей ограничений прямой задачи совпадает со стро-
кой коэффициентов целевой функции двойственной задачи. Строка коэф-
фициентов целевой функции прямой задачи совпадает со столбцом правых
частей ограничений двойственной задачи. Если прямая задача была на мак-
симум, то двойственная задача должна быть на минимум, и наоборот. Мат-
рица коэффициентов левых частей ограничений прямой задачи совпадает
с транспонированной матрицей коэффициентов левых частей ограничений
двойственной задачи. При этом предполагается, что в задаче на максимум
используются ограничения неравенствами вида 
 (т.е. все ограничения
неравенствами преобразованы к ограничениям вида 
), а в задаче на мини-
мум — ограничения неравенствами вида 	 (т.е. все ограничения неравенст-
вами преобразованы к ограничениям вида 	). Ясно, что задача, двойствен-
ная к двойственной, совпадает с прямой задачей.

Замечание 1.5. Из общего правила построения двойственных задач сле-
дует, что задачи (1.2) и (1.3) являются двойственными друг другу.

Пример 1.3. Рассмотрим прямую задачу А: максимизировать линейную
функцию

x1 – x2 + 2x3 + 3x4

при следующих ограничениях:

Запишем к ней двойственную.
Решение. Задача В, двойственная к А, сводится к минимизации линейной

функции

4y1 + 3y2 + 5y3

1 2 4

2 3 4

1 2 3 4

1 4

2 3

3 4,
4 5 3,

6 7 8 = 5,
0, 0,

, не ограничены по знаку.

x x x
x x x

x x x x
x x
x x

J
J

I I

(1.5)
( , ) min(max);
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c
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y c

f

f
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при следующих ограничениях:

Ясно, что двойственной к В будет снова задача А.

Лемма 1.2. Пусть вектор х — допустимое решение задачи (1.2), а век-
тор у — допустимое решение задачи (1.3). Тогда выполняется условие

(c, x) 
 xAy = xiaijyj 
 (d, y).

� Доказательство. Так как х — допустимое решение задачи (1.2), то
хА 
 d. Все компоненты вектора у неотрицательны и, следовательно, из то-
го, что хА 
 d, следует, что

xAy 
 (d, y).

Так как у — допустимое решение задачи (1.3), то Ау 	 с. Все компоненты
вектора х неотрицательны и, следовательно, из того, что Ay 	 с, следует, что

хАу 	 (с, х).

Таким образом, имеем xAy 
 (d, y), хАу 	 (с, х), что и требовалось дока-
зать. �

Лемма 1.3. Пусть вектор х — допустимое решение задачи (1.4), а век-
тор у — допустимое решение задачи (1.5), тогда (с, х) 
 хАу = (d, y).

� Доказательство. Так как у — допусимое решение двойственной за-
дачи (1.5), то Ау 	 с. Так как x 	 0, то из того, что Ay 	 с, следует, что

хАу 	 (c, x).

Так как х — допустимое решение прямой задачи (1.4), следовательно,
хА = d. Таким образом, имеем хАу 	 (c, x), хАy = (d, y), что и требовалось
доказать. �

Общий случай этого утверждения формулируется так.
Пусть х — любое допустимое решение прямой задачи линейного програм-

мирования (на максимум), у — любое допустимое решение двойственной
задачи линейного программирования (на минимум), тогда (с, х) 
 (d, y).

Теорема 1.6. Пусть x — допустимое решение задачи линейного програм-
мирования, y — допустимое решение двойственной задачи. Если x и y удов-
летворяют условию (c, x) = (d, y), то x и y — оптимальные решения соот-
ветствующих задач.

� Доказательство. Пусть х — любое допустимое решение прямой за-
дачи. Тогда согласно лемме 1.2 или 1.3

(c, x) 
 (d, y) = (c, x),

т.е. x — оптимальное решение прямой задачи.

m

Σ
i = 1

n

Σ
j = 1

1 3

1 2 3

2 3

1 2 3

1 2

3

3 6 1,
7 = 1,

4 8 = 2,
5 3,
0, 0,

не ограничена по знаку.
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Пусть у — любое допустимое решение двойственной задачи, тогда со-
гласно лемме 1.2 или 1.3

(d, y) 	 (c, x) = (d, y),

т.е. y — оптимальное решение двойственной задачи. �
Следующая теорема (Фаркаша), которую иногда также называют лем-

мой Фаркаша, является краеугольным камнем всей теории двойственнос-
ти. Мы приводим ее здесь для полноты изложения1.

Теорема 1.7 (лемма Фаркаша). Система линейных неравенств (c1, x) 	 0, ...,
(cm, x) 	 0 влечет линейное неравенство (a, x) 	 0 тогда и только тогда, ког-
да а — коническая комбинация векторов с1, с2, с3, …, сm, т.е.

a = λici; λi 	 0.

Теорема 1.8 (основная теорема двойственности). Если прямая и двой-
ственная задачи имеют допустимые решения, то обе они имеют оптималь-
ные решения x и y, причем (c, x) = (d, y).

1.3.2. Теорема равновесия

Утверждения следующей теоремы не только помогают в поиске опти-
мальных решений, но и позволяют дать интерпретацию двойственных пе-
ременных и построить процедуру послеоптимизационного анализа, или
анализа чувствительности.

Теорема 1.9 (теорема равновесия). Для того чтобы допустимые реше-
ния x и y прямой и двойственной задач в стандартной форме были опти-
мальными решениями этих задач, необходимо и достаточно выполнение сле-
дующих соотношений:

yj = 0, если xiaij < dj; (1.6)

xi = 0, если xiaijyj > ci. (1.7)

Если прямая задача задана в канонической форме, то для того чтобы до-
пустимые решения x и y были оптимальными решениями соответствующих
задач, необходимо и достаточно выполнения условия (1.7).

Ограничения (1.6) и (1.7) называются условиями дополняющей нежест-
кости, или условиями дополнительной нежестокости, и представляют со-
бой частный случай условий Куна — Таккера.

� Доказательство. 1. Случай задач в стандартной форме.
Достаточность. Пусть x = (x1, x2, …, xm) — допустимое решение зада-

чи (1.2) (прямой), тогда

xiaij < dj, j = 1, …, n.
m
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раций, см., например: Шевченко В. Н., Золотых Н. Ю. Линейное и целочисленное линейное
программирование. Нижний Новгород : Изд-во Нижегородского государственного универ-
ситета им. Н. И. Лобачевского, 2004. Там же можно найти и доказательство основной теоре-
мы двойственности, опирающееся на лемму Фаркаша.



Умножим каждое из этих неравенств на yj и, учитывая, что yj 	 0, получим

xiaijyj 
 djyj, j = 1, …, n.

Суммируя эти равенства по j, получим

xiaijyj = (d, y). (1.8)

Пусть y = (y1, …, yn) — допустимое решение задачи (1.3), тогда

aijyj 	 ci, i = 1, …, m.

Умножим каждое из этих неравенств на xi и, учитывая, что xi 	 0, полу-
чим

xi aijyj 	 cixi.

Суммируя эти равенства по i, получим

xiaijyj = (c, x). (1.9)

Согласно формулам (1.8) и (1.9) (c, x) = (d, y). Тогда по теореме 1.6
х и у — оптимальные решения соответствующих задач.

Необходимость. Пусть х и у — оптимальные решения соответствующих за-
дач (1.2) и (1.3), тогда в силу основной теоремы двойственности (теорема 1.8)
х и у должны удовлетворять критерию оптимальности

xi c = xiaijyj = djyj. (1.10)

Перепишем левое равенство в формуле (1.10) следующим образом:

xi ci – aijyj = 0.

Отсюда очевидным образом следует выполнение условия (1.7).
Перепишем правое равенство в (1.10) следующим образом:

yj xiaij – dj = 0.

Отсюда очевидным образом следует выполнение условия (1.6).
2. Случай, когда прямая задача задана в канонической форме1.
Достаточность. Пусть x = (x1, x2, …, xm) — допустимое решение зада-

чи (1.4), тогда

xiaij = dj, j = 1, …, n.
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дартной формы, но для лучшего усвоения и понимания материала мы приводим его полно-
стью.



Умножим каждое из равенств на yj:

yj xiaij = djyj, j = 1, …, n.

Сложим полученные равенства:

xiaijyj = (d, y). (1.11)

Пусть y = (y1, …, yn) — допустимое решение двойственной задачи (1.5),
тогда

aijyj 	 cj, i = 1, …, m.

Умножим неравенства на xi и в силу условия xi 	 0 получим

xj aijyi = cixi, i = 1, …, m.

Сложим найденные равенства:

xiaijyj = (c, x). (1.12)

Сравнивая формулы (1.11) и (1.12), получаем (c, x) = (d, y). В силу тео-
ремы 1.6 х и у — оптимальные решения соответствующих задач.

Необходимость. Пусть х, у — оптимальные решения задач (1.4) и (1.5).
Тогда по теореме 1.8

xici = xiaijyj = djyj. (1.13)

Перепишем левое равенство в формуле (1.10) следующим образом:

xi ci – aijyj = 0.

Отсюда следует выполнение условия (1.7). �

1.3.3. Экономическая интерпретация двойственных переменных

Рассмотрим задачу составления оптимального плана, максимизирующе-
го прибыль системы в линейной модели производства. Требуется найти
m-мерный вектор интенсивности производства x = (x1, x2, …, xm), максими-
зирующий функцию:

(c, x) = cixi � max (1.14)

при ограничениях xA 
 d, x 	 0, или в координатной форме
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где ci — прибыль, которую получает система от работы i-го объекта с еди-
ничной интенсивностью. Элементы aij матрицы А равны по модулю количе-
ству j-го продукта, производимого или потребляемого i-м объектом при ра-
боте объекта с единичной интенсивностью, причем aij > 0, если i-й объект
потребляет j-й продукт, и aij < 0, если i-й объект производит j-й продукт. Со-
ответственно, компонента j вектора d отрицательна, если это плановое зада-
ние на производство j-го продукта, и положительна, если это ограничение
на потребление продукта извне.

Двойственной к задаче (1.14) будет задача

Предположим, что вектор d можно менять, тогда каждому его значению
соответствует свое решение задачи (1.14). Обозначим значение целевой
функции для этого решения L(d). По основной теореме двойственности
L(d) = (с, х) = (d, у), где х — решение прямой задачи, а у — решение двой-
ственной задачи, y = (y1, …, yn). Придадим вектору d приращение ∆d и полу-
чим новое решение:

L(d + ∆d) = (d + ∆d)(y + ∆y) = (d, y) + (∆d, y) + (d + ∆d, Дy).

При достаточно малом изменении коэффициента целевой функции ре-
шение не меняется, поэтому можно считать, что ∆y = 0.

Пусть все компоненты вектора ∆d, за исключением j-й компоненты, рав-
ны нулю, а j-я равна ∆dj:

∆d = (0, …, 0, ∆dj, 0, 0, …, 0),

тогда

∆L = L(d + ∆d) – L(d) = (∆d, y) = yj∆dj.

Таким образом, yj = , т.е. yj — приращение целевой

функции, деленное на приращение j-го ресурса, которое это приращение
целевой функции вызвало. Переходя к пределу, получаем

yj = ,

т.е. значение двойственной переменной равно частной производной от оп-
тимального значения целевой функции по правой части ограничения, соот-
ветствующего данной двойственной переменной. Другими словами, yj — не
что иное, как предельная эффективность j-го продукта или ресурса, и раз-
мерность этой величины равна [руб/размерность j-го ресурса], т.е. j-я ком-
понента решения двойственной задачи имеет размерность цены j-го про-
дукта или ресурса.

Данная компонента решения двойственной задачи показывает, на сколь-
ко возрастет целевая функция, если изменить на одну единицу ограничение
на j-й ресурс.

∂L
——
∂dj

L(d + ∆d) – L(d)
———————————

∆dj

(1.15)
( , ) min,

,
.

d y
y c

y
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В литературе советского периода компоненты решения двойственной
задачи называли объективно обусловленными оценками. Обычно их назы-
вают теневыми ценами, потому что рыночная цена может оказаться «непра-
вильной», а теневые цены показывают истинное значение предельной эф-
фективности данного продукта. Знание теневых цен позволяет определять
приращение целевой функции при малых изменениях правых частей огра-
ничений (не решая задачу заново):

∆L = yj∆dj,

где yj — компоненты решения двойственной задачи.
Предельные значения (нижняя и верхняя границы) изменения каждого

из ресурсов, для которых двойственные оценки остаются неизменными, оп-
ределяются, как нетрудно понять, следующим образом:

где ∆bi — предельно допустимое уменьшение i-го ресурса; xj — компоненты
оптимального плана прямой задачи; ∆bi — величина изменения i-го ресурса;
∆bi

+ — предельно допустимое увеличение i-го ресурса; dji — коэффициенты
столбца дополнительной переменной (ассоциированной с i-м ограничением)
в заключительной симплекс-таблице оптимального плана прямой задачи.

Замечание 1.6. Соотношение (1.7) устанавливает тот факт, что все объек-
ты, которые убыточны, при ценах yj в оптимальном плане не участвуют, по-
этому если цены на продукты установлены равными соответствующим
компонентам вектора у, то убыточные объекты можно сразу исключить из
рассмотрения.

Замечание 1.7. Соотношение (1.6) утверждает, что если какой-либо ре-
сурс используется в оптимальном плане неполностью, то цена такого ре-
сурса должна быть равна нулю, и если какой-либо продукт производится
системой в количестве большем, чем потребность в нем, то цена такого про-
дукта также должна быть равна нулю.

1.3.4. Алгоритм двойственного симплекс-метода

В двойственном симплекс-методе оптимальный план получается в резуль-
тате движения по псевдопланам. Псевдопланом называется план, в котором
условия оптимальности выполнены, а среди значений базисных перемен-
ных встречаются отрицательные числа. Пусть задана оптимизационная за-
дача на максимум общего вида.

1. Составление опорного плана. Систему ограничений исходной задачи
следует привести к системе неравенств вида 
. Для этого обе части нера-
венств вида 	 умножаются на –1. Затем от неравенств вида 
 переходят
к системе уравнений, вводя дополнительные неотрицательные перемен-
ные, которые являются базисными переменными начального решения. По-
строенный опорный план заносят в симплекс-таблицу.

2. Проверка плана на оптимальность. Если в полученном опорном плане
не выполнены условия оптимальности, то задача решается симплекс-мето-
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дом (значение столбца δi вычисляется только для тех строк, в которых зна-
чение базисной переменной и коэффициент ведущего столбца совпадают
по знаку). Если в полученном плане условия оптимальности удовлетворе-
ны и все значения базисных переменных неотрицательны, то получен опти-
мальный план. Наличие отрицательных значений базисных переменных
говорит о получении псевдоплана.

3. Выбор разрешающего элемента. Среди отрицательных значений ба-
зисных переменных выберем наибольшее по абсолютной величине. Строка,
соответствующая этому значению, является разрешающей. Симплекс-табли-
ца дополняется строкой θj, в которую записываются взятые по абсолютной
величине результаты деления коэффициентов индексной строки на отри-
цательные значения коэффициентов разрешающей строки. Для тех столб-
цов, в которых разрешающая строка имеет неотрицательные коэффициен-
ты, значение θj не вычисляется, в них делается прочерк (—). Минимальное
значение коэффициента θj определяет разрешающий столбец и перемен-
ную, вводимую в базис. На пересечении разрешающих столбца и строки на-
ходится разрешающий элемент.

4. Расчет нового опорного плана. Новый план получается в результате
пересчета симплекс-таблицы с помощью исключения Гаусса — Жордана.
Затем переходим к п. 2.

Рассмотрим примеры решения задач двойственным симплекс-методом.

Пример 1.4. Требуется двойственным симплекс-методом найти максимум
функции при ограничениях на значения переменных

а затем ответить на следующий вопрос.
Представьте, что вы топ-менеджер рассматриваемой фирмы и руководство

холдинга предлагает вам увеличить плановое задание на выпуск первого про-
дукта, увеличив при этом запас вашего второго ресурса.

Хотите ли вы, чтобы вам увеличили b1 и b2 на единицу? Другими словами, вы
должны, не решая задачу повторно, определить, в каком направлении и на ка-
кую величину изменится при этом прибыль фирмы, т.е. оптимальное значение
целевой функции, а также каков будет новый оптимальный план.

Решение. Перейдем к ограничениям равенствами, введя дополнительные пе-
ременные:

и запишем данные задачи в виде исходной симплекс-таблицы (табл. 1.10).
Выполнив соответствующие шаги алгоритма двойственного симплекс-мето-

да, получим оптимальное решение (табл. 1.11—1.13).
Из заключительной симплекс-таблицы (см. табл. 1.13) кроме оптимального

решения получим значения двойственных оценок: p1 = 0, p2 = 2, p3 = –1 и допу-
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стимые пределы изменения каждого из ресурсов, в которых двойственные оцен-
ки (теневые цены) остаются неизменными:

–� 
 ∆b1 
 1; –1 
 ∆b2 < +�;
–0,5 
 ∆b3 
 1,5.

Поскольку предложенные холдингом изменения правых частей ограниче-
ний лежат в допустимых пределах, то ответ на поставленный вопрос совершен-
но очевиден: да, мы хотим увеличения b1 и b2 на единицу, потому что в этом слу-
чае оптимальное значение целевой функции возрастет на величину

∆Z = p1∆b1 + p2∆b2 + p3∆b3 = 0 · 1 + 2 · 1 + (–1) · 0 = 2.

Пример 1.5. Требуется максимизировать функцию прибыли фирмы при со-
ответствующих ограничениях:

и ответить на следующие вопросы.
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Таблица 1.10

БП x1 x1 s1 s2 s3 Z Значение БП δ
s1 –1 –1 1 0 0 0 –1 1
s2 1 1 0 1 0 0 2 2
s3 –1 0 0 0 1 0 –1/2 —
Z –1 –2 0 0 0 1 0 —

Таблица 1.11

БП x1 x2 s1 s2 s3 Z Значение БП ∆
x2 1 1 –1 0 0 0 1 —
s2 0 0 1 1 0 0 1 1
s3 –1 0 0 0 1 0 –1/2 —
Z 1 0 –2 0 0 1 2 —

Таблица 1.12

БП x1 x2 s1 s2 s3 Z Значение БП
x2 1 1 0 1 0 0 2
s1 0 0 1 1 0 0 1
s3 –1 0 0 0 1 0 –1/2
Z 1 0 0 2 0 1 4
θ 1 — — — — — —

Таблица 1.13

БП x1 x2 s1 s2 s3 Z Значение БП
x2 0 1 0 1 1 0 3/2
s1 0 0 1 1 0 0 1
x1 1 0 0 0 –1 0 1/2
Z 0 0 0 2 1 1 7/2



Представьте, что вы менеджер данной фирмы.
1. Желаете ли вы, чтобы вам дали дополнительную единицу ресурса b2 и од-

новременно увеличили бы план выпуска товара b5 на одну единицу? Насколько
при этом увеличится ваша прибыль?

2. Желаете ли вы, чтобы вам снизили план по выпуску товара b5 на одну еди-
ницу, одновременно сократив вам поставку ресурса b2 также на единицу? На-
сколько при этом понизится ваша прибыль?

Решение. Приведем ограничения к виду равенств, введя дополнительные пе-
ременные:

и занесем данные в симплекс-таблицу (табл. 1.14).

Таблица 1.14

Применив алгоритм двойственного симплекс-метода (табл. 1.15—1.16), най-
дем сначала оптимальный псевдоплан (табл. 1.17), а затем и оптимальное реше-
ние (табл. 1.18). Элемент симплекс-таблицы, выбранный в качестве разрешаю-
щего, каждый раз выделяется жирным шрифтом.

Таблица 1.15

Таблица 1.16

БП x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 Z Значение БП
x3 0 1 1 0 1 0 0 0 5
x4 0 –1 0 1 2 0 0 0 2
x6 0 1 0 0 –1 1 0 0 2
x1 1 1 0 0 –1 0 0 0 3
x7 0 –1 0 0 0 0 1 0 –1

Z 0 2 0 0 –3 0 0 1 9

БП x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 Z Значение БП
x3 0 2 1 0 0 1 0 0 7
x4 0 1 0 1 0 2 0 0 6
x5 0 –1 0 0 1 –1 0 0 –2
x1 1 0 0 0 0 –1 0 0 1
x7 0 –1 0 0 0 0 1 0 –1

Z 0 –1 0 0 0 –3 0 1 3

БП x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 Z Значение БП
x3 1 2 1 0 0 0 0 0 8
x4 2 1 0 1 0 0 0 0 8
x5 –1 –1 0 0 1 0 0 0 –3
x6 –1 0 0 0 0 1 0 0 –1
x7 0 –1 0 0 0 0 1 0 –1

Z –3 –1 0 0 0 0 0 1 0
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Таблица 1.17

Найден оптимальный псевдоплан. Условие оптимальности выполнено, а ус-
ловие допустимости нарушено. Получено решение, которое лучше оптимально-
го, но невозможно.

Таблица 1.18

В табл. 1.18 выполнены как условие оптимальности, так и условие допусти-
мости, т.е. найдено оптимальное решение: x1 = 7/2, x2 = 1; F(x) = 23/2.

Таким образом, предельные эффективности ресурсов, как ясно из заключи-
тельной симплекс-таблицы (см. табл. 1.18), равны P2 = 3/2; P5 = –1/2; P1 = P3 =
= P4 = 0.

Вычислим предельные значения (нижнюю и верхнюю границы) изменения
каждого из ресурсов, для которых двойственные оценки остаются неизменны-
ми, и определим также субоптимальные варианты плана, которые приведены
в табл. 1.19—1.22. Предельные значения определяются в соответствии со следу-
ющим правилом:

где ∆bi
– — величина уменьшения i-го ресурса; xj

* — компоненты оптимального
плана; dji — коэффициенты столбца дополнительной переменной (ассоцииро-
ванной с i-м ограничением) в заключительной симплекс-таблице оптимального
плана (коэффициенты структурных сдвигов, элементы обратной матрицы опти-
мального плана); ∆bi — величина изменения i-го ресурса; ∆bi

+ — величина пре-
дельно допустимого увеличения i-го ресурса.

Получим следующие результаты:

(с уравнением (*) ассоциирована переменная x4);

–3 
 ∆b2 
 5; P2 = 3/2;
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БП x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 Z Значение БП
x3 0 0 1 –1/2 0 0 3/2 0 5/2
x5 0 0 0 1/2 1 0 –1/2 0 3/2
x6 0 0 0 1/2 0 1 1/2 0 5/2
x1 1 0 0 1/2 0 0 1/2 0 7/2
x2 0 1 0 0 0 0 –1 0 1

Z 0 0 0 3/2 0 0 1/2 1 23/2

БП x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 Z Значение БП
x3 0 3/2 1 –1/2 0 0 0 0 4
x5 0 –1/2 0 1/2 1 0 0 0 1
x6 0 1/2 0 1/2 0 1 0 0 3
x1 1 1/2 0 1/2 0 0 0 0 4
x7 0 –1 0 0 0 0 1 0 –1

Z 0 1/2 0 3/2 0 0 0 1 12
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Условие (**) ассоциировано с переменной x7:

–5/3 
 –∆b2 
 1;

–1 
 ∆b5 
 5/3; P5 = –1/2.

Субоптимальные варианты плана, соответствующие предельным изменени-
ям второго ресурса ∆b2 = –3 и ∆b2 = 5, приведены, соответственно, в правых
столбцах табл. 1.19 и 1.20. В столбце, озаглавленном «БП», перечислены базис-
ные переменные оптимального плана. В столбце, озаглавленном «Значение
БП», приводятся значения базисных переменных в оптимальном плане.
В столбце, озаглавленном kc, приведены структурные сдвиги соответствующих
базисных переменных, т.е. изменения оптимальных значений базисных пере-
менных при увеличении соответствующего ресурса на единицу. В столбце, оза-
главленном kc∆b, приведены изменения в оптимальном значении базисных пе-
ременных при изменении соответствующего ресурса на величину ∆bi.

Таблица 1.19

Таблица 1.20

Точно так же организованы табл. 1.21 и 1.22. Субоптимальные варианты пла-
на, соответствующие предельным изменениям пятого ресурса ∆b5 = –1 (так как
–(∆b5)

+ = 1) и ∆b5 = 5/3 (так как –(∆b5)
– = –5/3), приведены, соответственно,

в правых столбцах этих таблиц.
Теперь можно легко ответить на поставленные руководством холдинга во-

просы, не решая оптимизационную задачу заново.
1. ∆F(x) = P2∆b2 + P5∆b5 = (3/2) · 1 + (–1/2) · 1 = 1.
Очевидно, что ответ «да».
2. ∆F(x) = P2∆b2 + P5∆b5 = (3/2) · (–1) + (–1/2) · (–1) = –1.
Очевидно, что ответ «нет».

БП Значение БП kc kc∆b Вариант плана
x3 5/2 –1/2 –5/2 0
x5 3/2 1/2 5/2 4
x6 5/2 1/2 5/2 5
x1 7/2 1/2 5/2 6
x2 1 0 0 1

F(x) 23/2 3/2 15/2 19

БП Значение БП kc kc∆b Вариант плана
x3 5/2 –1/2 3/2 4
x5 3/2 1/2 –3/2 0
x6 5/2 1/2 –3/2 1
x1 7/2 1/2 –3/2 2
x2 1 0 0 1

F(x) 23/2 3/2 –9/2 7
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Таблица 1.21

Таблица 1.22

1.3.5. Соотношения двойственности

Рассмотрим процесс решения одновременно прямой и двойственной задач:
• прямая задача (рис. 1.5, табл. 1.23):

• двойственная задача (рис. 1.6, табл. 1.24):
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БП Значение БП kc kc∆b Вариант плана
x3 5/2 3/2 –5/2 0
x5 3/2 –1/2 5/6 7/3
x6 5/2 1/2 –5/6 5/3
x1 7/2 1/2 –5/6 8/3
x2 1 –1 5/3 8/3

F(x) 23/2 1/2 –5/6 32/3

БП Значение БП kc kc∆b Вариант плана
x3 5/2 3/2 3/2 4
x5 3/2 –1/2 –1/2 1
x6 5/2 1/2 1/2 3
x1 7/2 1/2 1/2 4
x2 1 –1 –1 0

F(x) 23/2 1/2 1/2 12
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Определение 1.8. В процессе решения задач симплекс-методом матри-
цу, расположенную под начальными базисными переменными, часто назы-
вается обратной матрицей.

Так, например, в рассмотренном примере в прямой задаче обратной ма-
трицей является подматрица нашей симплекс-таблицы, расположенная
в столбцах, озаглавленных x3, x4, z. Сначала эта матрица была единичной,
а в конце решения она стала
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Таблица 1.23

Базисная
переменная

x1 x2 x3 x4 z Значение базисной
переменной

x3 1 1 1 0 0 10
x4 1 0 0 1 0 5

z –3 –2 0 0 1 0

x3 0 1 1 –1 0 5
x1 1 0 0 1 0 5

z 0 –2 0 3 1 15

x2 0 1 1 –1 0 5
x1 1 0 0 1 0 5

z 0 0 2 1 1 25

Таблица 1.24

Базисная
переменная

y1 y2 y3 y4 w Значение базисной
переменной

y3 –1 –1 1 0 0 –3
y4 –1 0 0 1 0 –2

w –10 –5 0 0 1 0

y2 1 1 –1 0 0 3
y4 –1 0 0 1 0 –2

w –5 0 –5 0 1 15

y2 0 1 –1 1 0 1
y1 1 0 0 –1 0 2

w 0 0 –5 –5 1 25

Рис. 1.6



Замечание 1.8. Мы выполнили две итерации решения прямой задачи и,
соответственно, две итерации решения двойственной задачи, получив оп-
тимальные планы обеих задач. Нетрудно заметить, что на любой итерации
процесса решения

= – ;

= – .

Для столбцов как левой, так и правой частей ограничений как прямой,
так и двойственной задачи справедливы следующие соотношения:

= · .

Отсюда, в частности, следует, что компоненты оптимального решения
двойственной задачи совпадают с соответствующими элементами индекс-
ной строки заключительной симплекс-таблицы прямой задачи в стандарт-
ной форме.

1.4. Транспортные задачи

1.4.1. Транспортная модель

Рассмотрим m пунктов производства или хранения и n пунктов потреб-
ления некоторого однородного продукта (такими продуктами являются,
например, нефть, уголь, цемент, песок и т.д.). Обозначим: ai — объем произ-
водства (запас) продукта в i-м пункте производства; bj — потребность
(спрос) в продукте в j-м пункте потребления. Задана матрица С = (сij), i =
= 1, 2, …, m, j = 1, 2, …, n, сij — стоимость перевозки единицы продукта из
пункта производства i в пункт потребления j.

Предположим, что выполнены следующие условия.
1. Из каждого пункта производства должен быть вывезен весь имею-

щийся в этом пункте продукт.
2. Потребность в продуктах в пунктах потребления должна быть удовле-

творена.
3. Затраты на объем перевозок во всей системе равны сумме затрат на от-

дельных ее участках, а на каждом участке затраты на перевозку пропорци-
ональны объему перевозок (равны произведению объема перевозок на сто-
имость перевозки одной единицы продукта).
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4. Суммарный объем производства продукта равен общему объему его

потребления, т.е. ai = bj (рассматривается сбалансированная модель).

Обозначим хij — объем перевозимого груза из пункта производства i

в пункт потребления j. Тогда xij — количество продукта, который из всех

пунктов производства попадает в пункт потребления j; xij — объем груза,

вывезенного из одного пункта i. Следовательно, каждый вариант транспор-
тировки задается (m � n)-матрицей X = (xij), такой что:

а) xij 	 0, i =1, 2, …, m, j = 1, 2, …, n;

б) xij = bj, j = 1, 2, …, n;

в) xij = ai, i =1, 2, …, m.

Если (xij) — допустимый вариант транспортировки, т.е. вариант,
удовлетворяющий условиям а — в, то стоимость всех перевозок составит

f(X) = cijxij. (1.16)

Условия 1—4 задают транспортную модель. На ее основе формулируют-
ся различные экстремальные задачи.

Чаще всего рассматривается транспортная задача, приведенная на
рис. 1.7:

cijxij � min,

xij = bj, j = 1, 2, …, n,

xij = ai, i =1, 2, …, m,

xij 	 0, i =1, …, m, j = 1, …, n,

причем ai = bj.
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Очевидно, что транспортная задача является задачей линейного про-
граммирования (в канонической форме).

Исходные данные транспортной задачи представляются в виде транс-
портной таблицы (рис. 1.8). Слева от таблицы указаны номера исходных
пунктов, сверху — номера пунктов назначения, справа — размер запаса
в каждом исходном пункте, снизу — величина спроса в каждом пункте на-
значения. В каждой клетке транспортной матрицы в правом верхнем углу
указывается стоимость перевозки единицы груза из пункта i в пункт j.
На рис. 1.9 данная задача изображена в виде сети.
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Рис. 1.8 Рис. 1.9

Двойственная задача выглядит следующим образом. Требуется макси-
мизировать функцию

w = aiui + bjvj � max

при ограничениях ui + vj 
 cij, i = 1, 2, …, m, j = 1, 2, …, n, причем переменные ui, vj,
i = 1, 2, …, m, j = 1, 2, …, n, не ограничены по знаку.

1.4.2. Получение начального (базисного, допустимого) решения.
Метод северо-западного угла

Следуя правилу северо-западного угла, начинают с того, что приписыва-
ют переменной х11 (расположенной в северо-западном углу транспортной
таблицы) максимальное значение, которое допускают ограничения на
спрос и предложение. После этого вычеркивают, соответственно, столбец
или строку (если спрос меньше предложения, то вычеркивают столбец,
а если предложение меньше спроса, то вычеркивают строку), фиксируя
этим, что остальные элементы вычеркнутого столбца (строки) полагаются
равными нулю. Если ограничения, представленные столбцом и строкой,
выполняются одновременно, то можно вычеркнуть либо строку, либо стол-
бец. После того как спрос и объем производства во всех невычеркнутых
строках и столбцах приведены в соответствие с установленным значением
переменной, максимально допустимое значение приписывается первому
невычеркнутому элементу новых столбца или строки. Процесс завершается,
когда остаются невычеркнутыми в точности одна строка или один столбец.

Для задачи, приведенной на рис. 1.8 поступаем следующим образом:
1) х11: = 5 — столбец 1 вычеркивается, тем самым в первом столбце нель-

зя больше производить никаких операций. На строку 1 теперь приходится
10 ед.
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2) х12 := 10 — строка 1 вычеркивается, а на долю столбца 2 остается 5 ед.
3) х22 := 5 — столбец 2 вычеркивается, а в строке 2 остается 20 ед.
4) х23 := 15 — столбец 3 вычеркивается, а в строке 2 остается 5 ед.
5) х24 := 5 — строка 2 вычеркивается, а в столбце 4 остается 5 ед.
6) х34 := 5 — вычеркивается строка 3 или столбец 4.
Таким образом, получено начальное решение: базисные переменные

х11 = 5; х12 = 10; х22 = 5; х23 = 15; х24 = 5; х34 = 5. Остальные переменные — не-
базисные со значениями 0.

Результат применения метода северо-западного угла к рассматриваемой
задаче приведен на рис. 1.10.
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Рис. 1.10

Замечание 1.9. Поскольку ai = bj, одно из (m + n) уравнений окажет-

ся зависимым, т.е. транспортная задача содержит (m + n – 1) независимых
уравнений. Таким образом, начальное базисное допустимое решение долж-
но иметь m + n – 1 (в данном случае 6) базисных переменных.

1.4.3. Метод потенциалов

Метод потенциалов решения транспортной задачи, который, как легко
заметить, представляет собой вариант двойственного симплекс-метода (см.
замечание 1.5), состоит из следующих этапов.

1. Нахождение вводимой в базис переменной. Строке i и столбцу j транс-
портной таблицы ставятся в соответствие числа ui и vj (потенциалы исход-
ных пунктов и пунктов назначения), которые должны удовлетворять урав-
нению ui + vj = сij для каждой базисной переменной xij. Эти уравнения
образуют систему, состоящую из m + n – 1 (по числу базисных перемен-
ных) уравнений, в которых фигурирует m + n неизвестных. Значения по-
тенциалов можно определить из данной системы, придавая одному из них
произвольное значение, обычно u1 := 0, и затем решая систему из m + n – 1
уравнений относительно m + n – 1 остальных потенциалов. Оценки cpq для
небазисных переменных хpq определяются следующим образом:

cpq = up + vg – cpg.

Эти величины не зависят от выбора значения u1. Если все оценки cpq для
небазисных переменных окажутся неположительными, то найдено опти-
мальное решение. Если среди оценок есть положительные, то для включе-
ния в базис выбирается небазисная переменная, имеющая самую большую
положительную оценку cpq.

Для рассматриваемой задачи (см. рис. 1.8) уравнения, связанные с ба-
зисными переменными, которые определены методом северо-западного уг-
ла, будут иметь следующий вид:
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x11: u1 + v1 = 10; u1 = 0, v1 = 10;
x12: u1 + v2 = 0; v2 = 0;

x22 = u2 + v2 = 7; u2 = 7;
x23: u2 + v3 = 9; v3 = 2;

x24: u2 + v4 = 20; v4 = –13;
x34: u3 + v4 = 18; u3 = 5.

Проще определить потенциалы непосредственно из транспортной таб-
лицы, не выписывая этих уравнений.

Оценки для небазисных переменных:

Величины cpq указываются в юго-западном углу соответствующей клет-
ки для каждой небазисной переменной. В базис вводится та небазисная пе-
ременная, которая имеет наибольшую оценку. В данном случае это х31.

2. Нахождение переменной, выводимой из базиса (построение цикла).
Строится замкнутый цикл, соответствующий вводимой переменной (х31).
Цикл начинается и заканчивается выбранной небазисной переменной и со-
стоит из последовательности горизонтальных и вертикальных (связанных)
отрезков, концами которых должны быть базисные переменные (за исклю-
чением тех концов, которые относятся к вводимой в базис переменной):
x31 � x11 � x12 � x22 � x24 � x34 � x31 (безразлично, обходить по часовой
стрелке или против). Ясно, что если значение х31 увеличить на единицу, то
для сохранения допустимости решения значения базисных переменных, сто-
ящих на изломах цикла, необходимо скорректировать следующим образом:

1) уменьшить х11 на единицу;
2) увеличить х12 на единицу;
3) уменьшить х22 на единицу;
4) увеличить х24 на единицу;
5) уменьшить х34 на единицу.
Это процесс обозначается знаками «+» и «–» в соответствующих местах

транспортной таблицы. Таким образом, введенные изменения не нарушают
ограничений задачи. Переменная, выводимая из базиса, выбирается из на-
ходящихся на изломах цикла переменных, значения которых уменьшаются
при увеличении х31. В таблице их клетки помечены знаком «–». Выводимой
из базиса переменной становится та, которая имеет наименьшее значение,
поскольку именно она раньше всех достигает 0 и дальнейшее уменьшение
сделает ее отрицательной. Выбираем х34 (вместо х34 можно было выбрать
х11 или х22). Тогда значение х31 станет равным 5, а переменные, находящие-
ся на изломах цепи (базисные), соответствующим образом корректируют-
ся (т.е. увеличиваются или уменьшаются на 5 в зависимости от знака «+»
или «–»).
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Проверяется оптимальность полученного решения, т.е. повторяются
пп. 1, 2. На некоторой итерации при вычислении новых оценок для неба-
зисных переменных окажется, что все они неположительны (условие опти-
мальности при решении задачи на минимум симплекс-методом), т.е. полу-
чено оптимальное решение.

Пример 1.6. Решим методов потенциалов задачу, представленную на рис. 1.8.
Решение. Опорное решение, найденное методом северо-западного угла, дава-

ло суммарную стоимость перевозок

F(X) = 5 · 10 + 10 · 0 + 5 · 7 + 15 · 9 + 5 · 20 + 5 · 18 = 410.

Имеем следующие итерации:
• 1-я: переменная x31 вводится в базис, а переменная x34 выводится из базиса

(рис. 1.11);
• 2-я: переменная x21 вводится в базис, а переменная x11 выводится из базиса

(рис. 1.12);
• 3-я: переменная x14 вводится в базис, а переменная x24 выводится из базиса

(рис. 1.13);
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Рис. 1.11

Рис. 1.12

Рис. 1.13



• 4-я: оценки всех небазисных переменных оказались неположительными
(рис. 1.14), т.е. найдено оптимальное решение: x12 = 5; x14 = 10; x22 = 10; x23 = 15;
x31 = 5, значения остальных переменных 0, и, таким образом,

F(X) = 5 · 0 + 10 · 11 + 10 · 7 + 15 · 9 + 5 · 0 = 315.

Суммарную стоимость перевозок удалось уменьшить на 410 – 315 = 95 ден. ед.

Задачи для самостоятельного решения
1.1. Найдите максимум функции (простым симплекс-методом) F(x) = 2x1 + x2

при ограничениях

причем все переменные ограничены по знаку: x1 	 0, x2 	 0.
1.2. Найдите максимум функции (простым симплекс-методом) F(x) = 2x1 + 3x2

при ограничениях

причем все переменные ограничены по знаку: x1 	 0, x2 	 .
1.3. Фабрика имеет в своем распоряжении определенное количество ресурсов:

рабочую силу, деньги, сырье, оборудование, производственные площади и т.п.
Пусть ресурсы трех видов — рабочая сила, сырье и оборудование — имеются в ко-
личестве соответственно 80 (человеко-дней), 480 (кг) и 130 (станков). Фабрика мо-
жет выпускать электрические приборы четырех видов. Информация о количестве
единиц каждого ресурса, необходимых для производства одного прибора каждого
вида, и о доходах, получаемых предприятием от единицы каждого вида товаров,
приведена в таблице.

Ресурс
Норма расхода ресурсов на единицу изделия

Наличие
ресурсовЭлектропечь Электро-

камин
Электро-
колонка Электроутюг

Труд 7 2 2 6 80

Сырье 5 8 4 3 480

Оборудование 2 4 1 8 130

Цена, тыс. руб. 3 4 3 1 —
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Требуется найти такой план выпуска, который максимизирует выручку от про-
даж.

1.4. Для изготовления четырех видов продукции используют три вида сырья.
Запасы сырья, нормы его расхода и прибыль от реализации каждого продукта при-
ведены в таблице.

Требуется решить задачу нахождения плана выпуска продукции исходя из усло-
вия максимизации ее общей стоимости. Кроме того, требуется определить следующее.

1. Ценность каждого ресурса и его приоритет при решении задачи увеличения
запаса ресурсов.

2. Максимальный интервал изменения запасов каждого из ресурсов, в пределах
которого структура оптимального решения, т.е. номенклатура выпускаемой про-
дукции, остается без изменений.

3. Суммарную стоимостную оценку ресурсов, используемых при производстве
единицы каждого изделия. Выпуск какой продукции нерентабелен?

4. Насколько уменьшится стоимость выпускаемой продукции при принуди-
тельном выпуске единицы нерентабельной продукции?

5. Насколько можно снизить запас каждого ресурса, чтобы это не привело
к уменьшению прибыли?

6. Каковы интервалы изменения цен на каждый вид продукции, при которых со-
храняется структура оптимального плана.

7. Насколько нужно снизить затраты каждого вида сырья на единицу продук-
ции, чтобы сделать производство нерентабельного изделия рентабельным?

8. Как изменятся общая стоимость продукции и план ее выпуска при увеличе-
нии запасов сырья I вида и II вида на 4 и 3 ед. соответственно и уменьшении на 3 ед.
запасов сырья III вида?

9. Целесообразно ли включать в план изделие Д ценой 10 ед., на изготовление
которого расходуется по 2 ед. каждого вида сырья?

1.5. Для изготовления четырех видов продукции используют три вида сырья.
Запасы сырья, нормы его расхода и цена каждого продукта приведены в таблице.

Требуется решить задачу нахождения плана выпуска продукции исходя из ус-
ловия максимизации ее общей стоимости. Кроме того, требуется определить следу-
ющее.

1. Ценность каждого ресурса и его приоритет при решении задачи увеличения
запаса ресурсов.

Тип сырья
Норма расхода сырья на одно изделие

Запас сырья
А Б В Г

I 1 0 2 1 180

II 0 1 3 2 210

III 4 2 0 4 800

Цена изделия

9 6 4 7

Тип сырья
Норма расхода сырья на одно изделие

Запас сырья
А Б В Г

I 1 2 1 0 18

II 1 1 2 1 30

III 1 3 3 2 40

Цена изделия

12 7 18 10
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2. Максимальный интервал изменения запасов каждого из ресурсов, в пределах
которого структура оптимального решения, т.е. номенклатура выпускаемой про-
дукции, остается без изменений.

3. Суммарную стоимостную оценку ресурсов, используемых при производстве
единицы каждого изделия. Выпуск какой продукции нерентабелен?

4. Насколько уменьшится стоимость выпускаемой продукции при принуди-
тельном выпуске единицы нерентабельной продукции?

5. Насколько можно снизить запас каждого ресурса, чтобы это не привело
к уменьшению прибыли?

6. Каковы интервалы изменения цен на каждый вид продукции, при которых со-
храняется структура оптимального плана.

7. Насколько нужно снизить затраты каждого вида сырья на единицу продук-
ции, чтобы сделать производство нерентабельного изделия рентабельным?

8. Как изменятся общая стоимость продукции и план ее выпуска при увеличе-
нии запасов сырья I вида и II вида на 120 и 160 ед. соответственно и одновремен-
ном уменьшении на 60 ед. запасов сырья III вида?

9. Целесообразно ли включать в план изделие Д ценой 12 ед., на изготовление
которого расходуется по 2 ед. каждого вида сырья?

1.6. Для изготовления трех видов продукции используют три вида сырья. Запа-
сы сырья, нормы его расхода и цена каждого продукта приведены в таблице.

Требуется решить задачу нахождения плана выпуска продукции, исходя из ус-
ловия максимизации ее общей стоимости. Кроме того, требуется определить следу-
ющее.

1. Ценность каждого ресурса и его приоритет при решении задачи увеличения
запаса ресурсов.

2. Максимальный интервал изменения запасов каждого из ресурсов, в пределах
которого структура оптимального решения, т.е. номенклатура выпускаемой про-
дукции, остается без изменений.

3. Суммарную стоимостную оценку ресурсов, используемых при производстве
единицы каждого изделия. Выпуск какой продукции нерентабелен?

4. Насколько уменьшится стоимость выпускаемой продукции при принуди-
тельном выпуске единицы нерентабельной продукции?

5. Насколько можно снизить запас каждого ресурса, чтобы это не привело
к уменьшению прибыли?

6. Каковы интервалы изменения цен на каждый вид продукции, при которых со-
храняется структура оптимального плана.

7. Насколько нужно снизить затраты каждого вида сырья на единицу продук-
ции, чтобы сделать производство нерентабельного изделия рентабельным?

8. Как изменятся общая стоимость продукции и план ее выпуска при увеличе-
нии запасов сырья I вида и II вида на 4 ед. каждого?

9. Целесообразно ли включать в план изделие Г ценой 13 ед., на изготовление
которого расходуется, соответственно, 1, 3 и 2 ед. каждого вида сырья, и изделие Д
ценой 12 ед., на изготовление которого расходуется по 2 ед. каждого вида сырья?

Тип сырья
Норма расхода сырья на одно изделие

Запас сырья
А Б В

I 4 2 1 180

II 3 1 3 210

III 1 2 5 244

Цена изделия

10 14 12
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1.7. Для изготовления четырех видов продукции используют три вида сырья.
Запасы сырья, нормы его расхода и цена каждого продукта приведены в таблице.

Требуется решить задачу нахождения плана выпуска продукции, исходя из ус-
ловия максимизации ее общей стоимости. Кроме того, требуется определить следу-
ющее.

1. Ценность каждого ресурса и его приоритет при решении задачи увеличения
запаса ресурсов.

2. Максимальный интервал изменения запасов каждого из ресурсов, в пределах
которого структура оптимального решения, т.е. номенклатура выпускаемой про-
дукции, остается без изменений.

3. Суммарную стоимостную оценку ресурсов, используемых при производстве
единицы каждого изделия. Выпуск какой продукции нерентабелен?

4. Насколько уменьшится стоимость выпускаемой продукции при принуди-
тельном выпуске единицы нерентабельной продукции?

5. Насколько можно снизить запас каждого ресурса, чтобы это не привело
к уменьшению прибыли?

6. Каковы интервалы изменения цен на каждый вид продукции, при которых со-
храняется структура оптимального плана.

7. Насколько нужно снизить затраты каждого вида сырья на единицу продук-
ции, чтобы сделать производство нерентабельного изделия рентабельным?

8. Как изменятся общая стоимость продукции и план выпуска при увеличении
запасов сырья I вида и II вида на 8 и 10 ед. соответственно и одновременном умень-
шении на 5 ед. запасов сырья III вида?

9. Целесообразно ли включать в план изделие Д ценой 10 ед., на изготовление
которого расходуется по 2 ед. каждого вида сырья?

1.8. Для изготовления трех видов продукции используют три вида ресурсов. За-
пасы ресурсов, нормы их расхода и цена каждого продукта приведены в таблице.

Требуется решить задачу нахождения плана выпуска продукции исходя из усло-
вия максимизации ее общей стоимости. Кроме того, требуется определить следующее.

1. Ценность каждого ресурса и его приоритет при решении задачи увеличения
запаса ресурсов.

2. Максимальный интервал изменения запасов каждого из ресурсов, в пределах
которого структура оптимального решения, т.е. номенклатура выпускаемой про-
дукции, остается без изменений.

Ресурс
Норма затрат ресурсов на единицу продукции

Запас ресурсов
I вид II вид III вид

Труд 1 4 3 200

Сырье 1 1 2 80

Оборудование 1 1 2 140

Цена изделия

40 60 80

Тип сырья
Норма расхода сырья на одно изделие

Запас сырья
А Б В Г

I 2 1 3 2 200

II 1 2 4 8 160

III 2 4 1 1 170

Цена изделия

5 7 3 8
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3. Суммарную стоимостную оценку ресурсов, используемых при производстве
единицы каждого изделия. Выпуск какой продукции нерентабелен?

4. Насколько уменьшится стоимость выпускаемой продукции при принуди-
тельном выпуске единицы нерентабельной продукции?

5. Насколько можно снизить запас каждого ресурса, чтобы это не привело
к уменьшению прибыли?

6. Каковы интервалы изменения цен на каждый вид продукции, при которых со-
храняется структура оптимального плана.

7. Насколько нужно снизить затраты каждого вида сырья на единицу продук-
ции, чтобы сделать производство нерентабельного изделия рентабельным?

8. Как изменятся общая стоимость продукции и план ее выпуска при увеличе-
нии запасов сырья на 18 ед.?

9. Целесообразно ли включать в план изделия IV вида ценой 70 ед., на изготов-
ление которых расходуется по 2 ед. каждого вида ресурсов?

1.9. На предприятии выпускается три вида изделий и используется при этом
три вида сырья, нормы расхода которого и его запасы приведены в таблице.

Требуется решить задачу нахождения плана выпуска продукции исходя из ус-
ловия максимизации ее общей стоимости. Кроме того, требуется определить следу-
ющее.

1. Ценность каждого ресурса и его приоритет при решении задачи увеличения
запаса ресурсов.

2. Максимальный интервал изменения запасов каждого из ресурсов, в пределах
которого структура оптимального решения, т.е. номенклатура выпускаемой про-
дукции, остается без изменений.

3. Суммарную стоимостную оценку ресурсов, используемых при производстве
единицы каждого изделия. Выпуск какой продукции нерентабелен?

4. Насколько уменьшится стоимость выпускаемой продукции при принуди-
тельном выпуске единицы нерентабельной продукции?

5. Насколько можно снизить запас каждого ресурса, чтобы это не привело
к уменьшению прибыли?

6. Каковы интервалы изменения цен на каждый вид продукции, при которых со-
храняется структура оптимального плана.

7. Насколько нужно снизить затраты каждого вида сырья на единицу продук-
ции, чтобы сделать производство нерентабельного изделия рентабельным?

8. Как изменятся общая стоимость выпускаемой продукции и план ее выпуска,
если запас сырья I вида увеличить на 45 ед., а сырья II вида уменьшить на 9 ед.?

9. Целесообразно ли выпускать изделие Г ценой 11 ед., если нормы затрат сырья
составляют 9,4 и 6 ед.?

1.10. Для изготовления трех видов продукции используют четыре вида ресур-
сов. Запасы ресурсов, нормы и цена каждого продукта приведены в таблице.

Требуется решить задачу нахождения плана выпуска продукции исходя из ус-
ловия максимизации ее общей стоимости. Кроме того, требуется определить следу-
ющее.

Тип сырья
Норма расхода сырья на одно изделие

Запас сырья
А Б В

I 18 15 12 360

II 6 4 8 192

III 5 3 103 180

Цена изделия

9 10 16
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1. Ценность каждого ресурса и его приоритет при решении задачи увеличения
запаса ресурсов.

2. Максимальный интервал изменения запасов каждого из ресурсов, в пределах
которого структура оптимального решения, т.е. номенклатура выпускаемой про-
дукции, остается без изменений.

3. Суммарную стоимостную оценку ресурсов, используемых при производстве
единицы каждого изделия. Выпуск какой продукции нерентабелен?

4. Насколько уменьшится стоимость выпускаемой продукции при принуди-
тельном выпуске единицы нерентабельной продукции?

5. Насколько можно снизить запас каждого ресурса, чтобы это не привело
к уменьшению прибыли?

6. Каковы интервалы изменения цен на каждый вид продукции, при которых со-
храняется структура оптимального плана.

7. Насколько нужно снизить затраты каждого вида сырья на единицу продук-
ции, чтобы сделать производство нерентабельного изделия рентабельным?

8. Как изменятся общая стоимость выпускаемой продукции и план ее выпуска,
если запас сырья I вида увеличить на 24 ед.?

9. Целесообразно ли выпускать изделие IV вида ценой 11 ед., если нормы затрат
ресурсов составляют 8, 4, 20 и 6 ед.?

1.11. Предприятие выпускает четыре вида продукции и использует три типа ос-
новного оборудования: токарное, фрезерное, шлифовальное. Затраты на изготовле-
ние единицы продукции приведены в таблице, там же указаны общий фонд рабоче-
го времени, а также цена изделия каждого вида.

Требуется решить задачу нахождения плана выпуска продукции исходя из ус-
ловия максимизации ее общей стоимости. Кроме того, требуется определить следу-
ющее.

1. Ценность каждого ресурса и его приоритет при решении задачи увеличения
запаса ресурсов.

2. Максимальный интервал изменения запасов каждого из ресурсов, в пределах
которого структура оптимального решения, т.е. номенклатура выпускаемой про-
дукции, остается без изменений.

3. Суммарную стоимостную оценку ресурсов, используемых при производстве
единицы каждого изделия. Выпуск какой продукции нерентабелен?

Тип
оборудования

Норма затрат ресурсов на единицу продукции Общий фонд
рабочего времениА Б В Г

Токарное 2 1 1 3 300

Фрезерное 1 0 2 1 70

Шлифовальное 1 2 1 0 340

Цена изделия

8 3 2 1
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Ресурс
Норма затрат ресурсов на единицу продукции

Запас ресурсов
I вид II вид III вид

Труд 3 6 4 2000

Сырье I 20 15 20 15 000

Сырье II 10 15 20 7400

Оборудование 0 3 5 1500

Цена изделия

6 10 9



4. Насколько уменьшится стоимость выпускаемой продукции при принуди-
тельном выпуске единицы нерентабельной продукции?

5. Насколько можно снизить запас каждого ресурса, чтобы это не привело
к уменьшению прибыли?

6. Каковы интервалы изменения цен на каждый вид продукции, при которых со-
храняется структура оптимального плана.

7. Насколько нужно снизить затраты каждого вида сырья на единицу продук-
ции, чтобы сделать производство нерентабельного изделия рентабельным?

8. Как изменятся общая стоимость выпускаемой продукции и план ее выпуска,
если фонд времени шлифовального оборудования увеличить на 24 ед.?

9. Целесообразно ли выпускать изделие Д ценой 11 ед., если нормы затрат обо-
рудования составляют 8, 2 и 2 ед.?

1.12. На предприятии выпускается три вида изделий, используется при этом
три вида сырья, нормы расхода которого и его запасы приведены в таблице.

Требуется решить задачу нахождения плана выпуска продукции исходя из ус-
ловия максимизации ее общей стоимости. Кроме того, требуется определить следу-
ющее.

1. Ценность каждого ресурса и его приоритет при решении задачи увеличения
запаса ресурсов.

2. Максимальный интервал изменения запасов каждого из ресурсов, в пределах
которого структура оптимального решения, т.е. номенклатура выпускаемой про-
дукции, остается без изменений.

3. Суммарную стоимостную оценку ресурсов, используемых при производстве
единицы каждого изделия. Выпуск какой продукции нерентабелен?

4. Насколько уменьшится стоимость выпускаемой продукции при принуди-
тельном выпуске единицы нерентабельной продукции?

5. Насколько можно снизить запас каждого ресурса, чтобы это не привело
к уменьшению прибыли?

6. Каковы интервалы изменения цен на каждый вид продукции, при которых со-
храняется структура оптимального плана.

7. Насколько нужно снизить затраты каждого вида сырья на единицу продук-
ции, чтобы сделать производство нерентабельного изделия рентабельным?

8. Как изменятся общая стоимость выпускаемой продукции и план ее выпуска,
если запас сырья I вида увеличить на 80 ед., а сырья II вида уменьшить на 10 ед.?

9. Целесообразно ли выпускать изделие Г ценой 7 ед., если нормы затрат сырья
составляют 2, 4 и 3 ед.?

1.13. Для изготовления четырех видов продукции используют три вида сырья.
Запасы сырья, нормы его расхода и цена каждого продукта приведены в таблице.

Требуется решить задачу нахождения плана выпуска продукции исходя из ус-
ловия максимизации ее общей стоимости. Кроме того, требуется определить следу-
ющее.

1. Ценность каждого ресурса и его приоритет при решении задачи увеличения
запаса ресурсов.

Тип сырья
Норма расхода сырья на одно изделие

Запас сырья
А Б В

I 1 2 1 430

II 3 0 2 460

III 1 4 0 420

Цена изделия

3 2 5
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2. Максимальный интервал изменения запасов каждого из ресурсов, в пределах
которого структура оптимального решения, т.е. номенклатура выпускаемой про-
дукции, остается без изменений.

3. Суммарную стоимостную оценку ресурсов, используемых при производстве
единицы каждого изделия. Выпуск какой продукции нерентабелен?

4. Насколько уменьшится стоимость выпускаемой продукции при принуди-
тельном выпуске единицы нерентабельной продукции?

5. Насколько можно снизить запас каждого ресурса, чтобы это не привело
к уменьшению прибыли?

6. Каковы интервалы изменения цен на каждый вид продукции, при которых со-
храняется структура оптимального плана.

7. Насколько нужно снизить затраты каждого вида сырья на единицу продук-
ции, чтобы сделать производство нерентабельного изделия рентабельным?

8. Как изменятся общая стоимость выпускаемой продукции и план ее выпуска,
если запас сырья I вида увеличить на 100 ед., а сырья II вида уменьшить на 150 ед.?

9. Целесообразно ли выпускать изделие Д ценой 10 ед., если нормы затрат сырья
2, 4 и 3 ед.?

1.14. Пусть собственные средства банка вместе с депозитами в сумме составля-
ют 100 млн дол. Часть этих средств, но не менее 35 млн дол., должна быть размеще-
на в кредитах. Кредиты являются неликвидными активами банка, так как в случае
непредвиденной потребности в наличности обратить кредиты в деньги без сущест-
венных потерь невозможно. Ценные бумаги можно в любой момент продать, полу-
чив некоторую прибыль или, во всяком случае, без большого убытка. Поэтому су-
ществует правило, согласно которому коммерческие банки должны покупать
в определенной пропорции ликвидные активы — ценные бумаги, чтобы компенси-
ровать неликвидность кредитов. В данном примере ликвидное ограничение следу-
ющее: ценные бумаги должны составлять не менее 30% средств, размещенных
в кредитах и ценных бумагах. Цель банка состоит в том, чтобы получить макси-
мальную прибыль от кредитов и ценных бумаг. Доходность от предоставления кре-
дитов — 9% годовых, ожидаемая доходность вложений в ценные бумаги — 6% годо-
вых. С помощью двойственного симплекс-метода требуется определить
оптимальную инвестиционную программу для данного банка.

1.15. Необходимо в планируемом периоде обеспечить производство не менее
300 тыс. однородных новых изделий, которые могут выпускаться на четырех фили-
алах предприятия. Для освоения этого нового вида изделий нужны определенные
капитальные вложения. Разработанные для каждого филиала предприятия проек-
ты освоения нового вида изделия характеризуются величинами удельных капи-
тальных вложений и себестоимостью единицы продукции в соответствии со следу-
ющей таблицей.

Показатель
Филиал предприятия

1 2 3 4

Себестоимость производства изделия, руб. 83 89 95 98

Удельные капиталовложения, руб. 120 80 50 40
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Тип сырья
Норма расхода сырья на одно изделие

Запас сырья
А Б В Г

I 2,0 1,0 0,5 4,0 2400
II 1,0 5,0 3,0 0,0 1200
III 3,0 0,0 6,0 1,0 3000

Цена изделия
7,5 3,0 6,0 12,0



Себестоимость производства и удельные капиталовложения для каждого из фи-
лиалов условно приняты постоянными, т.е. потребность в капитальных вложениях
и общие издержки будут изменяться пропорционально изменению объемов произ-
водства изделий.

Предположим, что на все филиалы предприятие для освоения 300 тыс. новых
изделий может выделить 18 млн руб. Необходимо найти такой вариант распределе-
ния объемов производства продукции и капитальных вложений по филиалам,
при котором суммарная стоимость изделий будет минимальной.

1.16. С помощью двойственного симплекс-метода требуется найти максимум
функции 3x1 + x2 при следующих ограничениях:

Также требуется определить двойственные оценки (теневые цены) ресурсов
(товаров) b1, b2, b3, b4, b5, указать предельные значения (нижнюю и верхнюю грани-
цы) изменения каждого ресурса (с отличными от нуля двойственными оценками),
для которых двойственные оценки остаются неизменными, построить субопти-
мальные варианты плана.

Представьте себе, что вы менеджер фирмы, принадлежащей некоему холдингу.
Используя теневые цены, ответьте на следующие вопросы, которые ставит перед
вами ревизионный отдел вашего холдинга.

1. Желаете ли вы, чтобы вам дали дополнительную единицу ресурса b2, одновре-
менно увеличив план выпуска товара b5 также на единицу? Как изменится при этом
прибыль вашей фирмы?

2. Желаете ли вы, чтобы вам снизили план по выпуску товара b5 на одну едини-
цу, одновременно сократив поставку ресурса b2 также на единицу? Как изменится
при этом прибыль вашей фирмы?

3. Желаете ли вы, чтобы вам дали дополнительную единицу ресурса b2, одновре-
менно сократив план выпуска товара b5 также на единицу? Насколько возросла бы
в результате этого прибыль вашей фирмы?

4. Желаете ли вы, чтобы вам увеличили план по выпуску товара b5 на одну еди-
ницу, одновременно сократив поставку ресурса b2 также на единицу? Насколько
уменьшилась бы в результате этого прибыль вашей фирмы?

1.17. С помощью двойственного симплекс-метода найти максимум функции
2x1 + x2 при следующих ограничениях:

Также требуется определить двойственные оценки (теневые цены) ресурсов
(товаров) b1, b2, b3, b4, b5, указать предельные значения (нижнюю и верхнюю грани-
цы) изменения каждого из ресурсов (с отличными от нуля двойственными оценка-
ми), для которых двойственные оценки остаются неизменными, построить субоп-
тимальные варианты плана.

Представьте себе, что вы менеджер фирмы, принадлежащей некоему холдингу.
Используя теневые цены, ответьте на следующие вопросы, которые ставит перед
вами ревизионный отдел вашего холдинга.
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1. Желаете ли вы, чтобы вам дали дополнительную единицу ресурса b2, одновре-
менно увеличив план выпуска товара b5 также на единицу? Как изменится при этом
прибыль вашей фирмы?

2. Желаете ли вы, чтобы вам снизили план по выпуску товара b5 на одну едини-
цу, одновременно сократив поставку ресурса b2 также на единицу? Как изменится
при этом прибыль вашей фирмы?

3. Желаете ли вы, чтобы вам дали дополнительную единицу ресурса b2, одновре-
менно сократив план выпуска товара b5 также на единицу? Насколько возросла бы
в результате этого прибыль вашей фирмы?

4. Желаете ли вы, чтобы вам на одну единицу увеличили план по выпуску това-
ра b5, одновременно сократив поставку ресурса b2 также на единицу? Насколько
уменьшилась бы в результате этого прибыль вашей фирмы?

1.18. Найдите максимум функции (двойственным симплекс-методом) 2x1 + x2

при ограничениях:

а) б) в)

г) д)

Требуется определить теневые цены ресурсов b1 и b2 и ответить на следующий
вопрос: как изменятся оптимальный план и оптимальное значение целевой функ-
ции, если b1 увеличится на 2, а b2 уменьшится на 1?

1.19. Найдите максимум функции (двойственным симплекс-методом) 3x1 + x2

при ограничениях:

а) б) в)

г) д)

Требуется определить теневые цены ресурсов b1 и b2 и ответить на следующий
вопрос: как изменятся оптимальный план и оптимальное значение целевой функ-
ции, если b1 увеличится на 2, а b2 уменьшится на 1?

1.20. Найдите максимум функции (двойственным симплекс-методом) 4x1 + x2

при ограничениях:

а) б) в)

г) д)

Требуется определить теневые цены ресурсов b1 и b2 и ответить на следующий
вопрос: как изменятся оптимальный план и оптимальное значение целевой функ-
ции, если b1 увеличится на 2, а b2 уменьшится на 1?

1.21. Найдите максимум функции (двойственным симплекс-методом) 5x1 + x2

при ограничениях:

x1 + x2 
 7 (b1),
x2 	 2 (b2),
x1 	 0.







x1 + x2 
 6 (b1),
x2 	 2 (b2),
x1 	 0;







x1 + x2 
 5 (b1),
x2 	 2 (b2),
x1 	 0;







x1 + x2 
 4 (b1),
x2 	 2 (b2),
x1 	 0;







x1 + x2 
 3 (b1),
x2 	 2 (b2),
x1 	 0;







x1 + x2 
 7 (b1),
x2 	 2 (b2),
x1 	 0.







x1 + x2 
 6 (b1),
x2 	 2 (b2),
x1 	 0;







x1 + x2 
 5 (b1),
x2 	 2 (b2),
x1 	 0;







x1 + x2 
 4 (b1),
x2 	 2 (b2),
x1 	 0;







x1 + x2 
 3 (b1),
x2 	 2 (b2),
x1 	 0;







x1 + x2 
 7 (b1),
x2 	 2 (b2),
x1 	 0.







x1 + x2 
 6 (b1),
x2 	 2 (b2),
x1 	 0;







x1 + x2 
 5 (b1),
x2 	 2 (b2),
x1 	 0;







x1 + x2 
 4 (b1),
x2 	 2 (b2),
x1 	 0;







x1 + x2 
 3 (b1),
x2 	 2 (b2),
x1 	 0;
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а) б) в)

г) д)

Требуется определить теневые цены ресурсов b1 и b2 и ответить на следующий
вопрос: как изменятся оптимальный план и оптимальное значение целевой функ-
ции, если b1 увеличится на 2, а b2 уменьшится на 1?

1.22. Найдите максимум функции (двойственным симплекс-методом) 6x1 + x2

при ограничениях:

а) б) в)

г) д)

Требуется определить теневые цены ресурсов b1 и b2 и ответить на следующий
вопрос: как изменятся оптимальный план и оптимальное значение целевой функ-
ции, если b1 увеличится на 2, а b2 уменьшится на 1?

В задачах 1.23—1.59 требуется решить транспортную задачу. Исходные данные
транспортных задач приводятся схематически: внутри прямоугольника заданы
удельные транспортные затраты на перевозку единицы груза, слева указаны мощ-
ности поставщиков, а сверху — мощности потребителей. Требуется сформулиро-
вать экономико-математическую модель исходной транспортной задачи и миними-
зировать стоимость перевозок методом потенциалов.

1.23. 1.24.

1.25. 1.26.

1.27. 1.28.

x1 + x2 
 7 (b1),
x2 	 2 (b2),
x1 	 0.







x1 + x2 
 6 (b1),
x2 	 2 (b2),
x1 	 0;







x1 + x2 
 5 (b1),
x2 	 2 (b2),
x1 	 0;







x1 + x2 
 4 (b1),
x2 	 2 (b2),
x1 	 0;







x1 + x2 
 3 (b1),
x2 	 2 (b2),
x1 	 0;







Запас
Спрос

150 350 200 100 100

500 3 3 5 3 1

300 4 3 2 4 5

100 3 7 5 4 1

Запас
Спрос

100 140 100 60

100 5 4 3 2

60 2 3 5 6

80 3 2 4 3

160 4 1 2 4

Запас
Спрос

25 10 20 30 15

40 5 3 4 6 4

20 3 4 10 5 7

40 4 6 9 3 4

Запас
Спрос

150 40 110 50

70 9 5 10 7

80 11 8 9 6

90 7 6 5 4

110 6 4 3 2

Запас
Спрос

5 10 5 10

10 2 3 4 5

5 3 4 5 5

10 4 5 5 2

5 5 5 3 3

Запас
Спрос

5 10 5 10

10 2 3 4 5

5 3 4 5 2

10 4 5 2 3

5 5 2 3 4

x1 + x2 
 7 (b1),
x2 	 2 (b2),
x1 	 0.







x1 + x2 
 6 (b1),
x2 	 2 (b2),
x1 	 0;







x1 + x2 
 5 (b1),
x2 	 2 (b2),
x1 	 0;







x1 + x2 
 4 (b1),
x2 	 2 (b2),
x1 	 0;







x1 + x2 
 3 (b1),
x2 	 2 (b2),
x1 	 0;
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1.29. 1.30.

1.31. 1.32.

1.33. 1.34.

1.35. 1.36.

1.37. 1.38.

1.39. 1.40.

1.41. 1.42.

1.43. 1.44.
Запас

Спрос

5 5 5

3 1 3 2

7 3 1 2

Запас
Спрос

5 5 5

3 2 1 3

7 3 1 2

Запас
Спрос

5 5 5

3 2 3 1

7 3 1 2

Запас
Спрос

5 5 5

3 3 1 2

7 3 1 2

Запас
Спрос

5 5 5

3 3 2 1

7 3 1 2

Запас
Спрос

5 5 5

3 1 3 2

7 3 2 1

Запас
Спрос

5 5 5

3 2 1 3

7 3 2 1

Запас
Спрос

5 5 5

3 2 3 1

7 3 2 1

Запас
Спрос

5 5 5

3 3 1 2

7 3 2 1

Запас
Спрос

5 5 5

3 3 3 1

7 3 2 1

Запас
Спрос

7 7 7 7 2

4 16 30 17 10 16

6 20 27 26 9 23

10 13 4 22 3 1

10 3 1 5 4 24

Запас
Спрос

11 11 11 16 11

15 3 4 5 15 24

15 19 2 22 4 13

15 20 27 1 17 19

Запас
Спрос

40 30 20 50

60 2 4 5 1

70 2 3 9 4

50 8 4 2 5

Запас
Спрос

8 9 13 8 12

9 5 15 3 6 10

11 23 8 13 27 12

14 30 1 5 24 25

Запас
Спрос

40 30 90 80 50

60 4 2 3 4 1

90 2 4 3 5 6

140 6 5 4 6 2

Запас
Спрос

60 40 120 100

70 4 8 1 6

80 3 5 3 4

90 2 6 4 3

80 1 4 5 3
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1.45. 1.46.

1.47. 1.48.

1.49. 1.50.

1.51. 1.52.

1.53. 1.54.

1.55. 1.56.

1.57. 1.58.

1.59.
Запас

Спрос

5 5 5

3 1 3 2

7 1 3 2

Запас
Спрос

5 5 5

3 2 1 3

7 1 3 2

Запас
Спрос

5 5 5

3 2 3 1

7 1 3 2

Запас
Спрос

5 5 5

3 3 1 2

7 1 3 2

Запас
Спрос

5 5 5

3 3 2 1

7 1 3 2

Запас
Спрос

5 5 5

3 1 3 2

7 2 1 3

Запас
Спрос

5 5 5

3 2 1 3

7 2 1 3

Запас
Спрос

5 5 5

3 2 3 1

7 2 1 3

Запас
Спрос

5 5 5

3 3 1 2

7 2 1 3

Запас
Спрос

5 5 5

3 3 2 1

7 2 1 3

Запас
Спрос

5 5 5

3 1 3 2

7 2 3 1

Запас
Спрос

5 5 5

3 2 1 3

7 2 3 1

Запас
Спрос

5 5 5

3 2 3 1

7 2 3 1

Запас
Спрос

5 5 5

3 3 1 2

7 2 3 1

Запас
Спрос

5 5 5

3 3 2 1

7 2 3 1



Глава 2
ТЕОРИЯ ИГР

В результате изучения главы 2 студент должен:
знать
• основные понятия теории игр;
• типы и примеры игр;
уметь
• определять чистые и смешанные стратегии в играх;
• применять теорию игр к анализу различных ситуаций в экономике, социоло-

гии, политологии;
владеть
• приемами решения матричных игр;
• навыками нахождения равновесий в играх.

2.1. Способы задания игры. Игры в нормальной форме

Существует множество определений того, что такое теория игр. Приве-
дем определение, данное Р. Ауманом1: «Теория игр — это теория рацио-
нального поведения людей с несовпадающими интересами». В данном
учебнике мы коснемся только теории бескоалиционных игр. Теория беско-
алиционных игр — это способ моделирования и анализа ситуаций, в кото-
рых оптимальные решения каждого участника (игрока) зависят от его
представлений (или ожиданий) об игре оппонентов.

Есть два способа задания игры. Первый — это позиционная форма игры.
Позиционная, или расширенная, форма задает: (1) порядок ходов; (2) альтер-
нативы (выбор), доступные игроку тогда, когда наступает очередь его хода;
(3) информацию, которую игрок имеет на каждом из своих ходов; (4) выиг-
рыши всех игроков как функции выбранных ходов; (5) вероятностные рас-
пределения на множестве ходов Природы2. Позиционная форма игры зада-
ется деревом игры, которое можно рассматривать как обобщение дерева
принятия решений, используемое в теории принятия решений, на случай
нескольких игроков. «Древесная структура» описывает, какая вершина
следует за какой, какой игрок ходит в соответствующей вершине. Если две
вершины лежат в одном информационном множестве (множестве позиций,
которые неразличимы между собой для игрока, совершающего в них ход),
то это означает, что игрок, которому принадлежит данное информационное

52
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1 Aumann R. J. Lectures on game theory. San Francisco : Westview Press, 1989.
2 Для того чтобы моделировать случайные события, влияющие на выигрыш игроков в той

или иной игре, дополнительно к множеству игроков вводится еще один специальный игрок —
Природа. Природа делает ход один раз в начале игры. В байесовой игре (см. ниже) она выби-
рает вектор типов игроков.



множество, не может сказать, какое из двух действий его оппонента в дей-
ствительности произошло. В этом смысле игрок не различает вершины де-
рева, лежащие в одном информационном множестве.

В игре с совершенной информацией каждое информационное множество
одноточечно. В противном случае игра является игрой с несовершенной
информацией.

В игре с совершенной информацией каждый игрок всегда знает точно,
в каком месте дерева игры он находится, нет одновременных ходов, и все
игроки наблюдают ходы Природы (если таковые есть).

В игре с неполной информацией Природа делает ход первой, и он нена-
блюдаем по крайней мере одним из игроков. В противном случае игра яв-
ляется игрой с полной информацией.

Игра с неполной информацией всегда является игрой с несовершенной
информацией, так как информационные множества некоторых игроков со-
держат более одной вершины.

Как заметил Дж. Харшаньи1, любая игра с неполной информацией мо-
жет быть переформулирована как игра с полной, но несовершенной инфор-
мацией, за счет добавления начального хода Природы, когда Природа вы-
бирает между различными правилами2.

В статической игре игроки ходят только один раз, причем одновремен-
но и независимо друг от друга. В противном случае игра называется дина-
мической.

Второй способ задания игры — нормальная форма игры — это такое
представление игры, при котором указывается, кто участвует в игре, воз-
можные стратегии игроков и результаты игры в зависимости от выбранной
игроками стратегии.

Игра в нормальной, или стратегической, форме — это тройка �I, S, u�,
в которой I = {1, 2, …, n} — множество игроков, S = Si, где Si — множество

стратегий (чистых стратегий), доступных игроку i = 1, 2, …, n, u = (u1, u2, …, un),
ui: S � � — функция выигрышей игрока i, ставящая в соответствие каждо-
му набору стратегий s = (s1, s2, …, sn), называемому также ситуацией, выиг-
рыш i-го игрока.

Определение 2.1. Смешанная стратегия i-го игрока σi — это случайная
величина, значениями которой являются чистые стратегии данного игрока.
Таким образом, каждая смешанная стратегия i-го игрока σi задает вероятно-
стное распределение на множестве его чистых стратегий Si. Будем обозна-
чать пространство смешанных стратегий i-го игрока через Σi, вероятность
того, что он выбирает стратегию si, — σi(si), пространство наборов смешан-
ных стратегий по одной для каждого игрока — Σ, а сами наборы смешанных
стратегий — σ. Наше основное предположение состоит в том, что стратегии
выбираются игроками независимо друг от друга, поэтому случайные вели-
чины σ1, σ2, …, σn независимы в совокупности.

Определение 2.2. Смешанным расширением игры Γ = �I, S, u� называет-
ся игра Γ = �I, У, u�, в которой Σ = Σi и для любого набора (или, как мыΠ

i ∈ I

Π
i
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будем его называть, профиля) стратегий σ ∈ Σ набор выигрышей игроков
u(σ) определяется как вектор математических ожиданий выигрышей всех
игроков, соответствующих данному набору стратегий, т.е. u = (u1, u2, …, un),
где

ui(σ) = σi(si) ui(s).

Примем следующие обозначения. Зафиксировав некоторого игрока i ∈ I,
через s–i ∈ S–i будем обозначать наборы чистых стратегий всех остальных
игроков из множества I{i}. При этом выражением (si′, s–i) будем обозначать
набор чистых стратегий (s1, s2, ..., si – 1, si′, si + 1, ..., sn). Точно так же выражение
(σi′, σ–i) будет означать набор смешанных стратегий (σ1, σ2, ..., σi–1, σi′, σi+1, ..., σn).
В частности, в наших обозначениях s = (si, s–i) и, соответственно, σ = (σi, σ–i).

Определение 2.3. Будем говорить, что чистая стратегия si игрока i
в игре Γ строго доминируема (строго доминируется), если существует дру-
гая чистая стратегия si′, такая что для всех наборов s–i ∈ S–i верно, что
u(si′, s–i) > u(si, s–i). В этом случае говорят также, что стратегия si′ доминиру-
ет стратегию si. Если же существует такая чистая стратегия si′, что для всех
наборов s–i ∈ S–i имеет место нестрогое неравенство u(si′, s–i) 	 u(si, s–i), но хо-
тя бы для одного набора s–i ∈ S–i неравенство строгое, будем говорить, что
чистая стратегия si слабо доминируется (чистой стратегией si′).

Определение 2.4. Будем говорить, что смешанная стратегия σi игрока i
в игре Γ строго доминируема (строго доминируется), если существует дру-
гая стратегия σi′, такая что u(σi′, σ–i) > u(σi, σ–i) для всех σ–i ∈ Σ–i. Смешанная
стратегия σi называется строго доминирующей стратегией для игрока i в иг-
ре Γ, если она строго доминирует любую другую стратегию из Σi.

Другими словами, доминирующая стратегия — это стратегия, результат
которой является наилучшим вне зависимости от действий других игроков.

Нетрудно проверить, что для проверки того, что стратегия σi′ строго до-
минирует стратегию σi, достаточно посмотреть на поведение этих двух
стратегий против чистых стратегий оппонентов игрока i.

Легко также проверить, что если чистая стратегия si является строго до-
минирующей, то таковой же является и любая стратегия, использующая si

с положительной вероятностью.
Определение 2.5. Носителем смешанной стратегии σi называется мно-

жество всех тех чистых стратегий, которые входят в σi с положительной ве-
роятностью.

2.2. Равновесие Нэша

Определение 2.6. Набор стратегий, или ситуация, или исход, s = (s1, s2, …, sn)
образует равновесие по Нэшу, или является равновесием Нэша, или равно-
весием по Нэшу, в игре Γ = �I, S, u� если для любого i = 1, 2, …, n, для любо-
го si′ ∈ Si выполняется неравенство

u(si, s–i) 	 u(si′, s–i).

Иными словами, если игрок в одиночку решает отклониться от выбран-
ной стратегии, то он лишь ухудшит свое положение, т.е. для каждого игро-
ка выбранная им стратегия si — это наилучший ответ на действительно иг-

n

Π
i = 1

Σ
s ∈ S
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раемые стратегии остальных игроков. Равновесие Нэша — это такая ситуа-
ция, в которой ни один из участников не может увеличить свой выигрыш,
изменяя в одностороннем порядке свою стратегию.

Подыгрой игры Γ в позиционой форме называется такое поддерево ис-
ходной игры, что:

1) его начальная вершина — одноточечное информационное множество,
и данное поддерево содержит все последующие за начальной вершины
и только их;

2) если некоторая вершина x лежит в подыгре, то все вершины из ее ин-
формационного множества также лежат в этой подыгре.

Ситуация, или исход, (набор стратегий) σ = (σ1, σ2, …, σn) в игре в пози-
ционной форме Γ называется совершенным подыгровым равновесием Нэша
(СПРН), если она индуцирует равновесие Нэша в каждой подыгре.

Рассмотрим многозначное отображение «лучших ответов» bi: S–i � Si,
определяемое следующим образом:

bi(s–i) = {si ∈ Si: для любого si′ ∈ Si верно, что u(si, s–i) 	 u(si′, s–i)}ю

Очевидно, что ситуация s = (s1, s2, …, sn) является равновесием Нэша в иг-
ре Γ тогда и только тогда, когда si ∈ bi(s–i) для каждого игрока i = 1, 2, …, n.

Пример 2.1 (игра «Семейный спор»). Она и Он независимо решают, куда
пойти — на балет (Б) или на футбол (Ф). Если они вместе пойдут на балет,
то Она получит большее удовольствие, чем Он, если на футбол, то наоборот. Ес-
ли они окажутся в разных местах, то оба будут страдать:

Нетрудно заметить, что данная игра допускает два равновесия в чистых стра-
тегиях — (Б, Б) и (Ф, Ф).

Пример 2.2. Рассмотрим игру

Ясно, что ситуация (M, m) образует равновесие по Нэшу. Если первый игрок
выбирает стратегию M, то наилучшим ответом второго игрока является страте-
гия m, и наоборот.

Пример 2.3 (игра «Орел и решка»). Два игрока одновременно и независи-
мо выбирают «орла» или «решку». Если их выбор различен, то первый игрок
платит второму одну условную денежную единицу, а если их выбор одинаков,
то второй игрок платит первому одну денежную единицу:

Орел Решка

Орел (1; –1) (–1; 1)

Решка (–1; 1) (1; –1)

l m r

U (5; 3) (1; 4) (3; 5)

M (4; 2) (5; 5) (4; 1)

D (3; 5) (2; 7) (5; 3)

Она

Ф Б

Он Ф (2; 1) (–1; –1)

Б (–1; –1) (1; 2)
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Очевидно, что в этой игре нет равновесия Нэша в чистых стратегиях, так как
в любой ситуации одному из игроков выгодно отклониться от выбранной стра-
тегии.

Определение 2.7. Ситуация (набор смешанных стратегий) σ = (σ1, σ2, ..., σn)
называется равновесием Нэша в игре Γ = �I, {Σi}, {ui}�, если для любого i =
= 1, 2, …, n для любого σi′ ∈ Σi выполняется неравенство u(σi, σ–i) 	 u(σi′, σ–i).

Теорема 2.1. Пусть σ = (σ1, σ2, ..., σn) — некоторая ситуация и пусть для
каждого игрока i = 1, 2, …, n символ Si

+ обозначает носителя стратегии σi

данного игрока, т.е множество чистых стратегий, входящих в смешанную
стратегии σi с ненулевой вероятностью. Ситуация у является равновесием
Нэша в смешанном расширении Γ игры Γ тогда и только тогда, когда для
всех i = 1, 2, …, n верно, что:

1) ui(si, σ–i) = ui(si′, σ–i) для любых si, si′ ∈ Si
+;

2) ui(si, σ–i) 	 ui(si′, σ–i) для любых si ∈ Si
+, si′ ∉ Si

+.
� Доказательство. Необходимость. Если бы одно из из условий (1)—(2)

не выполнялось для некоторого i, то нашлись бы две стратегии si ∈ Si
+ и si′ ∈ Si

+,
такие что

ui(si′, σ–i) > ui(si, σ–i),

следовательно, это не равновесие Нэша.
Достаточность. Предположим, что (1) и (2) выполняются, но s — не

равновесие Нэша. Тогда найдутся игрок i и стратегия σi′, такие что

ui(σi′, σ–i) > ui(σi, σ–i).

Но если это так, то существует чистая стратегия si′, которая играется
с положительной вероятностью при σi′ и для которой

ui(si′, σ–i) > ui(σi, σ–i).

Так как ui(σi, σ–i) > ui(si, σ–i), это противоречит (1) и (2). �
Данное свойство можно использовать для нахождения равновесия по

Нэшу в смешанных стратегиях.

Пример 2.4. Рассмотрим следующую игру:

Ситуации (A, A) и (B, B) являются, очевидно, равновесными по Нэшу в чистых
стратегиях. Найдем равновесия Нэша в смешанных стратегиях. Предположим,
что первый игрок играет смешанную стратегию (p, 1 – p), а второй — смешан-
ную стратегию (q, 1 – q). Ожидаемый выигрыш первого игрока от игры A равен
1000p + (1 – p) · 0, а его ожидаемый выигрыш от игры B равен 100(1 – p) + 0 · p.
Тогда по теореме 2.3 имеем

1000p + (1 – p) · 0 = 100(1 – p) + 0 · p,

откуда p = 1/11. Аналогичным образом получаем q = 1/11.

Пример 2.5 (игра «Семейный спор»). Найдем равновесие Нэша в смешанных
стратегиях данной игры. Играя «Б», Она получает 0 · p + 2(1 – p), а играя «Ф»,
Она получает 1·p + 0·(1 – p). Применяя теорему 2.3, получаем 2(1 – p) = p, откуда

A B

A (1000; 1000) (0; 0)

B (0; 0) (100; 100)
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p = 2/3. Аналогичным образом для Него находим 2q + (1 – q) ·0 = 0·q + (1 – q) ·1,
откуда 3q = 1 и q = 1/3. Таким образом, в смешанном равновесии по Нэшу Она
играет «Б» с вероятностью 2/3 и «Ф» с вероятностью 1/3, а Он играет «Ф» с ве-
роятностью 2/3 и «Б» с вероятностью 1/3.

Следующий важный результат о существовании равновесий Нэша непо-
средственно следует из более общих фактов, полученных Г. Дебре1.

Теорема 2.2. В смешанном расширении Γ любой игры Г с конечными мно-
жествами стратегий S1, S2, …, Sn существует равновесие Нэша в смешанных
стратегиях.

Стандартные примеры игры в нормальной форме — дуополии по Берт-
рану и по Курно (см. ниже примеры 2.7 и 2.8), в которых стратегии — это,
соответственно, цены или объемы выпуска, а выигрыши — это прибыли.

Стратегия σi является лучшим откликом игрока i на набор стратегий оп-
понентов σ–i, если при любых σi′ ∈ Σi верно, что ui(σi, σ–i) 	 ui(σi′, σ–i).

Стратегия σi является никогда не лучшим откликом (ННЛО) игрока i, ес-
ли не существует набора стратегий остальных игроков σ–i, при котором σi

была бы лучшим откликом.
Другими словами, стратегия σi является ННЛО, если не существует на-

бора стратегий остальных игроков σ–i, чтобы для любых σi′ ∈ Σi выполня-
лось ui(σi, σ–i) 	 ui(σi′, σ–i).

Или еще другими словами, стратегия σi является ННЛО, если для любо-
го набора стратегий остальных игроков σ–i, найдется такая стратегия σi′ ∈ Σ,
что ui(σi, σ–i) < ui(σi′, σ–i).

Ясно, что при поиске равновесия как строго доминируемые стратегии,
так и никогда не лучшие отклики можно удалять. Однако при удалении сла-
бо доминируемых стратегий мы можем, вообще говоря, потерять решения.

Приведем полезный практический прием нахождения равновесий в чи-
стых стратегиях в биматричной игре двух лиц. Для каждой стратегии каж-
дого игрока укажем его лучшие отклики на все стратегии его оппонента.
При этом для первого игрока будем отмечать эти отклики в соответствую-
щих клеточках вертикальной чертой, а для второго игрока — горизонталь-
ной чертой. Те клеточки, в которых из этих двух черточек образуется знак
«плюс», очевидно, соответствуют равновесиям в чистых стратегиях.

Пример 2.6. Найдем равновесие Нэша в чистых стратегиях в биматричной
игре 2 � 2:

Решение. Обозначим лучшие отклики каждого игрока на каждую стратегию
оппонента.

Стратегия L R

U 5; 3 + 4; 3 –

D 4; 4 – 5; 3 |

Стратегия L R

U 5; 3 4; 3

D 4; 4 5; 3
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Таким образом, единственное равновесие в чистых стратегиях в данной игре:
{U, L}.

Пример 2.7 (модель дуополии по Курно). Предположим, что две фирмы,
i = 1, 2, производят однородный продукт и q1, q2 — объемы производства этого
продукта. Функция спроса имеет вид

P(q1 + q2) =

(P — максимальная цена, по которой удастся продать q1 + q2 единиц произведен-
ного продукта). Функции затрат фирм имеют вид Ci(qi) = ciqi, ci < a, i = 1, 2, т.е.
фиксированные затраты отсутствуют, а предельные затраты постоянны.

Фирмы выбирают qi одновременно и независимо. Они максимизируют свои
прибыли:

πi(qi, qj) = qi(P(qi + qj) – ci) = qi[a – (qi + qj) – ci].

Если (q1
*, q2

*) — равновесие Нэша, то q1
* доставляет максимум функции

π1(q1, q2
*), а q2

* — функции π2(q1
*, q2). Решениями этих двух оптимизационных за-

дач, как легко убедиться, будут соответственно

Решая совместно данную систему двух уравнений, находим равновесие Нэша:

q1
* = (a – 2c1 + c2), q2

* = (a – 2c2 + c1), если c1 ∈ 2c2 – a; (a + c2) ,

q1
* = (a – c1), q2

* = 0, если c1 
 2c2 – a,

q1
* = 0, q2

* = (a – c2), если c1 	 (a + c2).

Заметим, что в случае равных предельных затрат c1 = c2 = c равновесные вы-
пуски равны

q1
* = q2

* = .

Пример 2.8 (модель дуополии по Бертрану). Рассмотрим ситуацию, когда
две фирмы, i = 1, 2, как и в дуополии по Курно, производят однородный продукт,
но теперь мы предположим, что фирмы одновременно и независимо объявляют
цену, по которой они готовы продавать свою продукцию. При этом они берут на
себя обязательства удовлетворять весь спрос по этим ценам. Пусть рыночный
спрос задан как функция

Q =

(P — наименьшая из предложенных цен; Q — количество продукта, приобретен-
ного покупателями). Тогда спрос, с которым сталкивается каждая фирма, опре-
деляется следующим образом:

a – P, если P < a,
0, если P 	 a,





a – c
———

3

1
–
2

1
–
2

1
–
2

1
–
2
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= 2
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I

I

a – q1 – q2, если q1 + q2 < a,
0, если q1 + q2 	 a,
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Предположим, что функции затрат фирм имеют вид Ci(qi) = cqi, c < a, i = 1, 2,
и предположим, что цены (p1

*, p2
*) образуют равновесие по Нэшу. Во-первых,

очевидно, что pi
* 	 c, назначение цены ниже предельных затрат приведет к отри-

цательной прибыли, чего не может быть в равновесии. Далее, ни одна из цен не
может быть выше c. Действительно, предположим для определенности, что
p1

* > c, тогда если p2
* 	 p1

*, то фирма 2, сталкивающаяся в этом варианте в лучшем
случае с половинным спросом, может перехватить весь спрос, назначив цену
p′2 = p1

* – ε для малого ε > 0 и тем самым улучшив свое положение. Если же
p1

* > p2
* > c, то фирма 1 аналогично может назначить цену p′1 = p2

* – ε, перехваты-
вая весь спрос. Таким образом, в равновесии по Бертрану (вернее, в равновесии
по Нэшу в дуополии по Бертрану) p1

* = p2
* = c и фирмы получают нулевую при-

быль. Эта ситуация называется парадокс Бертрана.
Как можно избежать этой парадоксальной ситуации? Во-первых, можно вве-

сти условие ограничения мощности фирм, т.е. считать, что есть цены, при кото-
рых фирмы не могут обеспечить весь спрос. Во-вторых, можно снять условие
однократности этой игры (см. задачу 2.16). В-третьих, можно избавиться от
предположения об однородности продукции. В-четвертых, можно отказаться от
предположения о равенстве предельных затрат у разных фирм.

Определение 2.8. Пусть G — статическая игра с полной информацией.
Будем называть G базовой игрой. Конечной повторяющейся игрой G(T) базо-
вой игры G называется игра, в которой G разыгрывается T раз и перед нача-
лом каждого очередного розыгрыша игрокам известны исходы всех преды-
дущих розыгрышей, т.е. известны стратегии, избранные игроками,
и полученные выигрыши. Выигрыши в игре G(T) определяются как сумма
(или дисконтированная сумма) выигрышей на каждом шаге. При этом если
δ — коэффициент дисконтирования будущих выигрышей, то приведенная
стоимость бесконечной последовательности выигрышей π1, π2, … есть

δt – 1πt.

Часто, особенно если выигрыши выражаются в денежной форме, коэф-
фициент дисконтирования будущих выигрышей 0 < δ < 1 задают в форме

δ = ,

где r > 0, имея в виду финансовую интерпретацию нашей игры как некой
коммерческой деятельности, когда r — коэффициент дисконтирования,
или временна́я стоимость денег.

Определение 2.9. Пусть G = �I, S, u� — игра, ситуации s, s′ ∈ S, s = (s1, s2,
…, sn), s′ = (s′1, s′2, ..., s′n). Будем говорить, что ситуация (исход) s Парето-до-
минирует ситуацию (исход) s′, если для всех i ∈ I верно, что ui(si) 	 ui(s′i),
причем как минимум для одного i это неравенство выполняется строго.

Определение 2.10. Ситуация s называется Парето-оптимальной,
или оптимальной по Парето, если не существует ситуации s′ ∈ S, которая
Парето-доминирует s.

1
———
1 + r

�

Σ
t = 1

, если ,

1
= ( ), если = ,

2
0, если .

i i j

i i i j

i j

a p p p

q a p p p

p p
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Пример 2.9. Дана бесконечно повторяемая игра. Базовая игра имеет вид

В нашей базовой игре единственным Парето-оптимальным исходом являет-
ся (D, R), хотя единственным равновесным исходом является (U, L), т.е. «пло-
хое» для обоих игроков равновесие. Но достичь этого «хорошего» исхода мож-
но только в результате договоренности, кооперации, в предположении, что ни
один из игроков не предаст другого игрока. Жесткая триггерная стратегия (т.е.
стратегия переключения) состоит в следующем. Оба игрока играют Парето-оп-
тимальный исход, т.е. (D, R), как они договорились (фаза кооперации), до тех
пор пока один из них не предаст другого. После первого предательства ни один
из игроков больше никому не верит и они оба до конца времен играют равнове-
сие по Нэшу (U, L), т.е. фазу наказания. Ясно, что если δ достаточно близко
к единице, то эта жесткая триггерная стратегия у каждого из игроков составля-
ет совершенное подыгровое равновесие Нэша в нашей бесконечно повторяю-
щейся игре. Наша задача — определить, при каких значениях коэффициента
дисконтировании δ эти стратегии игроков составляют СПРН. Итак, пусть наши
игроки придерживаются следующих стратегий.

Стратегия первого игрока: в первом раунде играть D; в n-м (n 	 2) раунде иг-
рать: D, если исход всех предыдущих раундов (D, R); U — в противном случае.

Стратегия второго игрока: в первом раунде играть R; в n-м (n 	 2) раунде иг-
рать: R, если исход всех предыдущих раундов (D, R); L — в противном случае.

Не умаляя общности, мы можем считать, что если предательство происхо-
дит, то в первом раунде. Пусть первый игрок рассматривает вопрос, стоит ли
ему предать второго. Если он играет честно, то его дисконтированный выигрыш
равен

8 + 8δ + 8δ2 + ... = .

В случае предательства его дисконтированный выигрыш равен

12 + 4δ + 4δ2 + ... = 12 + .

Итак, первому игроку имеет смысл придерживаться жесткой триггерной
стратегии, если

	 12 + ,

т.е. если δ 	 0,5. Пусть теперь второй игрок рассматривает вопрос о возможнос-
ти предать первого игрока. Если он играет честно, то его дисконтированный вы-
игрыш равен

4 + 4δ + 4δ2 + ... = .

Если же второй игрок предает первого, то его дисконтированный выигрыш
равен

8 + 2δ + 2δ2 + ... = 8 + .
2δ

———
1 – δ

4
———
1 – δ

4δ
———
1 – δ

8
———
1 – δ

4δ
———
1 – δ

8
———
1 – δ

Стратегия L R

U 4; 2 12; 1

D 1; 8 8; 4
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Итак, второму игроку имеет смысл придерживаться жесткой триггерной
стратегии, если

	 8 + ,

т.е. если δ 	 . Итак, при δ 	 обоим игрокам имеет смысл придерживаться же-

сткой триггерной стратегии, т.е. играть честно до тех пор, пока их не предадут,

а в случае предательства играть фазу наказания. Эта пара стратегий при δ 	

составляет совершенное подыгровое равновесие Нэша.
Определим, чему равен средний выигрыш в бесконечно повторяющейся игре,

если исход первого раунда (D, R), второго раунда (U, L) и т.д. через раз. Ставка
дисконтирования r = 50%. Таким образом, коэффициент дисконтирования равен

Средний выигрыш (за период) бесконечной последовательности выигрышей
π1, π2, … при данном коэффициенте дисконтирования δ определяется как

(1 – δ) δt – 1πt.

Таким образом, в нашем случае выигрыш первого игрока

u1 = 8 + 4δ + 8δ2 + 4δ3 + ... = (8 + 8δ2 + ...) + (4δ + 4δ3 + ...) =

= + = ;

средний (за период) выигрыш первого игрока

u1 = (1 – δ) = = = 6,4;

выигрыш второго игрока

u1 = 4 + 2δ + 4δ2 + 2δ3 + ... = (4 + 4δ2 + ...) + (2δ + 2δ3 + ...) =

= + = ;

средний (за период) выигрыш второго игрока

u1 = (1 – δ) = = = 3,2.

До сих пор мы рассматривали игры с полной информацией. Теперь мы
хотим описать ситуацию с неполной информацией. Тот факт, что каждый
игрок знает свою функцию выигрышей, но может не знать функций выиг-
рышей остальных игроков, учитывается следующим образом. Функция вы-
игрыша игрока i теперь имеет вид

ui(a1, a2, …, an; ti),

где a1, a2, …, an — ходы, соответственно, первого, второго, …, n-го игроков,
а ti — тип игрока, ti ∈ Ti, Ti — множество (пространство) возможных типов
игрока i.

16
––
5

2(2 + δ)
—————

1 + δ
2(2 + δ)
—————

1 – δ2

2(2 + δ)
—————

1 – δ2

2δ
————
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4
————
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4(2 + δ)
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Введем понятие представлений игроков. Представление (или система
представлений) игрока i о типах остальных игроков — это вероятность
p(t–i | ti) того, что типы остальных игроков описываются вектором t–i =
= (t1, t2, …, ti–1, ti+1, …, tn), при условии что i-й игрок имеет (и знает свой) тип ti.
В большинстве случаев, в частности во всех рассматриваемых в данном
учебнике задачах, предполагается, что эта вероятность не зависит от типа
самого игрока, т.е. мы можем использовать здесь не условную вероятность
p(t–i | ti), а просто p(t–i).

Определение 2.11. Байесова игра n лиц в нормальной форме определя-
ется:

• набором множеств (пространств) ходов игроков A1, A2, …, An;
• набором множеств (пространств) типов игроков T1, T2, …, Tn;
• представлениями игроков p1, p2, …, pn;
• функциями выигрышей u1, u2, …, un.
Тип ti ∈ Ti игрока i известен игроку i и определяет функцию выигрышей

ui(a1, a2, …, an; ti). Представления p(t–i | ti) игрока i описывают неопределенность
относительно типов t–i оставшихся n – 1 игроков при данном типе ti игрока i.
Эту игру будем обозначать набором G = �A, T, p, u�, где A = A1 � A2 � … � An;
T = T1 � T2 � … � Tn; p = (p1, p2, …, pn); u = (u1, u2, …, un).

Байесова игра протекает следующим образом:
1) Природа выбирает вектор типов t = (t1, t2, …, tn) ∈ T;
2) Природа сообщает каждому игроку i его тип ti (и никому другому);
3) игроки одновременно выбирают свои ходы (i-й игрок из Ai);
4) игроки получают выигрыши ui(a1, a2, …, an; ti), i ∈ I.
Теперь мы можем дать определение равновесия по Байесу — Нэшу,

или БН-равновесия. Центральная идея здесь все та же, что и в байесовом
равновесии: стратегия каждого игрока должна быть лучшим откликом на
стратегии других игроков, т.е. БН-равновесие — это просто равновесие по
Нэшу в байесовой игре.

Определение 2.12. Равновесие по Байесу — Нэшу (или БН-равновесие)
в игре с неполной информацией с конечным множеством типов Ti у каждо-
го игрока i ∈ I, априорным распределением p и пространством чистых стра-
тегий каждого игрока Ai есть равновесие по Нэшу в расширенной игре, в ко-
торой пространство стратегий игрока — это множество всех отображений
из Ti в Ai.

Определение 2.13. Набор стратегий (ситуация) σ = (σ1, σ2, …, σn) в игре
в позиционной форме называется последовательно рациональным в инфор-
мационном множестве H при данной системе представлений µ, если ожида-
емый выигрыш игрока j, который ходит в информационном множестве H,
при использовании им его стратегии σj(H) не меньше, чем его выигрыш при
использовании им любой другой стратегии �σj(H) при данных представлени-
ях игроков µ и при любом наборе стратегий σ–j(H) его оппонентов.

Если ситуация у удовлетворяет этому условию для всех информацион-
ных множеств H, то у, по определению, последовательно рациональна при
данной системе представлений µ.

Определение 2.14. Сигнальная игра — это динамическая игра с неполной
информацией двух игроков: S (Sender) — ведущего (посылающего сигнал)
и R (Receiver) — получателя сигнала. Игра протекает следующим образом.
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1. Природа выбирает тип ti для ведущего из множества возможных типов
T = {t1, …, tI} в соответствии с вероятностным распределением p(ti): p(ti) > 0
для любого i и p(t1) + … + p(tI) = 1.

2. Игрок S (посылающий сигнал) наблюдает свой тип ti и выбирает сиг-
нал mj из множества возможных сообщений M = {m1, …, mJ}.

3. Получатель наблюдает (получает) сигнал mj (но не ti) и затем выбира-
ет действие ak из множества A = {a1, …, aK}.

4. Определяются выигрыши US(ti, mj, ak) и UR(ti, mj, ak).
Естественно считать, что множество возможных сообщений зависит от

типа игрока, а множество возможных действий зависит от полученного сиг-
нала.

Остановимся на простом случае сигнальной игры:

T = {t1, t2}, M = {m1, m2}, A = {a1, a2}, P(t1) = p.

Дерево таких сигнальных игр принято изображать так, как это сделано
на рис. 2.1.
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Рис. 2.1

Как всегда, стратегия игрока — это полный план действий: стратегия
предписывает допустимое действие в каждом случае, когда игроку, может
быть, придется сделать ход. В сигнальной игре чистая стратегия игрока S —
это функция m(ti), указывающая, какое сообщение будет выбрано для каж-
дого типа, который может выбрать Природа, а чистая стратегия игрока R —
это функция a(mj), указывающая, какое действие будет выбрано для каждо-
го возможного сообщения S. В рассматриваемой игре может быть всего че-
тыре чистые стратегии у каждого из игроков:

• первая стратегия S — сыграть m1, если Природа выбрала t1, и сыграть
m1 же, если t2;

• вторая стратегия S — сыграть m1, если Природа выбрала t1, и сыграть
m2, если t2;

• третья стратегия S — сыграть m2, если Природа выбрала t1, и сыграть
m1, если t2.

• четвертая стратегия S — сыграть m2, если Природа выбрала t1, и сыг-
рать m2 же, если t2;

• первая стратегия R — сыграть a1, если S выбрала m1, и сыграть a1 же, ес-
ли m2;

• вторая стратегия R — сыграть a1, если S выбрала m1, и сыграть a2, ес-
ли m2;

• третья стратегия R — сыграть a2, если S выбрала m1, и сыграть a1, ес-
ли m2;

• четвертая стратегия R — сыграть a2, если S выбрала m1, и сыграть a2 же,
если m2.



Первая и четвертая стратегии S — объединяющие, так как каждый тип
посылает один и тот же сигнал, а вторая и третья — разделяющие, так как
разные типы посылают разные сигналы. Поскольку S знает всю историю
игры и его выбор осуществляется в одноточечном информационном мно-
жестве, то вопроса о его представлениях не возникает. Что же касается R,
то он выбирает действие после получения сообщения S, но не зная типа S,
значит, выбор R происходит в двухточечном информационном множестве.

Мы можем теперь сформулировать требования для сигнальных игр при-
менительно к нашей конкретной ситуации.

Сигнальное требование 1. После получения каждого сообщения mj из M
игрок R должен иметь представление о том, какой тип мог послать сообще-
ние mj. Обозначим через µ(ti | mj) вероятность того, что сообщение mj посла-

но типом ti (естественно, что µ(ti | mj) = 1).

При данном сообщении S и представлении R оптимальное действие R
характеризуется с помощью следующего требования — требования после-
довательной рациональности.

Сигнальное требование 2R. Для любого mj О M действие игрока R,
а именно a*(mj), должно максимизировать ожидаемую полезность R при
данном представлении µ(ti | mj) относительно того, какой тип мог послать
сообщение mj. Другими словами, a*(mj) решает задачу

Требование последовательной рациональности применимо и к игроку S,
но S имеет полную информацию, а следовательно, тривиальные представ-
ления, кроме того, он ходит только в начале игры, значит, стратегия S долж-
на быть оптимальна при данной стратегии R.

Сигнальное требование 2S. Для любого типа ti ∈ T сообщение m*(ti) игро-
ка S должно максимизировать полезность S при данной стратегии a*(mj) иг-
рока R. Другими словами, m*(ti) решает задачу

US(ti, mj, a*(mj)).

Сигнальное требование 3. Для любого mj в M, если существует тип ti ∈ T,
такой что m*(ti) = mj, представление R в информационном множестве, соот-
ветствующем mj, должно определяться по правилу Байеса и исходя из стра-
тегии S, т.е.

Определение 2.15. Совершенное байесово равновесие в чистых страте-
гиях в сигнальной игре есть пара стратегий m*(ti), a*(mj) и представление
µ(ti | mj), удовлетворяющие сигнальным требованиям 1, 2R, 2S и 3.

Если стратегия S является объединяющей или разделяющей, то и равно-
весие называется, соответственно, объединяющим или разделяющим.

µ( | )
( )

( )
.t m

p t

p ti j
i

i
t Ti j

=

∈
∑

max
mj ∈ M

a A
i j R i j k

t Tk i

t m U t m a
∈ ∈

∑











max ( | ) ( , , ) .µ

Σ
ti ∈ T
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2.3. Разбор характерных ошибок при решении задач теории игр

В данном параграфе на примерах рассмотрим, как надо и как не надо ре-
шать задачи по теории игр.

Пример 2.10. Байесова игра имеет следующий вид:

1. Укажите количество типов каждого игрока.
2. Сформулируйте чистые стратегии игроков.
3. Найдите все равновесия по Нэшу в чистых стратегиях.
4. Найдите все равновесия по Нэшу в смешанных стратегиях.
Ответы на вопросы 1 и 2 довольно простые: у первого игрока — один тип,

у второго — два типа.
Чистые стратегии игроков: первого {U, D}, второго — {LL, LR, RL, RR}. Для от-

вета на вопрос 3 запишем игру в матричной форме:

p = 7/8 L R

U 2; 1 1; 1

D 3; 1 1; 4

p = 1/8 L R

U 2; 2 1; 4

D 3; 1 1; 1
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LL LR RL RR

U
= ;

=
9
–
8

2 + 1 · 7
—————

8

16
––
8

2 + 2 · 7
—————

8
=

=
9
–
8

2 + 1 · 7
—————

8

9
–
8

2 + 1 · 7
—————

8
= ;

=
11
––
8

4 + 1 · 7
—————

8

15
––
8

1 + 2 · 7
—————

8
=

=
11
––
8

4 + 1 · 7
—————

8

8
–
8

1 + 1 · 7
—————

8

D
= ;

=
8
–
8

1 + 1 · 7
—————

8

24
––
8

3 + 3 · 7
—————

8
= ;

=
29
––
8

1 + 4 · 7
—————

8

10
––
8

3 + 1 · 7
—————

8
= ;

=
8
–
8

1 + 1 · 7
—————

8

22
––
8

1 + 3 · 7
—————

8
= ;

=
29
––
8

1 + 4 · 7
—————

8

8
–
8

1 + 1 · 7
—————

8

Получим три равновесия в чистых стратегиях: (U, RR), (D, LR), (D, RR). Да-
лее в п. 4 требуется найти все равновесия в смешанных стратегиях. Сначала уда-
ется вычеркнуть доминируемую стратегию LL второго игрока.

Затем, к сожалению, преподаватели теории игр часто применяют способ, ко-
торый они рекомендуют студентам на практических занятиях, основанный на
теореме 2.1, доказательство которой они обычно не приводят.

Другими словами, без всяких оговорок выписываем следующую систему
уравнений:

9q1 + 15q2 + 8(1 – q1 – q2) = 10q1 + 22q2 + 8(1 – q1 – q2);

9p + 29(1 – p) = 11p + 8(1 – p) = 11p + 29(1 – p).

Здесь через p обозначена вероятность того, что первый игрок использует чи-
стую стратегию U, соответственно, 1 – p — вероятность того, что он использует
чистую стратегию L. Через q1 обозначена вероятность того, что второй игрок ис-
пользует чистую стратегию LR, через q2 — что он использует чистую стратегию
LR, соответственно, 1 – q1 – q2 — вероятность того, что второй игрок использует
чистую стратегию RR. Первое уравнение данной системы представляет собой
условие равенства ожидаемого выигрыша первого игрока при использовании
им чистой стратегии U его ожидаемому выигрышу при использовании им чис-
той стратегии L (стратегия LL второго игрока уже удалена). Второе двойное ра-
венство представляет собой условие равенства ожидаемых выигрышей второго
игрока при использовании им чистых стратегий LR, RL и RR. Данная система
уравнений справедлива, только если все рассматриваемые чистые стратегии
входят в равновесные стратегии с ненулевыми вероятностями.



Из первого уравнения получим q1 + 7q2 = 0, т.е. q1 = q2 = 0, таким образом, ес-
ли p � 0 и p � 1, то второй игрок в равновесии играет свою чистую стратегию RR.
Из второго двойного равенства получим следующую несовместную систему:

29 – 20p = 8 + 3p = 29 – 18p.

Несовместность данной системы означает, что все три чистые стратегии LR,
RL и RR не могут входить в равновесную стратегию с положительными вероят-
ностями. Предполагая, что одна из данных трех чистых стратегий не участвует
в равновесии, имеем три варианта: 21 = 23p, 21 = 21p, 20p = 18p, откуда получа-
ется: p = 21/23, p = 1, p = 0.

Таким образом, удалось найти только одно равновесие в смешанных страте-
гиях:

U + D, RR .

Кроме того, остался открытым вопрос, что если p = 0 или p = 1, могут ли тог-
да существовать равновесия со смешанными стратегиями второго игрока?

Приведем корректное решение этой же задачи.

2
––
23





21
––
23





66

LR
(с вероятностью q1)

RL
(с вероятностью q2)

RR
(с вероятностью

1 – q1 – q2)

U (с вероятно-
стью p) = ;

=

9
–
8

2 + 1 · 7
—————

8
9
–
8

2 + 1 · 7
—————

8
= ;

=
11
––
8

4 + 1 · 7
—————

8

15
––
8

1 + 2 · 7
—————

8
= ;

=
11
––
8

4 + 1 · 7
—————

8

8
–
8

2 + 1 · 7
—————

8

D (c вероят-
ностью 1 – p) = ;

=
29
––
8

1 + 4 · 7
—————

8

10
––
8

3 + 1 · 7
—————

8
= ;

=
8
–
8

1 + 1 · 7
—————

8

22
––
8

1 + 3 · 7
—————

8
= ;

=
29
––
8

1 + 4 · 7
—————

8

8
–
8

1 + 1 · 7
—————

8

Ожидаемые выигрыши игроков:

Максимизируя ожидаемый выигрыш первого игрока, получим следующее:
1) если q1 = q2 = 0, то p — любое из промежутка [0; 1];
2) если q1 + q2

2 � 0, то p = 0.

U pq pq p q q p q
p q p q

1 1 2 1 2 1

2 1

9 15 8 1 10 1
22 1 8 1 1

= + + − − + − +
+ − + − −

( ) ( )
( ) ( )( −−

+ + − − + − + −
− + −

q
pq pq p pq pq q pq q

pq q

2

1 2 1 2 1 1 2

2

9 15 8 8 8 10 10 22
22 8 8

) =
=

11 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1

8 8 8 8
7 2 14 8

7 2

− + + −
− − + + +

− + + +

q pq pq p
pq pq q q

q q p q

=
= =

= ( ) 114 8

9 11 11 1
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2 0 1

2 1 2 1 2

q

U pq pq p q q
p q
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+ −

∈[ ; ] max;
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( )

=

11 2 1 2

1 2 1 2

8 1 29 1 1
9 11 11 11 11 2

+ − + − − −
+ + − − +

( ) ( )( )p q p q q
pq pq p pq pq

=
= 99 29
8 8 29 29 29 29 29 29

2 2

1 1

2 2 1 2 1 2
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q pq
q pq q q p pq pq
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− +
=

= 11 18 21 29
2 21 1 18 29

2 2

1 2 0 1
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1 2

1

pq p q
pq p q p

q q
q

− − +
− + −( ) − + ∈

+

=
=

, [ ; ]:
J qq2 1J

 → max.



Максимизируя ожидаемый выигрыш второго игрока, получим:
1) если p = 0, то q1 — любое из промежутка [0; 1], q2 = 0;
2) если p = 1, то q1 = 0, q2 — любое из промежутка [0; 1];
3) если 0 < p < 1, то q1 = q2 = 0.
Рассмотрев приведенные две группы условий совместно, получим:
1) 0 
 p 
 1, q1 = q2 = 0;
2) p = 0, 0 
 q1 
 1, q2 = 0.
Итак, все равновесия в рассматриваемой игре:

{pU + (1 – p)D, RR}, 0 
 p 
 1; {D, q1LR + (1 – q1)RR}, 0 
 q1 
 1.

Нетрудно заметить, что данное множество исходов содержит в качестве ча-
стных случаев все найденные ранее равновесия (в чистых и смешанных страте-
гиях) и еще бесконечное множество (континуум) других, не замеченных при не-
корректном решении равновесий. Конечно, в данном случае можно вычеркнуть
слабодоминируемые стратегии игроков, свести рассматриваемую игру к мат-
ричной (2�2)-игре и, действуя корректно, получить то же самое множество рав-
новесий, но, вообще говоря, вычеркивать слабодоминируемые стратегии при
поиске всех равновесий, очевидно, нельзя. Многие их все же вычеркивают, дру-
гие, ищущие равновесия, считают, что вычеркивать слабодоминируемую страте-
гию при поиске всех равновесий все же можно, если при этом не вычеркивается
какое-нибудь равновесие в чистых стратегиях. Данное утверждение в общем
случае также неверно. Для того чтобы в этом убедиться, достаточно рассмотреть
простой контрпример (см. пример 2.11).

Пример 2.11. Рассмотрим игру двух игроков со следующей платежной мат-
рицей:

Зададимся тем же самым стандартным вопросом: найти все равновесия по
Нэшу в данной статической игре.

Очевидно, единственным равновесием в чистых стратегиях является {U, L}.
Если вычеркнуть слабодоминируемую стратегию R второго игрока (при этом не вы-
черкивая никакого равновесия в чистых стратегиях), то получим, что равновесий
в смешанных стратегиях вообще нет. Однако их в этой игре бесконечное множество:

Теперь решим задачу так, как на практике по теории игр. Выпишем уравнения:

(1) 5q + 4(1 – q) = 4q + 5(1 – q);
(2) 3p + 4(1 – p) = 3p + 3(1 – p).

Из первого уравнения находим q = 1 – q и, следовательно, q = , а из второ-

го уравнения получим 1 – p = 0 и поэтому p = 1.
Таким образом, единственное равновесие в смешанных стратегиях, которое

удалось найти:

U, L, + R .




1
–
2

1
–
2





1
–
2

L (с вероятностью q) R (c вероятностью 1 – q)

U (с вероятностью p) 5; 3 4; 3

D (c вероятностью 1 – p) 4; 4 5; 3

L R

U 5; 3 4; 3

D 4; 4 5; 3
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Нелепость найденного решения бросается в глаза. Если {U, L} и U, L, + R —

это все равновесия по Нэшу в рассматриваемой игре, то куда же девались другие
исходы, лежащие между ними? И чем же они хуже двух найденных равновесий?
Природа ошибки понятна: если p = 1, то бессмысленно требовать обязательного
выполнения равенства (1). Уравнение (2) также ниоткуда не следует, до тех пор
пока существует неуверенность в том, что q � 0, q � 1.

Приведем корректное решение задачи. Выпишем ожидаемые выигрыши иг-
роков:

Из соотношения (3) получим:

• если 2q – 1 > 0, т.е. q > , тогда p = 1;

• если 2q – 1 < 0, т.е. q < , тогда p = 0.

Если q = , то p — любое.

Из соотношения (4) получим:
• если p = 1, то q — любое из промежутка [0; 1];
• если p ∈ [0; 1), то q = 1.
Объединив условия, полученные из соотношений (3) и (4), получим: p = 1,


 q 
 1. Тем самым, все возможные равновесия Нэша в рассматриваемой

игре — это

{U, qL + (1 – q)R}, q ∈ ; 1 .

В частности, получено одно равновесие в чистых стратегиях: {U, L}.

Пример 2.12. Игра имеет следующий вид:

1. Укажите количество типов каждого игрока.
2. Сформулируйте чистые стратегии игроков.
3. Найдите все равновесия по Нэшу в чистых стратегиях.
4. Найдите все равновесия по Нэшу в смешанных стратегиях.
На первые два вопроса ответы очень просты: по два типа у игроков и по че-

тыре чистые стратегии. Интерес представляют последние два вопроса. Дело
в том, что если у каждого из игроков по два типа, то, казалось бы, должно быть
четыре варианта платежной матрицы, а их всего два. Другими словами, пред-
ставления каждого игрока о типе другого игрока являются не априорными, а ус-
ловными вероятностями в зависимости от типа самого игрока. Если первый иг-
рок имеет первый тип, то он знает, что его противник также, почти наверное,
имеет первый тип, а если у первого игрока второй тип, то он знает, что и у его

p = 3/4 L R

U 2; 1 4; 3

D 3; 1 2; 1

p = 1/4 L R

U 3; 1 1; 1

D 3; 2 1; 4
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противника также второй тип с вероятностью единица. То же самое относится
и к представлениям второго игрока относительно типа первого игрока. Таким
образом, игра не является байесовской. В игре с неполной информацией хотя бы
одному из игроков должен быть неизвестен тип другого игрока. Наша же игра
просто распадается на две подыгры в зависимости от хода, сделанного Приро-
дой. Поэтому для того чтобы найти все равновесия в чистых стратегиях, вовсе
необязательно записывать (4�4)-матрицу:
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LL LR RL RR

UU
= ;

=
4
–
4

1 + 1 · 3
—————

4

9
–
4

3 + 2 · 3
—————

4
= ;

=
10
––
4

1 + 3 · 3
—————

4

15
––
4

3 + 4 · 3
—————

4
= ;

=
2
–
4

1 + 1 · 1
—————

4

7
–
4

1 + 2 · 3
—————

4
= ;

=
10
––
4

1 + 3 · 3
—————

4

13
––
4

1 + 4 · 3
—————

4

UD
= ;

=
4
–
4

1 + 1 · 3
—————

4

12
––
4

3 + 3 · 3
—————

4
= ;

=
4
–
4

1 + 1 · 3
—————

4

9
–
4

3 + 2 · 3
—————

4
= ;

=
4
–
4

1 + 1 · 3
—————

4

10
––
4

1 + 3 · 3
—————

4
= ;

=
4
–
4

1 + 1 · 3
—————

4

7
–
4

1 + 2 · 3
—————

4

DU
= ;

=
5
–
4

2 + 1 · 3
—————

4

9
–
4

3 + 2 · 3
—————

4
= ;

=
11
––
4

2 + 3 · 3
—————

4

15
––
4

3 + 4 · 3
—————

4
= ;

=
7
–
4

4 + 1 · 3
—————

4

7
–
4

1 + 2 · 3
—————

4
= ;

=
13
––
4

4 + 3 · 3
—————

4

13
––
4

1 + 4 · 3
—————

4

DD
= ;

=
5
–
4

2 + 1 · 3
—————

4

12
––
4

3 + 3 · 3
—————

4
= ;

=
5
–
4

2 + 1 · 3
—————

4

9
–
4

3 + 2 · 3
—————

4
= ;

=
7
–
4

4 + 1 · 3
—————

4

10
––
4

1 + 3 · 3
—————

4
= ;

=
7
–
4

4 + 1 · 3
—————

4

7
–
4

1 + 2 · 3
—————

4

Нетрудно заметить, что равновесиями в чистых стратегиях являются сле-
дующие исходы:{UU, LR}, {UU, RR}, {UD, LL}, {UD, RL}, {DU, RR}, {DD, RL},
и только они. Однако они получаются значительно проще и без вычисления
ожидаемых выигрышей игроков (рассматриваемая игра ведь вовсе не байесов-
ская, а с полной информацией, потому что у каждого игрока по два типа, при-
чем когда первый игрок имеет первый тип, то и второй игрок имеет первый
тип, а когда первый игрок имеет второй тип, то и второй игрок имеет второй
тип).

Найдем отдельно все равновесия в чистых стратегиях в обеих подыграх.
В первой игре:

Очевидно, это {U, L}, {U, R}, {D, R}.
Во второй игре:

Здесь два равновесия в чистых стратегиях: {U, R}, {D, L}.
Беря теперь декартово произведение множеств, полученных в подыграх, по-

лучим указанное выше множество, состоящее из всех шести равновесий в чис-
тых стратегиях в рассматриваемой игре.

L R

U 2; 1 4; 3

D 3; 1 2; 1

L R

U 3; 1 1; 1

D 3; 2 1; 4



Точно так же для нахождения всех равновесий в смешанных стратегиях в на-
шей игре необязательно рассматривать (4 � 4)-матрицу ожидаемых выигрышей
обоих игроков (из которой не удается вычеркнуть ни одну из чистых стратегий).
Достаточно найти отдельно множества всех равновесий в смешанных стратеги-
ях для каждой из двух исходных подыгр, а затем перемножить данные множест-
ва. При этом вероятности, с которыми разыгрываются та и другая подыгры,
для нахождения равновесий по Нэшу (самих равновесий, а не ожидаемых выиг-
рышей в них) оказываются вообще несущественными.

Для первой исходной подыгры имеем:

откуда находим: p — любое число из промежутка [0; 1];

откуда находим:
• если p = 1, то q — любое число из промежутка [0; 1];
• если p < 1, то q = 0.
Таким образом, множество всех равновесий для первой подыгры

{U, qL + (1 – q)R}, q ∈ [0; 1]; {pU + (1 – p)D, R}, p ∈ [0; 1].

Для второй исходной подыгры имеем:

откуда находим:

• если 2 – 3q > 0, т.е. q < , тогда p = 1;

• если 2 – 3q < 0, т.е. q > , тогда p = 0;

• если 2 – 3q = 0, т.е. q = , то p — любое число из промежутка [0; 1];

откуда находим:
• если p = 0, то q — любое число из промежутка [0; 1];
• если p > 0, то q = 0.

U pq p q p q p q
pq p pq q pq p q pq

2 3 1 1 1 1
3 3 1

= =
= =

=

+ − + − + − −
+ − + − + − − +

( ) ( ) ( )( )

−− + +  →∈2 2 1 0 1pq p q [ ; ] max,

2
–
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2
–
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2
–
3

U pq p q p q p q
pq p pq q pq p

1 2 4 1 3 1 2 1 1
2 4 4 3 3 2 2
= =

=
+ − + − + − −

+ − + − + −
( ) ( ) ( )( )

−− +
− + + + = − + +  →∈

2 2
3 2 2 2 3 2

0 1

q pq
pq p q p q q

p

=
= ( ) max,

[ ; ]

L (с вероятностью q) R (с вероятностью 1 – q)

U (с вероятностью p) 2; 1 4; 3

D (с вероятностью 1 – p) 3; 1 2; 1

= =
=

1 2 1 4 1 1
0

2 + − + − + − −
+

U pq p q p q p q
pq

p

( ) ( ) ( )( )
pp pq q pq p q pq

pq p q p q p
q

− + − + − − +
− − + = −( ) + −  ∈

2 2 4 4 4 4
2 3 2 4 2 1 4 3

0 1

=
=

[ ; ]
→→ max,

U pq p q p q p q
pq p pq q pq p q pq

1 3 1 3 1 1 1
3 3 3 1

= =
=

+ − + − + − −
+ − + − + − − +

( ) ( ) ( )( )
==1 2

1
0 1

2

+  →∈q
p [ ; ]

max,

(

L (с вероятностью q) R (с вероятностью 1 – q)

U (с вероятностью p) 3; 1 1; 1

D (с вероятностью 1 – p) 3; 2 1; 4
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Таким образом, множество всех равновесий второй подыгры:

{U, R}, {D, qL + (1 – q)R}, q ∈ ; 1 .

Итак, множество всех равновесий исходной игры, которое представляет со-
бой декартово произведение множеств равновесий в подыграх, имеет вид

{U; qL + (1 – q)R, q ∈ [0; 1], если тип 1, и R, если тип 2};

U, если тип 1, и D, если тип 2;

qL + (1 – q)R, q ∈ [0; 1], если тип 1, и q ∈ ; 1 , если тип 2 ;

{pU + (1 – p)D, p ∈ [0; 1], если тип 1, и U, если тип 2; R};

pU + (1 – p)D, p ∈ [0; 1], если тип 1, и D, если тип 2;

R, если тип 1, и qL + (1 – q)R, q ∈ ; 1 , если тип 2 ,

или, что то же самое:

{U; qLR + (1 – q)RR, q ∈ [0; 1]};

UD; q1q2LL + q1(1 – q2)LR + (1 – q1)q2RL + (1 – q1)(1 – q2)RR,

q1 ∈ [0; 1], q2 ∈ ; 1 ;

{pUU + (1 – p)DU, p ∈ [0; 1], R};

pUD + (1 – p)DD, p ∈ [0; 1], qRL + (1 – q)RR, q ∈ ; 1 .

Пример 2.13. Дана следующая сигнальная игра:

Требуется выполнить следующее.
1. Найти все равновесия по Нэшу в чистых стратегиях.
2. Найти все равновесия по Нэшу в смешанных стратегиях.
3. Указать все совершенные подыгровые равновесия по Нэшу.
4. Найти все совершенные байесовские равновесия по Нэшу в чистых стра-

тегиях.
Переведя игру из позиционной формы в нормальную, получим следующую

матрицу:
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–
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2
–
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2
–
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2
–
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2
–
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UU UD DU DD

LL
= ;

=
16
––
4

4 · 3 + 4 · 1
——————

4

5
–
4

1 · 3 + 2 · 1
——————

4
;

16
––
4

5
–
4

= ;

=
1
–
4

0 · 3 + 1 · 1
——————

4

6
–
4

2 · 3 + 0 · 1
——————

4
;

1
–
4

6
–
4

LR
= ;

=
12
––
4

4 · 3 + 0 · 1
——————

4

4
–
4

1 · 3 + 1 · 1
——————

4
= ;

=
14
––
4

4 · 3 + 2 · 1
——————

4

4
–
4

1 · 3 + 1 · 1
——————

4
= ;

=
0
–
4

0 · 3 + 0 · 1
——————

4

7
–
4

2 · 3 + 1 · 1
——————

4
= ;

=
2
–
4

0 · 3 + 2 · 1
——————

4

7
–
4

2 · 3 + 1 · 1
——————

4

RL
= ;

=
7
–
4

1 · 3 + 4 · 1
——————

4

8
–
4

2 · 3 + 2 · 1
——————

4
= ;

=
10
––
4

2 · 3 + 4 · 1
——————

4

2
–
4

0 · 3 + 2 · 1
——————

4
= ;

=
4
–
4

1 · 3 + 1 · 1
——————

4

6
–
4

2 · 3 + 0 · 1
——————

4
= ;

=
7
–
4

2 · 3 + 1 · 1
——————

4

0
–
4

0 · 3 + 0 · 1
——————

4

RR
= ;

=
3
–
4

1 · 3 + 0 · 1
——————

4

7
–
4

2 · 3 + 1 · 1
——————

4
= ;

=
8
–
4

2 · 3 + 2 · 1
——————

4

1
–
4

0 · 3 + 1 · 1
——————

4
;

3
–
4

7
–
4

;

8
–
4

1
–
4

Таким образом, единственное равновесие в чистых стратегиях — это {LL, UD}.
Аналогичное же равновесие вместе с соответствующими представлениями второ-

го игрока о вероятностях типов первого игрока [L, L], [U, D], p = , 0 
 q 
 1 ,

очевидно, является совершенным байесовским равновесием по Нэшу в чистых
стратегиях (поскольку равновесие является объединяющим, представления
второго игрока относительно величины p совпадают с априорной вероятностью
3/4, а представления относительно q произвольные, поскольку при получении
сигнала R при любом q ∈ [0; 1] ожидаемый выигрыш второго игрока при исполь-
зовании им стратегии d равен 2, а при использовании стратегии u его ожидае-
мый выигрыш равен q, что меньше, чем 2).

Интерес опять вызывает поиск всех равновесий по Нэшу в смешанных стра-
тегиях.

Удалим никогда не лучшие отклики второго игрока DU и первого игрока RR.
После этого отклик второго игрока DD становится не лучшим, и после его уда-
ления отклик первого игрока LR также становится не лучшим. После его удале-
ния приходим к следующей матрице игры:
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–
4





UU (с вероятностью q) UD (с вероятностью 1 – q)

LL (с вероятностью p)
;

16
––
4

5
–
4

;
16
––
4

5
–
4

RL (с вероятностью 1 – p)
;

7
–
4

8
–
4

;
10
––
4

2
–
4

Выпишем ожидаемые выигрыши игроков:
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 →∈p q pq q p q p [ ; ] max.



Значит, если q < , то p = 1; если q > , то p = 0; если q = , то p — любое

число из промежутка [0; 1].

Значит, если p < 1, то q = 0; если p = 1, то q — любое число из промежутка
[0; 1].

Таким образом, 0 
 q 
 , p = 1, т.е. множество всех равновесий в смешанных

стратегиях имеет вид LL, qUU + (1 – q)UD, 0 
 q 
 . Это же множество явля-

ется и множеством всех совершенных подыгровых равновесий Нэша, так как
единственной подыгрой исходной игры является сама игра. Данное множество
содержит и найденное ранее равновесие в чистых стратегиях (при q = 0).

Посмотрим, что получилось бы, если решать задачу так, как многие поступа-
ют на практике. Выпишем систему уравнений:

Преобразуем ее:

5 = 8q + 2(1 – q),
7(1 – p) = 10(1 – p).

Получим: p = 1, q = .

Таким образом, удалось найти только одно равновесие (из континуума)
в смешанных стратегиях, а именно:

LL, UU + UD .

Куда же делись остальные равновесия в смешанных стратегиях и где равно-
весие в чистых стратегиях?

Пример 2.14. Дана следующая сигнальная игра:

Требует выполнить следующее.

1
–
2

1
–
2









1
–
2

5
4

5
4

1
8
4

2
4

1

16
4

7
4

1
16
4

10
4

1

q q q q

p p p p

+ − + −

+ − + −

( ) ( ),

( ) ( ).

=

=

1
–
2









1
–
2

U p p q p q

p q pq p q

2

16
4

7
4

1
10
4

1 1

4
7
4

7
4

10
4

10
4

10
4

= =

=

+ − + − −

+ − + − − +

( ) ( )( )

110
4

10
4

3
2

3
4

3
4

10
4

3
2

3
4

1 0 1

pq

p q pq p q p q

=

= + − + = + + −  →∈( ) max .[ ; ]

1
–
2

1
–
2

1
–
2

73



1. Найти все равновесия по Нэшу в чистых стратегиях.
2. Найти все равновесия по Нэшу в смешанных стратегиях.
3. Указать все совершенные подыгровые равновесия по Нэшу.
4. Найти все совершенные байесовские равновесия по Нэшу в чистых стра-

тегиях.
Преобразовав форму представления игры, получим следующую матрицу:
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UU UD DU DD

LL
= ;

=
13
––
4

3 · 3 + 4 · 1
——————

4

5
–
4

1 · 3 + 2 · 1
——————

4
;

13
––
4

5
–
4

= ;

=
1
–
4

12
––
4

0 · 3 + 1 · 1
——————

4

4 · 3 + 0 · 1
——————

4
;

1
–
4

12
––
4

LR
= ;

=
4
–
4

3 · 3 + 0 · 1
——————

4

4
–
4

1 · 3 + 1 · 1
——————

4
= ;

=
11
––
4

3 · 3 + 2 · 1
——————

4

4
–
4

1 · 3 + 1 · 1
——————

4
= ;

=
0
–
4

0 · 3 + 0 · 1
——————

4

13
––
4

4 · 3 + 1 · 1
——————

4
= ;

=
2
–
4

0 · 3 + 2 · 1
——————

4

13
––
4

4 · 3 + 1 · 1
——————

4

RL
= ;

=
7
–
4

1 · 3 + 4 · 1
——————

4

8
–
4

2 · 3 + 2 · 1
——————

4
= ;

=
4
–
4

0 · 3 + 4 · 1
——————

4

2
–
4

0 · 3 + 2 · 1
——————

4
= ;

=
4
–
4

1 · 3 + 1 · 1
——————

4

6
–
4

2 · 3 + 0 · 1
——————

4
= ;

=
1
–
4

0 · 3 + 1 · 1
——————

4

0
–
4

0 · 3 + 0 · 1
——————

4

RR
= ;

=
3
–
4

1 · 3 + 0 · 1
——————

4

7
–
4

2 · 3 + 1 · 1
——————

4
= ;

=
2
–
4

0 · 3 + 2 · 1
——————

4

1
–
4

0 · 3 + 1 · 1
——————

4
;

3
–
4

7
–
4

;

2
–
4

1
–
4

Получили два равновесия в чистых стратегиях: {LL, UD} и{RL, UU}.
Таким образом, совершенными байесовскими равновесиями по Нэшу в чис-

тых стратегиях будут

{[R, L], [U, U], p = 0, q = 1} и [L, L], [U, D], p = , 0 
 q 
 .

Поясним, откуда получаются именно такие представления второго игрока.
Первое из равновесий — разделяющее, поэтому, получив сигнал R, второй

игрок точно знает, что q = 1 (у первого игрока первый тип), а получив сигнал L,
второй игрок точно знает, что p = 0 (у первого игрока второй тип).

Второе равновесие — объединяющее, поэтому, получив сигнал L, второй иг-

рок знает только, что априорная вероятность p = , таковы же будут и его пред-

ставления. Что касается представлений второго игрока относительно величины
q, посмотрим, при каких значениях q его ожидаемый выигрыш при использова-
нии стратегии D после получения сигнала R будет не меньше, чем его ожидае-
мый выигрыш при использовании стратегии U после получения сигнала R:

0 · q + 2 · (1 – q) 	 1 · q + 0 · (1 – q), откуда находим: 0 
 q 
 .

Наибольший интерес опять вызывает поиск всех равновесий по Нэшу в сме-
шанных стратегиях. Вычеркнем никогда не лучшие отклики первого игрока RR
и второго игрока DD. После этого отклик второго игрока DU также становится
не лучшим, и после его удаления отклик первого игрока LR становится не луч-
шим. После его удаления остается следующая матрица:

3
–
4

2
–
3

2
–
3





3
–
4







Выпишем ожидаемые выигрыши игроков:

Значит, если p < , то q = 1; если p > , то q = 0; если p = , то q — любое

число из промежутка [0; 1].

Значит, если q < 1, то p = 1; если q = 1, то p — любое число из промежутка
[0; 1].

Таким образом, или 0 
 p 
 и q = 1, или p = 1 и q = 0, т.е. множество всех

равновесий в смешанных стратегиях: LL, pUU + (1 – p)UD], 0 
 p 
 и {RL, UU}.

Это множество совпадает со множеством всех совершенных подыгровых равно-
весий Нэша, так как исходная игра не имеет других подыгр, кроме нее самой.

Посмотрим, что получится, если решать задачу с помощью бессмысленного
выписывания уравнений. Получим:

5p + 5(1 – p) = 8p + 2(1 – p),
13q + 7(1 – q) = 13q + 4(1 – q).

Решив систему, найдем: p = , q = 1.

Таким образом, найдено единственное равновесие (из континуума) в сме-
шанных стратегиях:

LL; UU + UD .

Куда же девались все остальные равновесия, в частности два равновесия
в чистых стратегиях?

2.4. Матричные игры. Равновесие в чистых стратегиях

Рассмотрим игру, в которой участвуют два игрока A и B, причем каждый
из них имеет конечное число стратегий, соответственно A1, A2, …, Am и B1,
B2, …, Bn.

Пусть игрок A выбрал стратегию Ai, а игрок B — стратегию Bk. Будем
считать, что выбор игроками стратегий однозначно определяет исход иг-
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Стратегии игроков UU (с вероятностью q) UD (с вероятностью 1 – q)

LL (с вероятностью p)
;

13
––
4

5
–
4

;
13
––
4

5
–
4

RL (с вероятностью 1 – p)
;

7
–
4

8
–
4

;
4
–
4

2
–
4



ры — выигрыш aik игрока A и выигрыш bik игрока B, причем эти выигрыши
связаны равенством bik = –aik (игра с нулевой суммой, один из видов анта-
гонистических игр).

При анализе такой игры можно рассматривать выигрыши только одного
из игроков, например выигрыши игрока A. Если известны значения выиг-
рыша при каждой паре стратегий {Ai, Bk}, i = 1, 2, …, m, k = 1, 2, …, n, то их
удобно записывать в виде прямоугольной таблицы, строки которой соот-
ветствуют стратегиям игрока A, а столбцы — стратегиям игрока B, причем
элемент матрицы, стоящий на пересечении строки с номером i и столбца
с номером j, представляет собой выигрыш игрока A в случае, если игрок A
выбирает стратегию Ai, а игрок B — стратегию Bk:

Такая таблица называется платежной матрицей, матрицей выплат,
или матрицей игры, а игры такого вида — матричными играми, или играми
m � n, или (m � n)-играми.

Пример 2.15. Каждый из двух игроков A и B одновременно и независимо
друг от друга записывает на листе бумаги любое целое число. Если сумма чисел
четна, то игрок A получает от игрока B 1 руб., в противном случае игрок B полу-
чает от игрока A 1 руб. У игрока A две стратегии: A1 — записать четное число,
A2 — записать нечетное число, у игрока B также две стратегии: B1 — записать чет-
ное число, B2 — записать нечетное число. Матрица данной (2 � 2)-игры имеет
следующий вид:

Пример 2.16. Два игрока A и B, не глядя друг на друга, кладут на стол по кар-
тонному кружку красного (r), зеленого (g) или синего (b) цвета, сравнивают
цвета кружков и расплачиваются друг с другом в соответствии со следующей
матрицей игры:

Считая, что игра повторяется многократно, попробуем определить опти-
мальные стратегии каждого из игроков. Выбирая стратегию игрока A, следует
помнить, что игрок B может выбрать ту из своих стратегий, при которой выиг-
рыш игрока A будет минимальным. Например, если первый игрок выбирает
стратегию Ar то второй может выбрать стратегию Br, при которой выигрыш иг-
рока A минимален и равен –2, т.е. это проигрыш двух рублей игроку B. На стра-
тегию Ag игрок B ответит стратегией Bg или Bb, при которых выигрыш игрока A
минимален и равен 1. Наконец, на стратегию Ab игрок B ответит стратегией Bg,
тогда выигрыш игрока A минимален и равен 3. Поэтому игрок A выбирает страте-
гию Ag, при которой его минимальный выигрыш максимален (т.е. 1): maxmin = 1.

Если игрок A будет придерживаться этой стратегии, ему гарантирован выиг-
рыш, не меньший 1 при любом поведении противника.
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Аналогичные рассуждения можно привести для игрока B. Выбирая свою
стратегию, он должен учитывать, что стратегией игрока A может оказаться та,
при которой выигрыш этого игрока A будет максимальным. Например, на стра-
тегию Br он ответит стратегией Ab, при которой выигрыш игрока A максимален
и равен 3. На стратегию Bg игрок A ответит стратегией Ar, при которой его выиг-
рыш максимален и равен 2. Наконец, на стратегию Bb игрок A ответит стратеги-
ей Ag или Ab, тогда выигрыш игрока A максимален и равен 1. Поэтому игрок B
выбирает стратегию Bb, при которой максимальный выигрыш игрока A минима-
лен (т.е. 1): minmax = 1.

Если игрок B будет придерживаться данной стратегии, то при любом поведе-
нии противника его проигрыш не превзойдет 1. Таким образом, в нашей игре
числа maxmin и minmax совпадают: maxmin = minmax = 1, а соответствующие
элементы в табл. 2.1 выделены жирным шрифтом:

Таблица 2.1

Стратегии Ag и Bb являются оптимальными в следующем смысле: при много-
кратном повторении игры отказ любого из игроков от выбранной стратегии уве-
личивает его шансы на проигрыш. В самом деле, если игрок A выберет иную
стратегию, например Ar, то игрок B это заметит и выберет стратегию Br. На вы-
бор Ab игрок B может ответить Bg. В обоих случаях выигрыш игрока A умень-
шится. Если же игрок B отказывается от оптимальной стратегии Bb, предпочи-
тая, например, Br, то игрок A это заметит и отдаст предпочтение стратегии Ab.
На стратегию Bg игрок A может ответить Ar. Таким образом, набор стратегий {Ag, Bb}
является равновесным (в смысле равновесия Нэша).

Матрица выплат игроку B, очевидно, получается из матрицы выплат игроку A
переменой знака у каждого из ее элементов.

Рассмотрим теперь любую матричную игру, заданную некоторой пла-
тежной матрицей вида (2.1), и опишем общий алгоритм, позволяющий най-
ти игровое равновесие либо определить, что в данной игре равновесия не
существует.

I. Действия игрока A.
1. В каждой строке матрицы А находим минимальный элемент и полу-

ченные числа приписываем справа к матрице А в виде дополнительного
столбца (см. табл. 2.1).

2. Среди чисел дополнительного правого столбца выбираем максималь-
ное число

a = aik.

Найденное число a называется нижней ценой игры. Принцип построения
стратегии игрока A, основанный на максимизации минимальных выигры-
шей, называется принципом максимина, а выбираемая в соответствии с этим
принципом стратегия Ai* — максиминной стратегией игрока A.

min
k

max
i

Стратегия Br Bg Bb min по строке

Ar –2 2 –1 –2

Ag 2 1 1 1

Ab 3 –3 1 –3

max по строке 3 2 1 1
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II. Действия игрока B.
1. В каждом столбце матрицы А находим максимальный элемент и полу-

ченные числа приписываем снизу к матрице А в виде дополнительной стро-
ки (см. табл. 2.1).

2. Среди чисел дополнительной нижней строки выбираем минимальное
число

b = aik.

Найденное число b называется верхней ценой игры. Принцип построения
стратегии игрока B, основанный на минимизации максимальных потерь,
называется принципом минимакса, а выбираемая в соответствии с этим
принципом стратегия Bk* — минимаксной стратегией игрока B.

Очевидно, что для любой игры нижняя и верхняя цены связаны соотно-
шением

a 
 b.

В случае если a = b, т.е.

aik = ai*k* = aik,

пара стратегий {Ai*, Bk*} является игровым равновесием в том смысле, что
ни один из игроков не заинтересован в том, чтобы это состояние нарушить.
В данном случае общее значение нижней и верхней цен игры называется
просто ценой игры и часто обозначается буквой ν. Цена игры совпадает
с элементом ai*k* матрицы А — минимальным в строке i* и максимальным
в столбце k*. Этот элемент называется седловой точкой матрицы А, или
точкой равновесия, в этом случае про игру говорят, что она имеет седловую
точку. Стратегии, соответствующие седловой точке, называются оптималь-
ными, а тройку

�Ai*, Bk*, ν�

называют решением матричной игры с седловой точкой. Ясно, что седловых
точек в матричной игре может быть несколько, причем все они имеют одно
и то же значение цены игры.

2.5. Смешанные стратегии в матричных играх
Пример 2.17. Рассмотрим (3 � 3)-игру с матрицей

для которой имеем a = aik = –2, b = aik = 2, а соответствующие

стратегии — A2 и B2. До тех пор пока игроки придерживаются этих стратегий,
средний выигрыш при многократном повторении игры будет равен 1. Однако
если игроку B становится известно, что игрок A придерживается стратегии A2,
то он немедленно ответит стратегией B1, сводя выигрыш +1 игрока A к проигры-
шу –2. В то же время на стратегию B1 игрока B у игрока A имеется стратегия A1,
дающая ему выигрыш 4. С другой стороны, если игроку A станет известно, что
игрок B придерживается стратегии B2, то игрок A немедленно ответит стратеги-

max
i

min
k

min
k

max
i

4 1 3
2 1 3

0 2 3
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max
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ей A3, увеличив проигрыш игрока B с –1 до –2. В свою очередь на стратегию A3

игрока A у игрока B готова ответная стратегия B3, дающая игроку B выигрыш +3,
а игроку A, соответственно, — проигрыш –3. Таким образом, набор стратегий
{A2, B2} не является равновесным.

В случае когда нижняя цена игры не равна верхней цене игры, т.е. имеет
место неравенство a < b, игрок A может обеспечить себе выигрыш, не мень-
ший, чем a, а игрок B имеет возможность не дать ему выиграть больше, чем b,
т.е. может обеспечить себе выигрыш, не меньший, чем –b.

Возникает вопрос: как разделить между игроками разность b – a? Оказы-
вается, компромиссного распределения этой величины и уверенного получе-
ния каждым игроком своей доли при многократном повторении игры мож-
но достичь случайным применением своих чистых стратегий. При этом,
во-первых, обеспечивается наибольшая скрытность выбора стратегий, ведь
результат выбора не может стать известным противнику, поскольку он не-
известен самому игроку; и во-вторых, при некотором разумном построении
механизма случайного выбора стратегий они оказываются оптимальными.

Случайная величина, значениями которой являются чистые стратегии
игрока, называется его смешанной стратегией. Таким образом, задание
смешанной стратегии игрока состоит в указании вероятностей, с которыми
выбираются его первоначальные чистые стратегии.

Рассмотрим произвольную игру, заданную (m � n)-матрицей A = (aik).
Так как игрок A имеет m чистых стратегий, то любая его смешанная страте-
гия может быть задана набором m неотрицательных чисел P = {p1, p2, …, pm},
сумма которых равна 1. Любая смешанная стратегия второго игрока B,
имеющего n чистых стратегий, задается набором n неотрицательных чисел
Q = {q1, q2, …, qn}, сумма которых равна 1. Заметим, что каждая чистая стра-
тегия является частным случаем смешанной стратегии и что для соблюде-
ния секретности каждый игрок применяет свои стратегии независимо от
другого игрока. Поэтому каждая обычная ситуация {Ai, Bk} является слу-
чайным событием и, в силу независимости выбора стратегий обоими игро-
ками, реализуется с вероятностью piqk.

Математическое ожидание1 выигрыша игрока A в условиях применения
игроками смешанных стратегий P и Q, очевидно, составляет

M(P, Q) = aikpiqk.

Это число и принимается за средний выигрыш игрока A в смешанных
стратегиях {P, Q}.

Стратегии P* = {p1
*, p*

2, ..., p*
m} и Q* = {q1

*, q*
2, ..., q*

n} называются оптималь-
ными смешанными стратегиями игроков A и B соответственно, если для
любых смешанных стратегий P и Q выполняется соотношение

M(P, Q*) 
 M(P*, Q*) 
 M(P*, Q),

или, что то же самое, если

M(P, Q) = M(P*, Q*) = M(P, Q).max
P

min
Q

min
Q

max
P

n

Σ
k = 1

m

Σ
i = 1
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Величина ν = M(P*, Q*) называется ценой игры. Тройка �P*, Q*, ν� назы-
вается решением игры.

Теорема 2.2 (основная теорема теории матричных игр, теорема о ми-
нимаксе, теорема фон Неймана). Для любой матричной игры с некоторой
матрицей А величины M(P, Q) и M(P, Q) существуют

и равны между собой. Существует хотя бы одна пара смешанных страте-
гий (P*, Q*) , для которой выполняется соотношение

M(P*, Q*) = M(P, Q) = M(P, Q).

Теорема 2.3 (основные свойства оптимальных смешанных стратегий).
Пусть �P*, Q*, ν� — решение игры. Оптимальная смешанная стратегия игро-
ка A смешивается только из тех чистых стратегий Ai, i = 1, 2, …, m (т.е. только
те вероятности pi, i = 1, 2, …, m, могут быть отличны от нуля), для которых

aikq*
k = ν.

Аналогично смешанная стратегия игрока B смешивается только из тех чис-
тых стратегий Bk, k = 1, 2, …, n (т.е. только те вероятности qk, k = 1, 2, …, n,
могут быть отличны от нуля), для которых

aikp*
i = ν.

При этом справедливы следующие соотношения:

ν = aikp*
i = aikpi = aikqk = aikq*

k.

Задачи для самостоятельного решения
2.1. Отец и сын играют в игру «Угадай, в какой руке монетка» по следующим

правилам:
• отец не берет с сына ничего, если тот не угадал;
• дает сыну 1 руб., если тот угадал, что монетка в левой руке;
• дает сыну 5 руб., если тот угадал, что монетка в правой руке.
Требуется:
1) описать стратегии игроков;
2) указать нормальную форму игры;
3) ответить на вопрос: есть ли у игроков никогда не лучшие отклики, и если есть,

то указать их;
4) найти равновесное по Нэшу поведение сторон.
2.2. Дана позиционная форма игры:

n

Σ
k = 1

n

Σ
k = 1

max
1
 i
m

max
1
 i
m

min
Q

m

Σ
i = 1

min
1
k
n

max
P

min
1
k
n

m

Σ
i = 1
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Σ
i = 1

n

Σ
k = 1

max
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min
Q

max
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max
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min
Q

min
Q

max
P
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Требуется:
1) описать стратегии игроков;
2) привести игру к нормальной форме;
3) найти все равновесия Нэша.
2.3. Рассматривается следующая байесовская игра:

Требуется найти все равновесия Нэша.
2.4. Рассматривается следующая сигнальная игра:

Требуется найти все равновесия Нэша, все совершенные байесовские равнове-
сия Нэша и все совершенные подыгровые равновесия.

2.5. Требуется найти верхнюю и нижнюю цены матричной игры и оптимальные
стратегии игроков, если матричная игра задана следующей платежной матрицей:

1) ; 2) ; 3) ; 4) ; 5) .

2.6. Три избирателя, 1, 2 и 3, решают, за кого из трех кандидатов, A, B, или C, сле-
дует проголосовать. Для победы кандидату необходимо минимум два голоса. Если
все кандидаты набирают поровну голосов, то побеждает кандидат A. Функции по-
лезностей избирателей выглядят так: U1(A) > U1(B) > U1(C), U2(B) > U2(C) > U2(A),
U3(C) > U3(A) > U3(B).

a) Найдите все равновесия Нэша.
б) Найдите все равновесия Нэша, в которых избиратели не голосуют за свои на-

ихудшие альтернативы.
2.71. В некоторой стране живут N капиталистов-товаропроизводителей. Они ре-

шают, сколько средств надо потратить на разгон профсоюза рабочих. Пусть si 	 0 —
количество средств, потраченное капиталистом i. Будем считать, что профсоюз уда-

лось уничтожить, если si > ω, где ω — случайная величина, распределенная на

[0; �) с ненулевой убывающей плотностью f и функцией распределения F. Выиг-
рыш капиталиста i составляет R – si, если профсоюз разогнан, и –si, если нет.

a) Найдите условия первого порядка для равновесия Нэша.
б) В стране принят закон в защиту профсоюзов. Теперь, чтобы разогнать проф-

союз, капиталисты должны в сумме приложить усилия ω + η, где η > 0 — детерми-

N
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p = 1/4 L R

U 1; 1 1; 6

D 3; 1 1; 2

p = 3/4 L R

U 1; 2 1; 1

D 3; 5 1; 1
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нированная величина. Найдите условия первого порядка для равновесия Нэша.
Изменится ли равновесная вероятность того, что профсоюз будет разогнан?

в) Принят другой закон. Теперь, чтобы разогнать профсоюз, капиталисты долж-
ны в сумме приложить усилия αω, где α > 0. Как изменится ваш ответ?

2.81. В стране N приходят президентские выборы. В них участвуют два кандида-
та — сильный и слабый. Стратегией кандидата является его предвыборная програм-
ма — левая L, центристская C, или правая R. Матрица выигрышей такова:

Здесь α 
 . Если слабый кандидат выберет ту же стратегию, что и сильный,

то проиграет вчистую; если выберет другую, то проиграет с меньшим отрывом (что
лучше), или даже выиграет. Найдите равновесие.

2.92. Общество состоит из диктатора (R) и двух групп граждан (A и B). На пер-
вом этапе диктатор решает, стоит ли ему экспроприировать одну из групп, и если
да, то какую. Если экспроприации нет, то выигрыш всех трех игроков равен нулю.
Если диктатор решил провести экспроприацию, то на втором этапе каждая из групп
решает, стоит ли ей бунтовать против диктатора. Бунт удается, только если обе
группы решают бунтовать. В таком случае экспроприации не происходит, диктатор
несет издержки k, каждая из двух групп получает выигрыш b. Если бунтует только
одна группа, то она несет издержки c > 0. Вдобавок к этому диктатор экспроприи-
рует x > 0 у одной из групп (т.е. выигрыш диктатора составит x, выигрыш экспро-
приируемой группы — –x либо –c – x. Нарисуйте дерево игры. Найдите все совер-
шенные подыгровые равновесия.

2.103. Два политика соревнуются друг с другом на президентских выборах.
В момент времени t = 1 каждый политик i = 1, 2 выбирает политическую програм-
му yi ∈ [0; 1]. В момент времени t = 2 политики решают, сколько средств следует по-
тратить на избирательную кампанию: e1, e2. Далее каждый из избирателей голосует
за одного из политиков. Пусть существует континуум избирателей. Каждый изби-
ратель характеризуется своей наилучшей альтернативой v. Пусть наилучшие аль-
тернативы распределены равномерно на отрезке [–w; w]. Предположим, что полез-
ность избирателя с наилучшей альтернативой v при голосовании за кандидата i
равна

Будем считать, что избиратель голосует за того кандидата, кто приносит ему
бо´льшую полезность.

a) При данных y1, y2, e1, e2 найдите V1, V2 — доли голосов (от общего числа изби-
рателей), получаемые кандидатами.

u v y v ei i i( ) ( ) .= − − −2

1
–
2

Кандидат Слабый

Сильный Стратегия L C R

L 1; 0 α; 1 – α 1 – α; α
C 1 – α; α 1; 0 1 – α; α
R 1 – α; α α; 1 – α 1; 0
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б) Пусть полезность кандидата i равна Vi – ei. Найдите, какими будут e1, e2 в со-
вершенном подыгровом равновесии при данных y1, y2 (предполагая, без потери
общности, что y1 
 y2. Объясните зависимость e1, e2 от w и от y2 – y1.

в) Найдите, чему будут равны y1, y2 в совершенном подыгровом равновесии. По-
чему мы не будем иметь y1 = y2?

2.111. В некоторой республике проходят президентские выборы, в которых при-
нимают участие два кандидата: бывалый и новичок. Стратегия каждого кандида-
та — это программа, с которой он идет на выборы. Пусть s1 ∈ [0; 1] — программа бы-
валого, s2 ∈ [0; 1] — программа новичка. Например, можно считать, что s = 0 —
крайне левая программа (высокие налоги, высокие затраты на социальную сферу),
s = 1 — крайне правая политика (низкие налоги). Существует континуум избирате-
лей. Каждый избиратель характеризуется наилучшей альтернативой v ∈ [0; 1]. Ве-
личина v равномерно распределена на [0; 1]. Пусть выигрыш избирателя с наилуч-
шей альтернативой v при победе бывалого равен U1(v) = e – β(v – s1)

2, при победе
новичка — U2(v) = e – β(v – s2)

2. Величина e > 0 отражает то, насколько при равных
политических программах бывалый кандидат лучше новичка. Пусть в > 0. Каждый
избиратель (по определению) голосует за того кандидата, кто приносит ему бо´ль-
шую полезность. Пусть выигрыши кандидатов равны V1, V2 — долям голосов, кото-
рые они получают на выборах.

a) Найдите, как V1 и V2 зависят от s1, s2. Подсказка: найдите сначала позицию �v
безразличного избирателя — т.е. решение уравнения U1(v) = U2(v).

б) Пусть кандидаты выбирают s1, s2 одновременно. Будет ли в этой игре сущест-
вовать равновесие в чистых стратегиях?

в) Пусть бывалый кандидат выбирает s1, затем новичок выбирает s2. Найдите
равновесие. Почему в равновесии программа бывалого кандидата будет близка
к центру?

2.122. Пусть депутат i голосует за предлагаемый лоббистом A законопроект, ес-
ли ai + v > bi, где v > 0 — выигрыш депутата от реализации этого закона. Найдите со-
вершенное подыгровое равновесие. Чему будет равен размер коалиции лоббиста A?

2.133. Парламент некоторой страны представлен континуумом депутатов. Пар-
ламент должен принять решение по некоторому одномерному вопросу (например,
установить уровень затрат на некоторый проект). Законотворческий процесс про-
исходит следующим образом. В момент времени t = 1 глава парламентского коми-
тета предлагает принять решение s1 ∈ [0; 1]. В момент времени t = 2 депутаты голо-
суют («за» либо «против»). Выигрыш парламентария составляет –β(s1 – v)2, если
проект принимается, и –β(s0 – v)2, если проект не принимается, где β > 0. Здесь
s0 ∈ [0; 1] — статус кво; v — наилучшая альтернатива парламентария. Будем предпо-
лагать, что v равномерно распределено на [0; 1]. Найдите совершенное подыгровое
равновесие в этой игре, если:

a) выигрыш главы комитета равен s1, если проект принят, и s0, если проект не
принят, т.е. глава комитета заинтересован в высоком уровне затрат на проект;

б) выигрыш главы комитета равен –γ(s1 – s)2, если проект принимается,
и –γ(s0 – s)2, если нет, где s ∈ [0; 1] — наилучшая альтернатива главы комитета, γ > 0.
Как равновесный s1 зависит от s, s0? Почему в обоих случаях решение будет неопти-
мальным с точки зрения парламентариев? Как изменится ваш ответ, если для при-
нятия предложения s1 необходима поддержка 2/3 парламентариев?
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2.14. Двое судей должны решить, оправдать (A) или обвинить (C) подсудимого.
Каждый судья получает сигнал, виновен подсудимый, или нет. Пусть θi ∈ {I, G} —
сигнал, полученный судьей i = 1, 2. Пусть p — вероятность того, что подсудимый не-
виновен. Если подсудимый невиновен, то каждый судья i получает сигнал θi = I с ве-
роятностью 1. Если подсудимый виновен, то θi = I с вероятностью 1/2 и θi = G с ве-
роятностью 1/2. Подсудимый будет осужден, только если оба судьи обвинят его.
Выигрыш судьи составляет 1, если принято правильное решение (осужден винов-
ный или оправдан невиновный), 0, если оправдан виновный, и α < 1, если осужден
невиновный. Найдите байесово равновесие.

2.15. Рассмотрим отрасль, в которой две фирмы конкурируют по Курно. Пред-
положим, что технологии обеих фирм характеризуются постоянными предельны-
ми и средними издержками cj, причем c1 > c2. Обратная функция совокупного спро-
са на продукцию отрасли имеет вид p(Q) = a – bQ, где a, b > 0, a > c1.

а) При каком условии только одна из фирм будет производить продукцию
в равновесии? Какая именно фирма? Найдите равновесный выпуск данной фирмы.

б) Допустим, что условие, полученное в п. а), не выполняется. Найдите равнове-
сие в данном случае.

2.16. Рассмотрим следующую модель олигополистической конкуренции. N фирм,
имеющих одинаковые постоянные предельные и средние издержки c > 0, в каждый
период t конкурируют по Бертрану, дисконтируя свои будущие выигрыши в соот-
ветствии с коэффициентом дисконтирования δ ∈ (0; 1). Игра длится бесконечное
число периодов. Функция спроса является непрерывной и убывающей. Предполо-
жим, что фирмы используют стратегии возвращения к равновесию по Нэшу:

pjt =

где pm — равновесная цена при монополии; Ht – 1 — история игры, т.е. все цены, кото-
рые выбирали фирмы в предыдущих периодах; j = 1, …, N.

При каком условии стратегии возвращения к равновесию по Нэшу составляют
совершенное в подыграх равновесие по Нэшу в рассматриваемой модели? Как вли-
яет количество фирм на рынке на возможность поддержания неявного сговора?

2.17. Рассмотрим следующую бесконечно повторяющуюся модель дуополисти-
ческой конкуренции. Две фирмы, имеющие одинаковые постоянные предельные
и средние издержки c > 0, в каждый период t конкурируют по Бертрану, дисконти-
руя свои будущие выигрыши в соответствии с коэффициентом дисконтирования
δ ∈ (0; 1). Покажите, что при δ < 1/2 в любом совершенном в подыграх равновесии
по Нэшу во всех периодах цены будут установлены на уровне предельных издержек.

2.18. Рассмотрим бесконечно повторяющуюся модель дуополистической кон-
куренции по Курно с коэффициентом дисконтирования δ ∈ (0; 1). Обе фирмы име-
ют одинаковые постоянные предельные и средние издержки c > 0. Обратная функ-
ция спроса имеет вид p(Q) = a – bQ, где a > c, b > 0.

а) Пусть фирмы используют следующие стратегии возвращения к равновесию
по Нэшу: каждая фирма производит половину монопольного выпуска (q1, q2) =

= , до тех пор, пока никто не отклоняется от этого выпуска, и переключает-

ся на выпуск, соответствующий равновесию по Нэшу в статической модели Курно,
в противном случае. При каком условии фирмы будут придерживаться неявного
сговора, производя половину монопольного выпуска в каждом периоде в совершен-
ном в подыграх равновесии по Нэшу?

б) Пусть фирмы используют следующие стратегии возвращения к равновесию

по Нэшу: каждая фирма производит выпуск (q1, q2) = (q, q), где q ∈ , qi
* , qm —





qm

––
2





qm

––
2





qm

––
2





pm, если все элементы Ht – 1 равны (pm, pm, ...) или t = 1,
c, в противном случае,
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монопольный выпуск; qi
* — равновесный выпуск фирмы i в статической модели

Курно, до тех пор пока никто не отклоняется от этого выпуска, и переключается на
выпуск, соответствующий равновесию по Нэшу в статической модели Курно,
в противном случае. При каком условии фирмы будут придерживаться неявного
сговора, производя выпуск (q1, q2) = (q, q) в каждом периоде в совершенном в по-
дыграх равновесии по Нэшу?

2.19. Рассмотрим отрасль, где две фирмы конкурируют по Курно на рынке тру-
да. Производственные функции первой и второй фирм соответственно имеют вид
f1 = 13L1 – 0,2L1

2 и f2 = 12L1 – 0,1L2
2, L1 и L2 – количество труда, нанятого соответст-

венно первой и второй фирмами. Производимую продукцию первая фирма прода-
ет по цене p1 = 2, а вторая фирма — по цене p2 = 3. Функция совокупного предложе-
ния труда имеет вид w(L) = 2 + 0,1L, где L = L1 + L2, w — заработная плата. Какое
количество труда будет использовать в равновесии каждая из фирм?

2.20. Пусть на рынке труда присутствуют работники трех типов с производи-
тельностью θ1 = 20 + β, θ2 = 23 + β и θ3 = 26 + β, где β > 0, и с доходами при альтер-
нативной занятости соответственно r1 = 20, r2 = 23 и r3 = 26. Доля работников каж-
дого типа одинакова и не зависит от типа работника.

а) Найдите равновесие при симметричной информации (т.е. работодателю изве-
стен тип каждого работника).

б) Предположим теперь, что работники знают свой тип, а работодателю он неиз-
вестен. При каких значениях параметра β существует равновесие, в котором заняты:

1) работники всех типов;
2) работники первого и второго типов;
3) работники только первого типа?
Будут ли найденные равновесия единственными?



Глава 3
МОДЕЛИ ЛЕОНТЬЕВСКОГО ТИПА

В результате изучения главы 3 студент должен:
знать
• основные теоретические сведения и теоремы, касающиеся моделей В. В. Ле-

онтьева и Дж. фон Неймана;
уметь
• применять модели леонтьевского типа для анализа экономики;
владеть
• техникой составления межотраслевого баланса.

3.1. Модель В. В. Леонтьева

3.1.1. Определение модели

Идея метода межотраслевого баланса впервые была сформулирована
в работах советских экономистов 1920-х гг. и затем получила развитие
в трудах Василия Васильевича Леонтьева (1906—1999) по изучению струк-
туры американской экономики.

Пусть весь производственный сектор народного хозяйства разбит на n
чистых отраслей, т.е. продукция каждой из отраслей предполагается одно-
родной. Предположим, что различные отрасли выпускают разные продук-
ты. Таким образом, в рассматриваемой экономике выпускается n видов
продуктов. В процессе производства своего вида продукта каждая отрасль
нуждается в продукции других отраслей. Допустим, что в некоторый мо-
мент времени, скажем в году t0, составлен балансовый отчет по итоговым
данным за определенный период времени (например, за истекший год) по
форме, представленной в табл. 3.1.

Величина xij показывает объем продукции отрасли j, израсходованной
отраслью i в процессе производства за отчетный период. Число Хi равно об-
щему объему продукции (валовому выпуску) i-й отрасли за тот же период,
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Таблица 3.1

Номер
отрасли 1 2 … n Валовой

выпуск
Конечное

потребление

1 х11 х12 … х1n Х1 Y1

2 х21 х22 … х2n Х2 Y2

… … … … … … …

n хn1 хn2 … хnn Хn Yn

Сумма xi1

n

Σ
i = 1

xi2

n

Σ
i = 1

… xin

n

Σ
i = 1

— —



а значение Yi показывает объем продукции, который был потреблен в не-
производственной сфере, для создания запасов и т.д.

Таким образом, j-й столбец (xij), i = 1, …, n, показывает распределение
продукции отрасли j на производственные нужды других отраслей. Если

все переменные i-й строки разделить на Хi, то число aij = можно пони-

мать как объем продукции j-й отрасли, необходимый для производства еди-

ницы i-го продукта; число yi = будем понимать как долю продукции i-й

отрасли, которая пошла на внепроизводственное потребление.
Числа aij носят название коэффициентов прямых затрат отраслей i.
Сделаем два предположения.
1. Будем считать технологию производства неизменной в течение неко-

торого промежутка времени.
2. Будем считать существующую технологию линейной, т.е. такой, при

которой для создания объема валового выпуска продукции i-й отрасли Хi

необходимо произвести затраты в объемах Хiaij, j = 1, …, n, продукции всех
отраслей.

Будем говорить, что матрица A(aij) задает технологию при единичной
интенсивности работы всех отраслей. Сопоставим каждой i-й отрасли чис-
ло li > 0 — количество прямых затрат на производство единицы продукта i-
й отрасли, или затраты трудовых ресурсов при единичной интенсивности
технологического процесса.

Таким образом, имеем (n�n)-матрицу А прямых затрат, или матрицу
технологических коэффициентов, и вектор LТ = (l1, l2, l3, …, ln) прямых затрат
труда (L — вектор-столбец).

Таким образом, в рассматриваемой модели имеется n воспроизводимых
факторов производства и один невоспроизводимый фактор (труд).

Допустим, что в некотором промежутке времени [T0; T] все отрасли ра-
ботают таким образом, что годовой объем валового выпуска отрасли с но-
мером i составляет Хi, т.е. считается, что i-я отрасль работает с интенсивно-
стью Хi.

Обозначим через Х вектор валового выпуска, или интенсивности: X =
= (Х1, Х2, …, Хn).

Чтобы произвести единицу первого продукта, необходимо затратить
(а11, а12, …, а1п) продуктов различных отраслей.

По свойству линейности для производства Х1 единиц первого продукта
надо затратить (а11, а12, …, а1п)Х1.

Аналогично чтобы произвести единицу j-го продукта, надо затратить
(аj1, аj2, …, аjп), а на Xj единиц j-го продукта потребуется (аj1, аj2, …, аjп)Xj про-
дуктов.

В то же время, чтобы произвести выпуск X = (Х1, Х2, …, Хn), надо затра-
тить первого продукта Х1а11 + Х2а21 + … + Хnan1, а i-го продукта Х1а1i + Х2а2i +
+ … + Хnani.

Для выпуска Х надо затратить также l1Х1 + l2Х2 + … + lnХn труда.
В матричной форме получаем следующие результаты: для того что-

бы произвести X = (Х1, Х2, …, Хn), необходимо затратить ХА товаров и XL
труда.

Yi––
Xi

xij––
Xi
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Таким образом, часть общего валового выпуска, пошедшая на производ-
ственные нужды, описывается вектором

ai1Xi, ai2Xi, ..., ainXi ,

т.е. вектор производственных затрат равен ХА.
Тогда свободный остаток Y = X – XA будет использован на непроизвод-

ственные цели. Если каждый год выпускается Х, то конечное потребление
Х – ХA = Y. Вектор Y — вектор конечного потребления (спроса) — называ-
ется еще вектором чистого выпуска, или непроизводственного потребле-
ния, конечного выпуска. Элементы матрицы A и вектора L называют коэф-
фициентами прямых затрат.

Основной вопрос, возникающий в процессе планирования и при анализе
производства, формулируется следующим образом: при заданном векторе Y
конечного потребления требуется определить необходимый вектор Х вало-
вого выпуска, т.е. требуется решить систему уравнений Х – ХA = Y при за-
данном векторе Y и матрице А. Данное уравнение вместе с изложенной ин-
терпретацией матрицы А и векторов Х и Y называется моделью Леонтьева.

3.1.2. Равносильные условия продуктивности

Определение 3.1. Матрица А с неотрицательными элементами назы-
вается продуктивной, если существуют векторы Y � 0 и X 	 0, такие что
Х – ХA = Y.

Замечание 3.1. Если условия определения 3.1 выполняются, то, очевид-
но, X 	 0.

Замечание 3.2. Если матрица А продуктивна, то технология такова, что
возможно производить все продукты в чистом виде в произвольном коли-
честве (по линейности λХ — λХА = λY для любого λ).

Теорема 3.1. Пусть А — матрица размера n�n с неотрицательными
элементами. Следующие условия эквивалентны:

1) А — продуктивна;
2) (Е – А) — неотрицательно обратима, т.е. существует (Е – А)–1

и (Е – А)–1 	 0 поэлементно;

3. (Е – А) обратима и (Е – А)–1 = E + A + A2 + A3 + ... = Ak.

� Доказательство. Импликация 3  2  1 выполняется автоматичес-
ки. Проверим импликацию 1  3.

Пусть Х – ХА = Y для некоторых Х � 0, Y � 0. Тогда ХА = Х, т.е.
ХА 
 λХ для некоторого числа λ ∈ (0; 1). Но тогда ХА2 
 λХА 
 λ2Х и т.д.
Получаем ХАk 
 λkХ. Но λk 0, поэтому XAk 0. Но Х � 0, значит,

Ak 0 поэлементно. Более того, Ak сходится, поскольку каждый эле-

мент этого матричного ряда мажорируется сходящейся геометрической
прогрессией. Обозначим

B Ak; Bk Ai.
k
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Имеем

(E – A)Bk = Bk(E – A) = (E – A)(E + A + A2 + ... + Ak) =

= E – A + A – A2 + A2 – ... – Ak + Ak – Ak + 1 = E – Ak + 1 E.

Таким образом,

(E – A)Bk = Bk(E – A) = (E – A)B = B(E – A) = E.

т.е. B = Ak = (E – A)–1. �

Следствие 3.1. Неотрицательная матрица А продуктивна тогда и толь-
ко тогда, когда ее спектральный радиус меньше 1.

Напомним, что спектральный радиус матрицы — это максимум из моду-
лей всех ее собственных чисел.

Следствие 3.2. Матрица А продуктивна тогда и только тогда, когда

∀Y � 0 ∃X � 0: X – AX = Y.

Действительно, пусть матрица А продуктивна, Y � 0 — любой строго по-
ложительный вектор. Тогда примем

X = Y(E – A)–1 = Y(E + A + A2 + A3 + …) = Y + YA + YA2 + YA3 + … . (3.1)

Замечание 3.3. Формула (3.1) имеет весьма важную экономическую ин-
терпретацию. Для того чтобы произвести чистый выпуск Y, следует затра-
тить YА товаров. Чтобы их затратить, их надо произвести, но чтобы их про-
извести, необходимо затратить YА2 товаров, для этого необходимо
затратить YА3 товаров и т.д.

Коэффициенты матрицы B = (E – A)–1 называются коэффициентами
полных затрат.

Для того чтобы произвести чистый выпуск Y, необходимо тратить не
только продукты, но и труд.

Чтобы произвести вектор Y чистого выпуска, надо затратить величину
YL труда. Но до этого необходимо затратить YА2L труда на производство
YА2 товаров и т.д. Получаем

XL = Y(E + A + A2 + …)L = YT,

где T = (E + A + A2 + …)L = (E – A)–1L — вектор полных затрат труда.
Таким образом,

XL = YT = Y(E – A)–1L.

Валовой выпуск, умноженный на прямые затраты труда, равен конечно-
му (чистому) выпуску, умноженному на полные затраты труда.

3.1.3. Система ценовых уравнений

Предположим, что вектор цен и номинальная ставка заработ-

ной платы w заданы. Очевидно, что цена единицы i-го продукта равна

pi = ai1p1 + ai2p2 + … + ainpn + liw, i = 1, 2, …, n.

p =

p

pn

1

M
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В матричной форме имеем

p = Ap + Lw; p – Ap = Lw; (E – A)p = Lw;

p = (E – A)–1Lw = (E + A + A2 + ...)Lw = Tw; p = Tw, (3.2)

т.е. цены, построенные по затратному принципу, пропорциональны векто-
ру полных затрат труда. Таким образом, схема формирования цен по пол-
ным затратам труда (3.2) исходит из системы ценовых уравнений

p = Ap + Lw.

Схема формирования цен по правилу «затраты плюс» может быть легко
получена, если исходить из системы ценовых уравнений

p = (1 + r)(Ap + Lw), (3.3)

где r — норма прибыли, r = ; R — выручка; С — полные затраты).

При не очень больших r система ценовых уравнений (3.3) имеет реше-
ние.

3.1.4. Использование схемы межотраслевого баланса

Для наглядного выражения взаимной связи между отраслями исполь-
зуют таблицы определенного вида, называемые таблицами межотраслево-
го баланса. Впервые таблица межотраслевого баланса (МОБ) была опуб-
ликована в 1926 г. в России. Однако своего совершенного развития
математическая модель межотраслевого баланса, которая допускает широ-
чайшие возможности для анализа и прогнозирования, достигла в 1930-х гг.
в работах В. В. Леонтьева, за что ему в 1936 г. и была присуждена Нобелев-
ская премия.

Пусть весь производственный сектор хозяйства разбит на n чистых от-
раслей (таких как энергетика, машиностроение и т.д., т.е. некоторая часть
хозяйства, более или менее однородная).

Пусть xij — это стоимость продукта, произведенного в j-й отрасли и по-
требленного i-й отраслью для производства продукции i-й отрасли стоимо-
стью Xi; Xi — валовой выпуск i-й отрасли, т.е. объем производства i-й отрас-
ли за данный промежуток времени в стоимостном выражении; Yi — объем
потребления продукции i-й отрасли в непроизводственной сфере, так назы-
ваемый объем конечного потребления, или конечный продукт i-й отрасли,
также в стоимостном выражении.

Рассмотрим схему межотраслевого баланса. Таблица межотраслевого
баланса (табл. 3.2) состоит из четырех квадрантов:

• I квадрант отражает межотраслевые связи (табл. 3.3);
• II квадрант представляет национальный доход как стоимость условно

чистой продукции отрасли zi, которая включает в себя амортизацию (сi), оп-
лату труда (vi) и чистый доход (mi) i-й отрасли (табл. 3.4):

zi = ci + vi + mi;

• III квадрант характеризует отраслевую материальную структуру на-
ционального дохода (табл. 3.5);

R – C
————

C
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Таблица 3.2

Таблица 3.3

Таблица 3.4

Таблица 3.5

Потребляющие
отрасли

Производящие
отрасли Аморти-

зация
Оплата
труда

Чистый
доход

Валовой
продукт

1 2 ... n

1 x11 x12 ... x1n c1 v1 m1 X1

2 x21 x22 ... x2n c2 v2 m2 X2

... ... ... I ... ... II ... ...

n xn1 xn2 ... xnn cn vn mn Xn

Конечный продукт Y1 Y2 III Yn Yj = zi IV
n

Σ
i = 1

n

Σ
j = 1

—

Валовой продукт X1 X2 ... Xn
— Xj = Xi

n

Σ
i = 1

n

Σ
j = 1

• IV квадрант показывает конечное распределение и использование на-
ционального дохода и состоит из следующих тождеств:

Yj = zi; (3.4)

Xj = Xi. (3.5)

Рассмотрим основные соотношения межотраслевого баланса.
1. Рассматривая таблицу межотраслевого баланса по строкам, можно сде-

лать вывод, что сумма материальных затрат любой потребляющей отрасли
и ее условно чистой продукции равна валовому выпуску данной отрасли:

Xi = xij + zi, i = 1, 2, ..., n.
n

Σ
j = 1

n

Σ
j = 1

n

Σ
i = 1

n

Σ
j = 1

n

Σ
i = 1

Потребляющие
отрасли

Производящие отрасли

1 2 … п

1 x11 x12 … x1n

2 x21 x22 … x2n

… … … … …

п xn1 xn2 … xnn

Амортизация Оплата труда Чистый доход Валовый продукт
с1 v1 m1 X1

с2 v2 m2 X2

… … … …
сn vn mn Xn

Конечный продукт Y1 Y2 … Yn

Валовой продукт X1 X2 … Xn



2. Рассматривая таблицу по столбцам, можно заметить, что валовой вы-
пуск каждой производящей отрасли равен сумме материальных затрат по-
требляющих ее продукцию отраслей и конечной продукции данной отрасли:

Xj = xij + Yi, j = 1, 2, ..., n. (3.6)

Формула (3.6) описывает систему из n уравнений, которые называются
уравнениями распределения продукции отраслей материального производ-
ства по направлениям использования.

Валовой национальный доход равен сумме валовых продуктов отраслей:

Xi = xij + zi = Xj = xij + Yj.

Отсюда следует, что должно выполняться равенство итогов 2-го и 3-го
квадрантов:

zi = Yj.

Данные соотношения отражены в четвертом разделе таблицы межотрас-
левого баланса (см. формулы (3.4), (3.5)).

3.1.5. Анализ экономики с помощью модели Леонтьева

Рассмотрим примеры анализа экономики с помощью модели В. В. Леон-
тьева.

Пример 3.1. Даны коэффициенты прямых материальных затрат aij и вектор
конечной продукции для трехотраслевой экономической системы:

Требуется выполнить следующие задания.
1. Проверить продуктивность матрицы A.
2. Определить коэффициенты полных затрат.
3. Определить вектор валового выпуска.
4. Определить межотраслевые поставки продукции.
5. Заполнить схему МОБ.
Решение. 1. Матрица A продуктивна на основании достаточного признака,

так как сумма элементов в каждом ее столбце меньше 1.
2. Матрица коэффициентов косвенных затрат 1-го порядка

Матрица коэффициентов косвенных затрат 2-го порядка
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Матрица коэффициентов полных затрат приближенно равна

Определим матрицу коэффициентов полных затрат точно. Сначала найдем

Определитель матрицы E – A

∆ = 0,7 · 0,5 · 0,8 + (–0,4) · (–0,1) · (–0,2) – (–0,4) · 0,5 · (–0,3) –
– (–0,2) · (–0,1) · 0,8 = 0,196.

Найдем алгебраические дополнения для элементов матрицы:

Получим матрицу алгебраических дополнений

Транспонируем D, умножим DT на 1/∆ и получим матрицу B = (E – A)–1:

3. Найдем величины валовой продукции трех отраслей:

4. Для определения элементов первого квадранта схемы МОБ и для опреде-
ления межотраслевых поставок воспользуемся формулой xij = aijXj. Получим

5. Составляющие второго квадранта (условно чистая продукция) находятся
как разность между объемами валовой продукции и суммами элементов строк
найденного квадранта:

Межотраслевой баланс производства и распределения продукции

Потребляющие отрасли
Производящие отрасли Продукт

1 2 3 конечный валовой

1 232,65 51,02 291,84 200 775,510

2 155,10 255,10 0 100 510,200

3 232,65 51,02 145,92 300 729,590

Условно чистая продукция 155,10 153,06 299,88 600 —

Валовой продукт 775,51 510,20 749,70 — 2015,306

232 65 51 02 291 84
155 10 255 10 0
232 65 51 02 145 92
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Пример 3.2. Задана матрица прямых затрат: , где aij — объем

продукции i-й отрасли, необходимый для производства одной единицы продук-
та с номером j. Вектор прямых затрат труда L = (5 4), вектор чистого выпуска

и номинальная ставка заработной платы w = 1.

Требуется выполнить следующие задания.
1. Проверить продуктивность матрицы A.
2. Определить матрицу коэффициентов полных затрат.
3. Определить вектор валового выпуска.
4. Определить цены по правилу полных затрат.
Решение. Запишем уравнение межотраслевого баланса в матричной форме:

X – AX = Y.

Тогда

(E – A)X = Y; X = (E – A)–1Y;

X = (E + A + A2 + …)Y = (E – A)–1Y;

LX = L(E + A + A2 + …)Y = TY,

где

T = L(E + A + A2 + …) = L(E – A)–1;

LX = L(E – A)–1Y = TY.

Запишем ценовое уравнение модели Леонтьева (матричная запись): p = Ap + Lw,
таким образом,

p = Lw(E – A)–1 = wL(E + A + A2 + …) = wT.

Леонтьевская матрица:

Найдем матрицу коэффициентов полных затрат: det (E – A) = 0,48 – 0,09 =
= 0,39;

Тем самым мы доказали, что матрица прямых затрат модели Леонтьева про-
дуктивна.

Таким образом, вектор валового выпуска

цены по правилу полных затрат

p = Tw = (13,33 10).

Проверка. Другой способ определения продуктивности матрицы A:
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Таким образом, спектральный радиус матрицы A меньше единицы, следова-
тельно, она продуктивна.

3.2. Модель Дж. фон Неймана

3.2.1. Описание модели

В статическом варианте модели В. В. Леонтьева не учитывается фактор
времени, играющий важнейшую роль при составлении плана. Модель
В. В. Леонтьева допускает динамическую, развернутую во времени форму-
лировку. Рассмотрим, однако, динамическую модель Дж. фон Неймана,
в которой допускается совместное производство в каждом технологичес-
ком процессе (отрасли) нескольких видов товаров.

Рассмотрим экономику, описываемую парой (X, K), где X — пространст-
во товаров; K — множество производственных процессов, перерабатываю-
щих некоторые количества товаров и другие количества тех же товаров.

Пусть имеется n наименований продуктов (Gi, i = 1, 2, …, n). Тогда
X = �+

n — неотрицательный ортант n-мерного векторного пространства �n.
В модели Дж. фон Неймана множество K состоит из конечного числа

процессов Q1, Q2, …, Qm, которые называются базисными. Каждый базисный
процесс Qi представляет собой пару векторов из множества X: Qi = (ai, bi).
Содержательный смысл процесса Qi таков. Данный процесс затрачивает
вектор товаров ai = (ai1, ai2, …, ain), где аij — количество товара Gj, j = 1, 2, …, n,
и производит вектор товаров bi = (bi1, bi2, …, bin). Все векторы ai, bi, i = 1, 2, …, n,
неотрицательны.

Введя обозначения А = (аij), В = (bij), получаем, что технология данной
модели задается парой неотрицательных матриц (А, В). Матрица А называ-
ется матрицей затрат, В — матрицей выпуска.

Определим неотрицательную линейную комбинацию базисных про-
цесссов Q1, Q2, …, Qm как новый процесс, в котором затраты и выпуск явля-
ются линейными комбинациями векторов затрат и выпуска базисных про-
цессов:

z1Q1 + z2Q2 + ... + zmQm = ziai, zibi = (zA, zB),

где zi 	 0, i = 1, 2, …, m, z = (z1, z2, …, zm).
Вектор z назовем вектором интенсивностей и будем говорить, что в про-

цессе (zA, zB) участвует базисный процесс Qi с интенсивностью zi. Полу-
чившееся более широкое множество процессов обозначим

C = {(x, y) | x = zA, y = zB, z 	 0}.

В то время как базисные процессы Qi, i = 1, 2, …, m, соответствуют реаль-
ным отраслям, заводам и т.д., каждый элемент (x, y) ∈ C есть некоторый
фиктивный процесс, описывающий определенный режим совместной рабо-
ты этих отраслей, заводов, фабрик и т.д. При этом х представляет собой
вектор затрат товаров, а у — вектор выпуска.
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Статический вариант модели Леонтьева является частным случаем мо-
дели фон Неймана при n = m, B = E.

3.2.2. Траектории цен

Перейдем к описанию динамики модели фон Неймана. Через zt будем
обозначать вектор интенсивностей, описывающий функционирование данной
производственной системы в период (t – 1; t). В каждый период (t – 1; t)
применяется один из процессов множества С, характеризующийся векто-
ром интенсивностей zt.

Кроме предположения о линейности модели сделаем еще одно важное пред-
положение: модель фон Неймана замкнута. Это означает, что для производст-
ва в период (t; t + 1) можно тратить лишь те продукты, которые были произ-
ведены в предыдущий период времени (t – 1; t). Таким образом, предполо-
жение о замкнутости модели записывается следующей системой неравенств:

Вектор z0 представляет собой вектор запасов, имеющихся к началу рас-
сматриваемого периода [0; T]. Последовательность векторов z1, z2, ..., zT,
удовлетворяющих приведенной системе неравенств, назовем планом с на-
чалом z0 и обозначим {zt}.

Обозначим через pt
j цену единицы продукта Gj в период (t – 1; t). Соот-

ветствующий вектор цен обозначим pt.
Величина pt + 1bi – ptai выражает доход процесса Qi за период (t – 1; t). Ос-

новное предположение относительно цен состоит в следующем: никакой из
процессов Qi, i = 1, 2, ..., m, не приносит положительного дохода, т.е.

pt + 1bi – ptai 
 0, i = 1, 2, …, m, t = 1, 2, …, T – 1, T,

или

Apt 	 Bpt + 1, t = 1, 2, …, T. (3.7)

В начале периода (t – 1; t) средства тратятся на закупку сырья в количе-
стве ai по ценам pt данного периода; затем произведенная продукция bi про-
дается уже по ценам следующего периода. Данное условие называется пра-
вилом нулевого дохода.

Допустим, что владелец i-й фирмы обладает капиталом k в начале пери-
ода (t – 1; t). Тогда он может на эту сумму купить сырье и осуществить про-
изводство с интенсивностью z, удовлетворяющей условию (zai, pt) = k
(здесь z — число). В том случае, если его доход нулевой, т.е. (zbi, pt + 1) = k,
в течение периода (t; t + 1) он также будет обладать капиталом k.

Сравним покупательные способности капитала k в периодах (t – 1; t)
и (t; t + 1). Пусть вектор x ∈ �+

n задает некий набор товаров. Тогда в перио-
де (t – 1; t) на сумму k можно приобрести δt = k/(x, pt) штук таких наборов,
а в периоде (t; t + 1) — уже δt + 1 = k/(x, pt + 1). Для расширяющейся эконо-
мики, как будет показано в модели фон Неймана, характерен случай, когда
цены со временем падают (pt + 1 < pt и, следовательно, δt + 1 > δt), т.е. предъяв-
ляется еще одно своеобразное требование о замкнутости модели: чтобы
с ростом общего числа продуктов денежная масса не увеличивалась.

z1A 
 z0,
zt + 1A 
 ztB, t = 1, 2, ..., T – 1.
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На самом деле основное содержание правила нулевого дохода таково:
максимально возможная прибыль во всех отраслях одинакова, т.е. это лишь
иная форма восходящей к теории А. Смита гипотезы о тенденции выравни-
вания нормы прибыли во всех отраслях хозяйства.

Последовательность цен pt, t = 1, 2, …, T + 1, удовлетворяющую системе
неравенств (3.7), будем называть траекторией цен и обозначать {pt}.

3.2.3. Стационарные траектории

Запишем явно предположения о том, что общая масса денег не меняется
и постоянно находится в обращении.

Первое предположение записывается в виде равенства

ztApt = ztBpt + 1, t = 1, 2, …, T. (3.8)

Второе предположение означает, что в начале каждого периода (t; t + 1)
вся сумма денег ztBpt + 1, вырученная от продажи продукции предыдущего
производственного цикла, идет на приобретение сырья для производства
в данном периоде, т.е.

ztBpt + 1 = zt + 1Apt + 1, t = 1, 2, …, T – 1. (3.9)

Иногда говорят, что цены в модели фон Неймана (двойственные оцен-
ки) pt являются лишь математическим инструментом при доказательстве
фактов, относящихся к данной модели.

Важную роль в изучении траекторий интенсивностей и цен играют са-
мые простые из возможных динамических траекторий — так называемые
стационарные траектории.

Определение 3.2. Траектория интенсивностей {zt} называется стацио-
нарной, если существует такое число v > 0, что zt = vzt – 1, или, что то же са-
мое, zt = vtz0, t = 1, 2, … .

Для того чтобы последовательность zt = vtz0 была стационарной траекто-
рией интенсивностей, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось нера-
венство

vzA 
 zB (z = z0).

Введем функцию α(z) zB/zA. Число α(z) называется технологичес-
ким темпом роста модели на луче vz, v > 0. Смысл числа α(z) понятен: при
развитии по стационарной траектории zt = vtz производство всех продуктов
остается в неизменной пропорции, хотя общий объем растет (или убывает)
в геометрической прогрессии со знаменателем v. Число α(z) показывает,
с каким максимальным темпом может расширяться экономика, сохраняя
соотношения всех продуктов в пропорции, определяемой вектором z.

Говорят, что в экономике наблюдается сбалансированный рост, так как
все уровни интенсивности возрастают одинаковыми темпами λ. Константа
λ = 1 – v называется темпом сбалансированного роста,

z(t) = (1 + λ)tz(t0);
zi(t + 1) = (1 + λ)zi(t), i = 1, 2, ..., m.

Предполагается, что цены всех товаров снижаются одинаковыми темпа-
ми. Постоянная ρ = 1 – µ в экономике фон Неймана обозначает норму про-

def
=
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цента, которая характеризует заинтересованность во владении деньгами,
потому что определенная сумма денег, на которую можно приобрести дан-
ное количество какого-либо товара в момент t, даст возможность купить
в (1+ ρ) раз большее количество того же товара в момент t + 1:

p(t) = (1 + ρ)–tp(t0); pj(t + 1) = , j = 1, 2, ..., n.

Определение 3.3. Траектория цен {pt} называется стационарной, если
существует такое число µ > 0, что µpt + 1 = pt, или µtpt + 1 = p (p = p0).

Последовательность pt + 1 = p будет траекторией цен тогда и только тог-

да, когда µAp 	 Bp.

3.2.4. Равновесие в модели фон Неймана

Введем в рассмотрение функцию β(p) = min µ, где минимум берется по
всем µ > 0, таким что µAp 	 Bp. Число β показывает, с какой минимальной
скоростью должны падать (или расти) цены на продукты производства, ос-
таваясь на луче µp, µ 	 0, чтобы всякий процесс не приносил положитель-
ной прибыли.

Число β(p) называется экономическим темпом роста модели на луче µp,
µ 	 0.

Для стационарных траекторий zt = vtz, pt = µpt + 1 равенства (3.8) и (3.9)
принимают вид соответственно

µzAp = zBp; vzAp = zBp.

Определение 3.4. Говорят, что модель фон Неймана находится в состо-
янии динамического равновесия, описываемого параметрами (v, z, µ, р), где
µ, v — положительные числа, a z, р — неотрицательные ненулевые векторы,
если выполнены условия

Величина zBp представляет собой стоимость выпуска в состоянии рав-
новесия модели фон Неймана, составляющими которого являются векторы
z и р.

Определение 3.5. Состояние равновесия (v, z, µ, р) модели фон Нейма-
на называется невырожденным, если zBp > 0.

Теорема 3.2. Пусть матрицы А > 0, В > 0 таковы, что в матрице А нет
нулевых строк, а в матрице В нет нулевых столбцов. Тогда существует ре-
шение системы (3.10), обладающее следующими свойствами:

zBp > 0;
vza j < zb j  pj = 0;

µaip > bip  zi = 0;

v = µ.

(3.10)

v A B
A B
A B

v B B

z z
p p

z p z p
z p z p

J
I
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µ
µ =

=










1
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µt

pj(t)
———
1 + ρ
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Требование ai
� 0, i = 1, 2, …, m, означает, что у нас нет процессов, кото-

рые ничего не тратят, — из ничего нельзя что-либо произвести. Условие
b j � 0, j = 1, 2, …, n, означает, что всякий продукт производится в данной мо-
дели, что тоже естественно, ибо такая модель замкнута.

Другими словами, теорема 3.2 утверждает, что при некоторых условиях
равновесие существует. Может существовать лишь конечное число состоя-
ний равновесия с различными коэффициентами α. Число таких решений
системы (3.10) не превосходит min(m, n).

Если предъявить к матрицам А и В более сильные условия, а именно
aij + bij > 0 ∀i, j, т.е. любой продукт является либо затратами, либо выпуском
в каждом производственном процессе, или если каждый продукт может
быть произведен каким-либо производственным процессом и каждый про-
изводственный процесс тратит какой-либо продукт, то существуют макси-
мальный темп сбалансированного роста λ* и минимальная норма процента
ρ*, которые равны между собой:

λ* = ρ* = – 1. (3.11)

Это равновесие справедливо для всех периодов времени t при соблюде-
нии предположения о том, что начальные точки p(t0) и z(t0) удовлетворяют
соотношению (3.11). Траектория, соответствующая максимальному сба-
лансированному росту, известна под названием луча фон Неймана.

Определение 3.6. Положением равновесия в модели фон Неймана назы-
вается тройка (α*, z*, p*), где α* > 0, z* 	 0, z* ∈ �m, р* 	 0, р* ∈ �n, удовлетво-
ряющая соотношениям

α*z*A 
 z*B;
α*Ap* 	 Bp*;

z*Bp* > 0,

в этом случае решение λ* = ρ* является единственным.
Рассмотрим пример анализа модели фон Неймана.

Пример 3.3. Для модели фон Неймана требуется най-

ти темп роста αм и луч фон Неймана (A — матрица затрат, B — матрица выпуска).
Решение. Нахождение стационарной траектории цен. Для того чтобы сущест-

вовала стационарная последовательность цен, необходимо и достаточно сущест-
вования такого неотрицательного вектора p и такого неотрицательного числа µ,
чтобы выполнялись равенства µAp = Bp; µp = A–1Bp. Имеем:

Нас интересуют только неотрицательные собственные числа этой матрицы:
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Найдем собственные векторы матрицы A–1B:

x � 6,53y, т.е. , π ∈ � — собственное пространство матрицы A–1B.

Таким образом,

— стационарная траектория цен, а ρ* = 1,53 = 153% — минимальная норма про-
цента, или экономический темп роста модели на луче µp0, µ 	 0.

Определение стационарной траектории интенсивностей. Для того чтобы су-
ществовала стационарная последовательность интенсивностей, необходимо
и достаточно существования такого неотрицательного вектора z и такого неот-
рицательного числа н, чтобы выполнялись равенства νza = zB, νz = zBA–1. Имеем

Ищем неотрицательные собственные числа данной матрицы:

Определим собственные векторы матрицы BA–1:

Таким образом, x � 1,133y, т.е. , ς ∈ �, — собственное пространст-

во матрицы BA–1. Поэтому

— стационарная траектория интенсивностей, а λ* = 1,53 — максимальный темп сба-
лансированного роста, или технологический темп роста модели на луче νz0, ν 	 0.

Проверка. Проверим, выполняется ли соотношение
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Таким образом, = 2,53. Очевидно также, что состояние равновесия мо-

дели фон Неймана является невырожденным.
Определение луча фон Неймана. Модель фон Неймана находится в положе-

нии динамического равновесия, так как максимальный темп сбалансированного
роста и минимальная норма процента равны между собой. Темп роста αm = 1,53,
а траектория, соответствующая максимальному сбалансированному росту, или
луч фон Неймана, определяется уравнениями (*), (**). Как известно, из этого
(ν = µ = αm) следует единственность положения равновесия в модели фон Ней-
мана.

Задачи для самостоятельного решения

3.1. В модели межотраслевого баланса матрица прямых затрат ,

где aij — объем продукции i-й отрасли, необходимый для производства одной еди-

ницы продукта j-й отрасли; вектор прямых затрат труда ; вектор чистого вы-

пуска ; номинальная ставка заработной платы w = 1.

Требуется выполнить следующие задания.
1. Проверить продуктивность матрицы A.
2. Вычислить матрицу коэффициентов полных затрат.
3. Найти вектор валового выпуска.
4. Определить цены по правилу полных затрат.

3.2. В модели межотраслевого баланса матрица прямых затрат ,

где aij — объем продукции i-й отрасли, необходимый для производства одной еди-

ницы продукта j-й отрасли; вектор прямых затрат труда ; вектор чистого вы-

пуска ; номинальная ставка заработной платы w = 1.

Требуется выполнить следующие задания.
1. Проверить продуктивность матрицы A.
2. Вычислить матрицу коэффициентов полных затрат.
3. Найти вектор валового выпуска.
4. Определить цены по правилу полных затрат.

В задачах 3.3—3.13 в модели межотраслевого баланса в таблице заданы коэффи-
циенты прямых поставок aij и конечный продукт yi. Требуется выполнить следую-
щие задания.

1. Проверить продуктивность матрицы A.
2. Определить межотраслевые поставки продукции.

=
50

100

,







Y

=
2
3







L

A =
0 5 0 2
0 3 0 4

2

, ,
, ,







=
100
150

,







Y

=
5
4







L

A =
0 4 0 3
0 3 0 2

5

, ,
, ,







42,65
————
16,85

=11 1 1
3 2
2 6

6 5

1
5 3 8 2

6
( , )

,
( , , )

,















55

1
42 65

11 1 1
1 2
1 1

6 5

1
2 1 3 2

6 5

1































=

=

, ;

( , )
,

( , , )
,





 =162 85, .

101



3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.
Отрасль

Коэффициент прямых поставок aij Конечный
продукт yi1 2 3

1 0,1 0,2 0,3 190

2 0,4 0,0 0,0 130

3 0,4 0,1 0,2 150

Отрасль
Коэффициент прямых поставок aij Конечный

продукт yi1 2 3

1 0,2 0,3 0,2 200

2 0,4 0,1 0,0 140

3 0,4 0,2 0,2 160

Отрасль
Коэффициент прямых поставок aij Конечный

продукт yi1 2 3

1 0,2 0,3 0,4 100

2 0,4 0,0 0,1 150

3 0,4 0,2 0,3 170

Отрасль
Коэффициент прямых поставок aij Конечный

продукт yi1 2 3

1 0,0 0,4 0,4 110

2 0,4 0,1 0,1 160

3 0,4 0,3 0,3 180

Отрасль
Коэффициент прямых поставок aij Конечный

продукт yi1 2 3

1 0,4 0,1 0,3 120

2 0,4 0,3 0,1 170

3 0,4 0,0 0,3 190

Отрасль
Коэффициент прямых поставок aij Конечный

продукт yi1 2 3

1 0,2 0,0 0,4 130

2 0,4 0,0 0,4 180

3 0,4 0,0 0,4 200

Отрасль
Коэффициент прямых поставок aij Конечный

продукт yi1 2 3

1 0,1 0,2 0,2 140

2 0,4 0,4 0,4 190

3 0,4 0,4 0,0 100

Отрасль
Коэффициент прямых поставок aij Конечный

продукт yi1 2 3

1 0,3 0,1 0,3 150

2 0,1 0,1 0,1 200

3 0,0 0,1 0,1 110

102



103

3.11.

3.12.

3.13.

3.14. Рассматривается модель фон Неймана (A и В — со-

ответственно, матрица затрат и матрица выпуска). Требуется определить техноло-
гический и экономический темпы сбалансированного роста, стационарную траек-
торию интенсивностей и стационарную траекторию цен, в модели фон Неймана
найти состояние динамического равновесия, проверить его невырожденность, про-
верить условия существования и единственности положения равновесия, найти
темп роста αM и луч фон Неймана.

3.15. Даны матрица прямых материальных затрат ; вектор пря-

мых затрат труда L и вектор конечного потребления Y для двухсекторной экономи-
ческой системы, а также номинальная ставка заработной платы w = 1. Требуется
определить вектор валового выпуска и цены по правилу полных затрат для задан-
ных значений L и Y:

1) L = ; Y = ; 2) L = ; Y = ; 3) L = ; Y = ;

4) L = ; Y = ; 5) L = ; Y = ; 6) L = ; Y = ;

7) L = ; Y = ; 8) L = ; Y = ; 9) L = ; Y = ;

10) L = ; Y = ; 11) L = ; Y = ; 12) L = ; Y = ;

13) L = ; Y = ; 14) L = ; Y = ; 15) L = ; Y = ;

16) L = ; Y = ; 17) L = ; Y = ; 18) L = ; Y = ;

19) L = ; Y = ; 20) L = ; Y = ; 21) L = ; Y = ;

22) L = ; Y = ; 23) L = ; Y = ; 24) L = ; Y = ;

25) L = ; Y = .
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1 0,4 0,0 0,1 170
2 0,3 0,3 0,2 110
3 0,4 0,0 0,1 130

Отрасль
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Глава 4
НЕОКЛАССИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ МИКРОЭКОНОМИКИ

В результате изучения главы 4 студент должен:
знать
• основные неоклассические модели микроэкономики;
• различия между экономикой обмена и экономикой с производством;
уметь
• определять функции спроса и предложения;
• решать теоретические задачи, связанные с неоклассическими моделями мик-

роэкономики;
владеть
• основами микроэкономического анализа.

4.1. Предпочтения и функции полезности

Бинарным отношением на непустом множестве X называется всякое не-
пустое подмножество � декартова произведения X � X.

Включение (x, y) ∈ � обычно записывается как x � y. Бинарное отноше-
ние на множестве X называется:

1) рефлексивным, если для любого x ∈ X верно, что x � x;
2) линейным, если для любой пары (x, y) ∈ X � X верно, что или x � y,

или y � x (или и то и другое одновременно);
3) транзитивным, если для всех элементов x, y, z ∈ X из того, что x � y,

y � z, следует, что x � z.
Определение 4.1. Рефлексивное, линейное и транзитивное отношение

на заданном множестве называется отношением предпочтения, или просто
предпочтением, на заданном множестве.

Пусть � — некоторое отношение предпочтения на X, тогда запись x � y
читается как «набор x по крайней мере так же хорош, как и y», или «элемент x
не хуже элемента y». Запись x � y читается как «x предпочтительнее y»
и означает, что x � y, но неверно, что y � x.

Если одновременно x � y и y � x, то x � y (x и y эквивалентны). Пусть
x — некоторый элемент множества X, тогда множество {y: y � x} будем на-
зывать множеством элементов, лучших, чем x, а {y: y � x} — множеством
элементов, худших, чем x; {y: y � x} — множеством элементов, не худших,
чем x; {y: y � x} — множеством элементов, не лучших, чем x.

Если множество X наделено топологической структурой, то можно гово-
рить о непрерывности предпочтений.

Определение 4.2. Отношение предпочтения � на топологическом про-
странстве X называется непрерывным, если для любого x ∈ X множества
{y: y � x} и {y: y � x} замкнуты.
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Определение 4.3. Будем говорить, что функция u: X � � задает на мно-
жестве X предпочтение �, если для любых x, y ∈ X верно следующее: x � y,
если и только если u(x) 
 u(y).

В этом случае соотношение x � y, конечно же, эквивалентно неравенст-
ву u(x) > u(y). Функция u в этом случае называется функцией полезности,
задающей отношение предпочтения на X.

Когда отношение предпочтения может быть задано функцией полезнос-
ти? Следующая теорема утверждает, что это возможно для весьма широко-
го класса отношений предпочтения.

Теорема 4.11. Любое непрерывное отношение предпочтения на топологи-
ческом пространстве со счетной базой открытых множеств может быть
представлено непрерывной функцией полезности.

Определение 4.4. Отношение предпочтения �, заданное на выпуклом
подмножестве X векторного пространства, называется:

а) выпуклым, если из соотношений y � x, z � x, 0 < α < 1 следует, что вы-
пуклая комбинация αy + (1 – α)z � x;

б) строго выпуклым, если из соотношений y � x, z � x, 0 < α < 1 следу-
ет, что αy + (1 – α)z � x.

Таким образом, отношение предпочтения �, определенное на выпуклом
множестве X, выпукло тогда и только тогда, когда множество {y ∈ X: y � x}
является выпуклым при любом x ∈ X.

Определение 4.5. Функция u: C � �, заданная на непустом выпуклом
подмножестве C некоторого векторного пространства, называется:

1) квазивогнутой, если для любых x, y ∈ C, x � y, и любого числа 0 < α < 1
верно, что

u(αx + (1 – α)y) 	 min{u(x), u(y)};

2) строго квазивогнутой, если для любых x, y ∈ C, x � y, и любого числа
0 < α < 1 верно, что

u(αx + (1 – α)y) > min{u(x), u(y)};

3) вогнутой, если для любых x, y ∈ C, x � y, и любого числа 0 < α < 1

u(αx + (1 – α)y) 	 αu(x) + (1 – α)u(y);

4) строго вогнутой, если для любых x, y ∈ C, x � y, и любого числа 0 < α < 1

u(αx + (1 – α)y) > αu(x) + (1 – α)u(y).

Теорема 4.2. Пусть C — выпуклое подмножество векторного простран-
ства, а u: C � � — некоторая функция на нем. Справедливы следующие ут-
верждения:

а) функция u квазивогнута тогда и только тогда, когда задаваемое ею
отношение предпочтения выпукло;

б) функция u строго квазивогнута тогда и только тогда, когда задавае-
мое ею отношение предпочтения строго выпукло.
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Kirman A. P. Introduction to equilibrium analysis. Amsterdam : North-Holland Publishing Company,
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� Доказательство. а) Предположим, что функция u квазивогнута
и пусть x � y, z � y (т.е. u(x) 	 u(y), u(z) 	 u(y)) и 0 < α < 1. Имеем

u(αx + (1 – α)z) 	 min{u(x),u(z)} 	 u(y)

т.е. αx + (1 – α)z 	 y.
Предположим теперь, что отношение предпочтения �, задаваемое функ-

цией u, является выпуклым, и пусть x, y ∈ C, 0 < α < 1.
Не умаляя общности, можно считать, что u(x) 	 u(y) (т.е. x � y). Из со-

отношений x � y, y � y и выпуклости � следует, что αx + (1 – α)y � y, т.е.

u(αx + (1 – α)y) 	 u(y) = min{u(x), u(y)},

что и требовалось доказать.
б) Предположим, что функция u строго квазивогнута и x � y, z � y,

0 < α < 1. Тогда u(x) 	 u(y), u(z) 	 u(y), u(αx + (1 – α)z) > min{u(x), u(z)} 	 u(y),
т.е. αx + (1 – α)z � y.

Предположим теперь, что отношение предпочтения �, задаваемое функ-
цией u, является строго выпуклым, и пусть x, y ∈ C, 0 < α < 1. Без ограни-
чения общности можно считать, что u(x) 	 u(y) (т.е. x � y). Из строгой вы-
пуклости � и соотношений x � y, y � y следует, что αx + (1 – α)y � y, т.е.

u(αx + (1 – α)y) > u(y) = min{u(x), u(y)},

что и требовалось доказать. �
Замечание 4.1. Таким образом, функция полезности, порождающая (стро-

го) выпуклое предпочтение, является (строго) квазивогнутой, и наоборот.
Замечание 4.2. Условия, на которых товар j обменивается на товар i, опре-

деляются соотношением цен , где pi, pj — неотрицательные вещественные

числа и pj > 0. Ясно, что piqi = pjqj, где qi, qj — количества товаров i и j, так что

= .

Величина выражает количество товара j, которое можно обменять на

единицу товара i по ценам p = (p1, p2, …, pi, …, pj, …, pn).
Определение 4.6. Упорядоченным (частично упорядоченным) вектор-

ным пространством будем называть вещественное векторное пространство
(E), наделенное некоторым отношением порядка (частичного порядка) 	;
при этом должны выполняться следующие два условия, которые связыва-
ют алгебраическую и порядковую структуры:

1) если x 	 y, то x + z 	 y + z для любых x, y, z ∈ E;
2) если x 	 y, то αx 	 αy для любых x, y ∈ E при любом α 	 0.
Запись x > y означает, что x 	 y и x � y. Множество E + = {x ∈ E: x 	 0}

называется положительным конусом пространства E, а его элементы — по-
ложительными векторами. Примером упорядоченного векторного прост-
ранства является E = � l. Отношение порядка на нем определяется следую-
щим образом:

x = (x1, x2, …, xl) 	 y = (y1, y2, …, yl)

pi––
pj

qj––
qi

pi––
pj

pi––
pj
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тогда и только тогда, когда xi 	 yi, i = 1, 2, …, l; при этом x > y тогда и только
тогда, когда ∀i xi 	 yi и ∃i0 xi0

< yi0
.

Определение 4.7. Отношение предпочтения � на непустом подмноже-
стве X упорядоченного векторного пространства называется:

а) монотонным, если из условия x > y следует, что x � y для любых
x, y ∈ X;

б) строго монотонным, если из условия x > y следует, что x � y для лю-
бых x, y ∈ X.

Пример 4.1. Предпочтение на R+
2 определено функцией полезности u(x, y) = xy.

Ясно, что если (x1, y1) > (x2, y2), то u(x1, y1) = x1y1 	 x2y2 = u(x2, y2) (монотон-
ность). Но (2, 0) > (1, 0); при этом неверно, что (2, 0) � (1, 0), т.е. нет строгой
монотонности.

Пусть C — выпуклое подмножество векторного пространства. Линия
уровня функции u: C � � — это множество вида {x ∈ C: u(x) = c}, где c —
любое вещественное число.

В экономике линии уровня функций полезности называют кривыми без-
различия.

Выпуклость кривой безразличия в сторону начала координат определя-
ется следующим образом: если A и B — произвольные точки на кривой без-
различия, то луч, проходящий через начало координат и любую точку z от-
резка AB, пересекает кривую по крайней мере в одной точке D, лежащей
между 0 и z (рис. 4.1).
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Рис. 4.1

Понятием выпуклости выражается уменьшение маржинальной интен-
сивности замещения: чем больше у экономического агента имеется товара i,
тем меньше он проявляет желания обменять единицу товара j на дополни-
тельную единицу товара i.

Теорема 4.3. Пусть функция u: C � � определена на выпуклом подмно-
жестве C положительного конуса некоторого упорядоченного векторного
пространства. Если функция u строго монотонна и квазивогнута, то ее кри-
вые безразличия выпуклы в сторону начала координат.

� Доказательство. Предположим, что для элементов x, y ∈ C выпол-
нены равенства u(x) = u(y) = c, и пусть z = αx + (1 – α)y при некотором
0 < α < 1. Поскольку функция u квазивогнута, то u(z) 	 min{u(x), u(y)} = c.

Так как функция u строго монотонна, то нетрудно понять, что луч
(λz: λ 	 0) не может пересечь линию уровня {a ∈ C: u(a) = c} в какой-либо
точке вне отрезка, соединяющего точки 0 и z. Это и доказывает выпуклость
линии уровня функции u в сторону начала координат. �



4.2. Функции спроса

Определение 4.8. Бюджетное множество вектора цен (или цены) p ∈ �l
+,

соответствующее вектору ωω ∈ �l
+, оп ре де ля ет ся сле ду ю щим об ра зом:

Bω(p) = {x ∈ �l
+; px 
 pωω}.

Бю д жет ная ли ния (бю д жет ная по верх ность) в бю д жет ном мно же ст ве
Bω(p) — это мно же ст во

{x ∈ Bω(p): px = pωω}.

Оп ре де ле ние 4.9. Пусть � — от но ше ние пред по чте ния, за дан ное на под -
мно же ст ве X век тор но го про ст ран ст ва E. Век тор v ∈ E на зы ва ет ся экс тре -
маль но же ла тель ным на бо ром, или век то ром, для пред по чте ния �, ес ли:

1)�x + αv ∈ X для лю бо го x ∈ X и лю бо го α > 0;
2)�x + αv � x для лю бо го x ∈ X и лю бо го α > 0.
Оп ре де ле ние 4.10. Пусть � — от но ше ние пред по чте ния на мно же ст ве X

и пусть A — не ко то рое не пу с тое под мно же ст во мно же ст ва X. Го во рят, что
эле мент a ∈ A есть мак си маль ный эле мент мно же ст ва A для пред по чте ния �,
ес ли не су ще ст ву ет та ко го эле мен та b ∈ A, для ко то ро го b � a. Так как �
(как от но ше ние пред по чте ния) яв ля ет ся ли ней ным, то эле мент a мак си ма -
лен тог да и толь ко тог да, ког да ∀x ∈ A a � x.

На пом ним, что за пись x �� 0 в на шем учеб ни ке оз на ча ет, что xi > 0 при
всех i, ана ло гич но за пись x �� y оз на ча ет, что xi > yi при всех i. Век тор x �� 0
бу дем на зы вать стро го по ло жи тель ным.

Те о ре ма 4.4 [2]. Для дан ной це ны p �� 0 и дан но го не пре рыв но го пред по -
чте ния � на �l

+ спра вед ли во сле ду ю щее ут верж де ние. Ес ли от но ше ние �
стро го вы пук ло и у не го су ще ст ву ет экс тре маль но же ла тель ный на бор,
то каж дое бю д жет ное мно же ст во век то ра p име ет в точ но с ти один мак си -
маль ный эле мент для �, ле жа щий на бю д жет ной ли нии (по верх но с ти).

Оп ре де ле ние 4.11. Рас смо т рим не пре рыв ное стро го вы пук лое от но ше -
ние пред по чте ния � на �l

+, об ла да ю щее экс тре маль но же ла тель ным на бо -
ром. Пусть 0 < ω ∈ �l

+ — не ко то рый фик си ро ван ный век тор, на зы ва е мый
на чаль ным за па сом. Тог да в си лу те о ре мы 4.4 при лю бой це не p �� 0 в бю д -
жет ном мно же ст ве Bω(p) су ще ст ву ет един ст вен ный мак си маль ный эле мент
для пред по чте ния �. Этот эле мент на зы ва ет ся век то ром спро са пред по чте -
ния � при дей ст вии це ны p и обо зна ча ет ся Dω(p). Та ким об ра зом, оп ре де ле-
на функ ция Dω: Int(�l

+) � �l
+, ко то рая век то ру цен p ста вит в со от вет ст вие

век тор спро са Dω(p) пред по чте ния � при дей ст вии це ны p. Эта функ ция
на зы ва ет ся функ ци ей спро са, от ве ча ю щей пред по чте нию � (рис. 4.2).

От ме тим два важ ных свой ст ва функ ции спро са.
1.�По сколь ку для каж до го p из Int(�l

+) век тор спро са ле жит на бю д жет -
ной по верх но с ти, то pDω(p) = pωω.

2.�Функ ция спро са од но род на сте пе ни 0, т.е.

(∀λ > 0)(∀p �� 0)Dω(λp) = Dω(p).

Оп ре де ле ние 4.12. Не пре рыв ное от но ше ние пред по чте ния � на �l
+ на -

зы ва ет ся не о клас си че с ким в сле ду ю щих слу ча ях: 1) это от но ше ние стро го
мо но тон но и стро го вы пук ло; 2) это от но ше ние стро го мо но тон но и стро го
вы пук ло на Int(�l

+), при чем лю бой эле мент из Int(�l
+) пред по чи та ет ся лю -

бо му эле мен ту гра ни цы.

108



Те о ре ма 4.5 [2]. Вся кая функ ция спро са, со от вет ст ву ю щая не о клас си че -
с ко му пред по чте нию, не пре рыв на.

4.3. Эко но ми ка об ме на

Оп ре де ле ние 4.13. Эко но ми кой об ме на на зы ва ет ся вся кое ото б ра же ние е
не пу с то го мно же ст ва A (на зы ва е мо го мно же ст вом уча ст ни ков, или аген тов,
или по тре би те лей) в �l

+ � ℘, где ℘ — мно же ст во всех пред по чте ний на �l
+:

ε: A � �l
+ � ℘.

Ес ли ε — эко но ми ка об ме на, то зна че ние εi = (ωωi, �i) (для i-го уча ст ни ка)
опи сы ва ет ха рак те ри с ти ки i-го уча ст ни ка. Век тор ωωi на зы ва ет ся его на чаль -
ным за па сом, а �i — от но ше ни ем пред по чте ния, или вку са ми, i-го уча ст ни -
ка. Ес ли p — век тор це ны, то pωωi = wi на зы ва ет ся до хо дом i-го уча ст ни ка при 
це не p. Ес ли мно же ст во A ко неч но, то век тор ωω = ωi на зы ва ет ся пол ным

(аг ре ги ро ван ным) за па сом эко но ми ки.
Оп ре де ле ние 4.14. Не о клас си че с кая эко но ми ка об ме на — это та кая эко -

но ми ка об ме на ε: A � �l
+ � ℘, что: 1) мно же ст во уча ст ни ков A ко неч но;

2) у каж до го уча ст ни ка i име ет ся не ну ле вой на чаль ный за пас ωωi (т.е. ωωi > 0),
и его пред по чте ние �i яв ля ет ся не о клас си че с ким; 3) пол ный на чаль ный за -
пас ωω стро го по ло жи те лен, т.е. ωω �� 0.

Оп ре де ле ние 4.15. Пусть ε — не о клас си че с кая эко но ми ка об ме на. Функ-
ци ей из бы точ но го спро са эко но ми ки ε на зы ва ет ся ото б ра же ние ζ: Int(�l

+) � �l,
оп ре де ля е мое фор му лой

ζ(p) = Di(p) – ωi.

Те о ре ма 4.6. Для функ ции из бы точ но го спро са ζ(p) не о клас си че с кой эко -
но ми ки об ме на вы пол нен за кон Валь ра са, т.е. pζ(p) = 0 для лю бой це ны p �� 0.

� До ка за тель ст во. Оче вид но, что для лю бо го p �� 0 спра вед ли во

pζ(p) = p( Di(p) – ωi) = (pDi(p) – pωωi) = 0 = 0. �

Оп ре де ле ние 4.16. Стро го по ло жи тель ный век тор цен p на зы ва ет ся рав -
но вес ной це ной для не о клас си че с кой эко но ми ки об ме на, ес ли ζ(p) = 0.

Те о ре ма 4.7 (Эр роу — Де б ре) [2]. В каж дой не о клас си че с кой эко но ми ке
об ме на име ет ся рав но вес ная це на, т.е. су ще ст ву ет по край ней ме ре один
век тор p �� 0, для ко то ро го ζ(p) = 0.

Рас смо т рим при ме ры за дач на мо дель эко но ми ки об ме на.

Σ
i ∈ A

Σ
i ∈ A

Σ
i ∈ A

Σ
i ∈ A

Σ
i ∈ A

Σ
i ∈ A

Σ
i ∈ A
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При мер 4.2. Рас смо т рим эко но ми ку с про ст ран ст вом �+
2 в ка че ст ве про ст -

ран ст ва то ва ров и тре мя уча ст ни ка ми (А = {1, 2, 3}), ко то рые име ют та кие ха рак -
те ри с ти ки:

• уча ст ник 1: на чаль ный за пас ωω1 = (1, 2), функ ция по лез но с ти u1(x, y) = xy;
• уча ст ник 2: на чаль ный за пас ωω2 = (1, 1), функ ция по лез но с ти u2(x, y) = x 2y;
• уча ст ник 3: на чаль ный за пас ωω3 = (2, 3), функ ция по лез но с ти u3(x, y) = xy2.
Тре бу ет ся оп ре де лить це ны рав но ве сия.
Ре ше ние. За ме тим, что все пред по чте ния, за да ва е мые эти ми функ ци я ми по -

лез но с ти, яв ля ют ся не о клас си че с ки ми и что они все стро го мо но тон ны толь ко
на Int(�L

+), L = 2. Пол ный за пас — это век тор ωω = ωω1 + ωω2 + ωω3 = (4, 6).
Най дем те перь функ ции спро са уча ст ни ков x(·)1, x(·)2, x(·)3. За фик си ру ем

це ну: p = (p1, p2) �� 0.
Уча ст ник 1 мак си ми зи ру ет функ цию по лез но с ти u1(x, y) = xy при бю д жет -

ном ог ра ни че нии p1x + p2y = p1 + 2p2. При ис поль зо ва нии мно жи те лей Ла г ран -
жа оче вид но, что в точ ке мак си му ма долж но быть ∇u1 = (y, x) = λp, по это му
име ем

Ре шив си с те му, по лу чим функ цию спро са уча ст ни ка 1:

D1(p) = , .

Для уча ст ни ка 2 име ем

Ре шив си с те му, на хо дим

D2(p) = , .

Для уча ст ни ка 3:

от ку да

D3(p) = , .

Сле до ва тель но, об щий спрос

D1(p) + D2(p) + D3(p) = , .

Век тор из бы точ но го спро са

ζζ(p) = , – (4, 6) = – , .

















13p1 – 16p2———————
6p2

13p1 – 16p2———————
6p1









13p1 + 20p2———————
6p2

11p1 + 16p2———————
6p1





13p1 + 20p2———————
6p2





11p1 + 13p2———————
6p1





4p1 + 6p2——————
3p2





2p1 + 3p2——————
3p1





y2 = λp1,
2xy = λp2,
p1x + p2y = 2p1 + 3p2,





p1 + p2—————
3p2

2p1 + 2p2——————
3p1





2xy = λp1,
x2 = λp1,
p1x + p2y = p1 + 2p2.

p1 + 2p2—————
2p2





p1 + 2p2—————
2p1





y = λp1,
x = λp2,
p1x + p2y = p1 + 2p2.
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Ра вен ст во ζζ(p) = 0 вы пол ня ет ся тог да и толь ко тог да, ког да 13p1 – 16p2 = 0.
При ни мая во вни ма ние, что p1 + p2 = 1, по лу чим для рав но вес ной це ны сле ду ю -
щее зна че ние:

Peq , � (0,55, 0,45).

При мер 4.3. В эко но ми ке об ме на по тре би тель за дан сле ду ю щи ми ха рак те ри -
с ти ка ми: его на чаль ный за пас ωω = (1, 1), а функ ция по лез но с ти U(x, y) = yex. Тре -
бу ет ся най ти функ цию спро са дан но го по тре би те ля.

Ре ше ние. Ис поль зу ем ме тод мно жи те лей Ла г ран жа:
yex + λ(p1 + p2 – p1x – p2y) � max.
По лу чим си с те му

Вве дем обо зна че ние t = . Тог да

y = = ,  x = = 1 + t – t = t.

Та ким об ра зом, D(p) = t, .

4.4. Эко но ми ка с про из вод ст вом
Оп ре де ле ние 4.17. Не пу с тое под мно же ст во Y про ст ран ст ва �l на зы ва ет -

ся тех но ло ги че с ким, или про из вод ст вен ным, мно же ст вом, ес ли оно: 1) за мк -
ну то; 2) вы пук ло; 3) удов ле тво ря ет ус ло вию �+ ∩ Y = {0}; 4) ог ра ни че но
свер ху, т.е. су ще ст ву ет та кой век тор a ∈ �l

+, что y 
 a ∀y ∈ Y.
Не ко то рые при ме ры тех но ло ги че с ких мно жеств пред став ле ны на рис. 4.3.

1
–
t









1
–
t

1
–
t

p1––
p2

p1 + p2 – p2 y—————————
p1

p1––
p2

ex = λp2,
yex = λp1,
p1 + p2 = p1x + p2y.







13
––
29





16
––
29
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Рис. 4.3

Оп ре де ле ние 4.18. Ес ли Y — тех но ло ги че с кое мно же ст во и p �� 0 —
стро го по ло жи тель ная це на, то функ ци ей до хо да при це не p на зы ва ет ся
функ ция ℜ: Y � �, оп ре де ля е мая ра вен ст вом ℜ(y) = py, y ∈ Y.

Те о ре ма 4.8. Пусть Y — тех но ло ги че с кое мно же ст во и p �� 0 — стро го по-
ло жи тель ная це на. Тог да су ще ст ву ет по край ней ме ре один план про из вод -
ст ва, мак си ми зи ру ю щий функ цию до хо да, т.е. су ще ст ву ет век тор y0 ∈ Y,
та кой что py 
 py0 для лю бо го y ∈ Y.



� До ка за тель ст во. Пусть Y — тех но ло ги че с кое мно же ст во и p �� 0 —
стро го по ло жи тель ная це на. По сколь ку 0 ∈ Y, то

sup{py: y ∈ Y} = sup{py: y ∈ Y; py 	 0}.

Пусть A = {y ∈ Y: py 	 0}. На рис. 4.4 мно же ст во A пред став ле но мел ко
за шт ри хо ван ной об ла с тью.
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Рис. 4.4

По ка жем, что мно же ст во A ком пакт но (за мк ну то и ог ра ни че но). Яс но,
что A за мк ну то как пе ре се че ние двух за мк ну тых мно жеств (Y и по лу про ст -
ран ст ва py 	 0).

До ка жем, что A ог ра ни че но. Так как Y со дер жит 0 и ог ра ни че но свер ху,
то до ста точ но до ка зать, что от ри ца тель ные ком по нен ты век то ров из A ог ра -
ни че ны сни зу. Обо зна чим

ρ = min{p1, p2, …, pl} > 0,

где p1, p2, …, pl — ком по нен ты век то ра p. Пусть для век то ра y ∈ Y вы пол не но
не ра вен ст во py 	 0. Вве дем обо зна че ния

I = {k: yk 	 0};  J = {k: yk < 0},

где y1, y2, …, yl — ком по нен ты век то ра y. Тог да

pj yj 	 pi yi,

так как py 	 0 и

– pi yi 	 – pr ar,

по то му что y 
 a.
Ес ли yk < 0, то

ρyk 	 pk yk 	 pj yj 	 – pi yi 	 – pr ar = –pa,

и зна чит,

yk 	 – ,  k = 1, 2, ..., l,

по сколь ку ес ли yk 	 0, то тем бо лее это так.

pa
––
ρ

l

Σ
r = 1

Σ
i ∈ I

Σ
j ∈ J

l

Σ
r = 1

Σ
i ∈ I

Σ
i ∈ I

Σ
j ∈ J



Та ким об ра зом, A ог ра ни че но свер ху. Сле до ва тель но, A ком пакт но, от -
сю да не мед лен но вы те ка ет су ще ст во ва ние пла на про из вод ст ва, мак си ми зи -
ру ю ще го функ цию до хо да. �

Оп ре де ле ние 4.19. Эф фек тив ной по верх но с тью (эф фек тив ной гра ни цей)
тех но ло ги че с ко го мно же ст ва Y на зы ва ет ся мно же ст во

EffY = {y ∈ Y: (y + �l
+) ∩ Y = {y}}.

На рис. 4.5 изо б ра же ны эф фек тив ные гра ни цы двух тех но ло ги че с ких
мно жеств.
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Рис. 4.5

Рис. 4.6

Оп ре де ле ние 4.20. Тех но ло ги че с кое мно же ст во на зы ва ет ся стро го вы -
пук лым, ес ли его эф фек тив ная гра ни ца не со дер жит ли ней ных уча ст ков.

Те о ре ма 4.9 [2]. Ес ли тех но ло ги че с кое мно же ст во Y стро го вы пук ло,
то каж дая функ ция до хо да име ет един ст вен ную точ ку мак си му ма на Y, т.е.
для лю бой це ны p �� 0 су ще ст ву ет един ст вен ный век тор z ∈ Y, та кой что
py 
 pz для всех y ∈ Y.

За ме ча ние 4.3. В том слу чае, ког да эф фек тив ная по верх ность тех но ло ги -
че с ко го мно же ст ва яв ля ет ся по верх но с тью уров ня глад кой стро го во гну той
функ ции g, точ ку мак си му ма мож но най ти с по мо щью ме то да мно жи те лей
Ла г ран жа: гра ди ент ∇g, или grad g, функ ции g дол жен быть кол ли не а рен
век то ру p:

grad g = λp.

Про ил лю с т ри ру ем это на про ст ран ст ве двух то ва ров (рис. 4.6). Пусть

v = ;  p = ,

g — глад кая стро го во гну тая функ ция; ℜ — функ ция до хо да,

ℜ(v) = pv = p1x + p2 y.





p1

p2









x

y







При ме не ние ме то да мно жи те лей Ла г ран жа да ет сле ду ю щие ре зуль та ты:

L(x, y, λ) = ℜ(x, y) – λg(x, y);

Оп ре де ле ние 4.21. Рас смо т рим стро го вы пук лое тех но ло ги че с кое мно -
же ст во Y. Тог да для лю бо го век то ра цен p �� 0 су ще ст ву ет един ст вен ный
план про из вод ст ва y(p) ∈ Y, мак си ми зи ру ю щий функ цию до хо да ℜ(y) = py.
Ины ми сло ва ми, каж дое стро го вы пук лое мно же ст во Y оп ре де ля ет не ко то -
рую функ цию S: Int(�l

+) � �l, на зы ва е мую функ ци ей пред ло же ния, со от вет -
ст ву ю щей тех но ло ги че с ко му мно же ст ву Y.

Те о ре ма 4.10 [2]. Функ ция пред ло же ния, со от вет ст ву ю щая стро го вы -
пук ло му тех но ло ги че с ко му мно же ст ву:

1)�од но род на ну ле вой сте пе ни;
2)�ог ра ни че на свер ху;
3)�мо но тон на.
Оп ре де ле ние 4.22. Не о клас си че с кая эко но ми ка e с ча ст ной соб ст вен но с -

тью и про из вод ст вом — это на бор из че ты рех ком по нент:
1)��l;
2)�{ωωi, �i}

m
i – 1;

3)�{Yj}
k
j = 1;

4)�{θij}, i = 1, 2, …, m; j = 1, 2, …, k,
ко то рые ин тер пре ти ру ют ся сле ду ю щим об ра зом:

• �l — про ст ран ст во то ва ров (т.е. в эко но ми ке при сут ст ву ет l ти пов про -
дук тов);

• име ет ся m по тре би те лей, обо зна ча е мых ин дек сом i, при чем каж дый
по тре би тель на де лен на чаль ным за па сом ωωi > 0 и ха рак те ри зу ет ся не о клас -
си че с ким пред по чте ни ем �i, при этом пол ный за пас счи та ет ся стро го по ло -

жи тель ным, т.е. ωω = ωωi �� 0;

• име ет ся k про из во ди те лей (фирм), обо зна ча е мых ин дек сом j; j-й про -
из во ди тель ха рак те ри зу ет ся стро го вы пук лым тех но ло ги че с ким мно же ст -
вом Yj;

• на ли чие ча ст ной соб ст вен но с ти оз на ча ет, что фир мы при над ле жат по тре -
би те лям. Ве ще ст вен ное чис ло q с ин дек са ми i и j есть до ля i-го по тре би те ля
в до хо де, по лу ча е мом j-м про из во ди те лем. Пред по ла га ет ся, что 0 
 θij 
 1,

при этом θij = 1, j = 1, 2, …, k.

Бу дем обо зна чать че рез Sj(p) функ цию пред ло же ния j-го про из во ди те ля
в не о клас си че с кой эко но ми ке с ча ст ной соб ст вен но с тью и про из вод ст вом.
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Тог да до ход i-го по тре би те ля при дей ст вии це ны p �� 0 оп ре де ля ет ся фор -
му лой

wi(p) = pωωi + p θij Sj(p). (4.1)

По сколь ку ωωi > 0, то wi(p) > 0 при лю бой це не p Λ 0, та ким об ра зом, до -
ход i-го по тре би те ля яв ля ет ся ото б ра же ни ем wi: Int(�l

+) � (0; +�).
Те о ре ма 4.11 [2]. В не о клас си че с кой эко но ми ке с ча ст ной соб ст вен но с тью

и про из вод ст вом функ ция до хо да каж до го по тре би те ля wi: Int(�l
+) � (0; +�),

оп ре де ля е мая фор му лой (4.1), не пре рыв на.
Бю д жет ным мно же ст вом i-го по тре би те ля яв ля ет ся за мк ну тое вы пук -

лое мно же ст во

Bi(p) = {x ∈ �l
+; px 
 wi(p)}.

В си лу те о ре мы 4.4 при каж дом p �� 0 в Bi(p) су ще ст ву ет в точ но с ти один
мак си маль ный эле мент для пред по чте ния �i. Этот мак си маль ный эле мент на-
зы ва ет ся спро сом i-го по тре би те ля при дей ст вии це ны p и обо зна ча ет ся Di(p).
Как и в слу чае эко но ми ки об ме на, не труд но по ка зать, что Di(p) ле жит на
бю д жет ной ли нии, т.е. вы пол ня ет ся ра вен ст во pDi(p) = wi(p). Та ким об ра -
зом, для каж до го по тре би те ля оп ре де ле на функ ция спро са Di: Int(�l

+) � �l.
Оп ре де ле ние 4.23. Для не о клас си че с кой эко но ми ки с ча ст ной соб ст вен -

но с тью и про из вод ст вом функ ция из бы точ но го спро са ζ: Int(�l
+) � �l оп ре -

де ля ет ся ра вен ст вом

ζζ(p) = Di(p) – Sj(p) – ωωi = Di(p) – Sj(p) – ωω.

Те о ре ма 4.12. Для функ ции из бы точ но го спро са ζζ в не о клас си че с кой эко -
но ми ке с ча ст ной соб ст вен но с тью и про из вод ст вом вы пол нен за кон Валь ра -
са: ∀p �� 0 pζζ(p) = 0.

� До ка за тель ст во. При каж дом p �� 0 име ем

pζζ(p) = p Di(p) – Sj(p) – ωωi = p Di(p) – θij Sj(p) – ωωi =

= pDi(p) – θij pSj(p) – pωωi = 0 = 0. �

Те о ре ма 4.13 (Эр роу — Де б ре) [2]. В лю бой не о клас си че с кой эко но ми ке
с ча ст ной соб ст вен но с тью и про из вод ст вом су ще ст ву ют рав но вес ные це ны,
т.е. су ще ст ву ет век тор цен p �� 0, та кой что ζζ(p) = 0.

Рас смо т рим при ме ры за дач на мо дель эко но ми ки с ча ст ной соб ст вен но -
с тью и про из вод ст вом.

При мер 4.4. Рас смо т рим сле ду ю щую не о клас си че с кую эко но ми ку с ча ст ной
соб ст вен но с тью и про из вод ст вом.

1.�Про ст ран ст вом то ва ров слу жит �2.
2.�Име ют ся два по тре би те ля с ха рак те ри с ти ка ми:
• по тре би тель 1: на чаль ный за пас ωω1 = (1, 2), функ ция по лез но с ти U1(x, y) = xy;
• по тре би тель 2: на чаль ный за пас ωω2 = (2, 2), функ ция по лез но с ти U2(x, y) =

= x2y.
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3.�Име ет ся один про из во ди тель с тех но ло ги че с ким мно же ст вом

Y = (x, y): x < 1 и y 
 .

4.�До ли по тре би те лей в до хо де про из во ди те ля θ11 = θ21 = .

Тре бу ет ся оп ре де лить рав но вес ные це ны.
Ре ше ние. Эф фек тив ная по верх ность сов па да ет в дан ном слу чае со всей гра -

ни цей мно же ст ва Y: EffY = (x, y): x < 1 и y = (рис. 4.7).

x
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x
———
x – 1





1
–
2
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Рис. 4.7
Пусть p = (p1, p2) �� 0. Про из во ди тель вы би ра ет план, мак си ми зи ру ю щий его

при быль. Это та кая точ ка (x, y) на эф фек тив ной по верх но с ти, в ко то рой нор -
маль име ет тан генс уг ла на кло на p2/p1.

Про диф фе рен ци ро вав ра вен ст во y = , по лу чим y ′ = – = –tg β,

так что тан генс уг ла на кло на нор ма ли ра вен tg α = = (x – 1)2 = p2/p1.

Дру гой спо соб рас суж де ния, по-ви ди мо му, про ще для по ни ма ния. За пи шем

ус ло вие мак си ми за ции при бы ли: grad y = λp, или , от ку да

не по сред ст вен но по лу ча ет ся (x – 1)2 = p2/p1.

Вве дем па ра метр . Тог да x = 1 – t, y = = 1 – . Функ ция

пред ло же ния — это S(p) = 1 – t, 1 – .

Рас смо т рим по ве де ние по тре би те ля 1. Его до ход

w1(p) = pw1 + pS(p) = p1 + 2p2 + p1(1 – t) + p2 1 – .

Он (по тре би тель) мак си ми зи ру ет функ цию по лез но с ти U1(x, y) = xy при
бюд жет ном ог ра ни че нии p1x + p2y = w1(p). С по мо щью ме то да мно жи те лей Ла г -
ран жа по лу чим, что для на бо ра (x, y), мак си ми зи ру ю ще го по лез ность, вы пол ня -
ет ся ра вен ст во p1x = p2y.

Та ким об ра зом, w1(p) = p1x + p2y = 2p1x = 2p2y, и по это му

x = = + t2 – t;  y = = + – .
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Сле до ва тель но, функ ция спро са по тре би те ля 1 — это

D1(p) = + t2 – t;  + – .

До ход по тре би те ля 2:

w2(p) = pw2 + pS(p) = 2p1 + 2p2 + p1(1 – t) p1(1 – t) + p2 1 – .

Функ цию по лез но с ти U2(x, y) = x2y он мак си ми зи ру ет при бю д жет ном ог ра -
ни че нии p1x + p2y = w2(p).

Ис поль зуя мно жи те ли Ла г ран жа, по лу чим, что для на бо ра, мак си ми зи ру ю -
ще го по лез ность, вы пол ня ет ся ра вен ст во p1x = 2p2y. Сле до ва тель но,

w2(p) = p1x + p2y = p1x = 3p2y.

От сю да вы те ка ет, что

x = = + t2 – t;  y = = + – .

Сле до ва тель но, функ ция спро са по тре би те ля 2

D2(p) = + t2 – t;  + – .

Функ ция из бы точ но го спро са за да ет ся фор му лой

ζζ(p) = D1(p) + D2(p) – S(p) – ω1 – ω2 = ; .

Та ким об ра зом, ζζ(P) = 0 тог да и толь ко тог да, ког да 35t2 – 2t – 19 = 0. Ре шив

ква д рат ное урав не ние и учи ты вая, что t > 0, по лу чим . По -

сколь ку p2/p1 = t2 � 0,587, то рав но вес ные це ны суть peq = p1(1, t2) � p1(1; 0,587),
p1 > 0.

При мер 4.5. В эко но ми ке с ча ст ной соб ст вен но с тью и про из вод ст вом про ст -
ран ст вом то ва ров слу жит �2. Про из во ди тель за дан его тех но ло ги че с ким мно же -
ст вом

Y = {(x, y) ∈ �2: x < 1, y 
 g(x)},

где g(x) = 

Тех но ло ги че с кое мно же ст во рас сма т ри ва е мо го про из во ди те ля при ве де но на
рис. 4.8.

Тре бу ет ся най ти функ цию пред ло же ния про из во ди те ля (Ука за ние. Вве с ти
обо зна че ние ).

Ре ше ние. При ме ним ме тод мно жи те лей Ла г ран жа:

p1x + p2y + λ(g(x) – y) � max,

из че го сле ду ет, что grad g = λp, или p1 = –λg′x(x) (y = g(x)); p2 = λ.
Рас смо т рим от дель но слу чаи 0 < x < 1 и x 
 0.

t p p= 2 1 0>

1 – e x при x 
 0,
ln(1 – x) при 0 < x < 1.
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При 0 < x < 1 име ем = 1 – x, 0 < t < 1;

При x 
 0 име ем = e –x, t 	 1.

Тог да по лу чим:
при 0 < t < 1 x = 1 – t2, y = ln(1 – x) = ln t2 = 2ln t;

при t 	 1 x = –ln t2 = – 2ln t, y = 1 – e x = 1 –

Та ким об ра зом, функ ция пред ло же ния рас сма т ри ва е мо го про из во ди те ля

име ет вид 

За да чи для са мо сто я тель но го ре ше ния
4.1. Рас смо т рим эко но ми ку с ча ст ной соб ст вен но с тью и про из вод ст вом, у ко то -

рой про ст ран ст вом то ва ров слу жит �2 и ко то рая вклю ча ет в се бя двух по тре би те -
лей и двух про из во ди те лей со сле ду ю щи ми ха рак те ри с ти ка ми:

по тре би тель 1: на чаль ный за пас ωω1 = (1, 3), функ ция по лез но с ти u1(x, y) = xy;
по тре би тель 2: на чаль ный за пас ωω2 = (2, 3), функ ция по лез но с ти u2(x,y) = xy2;

про из во ди тель 1: тех но ло ги че с кое мно же ст во Y1 = (x, y) ∈ �: x < 1, y 
 ;

про из во ди тель 2: тех но ло ги че с кое мно же ст во Y2 = {(x, y) ∈ �: x < 1, y 
 g(x)}, где

g(x) = 

До ли по тре би те лей в до хо де про из во ди те лей: θ11 = ; θ12 = ; θ21 = ; θ22 = .
Тре бу ет ся вы пол нить сле ду ю щие за да ния.
1.�Най ти функ ции пред ло же ния про из во ди те лей.
2.�Най ти функ ции спро са по тре би те лей.
3.�Най ти функ цию из бы точ но го спро са.
4.�Най ти рав но вес ные це ны.
(Ука за ние. Вве с ти обо зна че ние .)

4.2. В эко но ми ке с ча ст ной соб ст вен но с тью и про из вод ст вом про ст ран ст вом то -
ва ров слу жит �2. Про из во ди тель ха рак те ри зу ет ся тех но ло ги че с ким мно же ст вом

Y = {(x, y) ∈ �2: x 
 a, y 
 1 – ex}, где a 	 0.
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Тре бу ет ся най ти функ цию пред ло же ния про из во ди те ля.
4.3. В эко но ми ке об ме на по тре би тель оп ре де лен сле ду ю щи ми ха рак те ри с ти ка -

ми: на чаль ный за пас ωω = (4, 5); функ ция по лез но с ти U(x, y) = min{3x, 4y}. Тре бу ет -
ся най ти функ цию спро са дан но го по тре би те ля.

4.4. В эко но ми ке об ме на по тре би тель оп ре де лен сле ду ю щи ми ха рак те ри с ти ка -
ми: на чаль ный за пас ωω = (2, 2); функ ция по лез но с ти U(x, y) = xe y. Тре бу ет ся най ти
функ цию спро са дан но го по тре би те ля. (Ука за ние. Вве с ти обо зна че ние t = p2/p1.)

4.5. В эко но ми ке с ча ст ной соб ст вен но с тью и про из вод ст вом по тре би тель оп ре -
де лен сле ду ю щи ми ха рак те ри с ти ка ми: его на чаль ный за пас ωω = (4, 5); кро ме то го,
он вла де ет по ло ви ной соб ст вен но го ка пи та ла фир мы, функ ция пред ло же ния ко то -
рой име ет вид

Функ ция по лез но с ти дан но го по тре би те ля U(x, y) = min{3x, 4y}. Тре бу ет ся най -
ти функ цию его спро са.

4.6. В эко но ми ке об ме на на чаль ный за пас по тре би те ля со став ля ет ωω = (1, 1);
кро ме то го, он вла де ет де ся той ча с тью обык но вен ных ак ций фир мы, функ ция пред -
ло же ния ко то рой име ет сле ду ю щий вид:

а функ ция по лез но с ти это го по тре би те ля U(x, y) = ye x. Тре бу ет ся най ти его функ -
цию спро са. (Ука за ние. Вве с ти обо зна че ние t = p2/p1.)

4.7. Функ ция по лез но с ти по тре би те ля име ет вид u = ���xy. Най ди те оп ти маль -
ный на бор благ по тре би те ля, ес ли до ход по тре би те ля ра вен 100, а це ны на бла га x
и y рав ны со от вет ст вен но: а) 1 и 1; б) 1 и 2; в) 1 и 3; г) 5 и 4; д) 5 и 5.

4.8. Би нар ное от но ше ние на зы ва ет ся ра ци о наль ным, ес ли оно ли ней но и тран -
зи тив но. По ка жи те, что ес ли мно же ст во X ко неч но и от но ше ние ра ци о наль но,
то су ще ст ву ет функ ция по лез но с ти, пред став ля ю щая это от но ше ние.

4.9. Рас смо т рим ад ди тив но-се па ра бель ную и дваж ды диф фе рен ци ру е мую
функ цию по лез но с ти

u(x) = ui(xi),

где для всех i вы пол не но ui′(xi) > 0.�По тре би тель об ла да ет до хо дом R > 0, а це ны то -
ва ров за да ны век то ром p �� 0. Из ве ст но, что x(p, R) �� 0.

По ка жи те, что ес ли для од но го из то ва ров пре дель ная по лез ность в x(p, R) раз
воз ра с та ет, то пре дель ная по лез ность всех ос таль ных то ва ров в x(p, R) раз убы ва ет.

4.10. Рас смо т рим от но ше ние � на �n
+, оп ре де ля е мое сле ду ю щим об ра зом: x � y,

ес ли и толь ко ес ли x 	 y. Опи ши те свой ст ва от но ше ния � и по ка жи те, что в об щем
слу чае оно не яв ля ет ся от но ше ни ем пред по чте ния. При ка ких ус ло ви ях � бу дет от -
но ше ни ем пред по чте ния?

4.11. По ка жи те, что функ ция f: [0; �) � �, за да ва е мая фор му лой f(x) = x2, стро -
го ква зи вог ну та, но не яв ля ет ся во гну той.

4.12. Пусть x1, x2, …, xn — эле мен ты век тор но го про ст ран ст ва, α1, α2, …, αn — ве -

ще ст вен ные чис ла, при чем α1 	 0, α2 	 0, …, αn 	 0, αi = 1.�Сум ма αixi на зы ва -

ет ся вы пук лой ком би на ци ей век то ров x1, x2, …, xn.
По ка жи те, что функ ция u: C � �, за дан ная на вы пук лом мно же ст ве C век тор но -

го про ст ран ст ва, ква зи вог ну та тог да и толь ко тог да, ког да
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u αixi 	 min{u(xi): i = 1, ..., n}

для лю бой вы пук лой ком би на ции αixi эле мен тов из C.

4.13. Пусть � — от но ше ние пред по чте ния на то по ло ги че с ком про ст ран ст ве X,
и пусть u: X � � — функ ция по лез но с ти, пред став ля ю щая � (т.е. x � y тог да и толь -
ко тог да, ког да u(x) 	 u(y)). Обя за тель но ли функ ция u не пре рыв на, ес ли не пре -
рыв но от но ше ние �?

4.14. Рас смо т рим пять от но ше ний пред по чте ния на �2
+, за да ва е мых сле ду ю щи -

ми функ ци я ми по лез но с ти:

u1(x, y) = x + y;  u2(x, y) = xy;  u3(x, y) = + ;

u4(x, y) = y(1 + x);  u5(x, y) = (x + 1)(y + 2).

Опи ши те свой ст ва этих от но ше ний пред по чте ния и изо б ра зи те их кри вые без -
раз ли чия.

4.15. Рас смо т рим два пред по чте ния на �2
+, за да ва е мые сле ду ю щи ми функ ци я ми

по лез но с ти:

u1(x, y) = x;  u2(x, y) = y.

Опи ши те свой ст ва этих от но ше ний пред по чте ния и изо б ра зи те их кри вые без -
раз ли чия.

4.16. Рас смо т рим вы пук лое ком пакт ное мно же ст во C = {(x, y) ∈ �2
+, x + 2y 
 2}.

Най ди те един ст вен ный мак си маль ный эле мент это го мно же ст ва для сле ду ю щих
функ ций по лез но с ти:

а)�u(x, y) = x2y;
б)�u(x, y) = (x + 2)y;
в)�u(x, y) = min(x, y).

4.17. Рас смо т рим диск K = (x, y) ∈ �2
+: (x – 3)2 + y –

2


 . Най ди те един ст-

вен ный мак си маль ный эле мент мно же ст ва K для функ ции по лез но с ти u(x, y) = xy.
4.18. Най ди те функ цию спро са для от но ше ния пред по чте ния на �2

+, за да ва е мо -
го функ ци ей по лез но с ти u(x, y) = + , и на чаль но го за па са ωω = (1, 2).

4.19. Най ди те функ цию спро са для от но ше ния пред по чте ния на �3
+, за да ва е мо -

го функ ци ей по лез но с ти u(x, y, z) = min(x, y, z), и на чаль но го за па са ωω = (1, 2, 3).
4.20. Ин ди  вид L име ет на чаль ный за пас, со сто я щий из 20 долл. в каж дый пе ри -

од. Он мо жет взять день ги в долг по про цент ной став ке 200%, и он мо жет дать день -
ги в долг по став ке 0%.

а)�По ка жи те бю д жет ное мно же ст во на гра фи ке.
б)�Пусть L мо жет так же ин ве с ти ро вать в про ект, ко то рый обес пе чи ва ет ему m1 =

= 30 и m2 = 15. На ри суй те но вое бю д жет ное мно же ст во на том же гра фи ке. Бу дет ли
L луч ше или ху же от ин ве с ти ро ва ния в этот про ект при дан ных ус ло ви ях зай ма
и кре ди то ва ния? Или это нель зя ска зать без до пол ни тель ной ин фор ма ции о его
пред по чте ни ях? Объ яс ни те.

в)�Об ра тим ся к аль тер на тив но му про ек ту, ко то рый обес пе чи ва ет m1 = 15 и m2 = 30.
До пу с тим, что L мо жет брать и да вать в долг так же, как и ра нее. Од на ко ес ли он вы -
би ра ет этот про ект, он не мо жет иметь де ло с пре ды ду щим про ек том. По ка жи те бю д  -
жет ное мно же ст во, до ступ ное для L, ес ли он вы би ра ет этот про ект. Бу дет ли ему луч-
ше или ху же от вы бо ра дан но го про ек та, чем ес ли бы он не вы би рал его? Или это
нель зя ска зать без до пол ни тель ной ин фор ма ции о его пред по чте ни ях? Объ яс ни те.

4.21. Г-н N бу дет жить толь ко два пе ри о да. В пер вый пе ри од он по лу чит 50 000 долл.
Во вто рой пе ри од он бу дет от ды хать и жить на свои сбе ре же ния. Его функ ция по -
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лез но с ти U(c1, c2) = c1c2, где c1 — это по треб ле ние в пе ри од 1 и c2 — это его по треб ле -
ние в пе ри од 2. Он мо жет брать и да вать в долг при про цент ной став ке r = 10%.

а)�Ес ли про цент ная став ка по вы ша ет ся, бу дет ли по треб ле ние в пе ри од 1 уве ли -
чи вать ся, умень шать ся, или ос та вать ся та ким же?

б)�Поз во лит (за ста вит) ли по вы ше ние про цент ной став ки по треб лять боль ше
или мень ше в пе ри од 2?

в)�Ес ли до ход ну ле вой в пе ри од 1, и 55 000 долл. в пе ри од 2, при ве дет ли по вы -
ше ние про цент ной став ки к боль ше му, мень ше му по треб ле нию в пе ри од 1, или не
про изой дет из ме не ний?

4.22. Пусть функ ция по лез но с ти по тре би те ля име ет вид U(c1, c2) = c1c2, где c1 > 0 —
это по треб ле ние в пе ри од 1 и c2 > 0 — это его по треб ле ние в пе ри од 2. До ход по тре -
би те ля в пер вом пе ри о де I1 = 33, а во вто ром — I2 = 20. Пер во на чаль ная до ход ность
меж ду пе ри о да ми r = 10%. Ис поль зуя ме тод мно жи те лей Ла г ран жа, най ди те рав но -
вес ное по треб ле ние по тре би те ля.

4.23. Рас смо т рим эко но ми ку об ме на с �2 в ка че ст ве про ст ран ст ва то ва ров, в ко -
то рой по тре би те ли име ют сле ду ю щие ха рак те ри с ти ки.

По тре би тель 1. На чаль ный за пас (1, 2), функ ция по лез но с ти u1(x, y) = + .
По тре би тель 2. На чаль ный за пас (3, 4), функ ция по лез но с ти u2(x, y) = min(x, y).
По тре би тель 3. На чаль ный за пас (1, 1), функ ция по лез но с ти u3(x, y) = yex.
Най ди те функ цию из бы точ но го спро са и рав но вес ные це ны для этой эко но ми ки.
4.24. Обя за тель но ли эф фек тив ная гра ни ца тех но ло ги че с ко го мно же ст ва за мк -

ну та?
4.25. Рас смо т рим от но ше ние пред по чте ния � на �n

+, за да ва е мое функ ци ей по -
лез но с ти Коб ба — Ду гла са u(x1, x2, ..., xn) = x1

α
1 · x2

α
2 · ... · xn

α
2, где 0 < αj < 1 при каж дом j

и αj = 1.�Тре бу ет ся вы пол нить сле ду ю щие за да ния.

1.�По ка зать, что пред по чте ние � яв ля ет ся не о клас си че с ким.
2.�Най ти функ цию спро са для � и про из воль но го век то ра ωω на чаль ных за па сов.

От ве ты
Для не сколь ких за дач дан ной гла вы при ве дем от ве ты.

4.1. 1. S1(p) = (1 – t, 1 – 1/t), S2(p) = 

4. t � 0,91208; peq = p1(1; 0,8319), p1 > 0.

2 2
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4.2. S(p) = 

4.17. (4, 5).

4.18. x(p) = , .

4.19. x(p) = (1, 1, 1).

4.23. ζζ(p) = (3t – 2, (2 – 3t)/2), где t = p2/p1.
4.25. x(p) = (p, ωω)(α1/p1, α2/p2, …, αn/pn), где (p, ωω) — ска ляр ное про из ве де ние

век то ров p и ωω.

p1 + 2p2 + 3p3—————————
p1 + p2 + p3

p1––
p2

p2––
p1









p1 + 2p2—————
p1 + p2

(–ln(p2/p1), 1 – p1/p2), если p2/p1 	 e –a,
(a, 1 – e–a), если p2/p1 < e –a.







Гла ва 5 
ЭКОНОМЕТРИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ

В ре зуль та те изу че ния гла вы 5 сту дент дол жен:
знать
• ос нов ные по ня тия и по ло же ния ре г рес си он но го ана ли за дан ных;
• те о ре му Га ус са — Мар ко ва;
уметь
• стро ить эко но ме т ри че с кие мо де ли;
• ана ли зи ро вать име ю щи е ся дан ные с по мо щью эко но ме т ри че с ких мо де лей;
вла деть
• на вы ка ми про вер ки ги по тез;
• ос но ва ми эко но ме т ри че с ко го ана ли за.

5.1. По ста нов ка за да чи. Мо дель мно же ст вен ной ли ней ной ре г рес сии. 
Те о ре ма Га ус са — Мар ко ва

По оп ре де ле нию, ре г рес сия — это за ви си мость сред не го зна че ния слу -
чай ной ве ли чи ны от не ко то рой дру гой ве ли чи ны или не сколь ких ве ли чин,
или ус лов ное ма те ма ти че с кое ожи да ние M(y | x) = f(x).

Та ким об ра зом, мо дель ре г рес сии опи сы ва ет ве ро ят но ст ное со от но ше -
ние меж ду объ яс ня ю щи ми пе ре мен ны ми (ре г рес со ра ми, не за ви си мы ми пе -
ре мен ны ми) и за ви си мой (ре зуль ти ру ю щей) пе ре мен ной.

В ре г рес си он ных мо де лях за ви си мая (объ яс ня е мая) пе ре мен ная y пред -
став ля ет ся в ви де функ ции

f(x, ββ) = f(x1, x2, ..., xk, β1, β2, ..., βp),

где x1, x2, ..., xk — не за ви си мые (объ яс ня ю щие) пе ре мен ные; β1, β2, ..., βp — па -
ра ме т ры.

Ес те ст вен ным пер вым при бли же ни ем для функ ции ре г рес сии яв ля ет ся
ее ли не а ри за ция, и со от вет ст ву ю щая мо дель на зы ва ет ся мо де лью ли ней ной
ре г рес сии. Пред по ло жим, что на шей за да чей яв ля ет ся по до брать («по до -
гнать») функ цию из па ра ме т ри че с ко го се мей ст ва f(x, ββ), на и луч шим об ра -
зом опи сы ва ю щую за ви си мость y от x, т.е. вы брать на и луч шее зна че ние
пара ме т ра ββ. Об щая мо дель ли ней ной ре г рес сии, ко то рая ча ще все го ис -
поль зу ет ся на прак ти ке, вы ра жа ет уп ро щен ные, но до воль но ре а ли с ти че с -
кие пред по ло же ния о функ ци о наль ном со от но ше нии меж ду ре г рес со ра ми
и объ яс ня е мой пе ре мен ной. Ос нов ны ми ги по те за ми бу дут сле ду ю щие.

1.�Спе ци фи ка ция мо де ли

yt = β1xt1 + β2xt2 + ... + вkxtk + εt,  t = 1, 2, …, n,
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или в ма т рич ной фор ме

Y = Xββ + εε,

где Y — век тор-стол бец на блю де ний раз мер но с ти n; X — (n � k)-ма т ри ца
зна че ний объ яс ня ю щих пе ре мен ных (n > k); ββ — век тор-стол бец ко эф фи -
ци ен тов ре г рес сии раз мер но с ти k; εε — век тор-стол бец оши бок (слу чай ных
ве ли чин) раз мер но с ти n:

2.�Ма т ри ца X со став ле на из из ве ст ных ко эф фи ци ен тов (не слу чай ных
ве ли чин) и име ет мак си маль ный ранг rank(X) = k. Дру ги ми сло ва ми, объ -
яс ня ю щие пе ре мен ные x1, x2, ..., xk де тер ми ни ро ва ны и столб цы ма т ри цы X
ли ней но не за ви си мы.

Су ще ст ву ют две воз мож ные при чи ны воз ник но ве ния слу чай ных оши -
бок εi:

1)�рас сма т ри ва е мая мо дель яв ля ет ся уп ро ще ни ем дей ст ви тель но с ти,
и на са мом де ле есть и дру гие па ра ме т ры, от ко то рых за ви сит y, или эта за -
ви си мость мо жет иметь дру гой вид;

2)�ошиб ки из ме ре ния.
Та ким об ра зом, εi — это слу чай ная ве ли чи на с не ко то рой функ ци ей рас -

пре де ле ния, ко то рой со от вет ст ву ет функ ция рас пре де ле ния слу чай ной ве -
ли чи ны yi.

Ос нов ная цель — на ос но ве на блю де ний уга дать, по до брать, по до гнать
про цесс, ко то рый в дей ст ви тель но с ти по рож да ет на блю да е мые опыт ные дан-
ные. Бу дем стро го раз ли чать (и обо зна чать раз ны ми бук ва ми) слу чай ные
ве ли чи ны ошиб ки и на блю ден ные, или ре а ли зо ван ные, ре а ли зо вав ши е ся,
зна че ния этих оши бок. Кро ме то го, ра зу ме ет ся, как и в ста ти с ти ке, бу дем
раз ли чать и обо зна чать раз ны ми сим во ла ми ис тин ные не слу чай ные (и не -
из ве ст ные нам) зна че ния па ра ме т ров слу чай ных ве ли чин или слу чай ных
про цес сов, ле жа щих в ос но ве дан ных, и их вы бо роч ные ана ло ги, оце нен ные
на ми по на блю да е мым дан ным и по это му яв ля ю щи е ся слу чай ны ми ве ли -
чи на ми.

В клас си че с кой мо де ли ли ней ной ре г рес сии, по ми мо пред по ло же ния
о спе ци фи ка ции мо де ли на кла ды ва ют ся до пол ни тель ные и до воль но же ст -
кие пред по ло же ния о сто ха с ти че с кой при ро де про цес са.

3.�Ма те ма ти че с кое ожи да ние век то ра оши бок яв ля ет ся ну ле вым век то -
ром, M(εε) = 0, а его ма т ри ца рас се я ния, или ма т ри ца ко ва ри а ции, яв ля ет ся
ска ляр ной ма т ри цей:

V(εε) = M(εεεεT) = σ2En.

Дру ги ми сло ва ми, εi не кор ре ли ро ва ны, име ют ну ле вые сред ние и од ну
и ту же дис пер сию σ2: для лю бо го i = 1, 2, ..., n M(εi) = 0; M(εi

2) = σ2; для лю -
бых i = 1, 2, ..., n; j = 1, 2, ..., n ес ли i � j то M(εiεj) = 0.

Ча с то до бав ля ет ся еще ус ло вие εi � N(0, σ2). В этом слу чае мо дель на зы -
ва ет ся нор маль ной, или клас си че с кой нор маль ной, ли ней ной ре г рес си он -
ной мо де лью (classical normal linear regression model). Тог да тре тье ус ло вие
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мож но за пи сать в ви де εε ~ N(0, σ2In), т.е. εε — нор маль но рас пре де лен ный
слу чай ный век тор со сред ним 0 и ма т ри цей ко ва ри а ций σ2In.

При по ст ро е нии ре г рес сии y на x от кло не ния то чек (x, y) от «под го ня е -
мой» пря мой долж ны быть сде ла ны на сколь ко воз мож но ма лы ми. Ос та ет ся
оп ре де лить, ка кие от кло не ния сле ду ет брать: по оси Y, по оси X, «нор маль -
ные» от кло не ния, по лу ча е мые с по мо щью пер пен ди ку ля ров, опу с ка е мых
из каж дой точ ки на пря мую, т.е. рас сто я ния от то чек до ис ко мой пря мой,
или же от кло не ния, на и мень шие в смыс ле ми ни ми за ции еще ка ких-ни будь
под хо дя щих в этой си ту а ции функ ци о на лов. По сколь ку рас сма т ри ва ет ся
за ви си мость y от x, пред став ля ет ся ес те ст вен ным ми ни ми зи ро вать сум му
ква д ра тов от кло не ний по оси Y, т.е. при ме нить ме тод на и мень ших ква д ра -
тов. Как бу дет вид но в даль ней шем, имен но это ин ту и тив но при ня тое ре -
ше ние при во дит к оп ти маль ным в не ко то ром смыс ле оцен кам, а имен но,
к оцен кам, име ю щим на и мень шую дис пер сию сре ди всех ли ней ных (по Y)
не сме щен ных оце нок.

Итак, це лью ме то да на и мень ших ква д ра тов (МНК), или ordinary least
squares (OLS), яв ля ет ся вы бор век то ра оце нок �ββ, ми ни ми зи ру ю ще го сум му
ква д ра тов ос тат ков ei, т.е. ква д рат дли ны век то ра e = Y – �Y = Y – X �ββ. Дру -
ги ми сло ва ми, ми ни ми зи ру ет ся сле ду ю щая функ ция:

ESS = (yi – xi1β1 – xi2β2 – ... – xikβk)
2 = ei

2 = eTe � min.

Име ем

eTe = (Y – X �ββ)T(Y – X �ββ) =

= YTY – YTX �ββ – �ββTXTY + �ββTXTX �ββ = YTY – 2 �ββTXTY + �ββTXTX �ββ

(учи ты ва лось, что YTX �ββ = �ββTXTY, по то му что это ска ля ры и (YTX �ββ)T =
= �ββTXTY). Да лее,

= –2XTY + 2XTX �ββ = 0

(�ββTXTX = XTX �ββ, так как XTX — сим ме т рич ная ма т ри ца).
Ес ли A — не ко то рая (m � n)-ма т ри ца, то rank(A) = rank(ATA) = rank(AAT);

rank(X) = k, по это му rank(XTX) = k, т.е. XTX об ра ти ма, по это му

�ββOLS = (XTX)–1XTY.

До ка жем, что век тор ос тат ков e ор то го на лен всем не за ви си мым пе ре -
мен ным x1, x2, ..., xk (столб цам ма т ри цы X). Дей ст ви тель но,

XTe = XT(Y – X �ββ) = XT(Y – X(XTX)–1XT Y = 0,

т.е. век тор ос тат ков e = Y – �Y ор то го на лен под про ст ран ст ву π про ст ран ст ва �n,
об ра зо ван но му ве ли чи на ми x1, x2, ..., xk. Та ким об ра зом, век тор �Y = X �ββ ∈ π
есть ор то го наль ная про ек ция век то ра Y на ги пер пло с кость π.

За ме тим так же, что сум ма ква д ра тов ос тат ков

eTe = YTY – 2 �ββTXTY + �ββTXTX �ββ = YTY – �ββT(2XTY – XTX(XTX)–1XTY) =

= YTY – �ββTXTY.

∂eTe
———
∂ �ββ

n

Σ
i = 1

n

Σ
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125



Зна че ния объ яс ня е мой, или за ви си мой, пе ре мен ной Yi ча с то на зы ва ют
на блю ден ны ми зна че ни я ми в от ли чие от тех зна че ний �Yi, ко то рые по лу ча -
ют ся из урав не ния ре г рес сии

�Y = X �ββOLS

и ко то рые на зы ва ют пред ска зан ны ми по урав не нию ре г рес сии, не за ви си мо
от то го, стро ит ся ли ре г рес си он ная мо дель для пред ска за ния или для объ -
яс не ния за ви си мо с тей.

Для сим ме т рич ных не от ри ца тель но оп ре де лен ных ма т риц мож но вве с -
ти от но ше ние по ряд ка 	 (>).

Оп ре де ле ние 5.1. Бу дем пи сать, что A 	 0, ес ли A не от ри ца тель но оп ре -
де ле на, и A > 0, ес ли A по ло жи тель но оп ре де ле на. Бу дем пи сать, что A 	 B
(A > B), ес ли ма т ри ца A – B не от ри ца тель но оп ре де ле на (по ло жи тель но оп -
ре де ле на).

Ут верж де ние 5.1. Ес ли A 	 B, то aii 	 bii для всех i.
� До ка за тель ст во. Для до ка за тель ст ва до ста точ но рас смо т реть

xi
T(A – B)xi, где xi = (δi1, δi2, …, δin)

T, δij — сим вол Кро не ке ра, т.е.

δij = �

Те о ре ма 5.1 (Га ус са — Мар ко ва). Пред по ло жим, что:
1)�Х = Xββ + εε;
2)�X — де тер ми ни ро ван ная (n � k)-ма т ри ца, име ю щая мак си маль ный

ранг k;
3)�M(εε) = 0, V(εε) = M(ββββT) = σ2En.
Тог да оцен ка ме то да на и мень ших ква д ра тов �ββOLS = (XTX)–1XTY яв ля ет -

ся на и бо лее эф фек тив ной (в смыс ле на и мень шей дис пер сии) оцен кой в клас -
се ли ней ных (по Y) не сме щен ных оце нок, или best linear unbiased estimator
(BLUE).

� До ка за тель ст во. 1. Про ве рим не сме щен ность МНК-оцен ки:

M( �ββOLS) = M((XTX)–1XTY) = (XTX)–1XTM(Xββ + εε) = (XTX)–1Xββ + 0 = ββ.

Обо зна чим A= (XTX)–1XT, тог да �ββOLS = AY. Лю бую дру гую ли ней ную
оцен ку ββ мож но, не ума ляя общ но с ти, пред ста вить в ви де ββ = (A + C)Y, где
C — не кая (k � n)-ма т ри ца. Ес ли оцен ка ββ не сме щен ная, то

ββ = M(ββ) = (A + C)M(Y) = (A + C)Xββ = (I + CX)ββ,

от ку да сле ду ет, что CX = 0.
2.�Вы чис лим ма т ри цу ко ва ри а ции �ββOLS:

V( �ββOLS) = V(AY) = AV(Y)AT = AV(εε)AT = σ2AInAT =

= σ2(XTX)–1XTX(XTX)–1 = σ2(XTX)–1

(по то му что XTX — сим ме т рич ная ма т ри ца).
3.�По лу ча ем

b – ββ = (A+ C)Y – ββ = (A + C)Xββ + (A + C)εε – ββ =
= AXββ + CXββ + (A + C)εε – ββ = (A + C)εε,

так как CX = 0, AX = E.

1, если i = j,
0, если i � j.
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Ма т ри ца ко ва ри а ций век то ра b рав на

V(b) = M((b – ββ)(b – ββ)T) = M((A + C)εεεεT(A + C)T) = (A + C)σ2In(A + C)T =

= σ2(AAT + CAT + AC T + CC T) =
= σ2[(XTX)–1XTX(XTX)–1 + CX(XTX)–1 + (XTX)–1XTC T + CC T] =

= σ2(XTX)–1 + σ2CC T,

так как CX = 0, т.е. V(b) = V( �ββOLS) + σ2CCT. Ма т ри ца CCT, оче вид но, не от ри -
ца тель но оп ре де ле на: для лю бо го век то ра U име ет ме с то

UTCC TU = (CTU, CTU) 	 0.

Зна чит, V(b) 	 V( �ββOLS) (от но ше ние по ряд ка на мно же ст ве сим ме т рич -
ных не от ри ца тель но оп ре де лен ных ма т риц). Из дан но го не ра вен ст ва сле -
ду ет со от вет ст ву ю щее не ра вен ст во для дис пер сий оце нок ко эф фи ци ен тов
ре г рес сии D(bi) 	 D( �ββOLS) (так как i-й ди а го наль ный эле мент ма т ри цы ко -
ва ри а ций V(b) ра вен дис пер сии i-й ком по нен ты век то ра ко эф фи ци ен тов b,
и ана ло гич но для век то ра �ββOLS). �

5.2. Не ко то рые све де ния из ли ней ной ал ге б ры и те о рии ве ро ят но с тей

Для по ни ма ния сле ду ю щих ос нов ных ре зуль та тов, ка са ю щих ся ли ней -
ной ре г рес сии, мы долж ны на пом нить не ко то рые из ве ст ные фак ты из ли -
ней ной ал ге б ры и те о рии ве ро ят но с тей.

Ут верж де ние 5.2. Сим ме т рич ная (n � n)-ма т ри ца A име ет n соб ст вен -
ных чи сел (не ко то рые из них мо гут сов па дать), им со от вет ст ву ют n соб ст -
вен ных век то ров, ко то рые мо гут быть вы бра ны по пар но ор то го наль ны ми.

Оп ре де ле ние 5.2. Ма т ри ца, столб цы ко то рой со став ля ют ор то нор ми ро -
ван ную си с те му век то ров, на зы ва ет ся ор то го наль ной.

Ут верж де ние 5.3. Сим ме т рич ная ма т ри ца А мо жет быть при ве де на
к ди а го наль но му ви ду при по мо щи ор то го наль но го пре об ра зо ва ния: Λ = OTAO,
где О — ор то го наль ная ма т ри ца.

Оп ре де ле ние 5.3. Ква д рат ная (n � n)-ма т ри ца А на зы ва ет ся не от ри ца -
тель но оп ре де лен ной, ес ли для каж до го век то ра x вы пол ня ет ся не ра вен ст во
xTAx 	 0.

Оп ре де ле ние 5.4. Ма т ри ца М на зы ва ет ся идем по тент ной, ес ли она сов -
па да ет со сво им ква д ра том.

Оп ре де ле ние 5.5. Ква д рат ная (n 	 n)-ма т ри ца А на зы ва ет ся по ло жи тель -
но оп ре де лен ной, ес ли для каж до го не ну ле во го век то ра x � 0 вы пол ня ет ся
не ра вен ст во xTAx > 0.

Ут верж де ние 5.4. Соб ст вен ные чис ла идем по тент ной ма т ри цы мо гут
при ни мать зна че ние толь ко 0 или 1.

� До ка за тель ст во. Пусть x — соб ст вен ный век тор идем по тент ной ма т -
ри цы А, λ — со от вет ст ву ю щее ему соб ст вен ное чис ло. Тог да λx = Ax = A2x =
= Aλx = λ2x, т.е. λ – λ2 = 0. �

Ут верж де ние 5.5. Ранг идем по тент ной сим ме т рич ной ма т ри цы ра вен
ее сле ду.

� До ка за тель ст во. Пусть A — сим ме т рич ная идем по тент ная ма т ри ца.
Ее мож но пред ста вить в ви де A = OΛOT, где на ди а го на ли Λ сто ят ну ли
и еди ни цы (соб ст вен ные чис ла ма т ри цы A). Так как ор то го наль ная ма т ри -

127



ца не вы рож де на, rank(A) = rank(Λ), но ранг Λ ра вен чис лу не ну ле вых эле -
мен тов на ее глав ной ди а го на ли, т.е. чис лу соб ст вен ных чи сел ма т ри цы A,
рав ных 1, т.е. сле ду ма т ри цы Λ.

Но trA = tr(OΛO T) = tr(OOTΛ) = tr Λ, т.е. след A так же ра вен сле ду Λ,
или чис лу соб ст вен ных чи сел ма т ри цы A, рав ных 1. �

Ут верж де ние 5.6. Ор то го наль ная ма т ри ца удов ле тво ря ет со от но ше -
нию OTO = I.

Ут верж де ние 5.7. Ес ли O — ор то го наль ная ма т ри ца, то OT = O–1.
Ут верж де ние 5.8. Ор то го наль ная ма т ри ца име ет оп ре де ли тель, рав ный

+1 или –1.

Оп ре де ле ние 5.6. Слу чай ный век тор на зы ва ет ся не вы рож ден -

ным нор маль ным (га ус сов ским) слу чай ным век то ром, ес ли плот ность его

рас пре де ле ния за да ет ся ра вен ст вом ,

x ∈ �n, где m ∈ �n — век тор, S — сим ме т рич ная по ло жи тель но оп ре де лен -
ная ма т ри ца.

Оп ре де ле ние 5.7. Пре об ра зо ва ние про ст ран ст ва �n в �k ви да Y = BX + l,
яв ля ю ще е ся ком по зи ци ей ли ней но го пре об ра зо ва ния В и па рал лель но го
пе ре но са на век тор l, на зы ва ет ся аф фин ным пре об ра зо ва ни ем.

Оп ре де ле ние 5.8. Нор маль ный век тор εε, у ко то ро го m = 0, Σ = E, на зы ва -
ет ся стан дарт ным нор маль ным век то ром.

Пе ре чис лим свой ст ва мно го мер но го нор маль но го рас пре де ле ния.
1.�Ес ли Х � N(m, Σ), то M(Х) = m, V(X) = Σ.
2.�Лю бой под век тор (т.е. век тор, со став лен ный из не ко то рых ком по нент ис -

ход но го век то ра) нор маль но го век то ра так же яв ля ет ся нор маль ным век то ром.
3.�Пусть X и Y — па ра не за ви си мых нор маль ных век то ров. Тог да объ е -

ди нен ный век тор так же яв ля ет ся нор маль ным.

4.�Ес ли — нор маль ный век тор и его ком по нен ты X и Y не кор ре -

ли ро ва ны, то они не за ви си мы.
5.�Пусть В: �n � �k — ли ней ное пре об ра зо ва ние про ст ран ст ва �n в �k,

В — его ма т ри ца, rank(B) = k и l — про из воль ный век тор в �k. Тог да ес ли 
Х � N(m, Σ), то слу чай ный век тор Y = BX + l яв ля ет ся нор маль ным с па ра -
ме т ра ми Bm + l и ВΣВT.

В ча ст но с ти:
а)�ли ней ная ком би на ция ком по нент нор маль но го век то ра есть га ус сов -

ская слу чай ная ве ли чи на;
б)�ор то го наль ное ли ней ное пре об ра зо ва ние стан дарт но го нор маль но го

век то ра есть стан дарт ный нор маль ный век тор.
6.�Лю бой нор маль ный век тор мо жет быть по лу чен аф фин ным пре об ра -

зо ва ни ем из стан дарт но го нор маль но го век то ра и ор то го наль ным аф фин -
ным пре об ра зо ва ни ем из век то ра с не за ви си мы ми ком по нен та ми.
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� До ка за тель ст во. Пусть Х � N(m, Σ). По сколь ку Σ сим ме т рич на и по -
ло жи тель но оп ре де ле на, то су ще ст ву ет ор то го наль ная ма т ри ца Р, та кая что
Λ = РTΣР. Век тор S = РTX – РTm яв ля ет ся га ус сов ским по свой ст ву 5, и по
это му свой ст ву M(S) = РTm – РTm = 0, V(S) = РTΣ(РT)T = Λ.

Сле до ва тель но, ком по нен ты век то ра S не кор ре ли ро ва ны, а тог да в си лу
свой ст ва 4 и не за ви си мы.

Пусть Λ1/2 — ди а го наль ная ма т ри ца, по лу чен ная из Λ из вле че ни ем ква д -
рат ных кор ней из ее эле мен тов, а εε — стан дарт ный нор маль ный век тор. Тог -
да X = PΣ + m = PΛ1/2εε + m, где Р — ор то го наль ная ма т ри ца; S — век тор, име -
ю щий ну ле вое ма те ма ти че с кое ожи да ние и не за ви си мые ком по нен ты; εε =
= Λ–1/2S.

По свой ст ву 5 век тор Y= PΛ1/2εε + m име ет ма те ма ти че с кое ожи да ние m
и ма т ри цу ко ва ри а ций S, т.е. сов па да ет по рас пре де ле нию с век то ром Х. �

7.�Пусть εε — стан дарт ный n-мер ный нор маль ный век тор, Х = Аεε + а, Y =
= Bεε + b, А: �n � �p, В: �n � �q, а ∈ �p, b ∈ �q. Тог да cov(X, Y) = ABT, в ча -
ст но с ти X и Y не за ви си мы тог да и толь ко тог да, ког да ABT = O.

8.�Лем ма Фи ше ра. Пусть A — сим ме т рич ная идем по тент ная (n � n)-мат -
ри ца, rank(A) = r, εε — стан дарт ный n-мер ный га ус сов ский век тор. Тог да
слу чай ная ве ли чи на χ2 = εεTAεε име ет рас пре де ле ние χ2(r).

� До ка за тель ст во. Ма т ри цу A мож но пред ста вить в ви де A = PTΛP, где
P — ор то го наль ная ма т ри ца, Λ — ди а го наль ная ма т ри ца, на глав ной ди а го -
на ли ко то рой рас по ло же ны еди ни цы и ну ли, при чем чис ло еди ниц рав но
ран гу ма т ри цы A. Име ем χ2 = εεTAεε = εεTPTΛPεε = ΣTΛS, где век тор S = Pεε в си -
лу свой ст ва 5 яв ля ет ся стан дарт ным нор маль ным век то ром. От сю да сле ду -
ет, что χ2 пред став ля ет со бой сум му ква д ра тов не за ви си мых стан дарт ных
нор маль ных ве ли чин в ко ли че ст ве, рав ном ран гу ма т ри цы A. �

9.�Пусть Х � N(m, Σ). Тог да слу чай ная ве ли чи на (Х – m)Tεε–1(Х – m) име -
ет рас пре де ле ние χ2(n). (Этот ре зуль тат так же на зы ва ет ся лем мой Фи ше ра,
как и еще ряд ре зуль та тов.)

� До ка за тель ст во. εε — сим ме т рич на и по ло жи тель но оп ре де ле на, по -
это му су ще ст ву ет ор то го наль ная ма т ри ца P, та кая что Λ = PTεεP, где Λ — ди а -
го наль ная ма т ри ца и все ее ди а го наль ные эле мен ты λi > 0. Тог да по свой ст -
ву 5 век тор S = PTX – PTm яв ля ет ся нор маль ным, при чем M(S) = 0, V(S) = Λ.
По это му X = PΣ + m, X – m = PΣ = PΛ1/2εε, где εε = Λ–1/2S — стан дарт ный нор -
маль ный век тор (так как S — нор маль ный век тор с не за ви си мы ми ком по -
нен та ми). Сле до ва тель но,

(X – m)TΣ–1(X – m) = εεTΛ1/2PTΣ–1PΛ1/2εε, Σ = PΛPT, Σ–1 = PΛ–1PT,

по это му

(X – m)TΣ–1(X – m) = εεTΛ1/2PTPΛ–1PTPЛ1/2εε = εεTεε � χ2(n). �

5.3. Дис пер си он ный ана лиз мно го мер ной ре г рес сии. 
Ко эф фи ци ент де тер ми на ции

Сред нее зна че ние объ яс ня е мой пе ре мен ной бу дем обо зна чать 
–
Y, та ким

об ра зом,
–
Y = Yi.

1
–
n

n

Σ
i = 1
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Рас смо т рим ва ри а цию (раз брос) зна че ний объ яс ня е мой пе ре мен ной Yi

во круг сред не го зна че ния:

var(Y) = (Yi – 
–
Y)2 = TSS.

На зо вем эту ве ли чи ну TSS (total sum of squares), или пол ной сум мой ква -
д ра тов. Ра зо бьем эту ва ри а цию на две ча с ти: объ яс нен ную ре г рес си он ным
урав не ни ем и не объ яс нен ную (т.е. свя зан ную с ошиб ка ми εi). Для лю бо го
зна че ния на блю ден ной ве ли чи ны

Yi – 
–
Y = (Yi – �Yi) + ( �Yi – 

–
Y).

Сле до ва тель но,

var(Y) = (Yi – 
–
Y)2 = (Yi – �Yi)

2 + 2 (Yi – �Yi)( �Yi – 
–
Y) + ( �Yi – 

–
Y)2,

или в век тор ной фор ме

var(Y) = (Y – 
–
YS)T(Y – 

–
YS) =

= (Y – �Y)T(Y – �Y) + ( �Y – 
–
YS)T( �Y – 

–
YS) + 2(Y – �Y)T( �Y – 

–
YS).

Ес ли век тор при над ле жит ли ней ной обо лоч ке век то ров x1, x2, …, xk,

то e = eTS = 0, по то му что Xe = eX = 0 (e � π). Тог да

2(Y – �Y)T( �Y – 
–
YS) = 2eT( �Y – 

–
YS) = 2eTX �ββ – 2

–
YeTS = 0,

т.е. ва ри а цию за ви си мой пе ре мен ной

var(Y) = || Y – 
–
YS || 2 = || Y – �Y || 2 + || �Y – 

–
YS || 2

TSS ESS TSS

пред ста ви ли в ви де сум мы двух ча с тей: объ яс нен ной ре г рес си он ным урав не-
ни ем и не объ яс нен ной им (т.е. свя зан ной с ошиб ка ми). За пи сы вая по след -
нее ра вен ст во в от кло не ни ях y = Y – 

–
YS, �y = �Y – 

–
YS, опять по лу ча ем те о ре -

му Пи фа го ра: var(Y) = yTy = eTe + �yT �y.
Сла га е мое, ко то рое пред став ля ет со бой часть ва ри а ции объ яс ня е мой пе -

ре мен ной, объ яс нен ную ре г рес си он ным урав не ни ем, на зы ва ют RSS (regres-
sion sum of squares):

RSS = ( �Yi – 
–
Y)2,

а сла га е мое, ко то рое пред став ля ет со бой часть ва ри а ции объ яс ня е мой пе ре -
мен ной, не объ яс нен ную ре г рес си он ным урав не ни ем, на зы ва ют ESS (error
sum of squares)

ESS = (Yi – �Yi)
2.

Та ким об ра зом,

TSS = RSS + ESS.
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Оп ре де ле ние 5.9. Ко эф фи ци ен том де тер ми на ции, или до лей объ яс нен -
ной ва ри а ции, на зы ва ет ся ве ли чи на

R2 = 1 – = 1 – = = .

За ме тим, что ко эф фи ци ент R2 кор рект но оп ре де лен, толь ко ес ли S ∈ π,
т.е. ес ли кон стан та вклю че на в урав не ние ре г рес сии. Толь ко в этом слу чае
име ет смысл рас сма т ри вать ста ти с ти ку R2. В си лу оп ре де ле ния R2 при ни -
ма ет зна че ния из про ме жут ка [0; 1]. Ко эф фи ци ент де тер ми на ции по ка зы ва -
ет ка че ст во под гон ки ре г рес си он ной мо де ли к на блю да е мым зна че ни ям Yi.

Ес ли R2 = 0, то ре г рес сия Y на x1, x2, …, xk не улуч ша ет ка че ст во пред ска -
за ния Yt по срав не нию с три ви аль ным пред ска за ни ем �Yt = 

–
Y.

Зна че ние R2 = 1 оз на ча ет точ ную под гон ку: все et = 0, т.е. все точ ки на -
блю де ния ле жат на ре г рес си он ной пло с ко сти.

По пыт кой ус т ра нить эф фект, свя зан ный с рос том R2 при воз ра с та нии
чис ла ре г рес со ров, яв ля ет ся кор рек ция R2 на это чис ло. Скор рек ти ро ван -

ным R2 на зы ва ет ся ве ли чи на R2
adj = 1 – , здесь чис ли тель — не -

сме щен ная оцен ка дис пер сии оши бок, а зна ме на тель — не сме щен ная оцен -
ка дис пер сии Y.

R2
adj име ет сле ду ю щие свой ст ва:

1) R2
adj = 1 – (1 – R2) ;

2) R2 	 R2
adj при k > 1;

3) R2
adj 
 1, но мо жет при ни мать зна че ния мень ше ну ля.

В оп ре де лен ном смыс ле ис поль зо ва ние R2
adj бо лее кор рект но для срав не -

ния ре г рес сий при из ме не нии ко ли че ст ва ре г рес со ров.
За ме ча ние 5.2. Раз бе рем ся, что луч ше: Y или �Y. Име ем

Вы чи тая из пер во го урав не ния вто рое, по лу ча ем

V(Y) – V( �Y) = σ2(I – N) = σ2M.

Ма т ри ца M — идем по тент на, сле до ва тель но, все ее соб ст вен ные чис ла
рав ны ну лю или еди ни це; кро ме то го, M — не от ри ца тель но оп ре де ле на, сле -
до ва тель но, V(Y) 	 V( �Y) (от но ше ние по ряд ка для не от ри ца тель но оп ре де -
лен ных ма т риц).

Тог да V(Yt) 	 V(�Yt), так как это ди а го наль ные эле мен ты со от вет ст ву ю щих
ко ва ри а ци он ных ма т риц. В ка че ст ве зна че ния за ви си мой пе ре мен ной ча с то
луч ше брать пред ска зан ное по мо де ли зна че ние, чем фак ти че с ки на блю да е мое.

5.4. Про вер ка ги по тез

Рас пре де ле ние сум мы ква д ра тов ос тат ков. Име ем сле ду ю щее:
• оцен ка ме то да на и мень ших ква д ра тов �ββ = �ββOLS = (X TX)–1X TY;
• век тор про гноз ных зна че ний:  �Y = X �ββ = X(X TX)–1X TY = NY, где N =

= X(X TX)–1X T;

V(Y) = V(Xββ + εε) = V(εε) = σ2In,
V( �Y) = V(Nεε) = σ2NN T = σ2N.





n – 1
———
n – k

eTe/(n – k)
————————
yTy/(n – 1)

RSS
–––
TSS

�yT �y
–––
yTy

eTe
–––
yTy

ESS
–––
TSS
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• век тор ос тат ков ре г рес сии

e = Y – �Y = Y – X �ββ = (I – N)Y = MY, (5.1)

где M = E – N.
Про ве рим сим ме т рич ность и идем по тент ность ма т риц M и N, т.е. то, что

они яв ля ют ся про ек то ра ми (с ге о ме т ри че с кой точ ки зре ния идем по тент ная
ма т ри ца со от вет ст ву ет опе ра то ру про еци ро ва ния на век тор ное про ст ран ст во):

Та ким об ра зом, N — ма т ри ца ор то го наль но го про ек ти ро ва ния на про ст -
ран ст во π, по рож ден ное век то ра ми xi; M — ма т ри ца ор то го наль но го про ек -
ти ро ва ния на π�.

Вы чис лим ма те ма ти че с кое ожи да ние и ма т ри цу ко ва ри а ций век то ра ос -
тат ков e:

M(e) = M(MY) = MM(Y) = MXββ = 0;
V(e) = V(MY) = MV(Y)MT = Mσ2EMT = σ2M. (5.3)

Сум ма ква д ра тов ос тат ков Σet
2 = eTe яв ля ет ся ес те ст вен ным кан ди да том

на оцен ку дис пер сии оши бок σ2, оче вид но, с не ко то рым по пра воч ным ко -
эф фи ци ен том, за ви ся щим от чис ла сте пе ней сво бо ды.

Про ве рим, бу дет ли та кая оцен ка не сме щен ной.
Так как tr(AB) = tr(BA), то

tr(N) = tr(X(XTX)–1XT) = tr(XTX(XTX)–1) = tr(Ek) = k,

а тог да, по сколь ку tr(A – B) = tr(A) – tr(B), ис поль зуя фор му лу (5.3) по лу -
ча ем

M(eTe) = trV(e) = σ2tr(M) = σ2tr(En – N) = σ2(n – k).

Сле до ва тель но, M = σ2, т.е. s2 = = — не сме щен ная оцен -

ка дис пер сии оши бок σ2.
По фор му лам (5.1) и (5.2) име ем

e = MY = M(Xββ + εε) = Mе.

Та ким об ра зом,

e = Mεε. (5.4)

Ранг идем по тент ной сим ме т рич ной ма т ри цы ра вен ее сле ду (пред ло же -
ние 5.4), по это му

rank(M) = rank(En – N) = tr(En – N) = n – k.

Σet
2

———
n – k

eTe
———
n – k

eTe
———
n – k
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Тог да (n – k) = = = � χ2(n – k) по лем ме Фи ше ра

(свой ст во 8).
Не за ви си мость оце нок �ββ и s2. За пи шем вы ра же ние оцен ки ме то да на и -

мень ших ква д ра тов в сле ду ю щем ви де:

�ββOLS = (XTX)–1XT(Xββ + εε) = ββ + (XTX)–1XTεε = ββ + Aεε, (5.5)

где А = (ХTХ)–1ХT.
Срав ни вая фор му лы (5.4) и (5.5), ви дим, что слу чай ные век то ры �ββ и e

име ют сов ме ст ное мно го мер ное нор маль ное рас пре де ле ние по свой ст ву 5,
по это му что бы до ка зать их не за ви си мость, до ста точ но до ка зать их не кор ре -
ли ру е мость по свой ст ву 4, а имен но, что АМ = 0 (свой ст во 7).

Име ем

AM T = AM = (XTX)–1XT(E – X(XTX)–1XT) =
= (XTX)–1XT – (XTX)–1XTX(XTX)–1XT =0,

по это му (так как М(е) = 0)

cov( �ββ, e) = М(( �ββ – ββ)eT) = M(AεεεεTM) = σ2AM = 0.

Так как s2 яв ля ет ся функ ци ей от е, то �ββ и s2 то же не за ви си мы.
Про вер ка ги по те зы Н0: βi = βi0 про тив аль тер на тив ной ги по те зы Н1: βi

� βi0.
Из ве ст но сле ду ю щее.
1.��ββOLS = (XTX)–1XTY, M( �ββOLS)�= ββ, V(�ββOLS)�= σ2(XTX)–1 (см. те о ре му Га ус -

са — Мар ко ва), т.е. �ββOLS – ββ � N(0, σ2(XTX)–1), или �βOLS, i – βi � N(0, σ2
�βi
), где

σ2
�βi

= σ2qii, qii — i-й ди а го наль ный эле мент ма т ри цы (XTX)–1. В ка че ст ве оцен -
ки дис пер сии �βOLS, i возь мем �σ2

�βi
= �σ2qii = s2qii.

2.� � χ2(n – k).

3.�Оцен ки �ββOLS и s2 не за ви си мы. По это му

Та ким об ра зом, [ �βOLS, i – tc�σ�βi
; �βOLS, i + tc�σ�βi

] — 95%-ный до ве ри тель ный ин -
тер вал для ис тин но го зна че ния ко эф фи ци ен та βi, где tc — дву сто рон няя
95%-ная кван тиль рас пре де ле ния Стью ден та с (n – k) сте пе ня ми сво бо ды.

Для те с ти ро ва ния ну ле вой ги по те зы H0: βi = βi0 мож но так же при ме нить
t-ста ти с ти ку, а имен но, ну ле вая ги по те за от кло ня ет ся на 95%-ном до ве ри -
тель ном уров не, ес ли | t | > tc (95%, n – k).

Про вер ка ги по те зы Н0: β2 = β3 = … = βk = 0 про тив аль тер на ти вы Н1: не -
вер но, что вы пол не но Н0.

Пусть в чис ло ре г рес со ров вхо дит кон стан та (сво бод ный член): Yt =
= β1 + β2Xt2

+ β3Xt3
+ ... + βk Xtk

+ εi.

OLS, OLS,ˆ ˆOLS,

ˆ ˆ ˆ

OLS, ˆ

( )/ ( )/
ˆ ˆ / ( )

( )/
( ).

/

i i

i i i

i

i ii ii i

ii ii

i i

t
s q q

t n k
s

= = = =

= D

1
———
n – k

s2

––
σ2

εεTMεε
———

σ2

εεTMTMεε
—————

σ2

eTe
——
σ2

s2

––
σ2
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Рас смо т рим ста ти с ти ку

где �yt = �Yt – 
–
Y .

Во-пер вых, из ве ст но, что зна ме на тель име ет рас пре де ле ние χ2(n – k).

Во-вто рых, по ка жем, что чис ли тель име ет рас пре де ле ние χ2(k – 1).

За ме тим, что:

а)� �Y = Xββ NY, где N = X(XTX)–1XT — опе ра тор ор то го наль но го про ек -
ти ро ва ния на под про ст ран ст во p, по рож ден ное век то ра ми x1, x2, …, xk. Опе -
ра цию взя тия от кло не ния от сред не го y = Y – 

–
Y мож но за пи сать в ма т рич -

ной фор ме:

y = Y – 
–
Y = Y – S ΣYi = Y – SSTY = (I – P)Y,

где P = SST — (n � n)-ма т ри ца, , т.е. Pij = .�Име ем ∀Y

(Y – PY)TS = n
–
Y – 

–
YSTS = n

–
Y – n

–
Y = 0,

так как 
–
YSTS = YT SSTS = YTS = n

–
Y. Та ким об ра зом Р — ор то го наль ный

про ек тор на век тор S;

б)�PS = S. Так как S ∈ π, то PN P, т.е. по сле до ва тель ное ор то го наль ное
про ек ти ро ва ние Y на π, а по том на S сов па да ет с ор то го наль ным про ек ти -
ро ва ни ем Y на S (те о ре ма о трех пер пен ди ку ля рах);

в)�име ем 
–�YS = P �Y PNY PY

–
YS, тог да

�y = �Y – 
–�YS = �Y – 

–
YS (N – P)Y = (N – P)(Xββ + εε) = xββ + (N – P)εε

(NX = X, PX = S
–
X, где 

–
X — век тор-стро ка, i-я ком по нен та ко то ро го рав на

сред не му зна че нию эле мен тов i-й стро ки ма т ри цы X, по это му (N – P)X = x —
(n � k)-ма т ри ца с ну ле вым пер вым столб цом).

По это му ес ли ги по те за Н0 вер на, то xββ = 0 и �y = (N – P)εε.
Ма т ри ца (N – P) сим ме т рич ная и идем по тент ная:

(N – P)2 = N2 – NP – PN + P2 = N – NP – P + P = N – NTPT =
= N – (PN)T = N – P T = N – P,

по это му rank(N – P) = tr(N – P) = tr(N) – tr(P) = k – 1.
Сле до ва тель но, по свой ст ву 8 (лем ма Фи ше ра)
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По сколь ку �ββOLS и е не за ви си мы, а зна чит, �y и е не за ви си мы, то ста ти с ти -
ка F име ет рас пре де ле ние Фи ше ра:

Ги по те за H0 от вер га ет ся на 95%-ном до ве ри тель ном уров не, ес ли F > Fc,
где Fc — од но сто рон няя 95%-ная кван тиль рас пре де ле ния Фи ше ра F(k – 1, n – k).

Про вер ка ли ней но го ог ра ни че ния об ще го ви да. Пусть ну ле вая ги по те -
за име ет вид об ще го ли ней но го ог ра ни че ния H0: Hββ = r, где H — (q�k)-ма т -
ри ца; ββ — век тор ко эф фи ци ен тов раз мер но с ти k; r — век тор ог ра ни че ний
раз мер но с ти q, q 
 k (чис ло ог ра ни че ний не пре вос хо дит чис ла па ра ме т -
ров), и ог ра ни че ния ли ней но не за ви си мы, т.е. rank(H) = q.

Так как �ββOLS � N(ββ, σ2(XTX)–1) по свой ст ву 5, то H �ββ – r � N(Hββ – r, Σ), где
Σ — (q�q)-ма т ри ца, Σ = V(H �ββ – r) = V (H �ββ) = HV(�ββ)HT = σ2H(XTX)–1H T.

Дру ги ми сло ва ми, H �ββ – r � N(Hββ – r, σ2H(XTX)–1H T).
По свой ст ву 9 (так же лем ма Фи ше ра):

(H �ββ – r – Hββ + r)T[H(XTX)–1H T]–1(H �ββ – r – Hββ + r) � χ2(q).

Ес ли ну ле вая ги по те за вер на, то

(H �ββ – r)T[H(XTX)–1H T]–1(H �ββ – r) � χ2(q).

По сколь ку �ββ и е не за ви си мы, а � χ2(n – k), то

F = � F(q, n – k). (5.6)

Дру ги ми сло ва ми, ес ли ну ле вая ги по те за H0: Hββ – r = 0 вер на, то с ве ро ят-
но с тью 0,95 ста ти с ти ка F мень ше, чем Fc(q, n – k), где Fc(q, n – k) — 95%-ная
кван тиль рас пре де ле ния Фи ше ра F(q, n – k).

Не де лая ни ка ких пред по ло же ний от но си тель но ги по те зы H0, вме с то
ста ти с ти ки (5.6) ис хо дим:

1)�из не за ви си мо с ти �ββ и е;

2)�то го, что � χ2(n – k);

3)�свой ст ва 9 (лем мы Фи ше ра),
тог да по лу ча ем

F = � F(q, n – k). (5.7)

Ча ст ный слу чай об щей ли ней ной ги по те зы. Рас смо т рим слу чай об щей
ли ней ной ги по те зы Hββ = r, ког да ну ле вая ги по те за име ет вид H0: βk – q + 1 =
= βk – q + 2 = …= βk = 0. Все ма т ри цы с раз ме ром k по од ной из сто рон ра зо бьем

на бло ки со сто ро на ми k – q и q: Н = (O Eq); �ββ = ; ββ = ; X = (X1 X2),
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тог да H �ββ = (O Eq) = b2, X �ββ = X1b1 + X2b2, где ма т ри ца X1 име ет раз мер

n� (k – q), ма т ри ца X2 — раз мер n�q, век то ры b1, ββ1 — раз мер k – q, век то -
ры b2, ββ2 — раз мер q. Обо зна чим:

(из ве ст но, что (Q22)–1 = Q22 – Q21Q11
–1Q12)

Чис ли тель дро би в вы ра же нии (5.7), при ус ло вии что вер на ну ле вая ги -
по те за H0: β2 = 0, име ет вид

где M1 = En – X1(X1
TX1)

–1X1
T — ма т ри ца ор то го наль но го про ек ти ро ва ния

на π1
� — ор то го наль ное до пол не ние к π1 (про ст ран ст ву, по рож ден но му пер -

вы ми k – q столб ца ми ма т ри цы Х1) в �n. Дей ст ви тель но,

M1X1 = IX1 – X1(X1
TX1)

–1X1
TX1 = O,

а лю бой век тор, ор то го наль ный X1, т.е. та кой, что X1
TY = 0, не из ме ня ет ся

ма т ри цей М1:

M1Y = EY – X1(X1
TX1)

–1X1
TY = Y.

Обо зна чим: e* — век тор ос тат ков «ко рот кой» ре г рес сии (толь ко на Х1),
e — век тор ос тат ков «длин ной» ре г рес сии (на X = (Х1 Х2)). Тог да M1X1b1 = 0,
так как M1 — про ек тор на под про ст ран ст во, ор то го наль ное Х1, и e* = М1Y =
= М1(X1b1 + X2b2 + e) = M1X1b1 + M1X2b2 + M1e = M1X2b2 + e, где M1e = e, так
как e ор то го на лен Х1 и Х2. Сле до ва тель но, так как M1 — сим ме т рич ная
идем по тент ная ма т ри ца, то

e*Te* = (e + M1X2b2)
T(e + M1X2b2) =

= eTe + bT
2 X

T
2 M1X2b2 + eTM1X2b2 + bT

2 X
T
2M1e.

Два по след них сла га е мых здесь рав ны ну лю, так как M1e = e, XT
2e = eTХ2 =

= 0 (ос тат ки ор то го наль ны ре г рес со рам). Та ким об ра зом,

e*Te* – eTe = bT
2 X

T
2 M1X2b2. (5.9)

По лу чен ное вы ра же ние (5.9) сов па да ет с вы ра же ни ем (5.8), по это му
ста ти с ти ку F из фор му лы (5.7) в слу чае вы пол не ния ги по те зы H0 мож но за -
пи сать как

(5.8)
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F = = � F(q, n – k), (5.10)

где ESSR — сум ма ква д ра тов ос тат ков «ко рот кой» ре г рес сии (restricted);
ESSUR — сум ма ква д ра тов ос тат ков «длин ной» ре г рес сии (unrestricted). Та -
ким об ра зом,

F = = � F(q, n – k), (5.11)

где R2
R, R2

UR — ко эф фи ци ен ты де тер ми на ции для «ко рот кой» и «длин ной»
ре г рес сий.

За ме ча ние 5.1. Дан ные пред став ле ния F-ста ти с ти ки в фор мах (5.10),
(5.11) спра вед ли вы и в об щем слу чае про из воль но го ли ней но го ог ра ни че -
ния Нββ = r. Тог да ме тод на и мень ших ква д ра тов для «ко рот кой» ре г рес сии
со сто ит в ми ни ми за ции функ ции ESS при ус ло вии Нββ = r.

В ка че ст ве «длин ной» ре г рес сии вы сту па ет ре г рес сия без ог ра ни че ний
на па ра ме т ры ββ. Ли ней ной за ме ной ре г рес со ров об щий слу чай сво дит ся
к рас смо т рен но му слу чаю ли ней но го ог ра ни че ния ви да βk – q + 1 = βk – q + 2 = … =
= βk = 0. Как и в ча ст ном слу чае, ма т ри цы с раз ме ром k по од ной из сто рон
ра зо бьем на бло ки со сто ро на ми k – q и q:

Ма т ри цы име ют раз мер: H — q�k, H1 — q� (k – q), H2 — q�q, X — n�k,
X1 — n� (k – q), X2 — n�q; век то ры: ββ — k, ββ1 — (k – q), ββ2 — q. Не ума ляя
общ но с ти, бу дем счи тать, что rank(H2) = q (ина че пе ре ста вим столб цы ма т -
ри цы H). Тог да

Hββ = H1ββ1 + H2ββ1 = r;

ββ2 = H2
–1(r – H1ββ1).

Вве дем но вые пе ре мен ные:

Тог да

и, под став ляя эти вы ра же ния в урав не ние ре г рес сии, по лу ча ем

Y = Xββ + εε = X1ββ1 + X2ββ2 + εε = X1u1 + X2[u2 + H2
–1(r – H1u1)] + εε =

= (X1 – X2H2
–1H1)u1 + X2u2 + X2H2

–1r + εε.

За тем, обо зна чая

по лу ча ем W = Zu + е, где Z = (Z1 Z2), .u
u
u= 1

2







Z1 = X1 – X2H2
–1H1,

Z2 = X2,




ββ1 = u1,
ββ2 = u2 + H2

–1(r – H1u1).




u1 = ββ1,
u2 = ββ2 – H2

–1(r – H1ββ1).




q k q k q q q q

k q

n k n k q n
H H H X X
× × − ×

−

× × −













= = =
( ) ( )

; ;
1 2

1

2
1

ββ
ββ
ββ

××





q

X2
.

(R2
UR – R2

R)/q
————————————
(1 – R2

UR)/(n – k)
(RSSUR – RSSR)/q

———————————————
(TSS – RSSUR)/(n – k)

(e*Te* – eTe)/q
——————————

eTe/(n – k)
(ESSR – ESSUR)/q
———————————

ESSUR/(n – k)



В но вых пе ре мен ных «ко рот кая» ре г рес сия от ли ча ет ся от «длин ной» ус -
ло ви ем H0: Uk – q + 1 = Uk – q + 2 = … = Uk = 0, и уже из ве ст но, что в этом слу чае, ес -
ли вер на ну ле вая ги по те за, то F-ста ти с ти ка ви да (5.10), (5.11) име ет рас пре -
де ле ние F(q, n – k). Кро ме то го, со вер шен но оче вид но, что ос тат ки
«длин ной» ре г рес сии e в ста рых и но вых пе ре мен ных сов па да ют, и что ос -
тат ки ко рот кой ре г рес сии e* в но вых пе ре мен ных в пред по ло же нии спра -
вед ли во с ти ну ле вой ги по те зы сов па да ют с ос тат ка ми «ко рот кой» ре  г рес -
сии в ста рых пе ре мен ных, ког да ми ни ми зи ру ет ся ESS при ус ло вии Hββ = r.

Еще один ча ст ный слу чай ли ней ной ги по те зы. Рас смо т рим дру гой ча ст -
ный слу чай об щей ли ней ной ги по те зы Нββ = r, ког да ма т ри ца H име ет раз -
мер 1 �k, т.е. ма т ри ца Н = cT, c — век тор раз ме ра k. Тог да ну ле вая ги по те за
при ни ма ет вид H0: c

Tββ = θθ. Для про вер ки этой ги по те зы ис хо дя из об щих со -
об ра же ний мож но ис поль зо вать F-ста ти с ти ку, ко то рая в этом слу чае рас -
пре де ле на по за ко ну Фи ше ра F(1, n – k).

В то же вре мя cT �ββ � N(cTββ, σ2
cT �β) как ли ней ная ком би на ция сов ме ст но

нор маль но рас пре де лен ных слу чай ных ве ли чин, при чем

σ2
cT �β = V(cT �ββ) = cTV( �ββ)c = σ2cT(XTX)–1c,

а оцен ка этой дис пер сии

�σ2
cT �β = �σ22cT(XTX)–1c = s2cT(XTX)–1c.

Тог да

по сколь ку:
1)�(cT �ββ – cTββ)/ �σcT �β � N(0, 1);

2)� � χ2(n – k);

3) �ββ и s2 не за ви си мы.
Дру ги ми сло ва ми, ес ли спра вед ли ва ги по те за H0: c

Tββ = θθ, то t-ста ти с ти ка

С дру гой сто ро ны, в рас сма т ри ва е мом слу чае q = 1 и F-ста ти с ти ка име -
ет вид

В дан ном слу чае про вер ка ги по те зы с по мо щью F-ста ти с ти ки эк ви ва -
лент на про вер ке ги по те зы с по мо щью t-ста ти с ти ки.

5.5. По ст ро е ние и ана лиз эко но ме т ри че с ких мо де лей

В дан ном па ра гра фе при ве де ны при ме ры ре ше ния за дач на по ст ро е ние
и ана лиз эко но ме т ри че с ких мо де лей.

1
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При мер 5.1. В ре зуль та те ис сле до ва ния фак то ров, оп ре де ля ю щих эко но ми -
че с кий рост по 73 стра нам, по лу че но сле ду ю щее урав не ние ре г рес сии:

где �G — тем пы эко но ми че с ко го рос та (тем пы рос та сред не ду ше во го ВВП, в %
к ба зис но му пе ри о ду); Р — ре аль ный сред не ду ше вой ВВП, %; S — бю д жет ный
де фи цит, % к ВВП; I — объ ем ин ве с ти ций, % к ВВП; D — внеш ний долг, %
к ВВП; In — уро вень ин фля ции, %. Под ко эф фи ци ен та ми ука за ны фак ти че с кие
зна че ния t-кри те рия для ко эф фи ци ен тов мно же ст вен ной ре г рес сии. Име ем
R2 = 0,60.

1.�Тре бу ет ся про ве рить ги по те зу о до сто вер но с ти по лу чен ной мо де ли в це лом.
2.�До по лу че ния ре зуль та тов это го ис сле до ва ния ваш од но курс ник за клю чил

с ва ми па ри, что эм пи ри че с кие ре зуль та ты по дан ной мо де ли до ка жут на ли чие
об рат ной свя зи меж ду тем па ми эко но ми че с ко го рос та и объ е мом внеш не го дол -
га стра ны (% к ВВП). Вы иг рал ли это па ри ваш од но курс ник?

Ре ше ние. 1. Име ем F = = · = 20,1; Fкр(5%; 5; 67) = 2,37; F > Fкр.

Сле до ва тель но, мо дель зна чи ма.
2.�H0: βS = 0; t = 3,91; t(0,05; 67) � 2. Ко эф фи ци ент при D зна чи мо не от ли ча -

ет ся от 0, хо тя он и от ри ца те лен. Ваш од но курс ник про иг рал па ри, его вы иг ра -
ли вы.

При мер 5.2. Для трех ви дов про дук ции А, В и С мо де ли за ви си мо с ти удель -
ных по сто ян ных рас хо дов от объ е ма вы пу с ка е мой про дук ции вы гля дят сле ду ю -
щим об ра зом:

YA = 600;  YB = 80 + 0,7х;  YC = 40х0,5.

Тре бу ет ся вы пол нить сле ду ю щие за да ния.
1.�Оп ре де лить ко эф фи ци ент эла с тич но с ти по каж до му ви ду про дук ции.
2.�Срав нить при х = 1000 эла с тич ность за трат для про дук ции В и С.
3.�Оп ре де лить, ка ким дол жен быть объ ем вы пу с ка е мой про дук ции, что бы

ко эф фи ци ен ты эла с тич но с ти для про дук ции B и C бы ли рав ны.
Ре ше ние. 1. Най дем ко эф фи ци ен ты эла с тич но с ти по каж до му ви ду про дук -

ции: ЭA
yx = 0; ЭB

yx = = 0,7 ; ln yC = ln 40 + 0,5ln x; ЭC
yx = = 0,5.

2.�ЭB
yx(1000) = 0,7 = = 0,897; ЭC

yx(1000) = 0,5; ЭB
yx > ЭC

yx.

3.� = 0,5; 0,7x = 40 + 0,35x; 0,35x = 40; x = = 114,2857.

При мер 5.3. Пусть име ет ся сле ду ю щая мо дель ре г рес сии, ха рак те ри зу ю щая
за ви си мость у от х: y = 8 – 7x + е. Из ве ст но так же, что rxy = –0,5; n = 20. Тре бу -
ет ся вы пол нить сле ду ю щие за да ния.

1.�По ст ро ить до ве ри тель ный ин тер вал для ко эф фи ци ен та ре г рес сии в этой
мо де ли:

а)�с ве ро ят но с тью 0,9;
б)�с ве ро ят но с тью 0,99.
2.�Про ана ли зи ро вать ре зуль та ты, по лу чен ные в п. 1, и по яс нить при чи ны их

раз ли чий.
Ре ше ние. 1. Оцен ка сред не ква д ра ти че с ко го от кло не ния па ра ме т ра b ре г рес -

си он но го урав не ния �y = a + bx рав на

40
———
0,35

0,7x
——————
80 + 0,7x

700
———
780

1000
—————————
80 + 0,7 · 1000

∂ln y
———
∂ln x

x
——————
80 + 0,7x

x
–
y

∂y
––
∂x

67
––
5

0,6
——
0,4

n – k
———
k – 1

R2

————
1 – R2

5,9 4,34 3,91 0,79 2,7

ˆ 1,4 0,52 0,17 11,16 0,38 4,75 ,G P S I D In=
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в то вре мя как кри ти че с кие зна че ния t-ста ти с ти ки: t(0,10; 18) = 1,734; t(0,01; 18) =

= 2,878. Име ем � t(18), сле до ва тель но:

а)�90%-ный до ве ри тель ный ин тер вал для в:

b – t(0,10; 18)Sb 
 β 
 b + t(0,10; 18)Sb;

–7 – 1,734 · 2,8577 
 β 
 –7 + 1,734 · 2,8577;
–1,95525 
 β 
 –2,0447;

б)�99%-ный до ве ри тель ный ин тер вал для в:

b – t(0,01; 18)Sb 
 β 
 b + t(0,01; 18)Sb;

–7 – 2,878 · 2,8577 
 β 
 –7 + 2,878 · 2,8577;
–5,2245 
 β 
 1,2245.

2.�До ве ри тель ный ин тер вал, на кры ва ю щий ис тин ное зна че ние ко эф фи ци ен -
та при эк зо ген ной пе ре мен ной с ве ро ят но с тью 0,99, ес те ст вен но, со дер жит в се -
бе до ве ри тель ный ин тер вал, на кры ва ю щий β с мень шей ве ро ят но с тью 0,9.

При мер 5.4. По со во куп но с ти 30 пред при я тий тор гов ли изу ча ет ся за ви си -
мость меж ду при зна ка ми: х — це на на то вар А, тыс. руб.; у — при быль тор го во го
пред при я тия, млн руб. При оцен ке ре г рес си он ной мо де ли бы ли по лу че ны сле -
ду ю щие про ме жу точ ные ре зуль та ты:

Σ(yi – �y)2 = 39 000;   Σ(yi – –y)2 = 120 000.

Тре бу ет ся вы пол нить сле ду ю щие за да ния.
1.�По яс нить, ка кой по ка за тель кор ре ля ции мож но оп ре де лить по этим дан ным.
2.�По ст ро ить таб ли цу дис пер си он но го ана ли за для рас че та зна че ния F-кри -

те рия Фи ше ра.
3.�Срав нить фак ти че с кое зна че ние F-кри те рия с таб лич ным. Сде лать вы во ды.
Ре ше ние. 1. Те о ре ти че с кое кор ре ля ци он ное от но ше ние (ин декс кор ре ля ции)

2.�В ре зуль та те про стых вы чис ле ний по лу ча ем сле ду ю щую таб ли цу:

F = .

3.�Fфакт > Fтабл, сле до ва ва тель но, мо дель зна чи ма.

При мер 5.5. По 30 на блю де ни ям ма т ри ца пар ных ко эф фи ци ен тов кор ре ля -
ции ока за лась сле ду ю щей:

RSS/1
————————
ESS/(n – k)

Вариация
Число 

степеней
свободы

Сумма
квадратов

Дисперсия 
на одну степень

свободы

F-отношение

фактическое табличное
при α = 0,05

Общая 29 120 000 — — —

Объясненная 1 81 000 81 000,0000 58,1538  4,24

Остаточная 28 39 000 1392,8571 — —

R
ESS
TSSxy = = = = =1 1

39 000
120 000

1 0 325 0 675 0 8216− − − , , , .

β – b
———

Sb

S
b R

n R
b = =

1

2
2 8577

2−

−
,

140



Тре бу ет ся вы пол нить сле ду ю щие за да ния.
1.�По ст ро ить урав не ние ре г рес сии в стан дар ти зо ван ном ви де и сде лать вы во ды.
2.�Оп ре де лить по ка за тель мно же ст вен ной кор ре ля ции (не скор рек ти ро ван -

ный и скор рек ти ро ван ный).
3.�Оце нить це ле со об раз ность вклю че ния пе ре мен ной x1 в мо дель по сле вве -

де ния в нее пе ре мен ных x2 и x3.
Ре ше ние. 1. За пи шем си с те му урав не ний для стан дар ти зо ван ных пе ре мен ных:

Ре шив си с те му, най дем:

0,57 = 0,99β2 + 0,785β3;
β2 = 0,576 – 0,793β3;

0,24 = 0,99β1 + 0,07β3;
β1 = 0,242 – 0,071β3;

0,4 = 0,036 – 0,11β3 + 0,461 – 0,634 + β3;
–0,097 = 0,355β3;

β3 = – 0,273;  β2 = 0,792;  β1 = 0,262;
ty = 0,262tx1

+ 0,792tx2
– 0,273tx3

.

2.�По ка за те ли кор ре ля ции оп ре де лим как ко рень из ко эф фи ци ен тов де тер -
ми на ции:

3.�R2
yx1x2x3

= R2 = 0,445;

0,32 = 0,64β2 + 0,8β3;
0,28 = 0,36β2;

β2 = 0,778;  β3 = 0,4 – 0,8 · 0,778 = –0,222;
ty = 0,778tx2

– 0,222tx3
;

R2
yx2x3 = β2ryx2

= 0,378;

Fкр(0,05; 1; 26) = 4,24;

Fx1
< Fкр, сле до ва тель но, не сто ит до бав лять x1.

F
R R

R
n

x
yx x x yx x

yx x x
1

1 2 3 2 3

1 2 3

2 2

21
4

1
0 445 0 378

1 0 445
26= = =

−
−

− −
−

, ,
,

33 131, ;

0,6 = β2 + 0,8β3,
0,4 = 0,8β2 + β3;





R r r ryx yx yx= = = =β β β1 2 31 2 3
0 262 3 0 792 0 6 0 273 0 4 0 445 0+ + ⋅ + ⋅ − ⋅, , , , , , ,, ;
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Переменная y x1 x2 x3

y 1,00 — — —
x1 0,30 1,00 — —
x2 0,60 0,10 1,00 —
x3 0,40 0,15 0,80 1,00
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При мер 5.6. За ви си мость сред не ме сяч ной про из во ди тель но с ти тру да от воз -
ра с та ра бо чих ха рак те ри зу ет ся мо де лью у = а + bх + сх2. Ее ис поль зо ва ние при -
ве ло к ре зуль та там, пред став лен ным в таб ли це.

Тре бу ет ся оце нить ка че ст во мо де ли, оп ре де лив ошиб ку ап прок си ма ций
и ин декс кор ре ля ции и ис поль зуя F-кри те рий Фи ше ра.

Ре ше ние. Урав не ние ре г рес сии име ет вид у = а + bх + сх2.
1.�Оп ре де лим ошиб ку ап прок си ма ций. Име ем: 

2.�Оп ре де лим ин декс кор ре ля ции. Име ем:

Тог да ин декс кор ре ля ции ра вен

3.�Най дем зна че ние F-кри те рия Фи ше ра. Ко эф фи ци ент де тер ми на ции

тог да

в то вре мя как кри ти че с кое зна че ние F-кри те рия Фи ше ра Fкр(0,05; 2; 7) = 4,74.
Так как 11,6 > 4,74, то мо дель зна чи ма.

При мер 5.7. Изу ча лась за ви си мость ви да у = ахb. Для пре об ра зо ван ных 
в ло га риф мах пе ре мен ных по лу че ны сле ду ю щие дан ные:

Σxy = 4,2087;  Σx = 8,2370;  Σx2 = 9,2334;  Σy = 3,9310;  Σ(y – �yx) = 0,0014.

Тре бу ет ся вы пол нить сле ду ю щие за да ния.
1.�Най ти па ра метр b.
2.�Най ти по ка за тель кор ре ля ции, пред по ла гая σy = 0,08. Оце нить его зна чи -

мость.
3.�Оце нить зна чи мость урав не ния ре г рес сии, ес ли из ве ст но, что n = 9.
Ре ше ние. Име ем ln y = ln a + bln x.
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Номер
п/п

Производительность 
труда рабочих у, тыс. руб. Номер

п/п

Производительность 
труда рабочих у, тыс. руб.

фактическая расчетная фактическая расчетная

1 12 10 6 11 12

2 8 10 7 12 13

3 9 11 8 9 10

4 15 14 9 11 10

5 16 15 10 9 9
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tкр(0,05; 7) = 2,365; t > tкр. По ка за тель кор ре ля ции зна чим.

3. F = (n – k) = 23,6613; Fкр(0,05; 1; 7) = 5,59, F > Fкр.

Урав не ние ре г рес сии зна чи мо.

При мер 5.8. За ви си мость объ е ма про из вод ст ва у (тыс. ед.) от чис лен но с ти
за ня тых х (че ло век) по 15 за во дам кон цер на ха рак те ри зу ет ся сле ду ю щим об ра -
зом.

Урав не ние ре г рес сии: y = 30 – 0,4x + 0,04x2.
До ля ос та точ ной дис пер сии в об щей со став ля ет 20%.
Тре бу ет ся оп ре де лить сле ду ю щие па ра ме т ры.
1.�Ин декс кор ре ля ции.
2.�Зна чи мость урав не ния ре г рес сии.
3.�Ко эф фи ци ент эла с тич но с ти, пред по ла гая, что чис лен ность за ня тых со -

став ля ет 30 че ло век.

Ре ше ние. 1. 

2.�F = = = = 24;

Fкр(0,05; 1; 7) = 5,59; F > Fкр. Урав не ние ре г рес сии зна чи мо.

3.�Эyx = = ; Эyx(30) = = =

= 1,11.

При мер 5.9. По груп пе из 10 за во дов, про из во дя щих од но род ную про дук -
цию, по лу че но урав не ние ре г рес сии се бе с то и мо с ти еди ни цы про дук ции y (тыс.

руб.) от уров ня тех ни че с кой ос на щен но с ти x (тыс. руб.): y = 20 + . До ля ос -

та точ ной дис пер сии в об щей со ста ви ла 0,19.
Тре бу ет ся оп ре де лить сле ду ю щие па ра ме т ры.
1.�Ко эф фи ци ент эла с тич но с ти, пред по ла гая, что сто и мость ак тив ных про из -

вод ст вен ных фон дов со став ля ет 200 тыс. руб.
2.�Ин декс кор ре ля ции.
3.�F-кри те рий Фи ше ра.
Сде лать вы во ды.

Ре ше ние. 1. Эyx = = = ;

Эyx(200) = = – = –0,1489.
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2.�

3.�F = (n – k) = 23,6613; Fкр(0,05; 1; 8) = 5,32; F > Fкр. Мо дель зна чи ма.

При мер 5.10. По дан ным, по лу чен ным от 20 фер мер ских хо зяйств од но го из
ре ги о нов, изу ча ет ся за ви си мость объ е ма вы пу с ка про дук ции рас те ни е вод ст ва
у (млн руб.) от че ты рех фак то ров: чис лен но с ти ра бот ни ков L (че ло век), ко ли че -
ст ва ми не раль ных удо б ре ний на 1 га по се ва M (кг), ко ли че ст ва осад ков в пе ри -
од ве ге та ции R (г) и ка че ст ва Q (бал лов). Бы ли по лу че ны сле ду ю щие ва ри ан ты
урав не ний ре г рес сии и до ве ри тель ные ин тер ва лы с ве ро ят но с тью P = 0,95 для
ко эф фи ци ен тов ре г рес сии:

1. ��y = 2 + 0,5L + 1,7M – 2R, R2 = 0,77.

2. ��y = 6,4 + 0,7L + 1,5M – 2R + 0,8Q, R2 = 0,81.

Тре бу ет ся вы пол нить сле ду ю щие за да ния.
1.�Вос ста но вить про пу щен ные гра ни цы до ве ри тель ных ин тер ва лов в каж дом

урав не нии.
2.�Вы брать на и луч шее урав не ние ре г рес сии. Дать ин тер пре та цию его па ра -

ме т ров и до ве ри тель ных ин тер ва лов для ко эф фи ци ен тов ре г рес сии на при ме ре
од но го из фак тор ных при зна ков.

3.�Оце нить це ле со об раз ность вклю че ния в мо дель y = f(L, M, R) фак то ра Q.
Ре ше ние. 1. tкр(0,05; 16) = 2,120; tкр(0,05; 15) = 2,131;

–tкр 
 
 b + tкр; b – tσb 
 β 
 b + tσb.

1-е урав не ние. Най дем про пу щен ные гра ни цы до ве ри тель ных ин тер ва лов:

Точ но так же на хо дим про пу щен ную гра ни цу до ве ри тель но го ин тер ва ла для
R: –5,5.

2-е урав не ние. Та ким же спо со бом на хо дим про пу щен ные гра ни цы ин тер ва -
лов:

для L: 1,1;  для M: 3,2;  для R: –2,8.

2.�Вы чис лим и срав ним скор рек ти ро ван ные ко эф фи ци ен ты де тер ми на ции
для на ших урав не ний:

L

b

M

b b

b

: , , , ; , , ;

, , , , ;

: ,

0 5 2 12 0 1 2 12 0 4

2 12 0 5 0 4 0 9
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Вто рое урав не ние луч ше, по сколь ку его скор рек ти ро ван ный ко эф фи ци ент
де тер ми на ции боль ше.

3.�

Це ле со об раз но вклю чить в мо дель фак тор Q, по сколь ку рас чет ное зна че ние
F-ста ти с ти ки 37,58 боль ше кри ти че с ко го зна че ния Fкр(0,05; 1; 15) = 4,54.

При мер 5.11. По 20 на блю де ни ям за ви си мость спро са на то вар y от его це ны
x ха рак те ри зу ет ся урав не ни ем lg y = 1,75 – 0,35lg x. До ля ос та точ ной дис пер сии
в об щей со ста ви ла 18%. Тре бу ет ся вы пол нить сле ду ю щие за да ния.

1.�За пи сать дан ное урав не ние в ви де сте пен ной функ ции.
2.�Оце нить эла с тич ность спро са на то вар в за ви си мо с ти от его це ны.
3.�Оп ре де лить ин декс кор ре ля ции.
4.�Оце нить зна чи мость урав не ния ре г рес сии че рез F-кри те рий Фи ше ра. Сде -

лать вы во ды.
Ре ше ние.

Fкр(0,05; 1; 18) = 4,41; F > Fкр. Урав не ние зна чи мо.

При мер 5.12. По 30 на блю де ни ям по лу че ны сле ду ю щие дан ные: R2 = 0,65,
–y = 200, –x1 = 150, –x2 = 20, –x3 = 100. Урав не ние ре г рес сии

��y = a + 0,176x1 + 0,014x2 – 7,75x3.

Тре бу ет ся вы пол нить сле ду ю щие за да ния.
1.�Най ти скор рек ти ро ван ный ко эф фи ци ент кор ре ля ции, оце нив зна чи мость

урав не ния ре г рес сии в це лом.
2.�Оп ре де лить ча ст ные ко эф фи ци ен ты эла с тич но с ти.
3.�Оце нить па ра метр а.
Ре ше ние. 1. Вы чис лим скор рек ти ро ван ный ко эф фи ци ент де тер ми на ции:

R2
adj = 1 – (1 – R2) = 1 – (1 – 0,65) = 1 – 0,35 = 0,6096.

Тог да Radj = 0,7808. Най дем рас чет ное зна че ние F-ста ти с ти ки:

F = = ·  = 16,095.

Кри ти че с кое зна че ние Fкр(0,05; 29; 26) = 1,907.
Урав не ние в це лом зна чи мо, так как рас чет ное зна че ние F-ста ти с ти ки боль -

ше кри ти че с ко го зна че ния.
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2.�Оп ре де лим ча ст ные ко эф фи ци ен ты эла с тич но с ти ве ли чи ны �Y по трем
фак то рам:

3.�Оце ним па ра метр a:

a = –y – 0,176–x1 – 0,014–x2 + 7,75–x3 =

= 200 – 0,176 · 150 – 0,014 · 20 + 7,75 · 100 = 948,32.

При мер 5.13. По 25 пред при я ти ям кон цер на изу ча ет ся за ви си мость по треб -
ле ния ма те ри а лов у (т) от энер го во ору жен но с ти тру да х1 (кВт · ч на од но го ра бо -
че го) и объ е ма про из ве ден ной про дук ции х2 (тыс. ед.). Дан ные при ве де ны в таб -
ли це.

Тре бу ет ся вы пол нить сле ду ю щие за да ния.
1.�По ст ро ить урав не ние мно же ст вен ной ре г рес сии и по яс нить эко но ми че с -

кий смысл его па ра ме т ров.
2.�Оп ре де лить ча ст ные ко эф фи ци ен ты эла с тич но с ти и стан дар ти зо ван ные

ко эф фи ци ен ты ре г рес сии.
3.�Най ти ча ст ные и мно же ст вен ный ко эф фи ци ен ты кор ре ля ции.
4.�Оце нить зна чи мость урав не ния ре г рес сии с по мо щью F-кри те рия Фи ше ра.
Ре ше ние. Вы пи шем си с те му урав не ний для ко эф фи ци ен тов стан дар ти зо ван -

но го урав не ния ре г рес сии:

Тог да 0,1588 = 0,8151β1; β1 = 0,1948; β2 = 0,7562; ty = 0,1948tx1
+ 0,7562tx2

.

y – 12 = 0,7792(x1 – 4,36) + 0,8402 (x2 – 10),
y = 0,2007 + 0,7792x1 + 0,8402x2.

1 0 1948 0 7562

12
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2+ −x

0,52 = β1 + 0,43β2,
0,84 = 0,43β1 + β2.





При знак С ред нее 
зна че ни е

С ред нек ва д ра ти че с кое 
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Пар ный ко эф фи ци ент 
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4.�F = = ·  = 30,7457 Fкр(0,05; 1; 22) = 4,30; F > Fкр. Мо -

дель зна чи ма.

При мер 5.14. По 40 пред при я ти ям од ной от рас ли ис сле до ва лась за ви си -
мость про из во ди тель но с ти тру да y от уров ня ква ли фи ка ции ра бо чих x1 и энер -
го во ору жен но с ти их тру да x2. Ре зуль та ты ока за лись сле ду ю щи ми. Урав не ние
ре г рес сии ��y = a + 10x1 + 2x2.�R

2 = 0,85.
Стан дарт ные ошиб ки па ра ме т ров — 0,5; 2; ?.
t-Кри те рий для па ра ме т ров — 3; ?; 5.
Тре бу ет ся вы пол нить сле ду ю щие за да ния.
1.�Оп ре де лить па ра метр a и за пол нить про пу щен ные зна че ния (от ме чен ные

зна ком «?»).
2.�Оце нить зна чи мость урав не ния в це лом, ис поль зуя зна че ние мно же ст вен -

но го ко эф фи ци ен та кор ре ля ции.
3.�Оп ре де лить, ка кой из фак то ров ока зы ва ет бо лее силь ное воз дей ст вие на

ре зуль тат.

Ре ше ние. 1. Так как = ta, име ем = 3, от ку да на хо дим a = 15; точ но так

же tb1
= = = 5, от ку да на хо дим = 5; σb1

= 0,4.

2.�Рас чет ное зна че ние F-ста ти с ти ки

F = = ·  = ·  = 48,17;

в то вре мя как кри ти че с кое зна че ние Fкр(0,05; 1; 37) = 4,08; та ким об ра зом F > Fкр,
т.е. мо дель зна чи ма.
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Ни один из фак то ров не ока зы ва ет бо лее силь но го воз дей ст вия на ре зуль тат;
ста ти с ти че с кая связь обо их фак то ров с ре зуль та том оди на ко ва.

За да чи для са мо сто я тель но го ре ше ния
5.1. В ре зуль та те ис сле до ва ния фак то ров, оп ре де ля ю щих эко но ми че с кий рост,

по 73 стра нам по лу че но сле ду ю щее урав не ние ре г рес сии (под ко эф фи ци ен та ми
ука за ны стан дарт ные ошиб ки ко эф фи ци ен тов ре г рес сии):

где �G — тем пы эко но ми че с ко го рос та (тем пы рос та сред не ду ше во го ВВП); Р — ре -
аль ный сред не ду ше вой ВВП; S — бю д жет ный де фи цит, % к ВВП; I — объ ем ин ве с -
ти ций, % к ВВП; D — внеш ний долг, % к ВВП; In — уро вень ин фля ции, %. R2 = 0,60.

1.�Тре бу ет ся про ве рить зна чи мость каж до го ко эф фи ци ен та и ги по те зу о до сто -
вер но с ти по лу чен ной мо де ли в це лом.

2.�До по лу че ния ре зуль та тов это го ис сле до ва ния ваш од но курс ник за клю чил
с ва ми па ри, что эм пи ри че с кие ре зуль та ты по дан ной мо де ли до ка жут на ли чие об -
рат ной свя зи меж ду тем па ми эко но ми че с ко го рос та и объ е мом внеш не го дол га
стра ны (% к ВВП). Вы иг рал ли это па ри ваш од но курс ник?

5.2. По 40 пред при я ти ям од ной от рас ли ис сле до ва лась за ви си мость про из во ди -
тель но с ти тру да y от уров ня ква ли фи ка ции ра бо чих x1 и энер го во ору жен но с ти их
тру да x2. Ре зуль та ты ока за лись сле ду ю щи ми. Урав не ние ре г рес сии ��y = a + 10x1 + 2x2;
R2 = 0,80.

Стан дарт ные ошиб ки па ра ме т ров — 0,5; 2,5; ?.
t-Кри те рий для па ра ме т ров — 3; ?; 4.
Тре бу ет ся вы пол нить сле ду ю щие за да ния.
1.�Оп ре де лить па ра метр a и за пол нить про пу щен ные зна че ния (от ме чен ные зна -

ком «?»).
2.�Оп ре де лить зна чи мость урав не ния в це лом, ис поль зуя зна че ния мно же ст вен -

но го ко эф фи ци ен та кор ре ля ции.
5.3. За ви си мость спро са на то вар y от его це ны x ха рак те ри зу ет ся по 20 на блю -

де ни ям урав не ни ем lg y = 2,75 – 0,7lg x. До ля ос та точ ной дис пер сии в об щей со ста -
ви ла 20%.

Тре бу ет ся вы пол нить сле ду ю щие за да ния.
1.�За пи сать дан ное урав не ние в ви де сте пен ной функ ции.
2.�Оце нить эла с тич ность спро са на то вар в за ви си мо с ти от его це ны.
3.�От ве тить, пра ва ли бы ла ад ми ни с т ра ция пред при я тия, ес ли до про ве де ния

дан но го ис сле до ва ния она пред по ла га ла, что эла с тич ность спро са по це не рав на –0,8.
5.4. Име ет ся ре г рес си он ная мо дель, по ст ро ен ная по 20 на блю де ни ям и ха рак те -

ри зу ю щая за ви си мость Y от X: Y = 5 – 7X + ε, при чем из ве ст но, что rXY = – 0,5.
Тре бу ет ся по ст ро ить до ве ри тель ный ин тер вал для ко эф фи ци ен та при пе ре мен -

ной X в этой мо де ли:
а)�с ве ро ят но с тью 0,9;
б)�с ве ро ят но с тью 0,99.
5.5. На ос но ве квар таль ных дан ных с 1999 по 2005 г. с по мо щью ме то да на и -

мень ших ква д ра тов по лу че но сле ду ю щее урав не ние (под ко эф фи ци ен та ми ука за -
ны стан дарт ные ошиб ки): 1,04 0,045 3,04 0,79 1,15
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Име ем RSS = 150, ESS = 25. Тре бу ет ся вы пол нить сле ду ю щие за да ния.
1.�Про ве рить зна чи мость каж до го из ко эф фи ци ен тов.
2.�Оп ре де лить ко эф фи ци ент де тер ми на ции.
3.�Про те с ти ро вать зна чи мость ре г рес сии в це лом.
4.�Ког да в урав не ние до ба ви ли три фик тив ные пе ре мен ные, со от вет ст ву ю щие

трем пер вым квар та лам го да, ве ли чи на RSS вы рос ла до 170. Про ве рить ги по те зу
о на ли чии се зон но с ти.

5.6. Для той же ис ход ной мо де ли, что и в за да че 5.5, бы ли раз дель но по ст ро е ны
две ре г рес сии на ос но ве дан ных, со от вет ст вен но, за I квар тал 1999 г. — II квар тал
2001 г. и III квар тал 2001 г. — IV квар тал 2005 г. и по лу че ны сле ду ю щие зна че ния
сумм ква д ра тов ос тат ков: ESS1 = 8, ESS2 = 12.

Тре бу ет ся про ве рить (с по мо щью те с та Чоу) ги по те зу о том, что в се ре ди не
2001 г. про изо ш ло струк тур ное из ме не ние.

5.7. По дан ным 400 на блю де ний по ст ро е на ли ней ная за ви си мость со сво бод ным
чле ном ло га риф ма це ны квар ти ры от ло га риф ма жи лой пло ща ди, ло га риф ма об -
щей пло ща ди, ло га риф ма пло ща ди кух ни, ло га риф ма рас сто я ния от ме т ро и еще че -
ты рех фик тив ных пе ре мен ных, от ра жа ю щих, со от вет ст вен но, рас по ло же ние квар -
ти ры на пер вом или на по след нем эта же, тип до ма, на ли чие бал ко на и на ли чие
лиф та. Пред по ла га ет ся, что дис пер сия ошиб ки ли ней но за ви сит от ло га риф ма жи -
лой пло ща ди. Для те с ти ро ва ния оши бок мо де ли на ге те ро ске да с тич ность при ме ня -
ет ся тест Голд фел да — Ку анд та по дан ной пе ре мен ной, а имен но, дан ные упо ря до -
чи ва ют ся по убы ва нию ло га риф ма жи лой пло ща ди, ис клю ча ют ся сред ние
на блю де ния (чет верть всех на блю де ний) и стро ят ся не за ви си мые ре г рес сии для
150 пер вых и для 150 по след них из ос тав ших ся на блю де ний. Сум мы ква д ра тов ос -
тат ков для двух ре г рес сий рав ны, со от вет ст вен но, 6,4 и 3,2. Что мож но ска зать от -
но си тель но пред по ло же ния о го мо ске да с тич но с ти ос тат ков на 5%-ном уров не зна -
чи мо с ти?

5.8. Рас сма т ри ва ет ся мо дель со сво бод ным чле ном, свя зы ва ю щая ло га рифм ко -
ли че ст ва ва кан сий и ло га рифм уров ня без ра бо ти цы, по ст ро ен ная по 100 на блю де -

ни ям. Сум ма ква д ра тов ос тат ков рав на 2,01, в то вре мя как (ei – ei – 1)
2 = 4, где ei —

ос та ток в i-м урав не нии. Что мож но ска зать о на ли чии или об от сут ст вии кор ре ля -
ции во вре ме ни (на ос но ва нии те с та Дар ви на — Уот со на)?

5.9. Тре бу ет ся от ве тить на сле ду ю щие во про сы.
Ес ли в мо де ли от сут ст ву ют не ко то рые су ще ст вен ные пе ре мен ные, то МНК-оцен -

ки па ра ме т ров рас сма т ри ва е мой мо де ли:
1.�В об щем слу чае сме ще ны или нет?
2.�Об ла да ют боль шей или мень шей ко ва ри а ци он ной ма т ри цей, чем оцен ки па -

ра ме т ров ис тин ной мо де ли?
3.�Ка ков знак сме ще ния у оцен ки дис пер сии?
Ес ли в мо дель вклю че ны не су ще ст вен ные пе ре мен ные, то МНК-оцен ки ее па ра -

ме т ров:
1.�Сме ще ны или нет?
2.�Об ла да ют боль шей или мень шей ко ва ри а ци он ной ма т ри цей, чем оцен ки па -

ра ме т ров ис тин ной мо де ли?
3.�Сме ще на ли в этом слу чае оцен ка дис пер сии?
5.10. Тре бу ет ся от ве тить на сле ду ю щие во про сы.
Для обоб щен ной ре г рес си он ной мо де ли обыч ная МНК-оцен ка яв ля ет ся:
1.�Сме щен ной или нет?
2.�Со сто я тель ной или нет?
3.�Эф фек тив ной (в смыс ле ми ни му ма дис пер сии в клас се ли ней ных не сме щен -

ных мо де лей) или нет?

100

Σ
i = 2
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Оцен ка ма т ри цы ко ва ри а ций век то ра оце нок яв ля ет ся:
1.�Сме щен ной или нет?
2.�Со сто я тель ной или нет?
3.�К че му мо жет при ве с ти ис поль зо ва ние та кой оцен ки?
5.11. При изу че нии ха рак те ра вли я ния ко ли че ст ва ин ги би то ра (за мед ли те ля

ре ак ции) на дли тель ность про цес са хи ми че с кой ре ак ции по лу че ны сле ду ю щие
дан ные (в ус лов ных еди ни цах):

Пред по ла гая, что за ви си мость дли тель но с ти ре ак ции y от ко ли че ст ва ин ги би то -
ра x име ет вид y = a0 + a1x, тре бу ет ся оце нить па ра ме т ры a0 и a1, про ве рить ги по те -
зу H0: a0 = 1 про тив аль тер на ти вы H1: a0

� 1, про ве рить ги по те зу H0: a0 = 20 про тив
аль тер на ти вы H1: a0

� 20.
5.12. С по мо щью би нар ных пе ре мен ных тре бу ет ся на пи сать урав не ние, со от вет -

ст ву ю щее на ли чию двух струк тур ных из ме не ний в мо мен ты вре ме ни t0 и t1 (пред -
по ла га ет ся, что t1 > t0). Как бу дет вы гля деть ну ле вая ги по те за для про вер ки пред -
по ло же ния об от сут ст вии струк тур но го из ме не ния в мо мент вре ме ни t0? Как бу дет
вы гля деть ну ле вая ги по те за для про вер ки пред по ло же ния об от сут ст вии струк тур -
но го из ме не ния в мо мент вре ме ни t1? Как бу дет вы гля деть ну ле вая ги по те за для
про вер ки пред по ло же ния об от сут ст вии и то го и дру го го струк тур ных сдви гов?

Пред по ло жим, что вы оце ни ва е те ли ней ную функ цию по треб ле ния: ct = α + αyt +
εt сре ди n ин ди ви ду у мов. Как учесть воз мож ный сдвиг этой функ ции при пе ре хо де
от го род ско го по тре би те ля к сель ско му, ес ли вы счи та е те, что мар ги наль ная склон -
ность к по треб ле нию по сто ян на, в то вре мя как сред няя склон ность к по треб ле нию
мо жет ме нять ся? Как про ве рить ги по те зу о том, что мар ги наль ные склон но с ти
к по треб ле нию ин ди ви ду у мов с до хо дом вы ше и ни же уров ня y* раз ли ча ют ся?

5.13. Пред по ло жим, что мо дель Yt = α + βXt + εt, t = 1, 2, …, n, удов ле тво ря ет ус -
ло ви ям клас си че с кой ре г рес сии. Рас сма т ри ва ет ся сле ду ю щая оцен ка ко эф фи ци ен -
та β:

Яв ля ет ся ли оцен ка �β сме щен ной, ли ней ной, со сто я тель ной? Ка ко ва дис пер -
сия �β? Как со от но сит ся дис пер сия дан ной оцен ки па ра ме т ра в с его оцен кой, по ст -
ро ен ной ме то дом на и мень ших ква д ра тов?

5.14. При во дит ся оцен ка урав не ния спро са на день ги по го до вым дан ным за пе -
ри од с 1966 по 1985 г. (все го 20 на блю де ний):

где пе ре мен ные ре г рес сии обо зна ча ют сле ду ю щее: M — де неж ный аг ре гат M2; R —
учет ная став ка Фе де раль ной ре зерв ной си с те мы США; Y — ВВП, скор рек ти ро ван -
ный на се зон ность. Под ко эф фи ци ен та ми при ве де ны стан дарт ные ошиб ки оце нок
ко эф фи ци ен тов ре г рес сии.

Тре бу ет ся вы пол нить сле ду ю щие за да ния.
1.�Оп ре де лить, ка кие из пе ре мен ных ре г рес сии ста ти с ти че с ки зна чи мо от лич ны

от ну ля (кри ти че с кое зна че ние t-ста ти с ти ки на 5%-ном уров нем зна чи мо с ти рав но
2,11)?

2.�По ст ро ить 95%-ный до ве ри тель ный ин тер вал для ко эф фи ци ен та ре г рес сии
при пе ре мен ной Y.

M R Y R Ri i i i adj= = =− − + +3169 42 14 92 1 568 0 9336
22 59 0 1434

2 2, , , , , ;
, ,

ε 00 928, ,

1

1 .
n

t

t t

Y Y
n X X=

=

Количество ингибитора 11 15 17 19 22 25 29 30

Время до завершения
реакции, с

11,55 15,50 17,95 18,30 23,00 23,90 28,00 29,70
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3.�Про ве с ти про вер ку ги по те зы о сов ме ст ном ра вен ст ве ну лю ко эф фи ци ен тов
при пе ре мен ных R и Y.

4.�Про ве рить ги по те зу об от ри ца тель ном вли я нии про цент ной став ки на спрос
на день ги. Ка ко вы в дан ном слу чае долж ны быть ну ле вая и аль тер на тив ная ги по те -
зы? (tкр = 1,74 для од но сто рон не го те с та)

5.15. В кейн си ан ской те о рии спрос на день ги в ме сяц (в дол ла рах) за ви сит от
до хо да в ме сяц (в дол ла рах) и про цент ной став ки. Рас смо т рим сле ду ю щую мо дель:

lg(mt) = β1 + β2lg(yt) + β3lg(it) + ε.

Оцен ка па ра ме т ров да ла сле ду ю щие ре зуль та ты (под ко эф фи ци ен та ми при ве -
де ны стан дарт ные ошиб ки оце нок ко эф фи ци ен тов ре г рес сии):

Чис ло на блю де ний n = 103.
Тре бу ет ся вы пол нить сле ду ю щие за да ния.
1.�Вы чис лить t-ста ти с ти ки и от ве тить на во прос, на ка ком уров не зна чи мо с ти

все ко эф фи ци ен ты мо гут быть при зна ны зна чи мы ми.
2.�Про ин тер пре ти ро вать по лу чен ные ре зуль та ты.
3.�За пи сать мо дель в муль ти пли ка тив ном ви де (в ви де про из ве де ния) и рас счи -

тать про гноз спро са на день ги в точ ке y = 1000, i = 10.
4.�Оп ре де лить, как из ме нят ся ко эф фи ци ен ты ре г рес сии, ес ли до ход из ме рять

в ты ся чах дол ла ров, а спрос на день ги — в сот нях дол ла ров?
5.�Оп ре де лить, на сколь ко про цен тов вы ра с тет спрос на день ги, ес ли до ход вы -

ра с тет на 1%.
5.16. Да на мо дель y = Xββ + εε, ко ли че ст во ре г рес со ров k, ко ли че ст во на блю де ний n,

εε � N(0, Σ). Рас смо т рим оцен ку ви да �ββ = Ay где А та ко ва, что AX = E, E — еди нич -
ная ма т ри ца, nAΣAT Q. Тре бу ет ся вы пол нить сле ду ю щие за да ния.

1.�Оп ре де лить, ка ко вы раз мер но с ти ма т риц X, A, E.
2.�До ка зать, что оцен ка �β — не сме щен ная.
3.�Оп ре де лить, че му рав на ма т ри ца ко ва ри а ций V(�ββ)?
4.�До ка зать, что �β со сто я тель на.
5.�Оп ре де лить, при ка кой ма т ри це A оцен ка па ра ме т ров бу дет на и бо лее эф фек -

тив на.
5.17. Для про вер ки ги по те зы о сов па де нии струк ту ры спро са на спек так ли те а -

т ров Моск вы, Санкт-Пе тер бур га и Ека те рин бур га по ст ро е ны три ре г рес сии (для
каж до го го ро да своя) — сред няя на пол нен ность за ла (в %) от сред ней це ны би ле та
на спек такль в дан ном те а т ре, об ще рос сий ско го рей тин га те а т ра и кон стан ты. Ко -
ли че ст во на блю де ний по го ро дам: Моск ва — 15, Санкт-Пе тер бург — 10, Ека те рин -
бург — 7. Стан дарт ные ошиб ки в этих ре г рес си ях: Моск ва — �σ1 = 0,2, Санкт-Пе тер -
бург — �σ2 = 0,05, Ека те рин бург — �σ3 = 0,1. Об щая ре г рес сия по всем трем го ро дам
име ет стан дарт ную ошиб ку �σ = 0,15. Тре бу ет ся про ве рить ука зан ную ги по те зу.

5.18. В клас си че с кой ли ней ной ре г рес си он ной мо де ли y = Xββ + εε; εε � N(0; σ2I)
оцен ка век то ра ко эф фи ци ен тов да ет ся вы ра же ни ем �ββ = (XTX)–1XTy и име ет сле ду -
ю щую ма т ри цу ко ва ри а ций: V(�ββ) = (XTX)–1σ2. Ес ли же ошиб ки име ют сов ме ст ное
рас пре де ле ние ε � N(0; Ω), то оцен ка век то ра ко эф фи ци ен тов да ет ся вы ра же ни ем
�ββGLS = (XTΩ–1X)–1XTΩ–1y. Най ди те V( �ββGLS) (вы пи ши те вы ра же ние для нее). Ка ко му
рас пре де ле нию (и с ка ки ми па ра ме т ра ми) бу дет под чи нять ся век тор �ββGLS? В пред -

по ло же нии, что Q, тре бу ет ся по ка зать, что оцен ка �ββGLS со сто я -

тельна.

�����n��

XTΩ–1X
—————

n

�����n��

lg( ) , , lg( ) , lg( ) .
, , ,

m y it t t= 0 575 0 709 0 053
0 082 0 016 0 021

+ − + ε
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5.19. Да на мо дель y = xβ + ε. Пред ла га ет ся сле ду ю щая оцен ка ко эф фи ци ен та β:

�β1 = .

1.�Про верь те не сме щен ность этой оцен ки.
2.�Про верь те со сто я тель ность оцен ки. (Ука за ние. Рас смо т ри те контр при мер

xt = (–1)t , t = 1, 2, ..., n.)

5.20. Пред по ло жим, что мо дель Yt = α + βXt + εt, t = 1, 2, …, n, удов ле тво ря ет ус -
ло ви ям клас си че с кой ре г рес сии. Рас сма т ри ва ет ся сле ду ю щая оцен ка ко эф фи ци ен -
та β:

От веть те на сле ду ю щие во про сы.
1.�Яв ля ет ся ли оцен ка �β сме щен ной?
2.�Яв ля ет ся ли оцен ка �β ли ней ной?
3.�Яв ля ет ся ли оцен ка �β со сто я тель ной? (Ука за ние. Рас смо т ри те контр при мер

xt = (–1)t , t = 1, 2, ..., n.)

4.�Ка ко ва дис пер сия �β?
5.�Как со от но сит ся дис пер сия дан ной оцен ки па ра ме т ра β с дис пер си ей оцен ки

па ра ме т ра β, по лу чен ной ме то дом на и мень ших ква д ра тов?
5.21. Рас сма т ри ва ет ся трех мер ная ре г рес си он ная мо дель Yt = β1 + β2X1t + β3X2t + εt.

Чис ло на блю де ний n = 103. По лу че ны оцен ки па ра ме т ров: �β1 = 1,45, �β2 = 2,97, �β3 =
= 3,05.

За да на ма т ри ца

Сум ма ква д ра тов ос тат ков рав на 10. Тре бу ет ся про ве рить сле ду ю щие ги по те зы
на 5%-ном уров не зна чи мо с ти:

а)�β2 = β3 = 2β1;
б)�β2 = 3;
в)�β2 = β3 = 0.
5.22. Не об хо ди мо сде лать вы бор меж ду ли ней ной yt = xt

Tββ + εt и лог ли ней ной
zt = ln(yt) = (ln(xt))Tββ + εt мо де ля ми. Обе рас сма т ри ва е мые мо де ли бы ли оце не ны
ме то дом на и мень ших ква д ра тов и по лу че ны со от вет ст ву ю щие про гноз ные зна че -
ния �yt и �zt.

По сле это го ме то дом на и мень ших ква д ра тов оце ни ли урав не ние

yt = xt
Tββ + δLIN(ln( �yt) – �zt) + εt,

по лу чив МНК-оцен ку пе ре мен ной δLIN, рав ную 1,5, и стан дарт ную ошиб ку этой
оцен ки, рав ную 0,5. За тем оце ни ли урав не ние

zt = (ln(xt))Tββ + δLOG( �yt – exp( �zt)) + εt,

по лу чив МНК-оцен ку пе ре мен ной δLOG, рав ную 0,5, и стан дарт ную ошиб ку этой
оцен ки, рав ную 0,4. Ка кую из двух мо де лей сле ду ет вы брать, те с ти руя обе ги по те -
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зы «ли ней ная мо дель про тив лог ли ней ной» и «лог ли ней ная мо дель про тив ли ней -
ной» на 5%-ном уров не зна чи мо с ти?

5.23. Про цесс, по рож да ю щий дан ные, опи сы ва ет ся со от но ше ни ем

yt = β1xt1 + β2xt2 + β3xt3 + β4xt4 + εt,

M(εt) = 0, M(εt
2) = σ2, M(εtεs) = 0, t � s, t, s = 1, 2, …, n.

Стро ит ся ре г рес сия y на x1, x2, x3 и стан дарт ным об ра зом оце ни ва ет ся ма т ри ца
ко ва ри а ций МНК-оце нок па ра ме т ров β. Тре бу ет ся по ка зать, что оцен ки па ра ме т -
ров ре г рес сии яв ля ют ся сме щен ны ми, име ют мень шую дис пер сию, чем со от вет ст -
ву ю щие оцен ки, по лу чен ные в ис тин ной мо де ли, а оцен ка дис пер сии по ст ро ен ной
ре г рес сии сме ще на вверх.

5.24. С по мо щью би нар ных пе ре мен ных на пи ши те урав не ние, со от вет ст ву ю щее
на ли чию двух струк тур ных из ме не ний в мо мен ты вре ме ни t0 и t1 (пред по ла га ет ся,
что t0 < t1).

5.25. Объ яс ни те ге о ме т ри че с кий смысл век то ра пред ска зан ных зна че ний и оце -
нок ко эф фи ци ен тов ре г ре си ии. Про ком мен ти руй те ис хо дя из ге о ме т ри че с ко го
смыс ла чис ло сте пе ней сво бо ды чис ли те ля в вы ра же нии для F-ста ти с ти ки.

5.26. Объ яс ни те ге о ме т ри че с кий смысл век то ра ос тат ков и ра вен ст во их в сред -
нем ну лю при на ли чии кон стан ты в мо де ли. Про ком мен ти руй те ис хо дя из ге о ме т -
ри че с ко го смыс ла чис ло сте пе ней сво бо ды зна ме на те ля в вы ра же нии для F-ста ти с -
ти ки.

5.27. Что име ют в ви ду, ког да го во рят, что ко эф фи ци ент де тер ми на ции яв ля ет -
ся по ка за те лем уг ла меж ду век то ром и его про ек ци ей?

5.28. Что оз на ча ет, что ме тод МНК поз во ля ет по лу чить на и луч ший в сред нем
пре дик тор? Как это свя за но с по ня ти ем ус лов но го ма те ма ти че с ко го ожи да ния?

5.29. В чем раз ли чие меж ду те о ре ти че с кой и эм пи ри че с кой ли ни я ми ре г рес -
сии?

5.30. Что оз на ча ет, что оцен ки МНК при вы пол не нии ус ло вий те о ре мы Га ус -
са — Мар ко ва яв ля ют ся BLUE? Как это свя за но со свой ст вом эф фек тив но с ти?

5.31. При ве ди те при мер си ту а ции (объ яс ня е мая ве ли чи на, на бор ре г рес со ров,
при ро да ошиб ки, спе ци фи ка ция мо де ли), при ре г рес си он ном ана ли зе ко то рой ме -
то дом МНК ко эф фи ци ент де тер ми на ции ока жет ся ма лым, при том что по ст ро ен ная
мо дель бу дет «хо ро шей». Объ яс ни те как мож но де таль нее, по че му в при ве ден ной
ва ми си ту а ции та кое бу дет про ис хо дить.

5.32. При ве ди те при мер си ту а ции (объ яс ня е мая ве ли чи на, на бор ре г рес со ров,
при ро да ошиб ки, спе ци фи ка ция мо де ли), при ре г рес си он ном ана ли зе ко то рой ме -
то дом МНК ко эф фи ци ент де тер ми на ции ока жет ся боль шим, при том что по ст ро ен -
ная мо дель бу дет «пло хой». Объ яс ни те как мож но де таль нее, по че му в при ве ден -
ной ва ми си ту а ции та кое бу дет про ис хо дить.

5.33. Для то го что бы от чет ная ра бо та бы ла оце не на бо лее вы со ким бал лом, сту -
дент при по ст ро е нии пар ной ре г рес сии уве ли чил объ ем вы бор ки в k раз (k — но мер
ва ри ан та). Из на чаль ное чис ло на блю де ний бы ло 10, в мо де ли при сут ст ву ет кон -
стан та. Как из ме ни лись ха рак те ри с ти ки ре г рес сии (ко эф фи ци ен ты, стан дарт ные
ошиб ки, RSS, ESS, R2, F)?

5.34. При оцен ке мо де ли в ло га риф мах, объ яс ня ю щей за ви си мость до ли рын ка
фир мы от ве ли чи ны за трат, при бы ли и ря да дру гих фак то ров, вы дви ну та ги по те за,
что сум ма ко эф фи ци ен тов при ло га риф ме при бы ли и при ло га риф ме за трат мо жет
быть при зна на рав ной ну лю.

Ка кие бы дан ные вам по на до би лись, что бы про ве рить ги по те зу, и как бы вы это
ста ли де лать?

Ка кой сле ду ет сде лать вы вод (эко но ми че с кий) в слу чае при зна ния ги по те зы?
Как вы бу де те ис поль зо вать по лу чен ную ин фор ма цию для кор рек ти ров ки мо -

де ли?
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5.35. При оцен ке ли ней ной мо де ли ве ро ят но с ти рас па да бра ка в за ви си мо с ти от
ча с то ты из мен в год му жа, ча с то ты из мен в год же ны и ря да дру гих фак то ров вы яс -
ни лось, что ко эф фи ци ен ты при ре г рес со рах, от ве ча ю щих за из ме ны, рав ны.

Ка кие бы дан ные вам по на до би лись, что бы про ве рить ги по те зу, и как бы вы это
ста ли де лать?

Ка кой сле ду ет сде лать вы вод (со ци о ло ги че с кий) в слу чае при зна ния ги по те зы?
Как вы бу де те ис поль зо вать по лу чен ную ин фор ма цию для кор рек ти ров ки мо -

де ли?
5.36. При оцен ке за ви си мо с ти бы с т ро ты вы здо ров ле ния боль ных от ло га риф -

мов ко ли че ст ва ис поль зо ван ных ме ди ка мен тоз ных и на род ных средств вы яс ни лась
не об хо ди мость про ве рить ги по те зу о том, что ко эф фи ци ент при пер вом ре г рес со ре
мо жет быть вдвое боль ше, чем при вто ром.

Ка кие бы дан ные вам по на до би лись, что бы про ве рить ги по те зу, и как бы вы это
ста ли де лать?

Ка кой сле ду ет сде лать вы вод (эко но ми че с кий) в слу чае при зна ния ги по те зы?
Как вы бу де те ис поль зо вать по лу чен ную ин фор ма цию для кор рек ти ров ки мо -

де ли?
5.37. При по ст ро е нии по стра нам ло га риф ми че с кой за ви си мо с ти объ е ма сбе ре -

же ний от уров ня ВВП и чис лен но с ти на се ле ния про ве ря лась ги по те за о том, что
сум ма ко эф фи ци ен тов при ло га риф ме ВВП и при ло га риф ме чис лен но с ти на се ле -
ния рав на 1.

Ка кие бы дан ные вам по на до би лись, что бы про ве рить ги по те зу, и как бы вы это
ста ли де лать?

Ка кой сле ду ет сде лать вы вод (эко но ми че с кий) в слу чае при зна ния ги по те зы?
Как вы бу де те ис поль зо вать по лу чен ную ин фор ма цию для кор рек ти ров ки мо -

де ли?
5.38. Для про вер ки ги по те зы о том, что меж ду шо ка ми эко но ми че с кий рост раз -

ли чен, про ве де на оцен ка вли я ния тем па рос та ВВП Рос сии на объ ем ре аль ных ин -
ве с ти ций, ВВП на ду шу на се ле ния и кон стан ту че тырь мя спо со ба ми: об щая ре г рес -
сия за весь пе ри од с 1992 по 2006 г., ре г рес сии за пе ри о ды с 1992 по 1994 г., с 1995
по 1998 г. и с 1999 по 2006 г. За ме ры про из во ди лись раз в пол го да. Стан дарт ные
ошиб ки в этих ре г рес си ях: �σ1 = 0,02, �σ2 = 0,005, �σ3 = 0,01.�Об щая ре г рес сия по всем
трем пе ри о дам да ет стан дарт ную ошиб ку �σ = 0,015.�Про верь те ги по те зу (дис пер сию
тем па рос та счи тать оди на ко вой на всем про тя же нии на блю де ний).

5.39. При ана ли зе по ку па тель ско го спро са за ви си мость сред не го чис ла по се ти -
те лей уни вер ма га от чис ла рек лам ных ак ций, иду щих в день на блю де ния, по год ных
ус ло вий (тем пе ра ту ра на ули це, влаж ность, си ла ве т ра) и кон стан ты ис сле до ва те ли
ре ши ли учесть эф фект вы ход но го дня и эф фект по не дель ни ка. В ре зуль та те оце ни -
ва ния ре г рес сий с уче том этих эф фек тов и без их уче та по лу чи ли зна че ния скор -
рек ти ро ван но го ко эф фи ци ен та де тер ми на ции R2

adj = 0,85 и R2
adj = 0,8.�На блю де ния

ве лись в те че ние го да по два дня в не де лю. Про верь те ги по те зу о на ли чии ука зан -
ных эф фек тов.

5.40. Для то го что бы по пы тать ся пре ду га дать оцен ки по эко но ме т ри ке, бы ла по -
ст ро е на ре г рес сия с та ки ми объ яс ня ю щи ми фак то ра ми: сред ний балл за 2-й курс,
по се ща е мость, пол, тип окон чен ной шко лы (спе ци аль ная или нет) и кон стан та. Од -
на ко воз ник ло по до зре ние, что в раз ных груп пах эта за ви си мость раз лич на. При
оце ни ва нии по груп пам по лу че ны сле ду ю щие зна че ния RSS: для груп пы из 130 че -
ло век — 10, для груп пы из 131 че ло ве ка — 40, для груп пы из 133 че ло век — 25. Ре г -
рес сия, оце нен ная без раз ли чия групп, да ла RSS = 90. Про верь те ги по те зу о раз ли -
чии ре г рес сий по груп пам.

5.41. Для те с ти ро ва нии ги по те зы о том, что рын ки од но-, двух- и мно го ком нат ных
квар тир раз лич ны, ис сле до ва тель по ст ро ил вна ча ле об щую мо дель по 504 на блю де -
ни ям без уче та ко ли че ст ва ком нат, взяв в ка че ст ве ре г рес со ров об щую пло щадь, тип
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до ма (па нель ный или нет), но мер эта жа, рас сто я ние до ме т ро (в ми ну тах) и кон -
стан ту. При этом F-ста ти с ти ка ока за лась рав ной 700. С вве де ни ем в мо дель би нар -
ных (dummy) пе ре мен ных F-ста ти с ти ка ока за лась рав ной 366. Про верь те ги по те зу.

5.42. При ис сле до ва нии ча с то ты су пру же с ких из мен в за ви си мо с ти от воз ра с та
ре с пон ден та, чис ла лет в су пру же ст ве, уров ня фи нан со вой са мо сто я тель но с ти, ко -
ли че ст ва де тей и по ла тест Голд фель да — Кванд та по ка зал, что дис пер сия оши бок
для муж чин мень ше, чем для жен щин. Как вы бу де те ис поль зо вать эту ин фор ма -
цию? На ка кие ха рак те ри с ти ки оце нок эта ин фор ма ция по вли я ет?

5.43. При оцен ке уров ня по треб ле ния С как функ ции до хо да I и уров ня цен p
тест Валь да по ка зал, что ав то ном ное по треб ле ние Сa мо жет быть при ня то рав ным
3000 руб/мес. (с уров нем до ве ри тель но с ти 0,9). Как вы ис поль зу е те эту ин фор ма -
цию для уточ не ния оцен ки по треб ле ния? На ка кие ха рак те ри с ти ки оце нок эта ин -
фор ма ция по вли я ет?

5.44. При оцен ке не на блю да е мых цен p1, p2 ре сур сов R1, R2 ме то дом МНК че рез
за тра ты фир мы TC при при ме не нии те с та Валь да вы яс ни лось на 10%-ном уров не
зна чи мо с ти, что один ре сурс вдвое до ро же дру го го. Как вы бу де те ис поль зо вать эту
ин фор ма цию для по лу че ния бо лее точ ных оце нок сто и мо с ти фак то ров про из вод ст -
ва? На ка кие ха рак те ри с ти ки оце нок эта до пол ни тель ная ин фор ма ция по вли я ет?

5.45. Для объ яс не ния раз ме ра ва ло во го на ци о наль но го про дук та че рез де неж -
ный аг ре гат M2 бы ли по ст ро е ны сле ду ю щие мо де ли (Y = ва ло вой на ци о наль ный
про дукт, X = M2, под ко эф фи ци ен та ми ука за ны t-ста ти с ти ки, r 2 – ква д рат ко эф фи -
ци ен та кор ре ля ции меж ду за ви си мой и не за ви си мой пе ре мен ны ми):

1.�Про ин тер пре ти руй те ко эф фи ци ен ты на кло на в каж дой мо де ли.
2.�Мож но ли срав нить меж ду со бой ко эф фи ци ен ты де тер ми на ции в ка ких-ни -

будь мо де лях?
3.�Ка кая мо дель, на ваш взгляд, на и бо лее адек ват на? На ка ком кри те рии вы ос -

но вы ва е те свой вы вод?
4.�В со от вет ст вии с те о ри ей мо не та риз ма су ще ст ву ет пря мая про пор ци о наль ная

связь меж ду тем пом из ме не ния ВВП и пред ло же ни ем де нег. Из ка ко го урав не ния
мо не та риз ма эта связь вы те ка ет, че му ра вен ко эф фи ци ент про пор ци о наль но с ти?
Ка кая ре г рес сия со от вет ст ву ет этой те о рии? Про верь те ги по те зу, что ко эф фи ци ент
про пор ци о наль но с ти ра вен еди ни це.

5.46. При ис сле до ва нии спро са на меж ду на род ные ре зер вы по лу че на сле ду ю -
щая ре г рес сия на ос но ве дан ных по 28 раз ви ва ю щим ся стра нам (40 квар та лов
с 1976 по 1985 г. для каж дой стра ны, все го 1120 то чек на блю де ний), под ко эф фи ци -
ен та ми ука за ны t-ста ти с ти ки:

R2 = 0,8268; F = 1151; n = 1120.

Здесь S — уро вень но ми наль ных ре зер вов, долл. США; P — де ф ля тор ВВП для
при ве де ния к уров ню США; σBP — сред нее ква д ра тич ное от кло не ние пла теж но го
ба лан са стра ны; σEX — сред нее ква д ра тич ное от кло не ние об мен но го кур са.

1.�Со от вет ст ву ют ли зна ки при пе ре мен ных ожи да е мым? По яс ни те.
2.�Про ин тер пре ти руй те зна че ния ко эф фи ци ен тов при соб ст вен ных ре г рес со рах.
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ln ,
, ,

,

Y X r

Y

= =
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=
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3.�Про верь те ги по те зу, что эла с тич ность спро са на ре зер вы по ВВП и ва ри а тив -
но с ти пла теж но го ба лан са оди на ко ва.

4.�Про верь те ги по те зу, что все ко эф фи ци ен ты од но вре мен но мо гут ока зать ся
рав ны ми ну лю.

5.47. По 11 го до вым на блю де ни ям бы ли по ст ро е ны сле ду ю щие ре г рес сии (Y —
ко ли че ст во ча шек ко фе на од но го че ло ве ка в день, X — це на ко фе в дол ла рах за
фунт; под ко эф фи ци ен та ми ука за ны стан дарт ные ошиб ки):

1.�Про ин тер пре ти руй те зна че ния ко эф фи ци ен тов на кло на в каж дой из мо де лей.
2.�Из ве ст но, что сред ние вы бо роч ные зна че ния Y и X рав ны 2,43 и 1,11 со от вет -

ст вен но. Оце ни те при этих зна че ни ях эла с тич ность спро са ко фе по це не на ос но ве
пер вой мо де ли. Срав ни те по лу чен ное зна че ние с ко эф фи ци ен том из вто рой мо де -
ли. Мож но ли счи тать зна че ния оди на ко вы ми? Мож но ли ска зать, что спрос на ко -
фе не эла с ти чен?

3.�Ка кая мо дель, с ва шей точ ки зре ния, на и бо лее адек ват на — по сто ян ной эла с -
тич но с ти или по сто ян но го пре дель но го спро са по це не? Обос нуй те.

4.�Ес ли бы рас сма т ри ва лась мо дель Y = α + βln X + ε, то че му бы бы ли рав ны ко -
эф фи ци ен ты? (Рас счи тай те их на ос но ве оце нен ных ра нее мо де лей и зна че ний цен -
т ра вы бор ки.)

5.48. Для вы яв ле ния фак то ров, вли я ю щих на це ну на кон ди ци о не ры для са ло -
нов са мо ле тов бы ла по ст ро е на сле ду ю щая ре г рес сия по 19 на блю де ни ям (Y — це на
в долл. США; X1 — рей тинг кон ди ци о не ра по BTU; X2 — КПД по рас хо ду энер гии;
X3 — чис ло по са доч ных мест в са ло не са мо ле та; под ко эф фи ци ен та ми ука за ны стан -
дарт ные ошиб ки):

1.�Про ин тер пре ти руй те ре зуль та ты ре г рес сии. Со гла су ют ся ли они с эко но ми -
че с ким смыс лом?

2.�Про верь те на 5%-ном уров не зна чи мо с ти, что рей тинг агент ст ва BTU не вли я -
ет на це но об ра зо ва ние.

3.�Ка кой из фак то ров на и бо лее силь но вли я ет на ва ри а тив ность це ны? Ка кой
на и бо лее зна чим для це но об ра зо ва ния?

4.�Мож но ли счи тать, что уч тен ных трех фак то ров до ста точ но для объ яс не ния
це но об ра зо ва ния на кон ди ци о не ры? Ка кую до лю ва ри а цию цен на рын ке кон ди ци -
о не ров они объ яс ня ют?

5.49. На ос но ве квар таль ных дан ных с I квар та ла 1961 г. по II квар тал 1977 г.
оце не на функ ция спро са на ко фе (под ко эф фи ци ен та ми ука за ны t-ста ти с ти ки):

Смысл пе ре мен ных: Q — ко ли че ст во по треб лен но го ко фе на од но го че ло ве ка
(в фун тах), P — це на на ко фе (за фунт в це нах 1967 г.), I — рас по ла га е мый до ход
(в тыс. долл., при ве ден ный к 1967 г.), P ′ — це на на чай (за чет верть фун та в це нах
1967 г.), T — но мер на блю де ния, D1 — дам ми-пе ре мен ная, для I квар та ла, т.е. би нар -
ная пе ре мен ная, та кая что

D1 = 




1, если наблюдение относится к первому кварталу,
0, если наблюдение относится не к первому кварталу,
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1. Дай те ин тер пре та цию ко эф фи ци ен та β.
2.�Най ди те эла с тич ность чи с то го экс пор та по до хо ду в точ ке X = 5,5 и Y = 200.
3.�Как из ме нят ся ко эф фи ци ен ты ре г рес сии, ес ли Y из ме рять в млн долл.?
4.�На ка ком ми ни маль ном уров не зна чи мо с ти бу дет зна чим ко эф фи ци ент β?
5.�Най ди те 90%-ный до ве ри тель ный ин тер вал для ко эф фи ци ен та β.
6.�Рас счи тай те про гноз ное зна че ние и 90%-ный до ве ри тель ный ин тер вал для

не го в точ ке, со от вет ст ву ю щей 125% от сред не го зна че ния фак то ров.
7.�Най ди те 95%-ный до ве ри тель ный ин тер вал для дис пер сии оши бок ре г рес сии.
8.�За пол ни те про пу с ки в таб ли це.
5.53. За ни ма ясь изу че ни ем пред ло же ния де нег в стра не, ис сле до ва тель оце нил

сле ду ю щее урав не ние: М = α + βY + γR + u, где М — де неж ная мас са, млн долл.; Y —
ва ло вой вну т рен ний до ход, млрд долл.; R — про цент ная став ка, %:

D2 — дам ми-пе ре мен ная для II квар та ла, D3 — дам ми-пе ре мен ная для III квар -
тала.

1.�Че му рав на эла с тич ность ко фе по до хо ду?
2.�К ка ко му ти пу то ва ров от но сит ся ко фе? Яв ля ет ся ли он нор маль ным то ва -

ром? Яв ля ет ся ли он пред ме том рос ко ши? Про верь те эти ги по те зы.
3.�Яв ля ет ся ли спрос на ко фе эла с тич ным по це не? Про верь те эту ги по те зу.
4.�Про верь те ги по те зу, что чай и ко фе — то ва ры-суб сти ту ты.
5.�Ка ков смысл ко эф фи ци ен та при T? Ка ков темп рос та (или па де ния) по треб -

ле ния ко фе со вре ме нем?
6.�На что вли я ют ко эф фи ци ен ты при дам ми-пе ре мен ных? Ка кое пред по ло же -

ние ле жит в ос но ве этой мо де ли?
5.50. Мо жет ли при уче те струк тур но го сдви га в мо де ли F-ста ти с ти ка умень -

шить ся по срав не нию с мо де лью без уче та сдви га? Обос нуй те ваш от вет. Что вы мо -
же те ска зать об из ме не нии зна чи мо с ти мо де ли в це лом?

5.51. При оце ни ва нии мо де ли бы ли по лу че ны сле ду ю щие про ме жу точ ные ре -
зуль та ты:

Про верь те ги по те зу β1 = β2 на 10%-ном уров не зна чи мо с ти (ко ли че ст во на блю -
де ний счи тать до ста точ но боль шим).

5.52. За ни ма ясь изу че ни ем чи с то го экс пор та, ис сле до ва тель оце нил сле ду ю щее
урав не ние: X = α + βlnY + γR + u, где Y — ва ло вый на ци о наль ный до ход, млрд долл.,
R — про цент ная став ка, %; X — чи с тый экс порт, млн долл. (сред ние зна че ния: X = 5,
R = 12)1:

235 2 ˆ ˆ; ; 2.22 4
TX X = = =
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——————————
1 В этой и сле ду ю щей за да чах при во ди мые ре зуль та ты со от вет ст ву ют вы да че на эк ран ре -

зуль та тов в па ке те Stata.

Source SS df MS

Model 
Residual

708.667941
*********

****
****

*********
*********

Total 2867.55991 **** *********

Number of obs = ***
F(***, 501) = ***
Prob > F = ******
R-squared = ******
Adj R-squared = ******
Root MSE = ******

X Coef. Std. Err. t [95% Conf. Interval]

lnY ******** .0164755 ***** ******* .0011622

R ******** 1.408489 –6.14 –11.41101 –5.877361

_cons 30.07877 ******** 8.76 ******* ********



1. Дай те ин тер пре та цию ко эф фи ци ен та при R.
2.�Вы чис ли те, на сколь ко не об хо ди мо уве ли чить де неж ную мас су, ес ли Y вы ра с -

тет на 1%.
3.�Как из ме нят ся ко эф фи ци ен ты ре г рес сии, ес ли ее стро ить в от кло не ни ях от

рав но вес но го уров ня: (M, Y, R) = (50, 100, 4).
4.�Про верь те ги по те зу, что β = 0,7 про тив аль тер на ти вы β < 0,7.
5.�Про верь те на 10%-ном уров не зна чи мо с ти ги по те зу о зна чи мо с ти кон стан ты.
6.�Рас счи тай те про гноз ное зна че ние и 90%-ный до ве ри тель ный ин тер вал для

не го в точ ке, со от вет ст ву ю щей 110% от рав но вес но го зна че ния фак то ров.
7.�Най ди те 95%-ный до ве ри тель ный ин тер вал для дис пер сии оши бок ре г рес сии.
8.�За пол ни те про пу с ки в таб ли це.
5.54. Да на мо дель y = y0 + (x – x0)β + ε. Пред ла га ет ся сле ду ю щая оцен ка ко эф -

фи ци ен та β: . Про верь те ее на не сме щен ность и со сто я тель ность (счи -

та ет ся, что лю бые не об хо ди мые вы бо роч ные функ ции от x су ще ст ву ют и ко неч ны).
Как вы счи та е те: бу дет ли ее дис пер сия боль ше, мень ше или рав на дис пер сии оцен -
ки МНК? От вет по яс ни те.

5.55. Да на мо дель y = xβ + ε с клас си че с ки ми пред по ло же ни я ми об ошиб ках.

Пред ла га ет ся сле ду ю щая оцен ка ко эф фи ци ен та β: . Про верь те ее на не сме -

щен ность и со сто я тель ность (счи та ет ся, что сред нее сте пе ни (–2) для x су ще ст ву -
ет). Как вы счи та е те: бу дет ли ее дис пер сия боль ше, мень ше или рав на дис пер сии
оцен ки МНК? От вет по яс ни те.

5.56. Да на мо дель y = xβ + ε с клас си че с ки ми пред по ло же ни я ми об ошиб ках.

Пред ла га ет ся сле ду ю щая оцен ка ко эф фи ци ен та β: �β = . Про верь те ее на не сме -

щен ность и со сто я тель ность (счи та ет ся, что сред нее ариф ме ти че с кое для x су ще ст -
ву ет). Как вы счи та е те: бу дет ли дис пер сия боль ше, мень ше или рав на дис пер сии
оцен ки МНК? От вет по яс ни те.

5.57. Ис сле до ва тель по ст ро ил ре г рес сию у на х1 и по лу чил сле ду ю щие ре зуль -
та ты:
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Source SS df MS

Model 
Residual

*********
*********

****
****

*********
*********

Total ********* **** *********

Number of obs = ***
F(***, ***) = 36.39
Prob > F = 0.0000
R-squared = 0.1425
Adj R-squared = 0.1386
Root MSE = 14.115

M Coef. Std. Err. t [95% Conf. Interval]

Y .4770299 ******* **** 4.963776 6.996291

R –6.795488 ******* **** –.1711575 .0113384

_cons ******** 3.90063 –0.15 –11.51152 –1.353463

Source SS df MS

Model 
Residual

401.453748
1067.42372

1
251

401.453748
4.25268415

Total 1468.87747 252 5.82887885

Number of obs = 253
F(1, 251) = 94.40
Prob > F = 0.0000
R-squared = 0.2733
Adj R-squared = 0.2704
Root MSE = 2.0622

y Coef. Std. Err. t P > |t| [95% Conf. Interval]

x1 .1356114 .0139576 9.72 0.000 .1081225 .1631002

_cons 6.649915 .7266599 9.15 0.000 5.218787 8.081042



Пред по ло жив, что фак тор z так же вли я ет на у, он по ст ро ил еще од ну ре г рес сию
(спе ци фи ка ция мо де ли: у = αх1 + βz2 + u) и по лу чил сле ду ю щие ре зуль та ты:

159

Source SS df MS

Model 
Residual

452.231438
1016.64603

2
250

226.115719
4.06658413

Total 1468.87747 252 5.82887885

Number of obs = 253
F(2, 250) = 55.60
Prob > F = 0.0000
R-squared = 0.3079
Adj R-squared = 0.3023
Root MSE = 2.0166

y Coef. Std. Err. t P > |t| [95% Conf. Interval]

x1 .1172495 .0146045 8.03 0.000 .088486 .1460129

Z2 .1759841 .0498026 3.53 0.000 .077898 .2740702

_cons 5.564282 .7741556 7.19 0.000 4.039584 7.08898

1. С по мо щью F-те с та про верь те, улуч ши лась ли ре г рес сия по сле до бав ле ния
фак то ра z2 (на 1%-ном уров не зна чи мо с ти) и вы бе ри те од ну из двух ре г рес сий.

2.�Для вы бран ной ре г рес сии на 10%-ном уров не зна чи мо с ти про верь те ги по те зу
о том, что α = 0,08 про тив аль тер на ти вы α > 0,08.

3.�Для ре г рес сии у = αх1 + βz2 + u най ди те мак си маль ное зна че ние у при ус ло -
вии, что зна че ние фак то ра х1 за да но и рав но 100.

5.58. Име ет ся мо дель спро са на то ва ры улич ной тор гов ли «все по p руб лей» за
15 лет (1993—2007):

где q — ко ли че ст во про да ва е мо го в день то ва ра, шт.; p — це на еди ни цы то ва ра, руб.;
a — рас хо ды на рек ла му в ме сяц, тыс. руб.; d — дам ми-пе ре мен ная, от ра жа ю щая пе -
ри од на блю де ния (0 — до кри зи са 1998 г., 1 — по сле).

1.�Объ яс ни те, по че му ис сле до ва тель вы брал та кую фор му мо де ли. Ка кую бы ее
мо ди фи ка цию пред ло жи ли вы?

2.�Про ин тер пре ти руй те зна че ние ко эф фи ци ен та при dp, оп ре де ли те его уро вень
зна чи мо с ти.

3.�Най ди те пре дель ный объ ем про даж по рас хо ду на рек ла му, ес ли на нее тра -
тит ся 2,8 тыс. руб. в ме сяц, а то вар в этом го ду про да ет ся по це не 10 руб/шт.

4.�Про верь те ги по те зу, что ко эф фи ци ент при p ра вен –100, на 90%-ном уров не
зна чи мо с ти.

5.�Най ди те оп ти маль ную це ну, по ко то рой сле ду ет про да вать то вар при дан ном
уров не рас хо дов на рек ла му и сто и мо с ти за куп ки 2 руб/шт.

5.59. Да на у = α + βx + u — спе ци фи ка ция мо де ли. R2 = 0,8, TSS = 100, F = 200.
Най ди те RMSE и R2

adj.
5.60. Ос но вы ва ясь на ко ва ри а ци он ной ма т ри це Y, X1 и X2:

най ди те RMSE в ре г рес сии Y – Y = β1(X – X1) + β2(X – X2) + ε, оце нен ной по 100 на -
блю де ни ям.

5.61. Ос но вы ва ясь на при ве ден ных дан ных об Y, X1 и X2, най ди те ко эф фи ци ен ты
и по ка за тель R2 в ре г рес сии Y – Y = β1(X – X1) + β2(X – X2) + ε, оце нен ной по 100 на -
блю де ни ям:
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Ес ли бы в ре г рес сию бы ла вклю че на кон стан та, то че му она бы ла бы рав на? По -
че му?

5.62. Да на мо дель y = d1iβ1 + d2iβ2 + εi, i = 1, …, 3n;

1.�Най ди те оцен ки МНК �β1, �β2.
2.�Че му рав на ма т ри ца ко ва ри а ций cov( �β1, �β2)?
3.�Ес ли yi = 0, i = 1, …, n, 2n + 1, …, 3n, то как вы объ яс ни те по лу чив ши е ся зна че -

ния ко эф фи ци ен тов?
5.63. Да на мо дель y = d1iβ1 + d2iβ2 + εi, i = 1, …, 3n;

1.�Най ди те ос тат ки от ре г рес сии МНК y на d1. Мож но ли бы ло ожи дать из ге о -
ме т ри че с ко го смыс ла ре г рес сии, что они име ют та кой вид? Объ яс ни те по че му.

2.�Най ди те ос тат ки от ре г рес сии d2 на d1. Мож но ли бы ло ожи дать из ге о ме т ри -
че с ко го смыс ла ре г рес сии, что они име ют та кой вид? Объ яс ни те по че му.

3.�Най ди те �β2.�Про ин тер пре ти руй те ре зуль тат.
5.64. Име ют ся дан ные о рас хо дах ре с пон ден тов, по ло ви на из ко то рых — жен щи -

ны, на но во год ние по дар ки. Стро ит ся ре г рес сия рас хо дов (руб.) на кон стан ту и пол
(1 — жен ский, 0 — муж ской). Ка кой смысл име ют ко эф фи ци ен ты этой ре г рес сии?
Оп ре де ли те, во сколь ко раз ва ри а ция оцен ки кон стан ты бу дет от ли чать ся от ва ри -
а ции оцен ки ко эф фи ци ен та при дам ми-пе ре мен ной (дис пер сия за ра бот ной пла ты
по всем на блю де ни ям оди на ко вая). Ка кой эко но ми че с кий смысл бу дут иметь ос -
тат ки этой ре г рес сии, и в ка ких ре г рес си ях их име ет смысл ис поль зо вать?

5.65. Име ют ся по ме сяч ные дан ные о ко ли че ст ве про дан ных пу те вок на ку рор -
ты Ан та лии за не сколь ко лет. Стро ит ся ре г рес сия объ е ма про даж (шт.) на две дам -
ми-пе ре мен ные: пер вая при ни ма ет зна че ние 1, ес ли на блю да е мый ме сяц — лет ний,
и 0 — во все ос таль ные ме ся цы, вто рая при ни ма ет зна че ние 0, ес ли на блю да е мый
ме сяц — лет ний, и 1 — во все ос таль ные ме ся цы. Ка кой смысл име ют ко эф фи ци ен -
ты этой ре г рес сии? Оп ре де ли те, во сколь ко раз ва ри а ция оцен ки пер вой пе ре мен -
ной бу дет от ли чать ся от ва ри а ции оцен ки вто рой пе ре мен ной? (Дис пер сия оши бок
во всех на блю де ни ях оди на ко ва.)

Ка кой эко но ми че с кий смысл бу дут иметь ос тат ки этой ре г рес сии, и в ка ких ре -
г рес си ях име ет смысл их ис поль зо вать?
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Гла ва 6 
МОДЕЛИ ФИНАНСОВОГО МЕНЕДЖМЕНТА

В ре зуль та те изу че ния гла вы 6 сту дент дол жен:
знать
• мо дель оцен ки до ход но с ти фи нан со вых ак ти вов;
• те о рию Мо ди ль я ни — Мил ле ра;
уметь
• оце ни вать ожи да е мую до ход ность и риск порт фе ля цен ных бу маг;
вла деть
• ос нов ны ми при ема ми фи нан со во го ана ли за и фи нан со во го ме недж мен та.

6.1. Об зор клю че вых по ня тий и по ло же ний

Те о ре ти че с кие по ло же ния дан но го раз де ла ма те ма ти че с ких ме то дов
и мо де лей в эко но ми ке от но си тель но про сты (не смо т ря на то что он яв ля ет-
ся со вер шен но обя за тель ным пре рек ви зи том для по ни ма ния со вре мен но го
эко но ми че с ко го ана ли за), но уве рен ное вла де ние ма те ри а лом, из ло жен ным
в дан ной гла ве при об ре та ет ся толь ко в ре зуль та те ре ше ния боль шо го ко ли -
че ст ва за дач. Вот по че му в ка че ст ве вве де ния к не му ог ра ни чим ся крат ким
об зо ром ос нов ных по ня тий и по ло же ний.

Де неж ные ре сур сы, уча ст ву ю щие в фи нан со вой опе ра ции, име ют вре -
мен ну´ю цен ность.

Эф фек тив ность лю бой фи нан со вой опе ра ции PV � FV, пред по ла га ю щей
на ра ще ние ис ход ной сум мы PV (present value) до ожи да е мой в бу ду щем
к по лу че нию сум мы FV (future value), мо жет быть оха рак те ри зо ва на со от -
вет ст ву ю щей став кой. Из ве ст ны два ви да ста вок: про цент ная и учет ная.

Про цент ная став ка рас счи ты ва ет ся от но ше ни ем на ра ще ния к ба зо вой
ве ли чи не PV:

r = .

Учет ная став ка рас счи ты ва ет ся от но ше ни ем на ра ще ния к воз вра ща е -
мой, или на ра щен ной, ве ли чи не FV:

r = .

В фи нан со вых опе ра ци ях в ка че ст ве ко эф фи ци ен та дис кон ти ро ва ния
мо жет ис поль зо вать ся ли бо про цент ная (ма те ма ти че с кое дис кон ти ро ва -
ние), ли бо учет ная (бан ков ское дис кон ти ро ва ние) став ка.

FV – PV
——————

FV

FV – PV
——————

PV
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Схе ма про стых про цен тов пред по ла га ет не из мен ность ба зы, с ко то рой
про ис хо дит на чис ле ние:

FV = PV(1 + nr),

где n — чис ло пе ри о дов на чис ле ния.
Схе ма слож ных про цен тов пред по ла га ет их ка пи та ли за цию, т.е. ба за,

с ко то рой про ис хо дит на чис ле ние, по сто ян но воз ра с та ет:

FV = PV(1 + r)n,

где n — так же чис ло пе ри о дов на чис ле ния. Бо лее ча с тое на чис ле ние слож -
ных про цен тов обес пе чи ва ет бо лее бы с т рый рост на ра щи ва е мой сум мы.

Точ ный про цент ис чис ля ет ся ис хо дя из точ но го чис ла дней, а обык но вен -
ный — ис хо дя из при бли жен но го чис ла дней в го ду.

При на чис ле нии про цен тов за дроб ное чис ло лет бо лее эф фек тив на сме -
шан ная схе ма, пре ду с ма т ри ва ю щая на чис ле ние слож ных про цен тов за це -
лое чис ло лет и про стых про цен тов за дроб ную часть го да.

Эф фек тив ная про цент ная став ка поз во ля ет срав ни вать фи нан со вые
опе ра ции с раз лич ной ча с то той на чис ле ния и не о ди на ко вы ми про цент ны -
ми став ка ми.

Для не боль ших зна че ний про цент ной став ки r ча ст ное от де ле ния 72 на r
по ка зы ва ет чис ло пе ри о дов, за ко то рое ис ход ная сум ма уд во ит ся при на ра -
щи ва нии ее по этой став ке с ис поль зо ва ни ем фор му лы слож ных про цен тов
(пра ви ло 72-х).

Ан ну и тет — де неж ный по ток с рав ны ми по ступ ле ни я ми че рез рав ные
про ме жут ки вре ме ни.

Ес ли срок дей ст вия ан ну и те та ог ра ни чен, ан ну и тет на зы ва ет ся сроч ным;
ес ли по ступ ле ния осу ще ств ля ют ся не о пре де лен но дол го, ан ну и тет на зы ва -
ет ся бес сроч ным. Ес ли пла те жи осу ще ств ля ют ся в на ча ле пе ри о дов, ан ну и -
тет но сит на зва ние пре ну ме ран до, ес ли в кон це пе ри о дов — по ст ну ме ран до.

Зна че ния муль ти пли ци ру ю щих и дис кон ти ру ю щих мно жи те лей для уп -
ро ще ния рас че тов та бу ли ру ют ся в спе ци аль ных фи нан со вых таб ли цах
(обыч но че ты ре ви да).

В ос но ве оцен ки об ли га ций за ло же ны ал го рит мы оцен ки ан ну и те тов.
Оп ре де ля ют ся раз лич ные ви ды до ход но с ти об ли га ций, свя зан ные меж -

ду со бой не слож ны ми пра ви ла ми.
При ви ле ги ро ван ные ак ции, эми ти ро ван ные с ус ло ви ем обя за тель но го по -

га ше ния по ис те че нии не ко то ро го вре ме ни, оце ни ва ют ся по доб но сроч ным
об ли га ци ям.

Ожи да е мая об щая до ход ность обык но вен ной ак ции со сто ит из ожи да е -
мой ди ви денд ной до ход но с ти и до ход но с ти ка пи та ли зи ро ван ной при бы ли.

Ре ин ве с ти ро ва ние при бы ли спо соб ст ву ет рос ту це ны ак ций фир мы толь -
ко в том слу чае, ес ли не вы пла чен ная при быль ре ин ве с ти ру ет ся в про ек ты
с до ход но с тью, пре вы ша ю щей рен та бель ность соб ст вен но го ка пи та ла фир мы.

Про из вод ст вен ный риск свя зан с по ня ти ем опе ра ци он но го, или про из -
вод ст вен но го, ле ве ри д жа, а фи нан со вый — с по ня ти ем фи нан со во го ле ве -
ри д жа.

Опе ра ци он ный ле ве ридж ха рак те ри зу ет ся со от но ше ни ем меж ду по сто -
ян ны ми и пе ре мен ны ми рас хо да ми в их об щей сум ме. Чем вы ше уро вень
опе ра ци он но го ле ве ри д жа, тем вы ше про из вод ст вен ный риск ком па нии.
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Фи нан со вый ле ве ридж — ха рак те ри с ти ка со от но ше ния меж ду за ем ным
и соб ст вен ным ка пи та лом; уро вень фи нан со во го ле ве ри д жа пря мо про пор -
ци о наль но вли я ет на сте пень фи нан со во го ри с ка ком па нии.

Ме то ды оцен ки и ана ли за ин ве с ти ци он ных про ек тов под раз де ля ют ся на
две ка те го рии:

а)�ос но ван ные на дис кон ти ро ван ных оцен ках;
б)�ос но ван ные на учет ных оцен ках.
Ос нов ны ми кри те ри я ми, ис поль зу е мы ми в оцен ке ин ве с ти ци он ных

про ек тов, яв ля ют ся:
• чи с тая при ве ден ная сто и мость (net present value, NPV);
• ин декс рен та бель но с ти ин ве с ти ции (profitability index, PI);
• вну т рен няя нор ма до ход но с ти (internal rate of return, IRR);
• мо ди фи ци ро ван ная вну т рен няя нор ма при бы ли (modified internal rate

of return, MIRR);
• срок оку па е мо с ти ин ве с ти ции (payback period, PP);
• рас чет ная нор ма при бы ли (accounting rate of return, ARR).
Ло ги ка кри те рия NPV та ко ва:
• ес ли NPV < 0, то в слу чае при ня тия про ек та вла дель цы ком па нии по -

не сут убы ток;
• ес ли NPV = 0, то в слу чае при ня тия про ек та бла го со сто я ние вла дель -

цев ком па нии не из ме нит ся, но в то же вре мя объ е мы про из вод ст ва воз ра с -
тут, т.е. ком па ния уве ли чит ся в мас шта бах;

• ес ли NPV > 0, то в слу чае при ня тия про ек та бла го со сто я ние вла дель -
цев ком па нии уве ли чит ся.

Ло ги ка кри те рия PI: он ха рак те ри зу ет до ход на еди ни цу за трат.
Ло ги ка кри те рия IRR: он по ка зы ва ет мак си маль ный уро вень за трат, ко -

то рый мо жет быть ас со ци и ро ван с дан ным про ек том, т.е. ес ли це на ка пи та -
ла, при вле ка е мо го для фи нан си ро ва ния про ек та, боль ше IRR, то про ект мо -
жет быть вы пол нен толь ко в убы ток и его сле ду ет от верг нуть.

Ло ги ка кри те рия MIRR: это ко эф фи ци ент дис кон ти ро ва ния, урав ни ва ю -
щий при ве ден ную сто и мость от то ков де неж ных средств (ин ве с ти ций) и на -
ра щен ную ве ли чи ну при то ков, при чем опе ра ции дис кон ти ро ва ния от то ков
и на ра ще ния при то ков вы пол ня ют ся с ис поль зо ва ни ем це ны ка пи та ла про -
ек та. MIRR ха рак те ри зу ет эф фек тив ность про ек та.

Ло ги ка кри те рия РР: он по ка зы ва ет чис ло ба зо вых пе ри о дов, за ко то рое
ис ход ная ин ве с ти ция бу дет пол но стью воз ме ще на за счет ге не ри ру е мых
про ек том при то ков де неж ных средств. Ес ли ба зо вый пе ри од — год, то ча ще
все го рас чет идет по го дам, од на ко мож но вы де лять и дроб ную часть го да,
ес ли аб ст ра ги ро вать ся от пред по ло же ния, что при ток де неж ных средств
осу ще ств ля ет ся в кон це го да.

Кри те рий NPV от ра жа ет про гноз ную оцен ку из ме не ния эко но ми че с ко го
по тен ци а ла пред при я тия в слу чае при ня тия рас сма т ри ва е мо го про ек та; об -
ла да ет свой ст вом ад ди тив но с ти, т.е. NPV раз лич ных про ек тов мож но сум -
ми ро вать для на хож де ния об ще го эф фек та.

Ве ли чи на NPV вы чис ля ет ся сле ду ю щим об ра зом:

NPV = –I + ,
Ci—————

(1 + r)i

m

Σ
i = 1
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где I — ве ли чи на на чаль ных ин ве с ти ций в про ект в 0-й пе ри од; {Ci}
n
i = 1 — ин -

кре мен таль ный ре ле вант ный де неж ный по ток, свя зан ный с про ек том, т.е.
Ci — это раз ность меж ду де неж ным по то ком пред при я тия в пе ри од i, ес ли
про ект ис пол ня ет ся, и де неж ным по то ком пред при я тия в пе ри од i, ес ли
про ект от верг нут (ра зу ме ет ся, каж дая ве ли чи на Ci в кон крет ный пе ри од i
мо жет быть как по ло жи тель ной, так и рав ной ну лю или от ри ца тель ной);
n — дли тель ность ин ве с ти ци он но го про ек та, дру ги ми сло ва ми, по сле про -
хож де ния n вре мен ны́х пе ри о дов де неж ные по то ки пред при я тия бу дут та -
ки ми же, ка ки ми бы они бы ли, ес ли бы дан ный про ект не был вы пол нен
(в ча ст но с ти, мо жет быть, что n = +�); r — став ка дис кон ти ро ва ния, т.е. вре -
мен на ́я сто и мость де нег для рас сма т ри ва е мо го пред при я тия.

Ве ли чи на IRR рав ня ет ся кор ню урав не ния NPV(x) = 0, т.е. это та кая
став ка дис кон ти ро ва ния, та кая вре мен на ´я сто и мость де нег, ко то рая урав -
ни ва ет чи с тую при ве ден ную сто и мость де неж ных при то ков от дан но го про -
ек та и чи с тую при вен ден ную сто и мость де неж ных от то ков от не го. Мож но
по ка зать, что для ре гу ляр но го де неж но го по то ка урав не ние NPV(x) = 0 име -
ет един ст вен ный по ло жи тель ный ко рень. Ре гу ляр ным де неж ным по то ком
на зы ва ет ся та кой де неж ный по ток, у ко то ро го ес ли и есть Ci < 0, то при не -
боль ших зна че ни ях i, а на чи ная с не ко то ро го вре мен но´го про ме жут ка все
Ci 	 0.

Кри те рий IRR по ка зы ва ет лишь мак си маль ный уро вень за трат, ко то рый
мо жет быть ас со ци и ро ван с оце ни ва е мым про ек том (в ча ст но с ти, ес ли IRR
двух аль тер на тив ных про ек тов боль ше це ны при вле ка е мых для их ре а ли за -
ции ис точ ни ков средств, то вы бор луч ше го из них по кри те рию IRR не воз -
мо жен; IRR не об ла да ет свой ст вом ад ди тив но с ти; для не ре гу ляр ных де неж -
ных по то ков IRR мо жет иметь не сколь ко зна че ний).

Кри те рий NPV пред по ла га ет дис кон ти ро ва ние де неж но го по то ка по це -
не ка пи та ла про ек та, а кри те рий IRR — по став ке, чис лен но рав ной IRR.

Кри те рий NPV яв ля ет ся на и бо лее уни вер саль ным и пред по чти тель ным
при ана ли зе ин ве с ти ци он ных про ек тов, по сколь ку имен но он ха рак те ри зу -
ет воз мож ный при рост бла го со сто я ния вла дель цев ком па нии.

Точ ка Фи ше ра яв ля ет ся по гра нич ной точ кой на оси аб сцисс гра фи ка
NPV, раз де ля ю щей си ту а ции: «улав ли ва е мые» кри те ри ем NPV и «не улав -
ли ва е мые» кри те ри ем IRR.

Ес ли зна че ние це ны ка пи та ла на хо дит ся за пре де ла ми точ ки Фи ше ра,
то кри те рии NPV и IRR да ют оди на ко вые ре зуль та ты при оцен ке аль тер на -
тив ных ин ве с ти ци он ных про ек тов; ес ли це на ка пи та ла мень ше точ ки Фи -
ше ра, то кри те рии NPV и IRR про ти во ре чат друг дру гу.

Точ ка Фи ше ра чис лен но рав на IRR по то ка дель та-про ек та, т.е. по то ка,
со став лен но го из раз но стей со от вет ст ву ю щих эле мен тов ис ход ных по то -
ков. Для ее на хож де ния не об хо ди мо:

а)�со ста вить ги по те ти че с кий дель та-про ект;
б)�най ти IRR это го про ек та.
Для срав ни тель но го ана ли за про ек тов раз лич ной про дол жи тель но с ти

при ме ня ют ся сле ду ю щие ме то ды:
• на и мень ше го об ще го крат но го;
• бес ко неч но го по вто ре ния срав ни ва е мых про ек тов;
• эк ви ва лент но го ан ну и те та.
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В ус ло ви ях ин фля ции кор рек ти ру ет ся ли бо про гноз ный де неж ный по -
ток, ли бо ко эф фи ци ент дис кон ти ро ва ния.

Ана лиз ин ве с ти ци он ных про ек тов в ус ло ви ях ри с ка вы пол ня ет ся од ним
из двух ме то дов: ме то дом без ри с ко во го эк ви ва лен та или ме то дом скор рек -
ти ро ван но го на риск ко эф фи ци ен та дис кон ти ро ва ния.

Оп ти ми за ция бю д же та ка пи та ло вло же ний име ет ме с то вся кий раз, ког -
да по не ко то рым при чи нам раз мер ин ве с ти ций ог ра ни чен свер ху.

6.2. Мо дель оцен ки до ход но с ти фи нан со вых ак ти вов

6.2.1. Ли ния рын ка ка пи та ла

Мо дель оцен ки до ход но с ти фи нан со вых ак ти вов (capital asset pricing
model, CAPM) бы ла раз ра бо та на Уи ль я мом Ф. Шар пом и впер вые опуб ли -
ко ва на в ста тье «Оцен ка фи нан со вых ак ти вов: те о рия ры ноч но го рав но ве -
сия в ус ло ви ях ри с ка»1.

Мо дель оцен ки ос но вы ва ет ся на сле ду ю щих пред по ло же ни ях.
1.�Ин ве с то ры оце ни ва ют ин ве с ти ци он ные порт фе ли, ос но вы ва ясь на ожи -

да е мых до ход но с тях и их стан дарт ных от кло не ни ях за пе ри од вла де ния.
2.�Ин ве с то ры ни ког да не бы ва ют пре сы щен ны ми. При вы бо ре меж ду

дву мя порт фе ля ми они пред по чтут тот, ко то рый при про чих рав ных ус ло -
ви ях да ет на и боль шую ожи да е мую до ход ность.

3.�Ин ве с то ры не же ла ют ри с ко вать. При вы бо ре меж ду дву мя порт фе ля -
ми они пред по чтут тот, ко то рый при про чих рав ных ус ло ви ях име ет на и -
мень шее стан дарт ное от кло не ние.

4.�Ча ст ные ак ти вы бес ко неч но де ли мы. При же ла нии ин ве с тор мо жет
ку пить часть ак ции.

5.�Су ще ст ву ет без ри с ко вая про цент ная став ка, по ко то рой ин ве с тор мо -
жет дать взай мы (ин ве с ти ро вать) или взять в долг де неж ные сред ст ва.

6.�На ло ги и опе ра ци он ные из держ ки не су ще ст вен ны.
7.�Для всех ин ве с то ров пе ри од вло же ния оди на ков.
8.�Без ри с ко вая про цент ная став ка оди на ко ва для всех ин ве с то ров.
9.�Ин фор ма ция сво бод но и не за мед ли тель но до ступ на для всех ин ве с то -

ров.
10.�Ин ве с то ры име ют од но род ные ожи да ния, т.е. они оди на ко во оце ни -

ва ют ожи да е мые до ход но с ти, сред ние ква д ра тич ные от кло не ния и ко ва ри -
а ции до ход но с тей цен ных бу маг.

Оп ре де ле ние 6.1. Эф фек тив ным порт фе лем на зы ва ет ся та кой порт -
фель, ко то рый обес пе чи ва ет мак си маль ную ожи да е мую до ход ность при
лю бом уров не ри с ка или ми ни маль ный уро вень ри с ка для лю бой ожи да е -
мой до ход но с ти.

Рас смо т рим сна ча ла мно же ст во все воз мож ных порт фе лей, или до пу с ти -
мое мно же ст во, в слу чае двух ак ти вов.

Пусть ожи да е мая до ход ность цен ной бу ма ги А есть rA = 5%, а сред нее
ква д ра тич ное от кло не ние до ход но с ти σA = 4%, тог да как для бу ма ги B, со от -
вет ст вен но, rB = 8% и σB = 10%. По ст ро им мно же ст во до пу с ти мых порт фе -
лей и за тем вы де лим из не го под мно же ст во эф фек тив ных порт фе лей.
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Пусть x — до ля порт фе ля, ин ве с ти ру е мая в цен ную бу ма гу A, со от вет ст -
вен но (1 – x) — до ля порт фе ля, ин ве с ти ру е мая в цен ную бу ма гу B. Тог да

rp = xArA + xBrB;

Рас смо т рим три зна че ния ко эф фи ци ен та кор ре ля ции rA, B: +1; 0; –1 (рис. 6.1).
На рис. 6.1 при ве де ны ожи да е мые до ход но с ти и сред ние ква д ра тич ные

от кло не ния до ход но с тей (ри с ки) порт фе лей, со став лен ных из двух фи нан -
со вых ак ти вов A и B при раз лич ных струк ту рах порт фе ля для трех край них
слу ча ев: ва ри ант 1 — до ход но с ти ак ти вов пол но стью кор ре ли ру ют, ко эф -
фи ци ент кор ре ля ции ра вен 1; ва ри ант 2 — до ход но с ти порт фе лей не кор ре -
ли ро ва ны, ко эф фи ци ент кор ре ля ции ра вен 0; ва ри ант 3 — фи нан со вые ак -
ти вы на хо дят ся в про ти во фа зе, ко эф фи ци ент кор ре ля ции до ход но с тей
ра вен –1. Для каж до го из трех ва ри ан тов на ле вом ри сун ке изо б ра же но из -
ме не ние ожи да е мой до ход но с ти порт фе ля с рос том до ли в нем цен ной бу -
ма ги B от 0 до 100%. На цен т раль ном ри сун ке для каж до го ва ри ан та изо б -
ра же но из ме не ние ри с ка порт фе ля (сред не ква д ра тич но го от кло не ния
до ход но с ти) с рос том до ли в порт фе ле цен ной бу ма ги B. На пра вом ри сун ке
для каж до го из трех ва ри ан тов изо б ра же на кри вая в ко ор ди на тах «риск —
до ход ность», ко то рая по ка зы ва ет из ме не ние эти ха рак те ри с тик при из ме -
не нии струк ту ры порт фе ля.

σ σ σ ρ σ σp A B A B A Bx x x x2 2 2 2 21 2 1= + − + −( ) ( ) .,
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Та ким об ра зом, на рис. 6.1 по ка за но до пу с ти мое, или воз мож ное, мно же -
ст во порт фе лей. В на шем слу чае двух ак ти вов до пу с ти мое мно же ст во пред -
став ля ет со бой от ре зок пря мой или кри вой, при чем лю бая ком би на ция ри -
с ка и до ход но с ти на со от вет ст ву ю щей кри вой мо жет быть по лу че на
рас пре де ле ни ем де неж ных ре сур сов меж ду цен ны ми бу ма га ми A и B.

Оп ре де ле ние 6.2. На бор порт фе лей, каж дый из ко то рых обес пе чи ва ет
мак си маль ную ожи да е мую до ход ность для не ко то ро го уров ня ри с ка и ми -
ни маль ный риск для не ко то ро го зна че ния ожи да е мой до ход но с ти, на зы ва -
ет ся эф фек тив ным мно же ст вом.

Все ли порт фе ли из до пу с ти мо го мно же ст ва яв ля ют ся оди на ко во хо ро -
ши ми? Нет. В ва ри ан тах 2 и 3 толь ко часть до пу с ти мо го мно же ст ва YB яв -
ля ет ся эф фек тив ной.

При уве ли че нии чис ла ак ти вов ли ния транс фор ми ру ет ся в не ко то рую
об ласть, где точ ки A, H, G, E со от вет ст ву ют от дель ным цен ным бу ма гам
(рис. 6.2). Все ос таль ные точ ки за шт ри хо ван ной об ла с ти, вклю чая ее гра ни -
цы, со от вет ст ву ют порт фе лям, со сто я щим из двух или бо лее ак ций. Эта об -
ласть на зы ва ет ся до пу с ти мым, или воз мож ным, мно же ст вом. Гра ни ца BCE
оп ре де ля ет эф фек тив ное мно же ст во и на зы ва ет ся так же гра ни цей эф фек -
тив но с ти.

На рис. 6.3 до бав лен без ри с ко вый ак тив с до ход но с тью rRF. По оп ре де ле -
нию, без ри с ко вый ак тив име ет ну ле вой риск, σ = 0%, по это му он мо жет
быть изо б ра жен точ кой на вер ти каль ной оси.
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Рис. 6.2 Рис. 6.3

Ин ве с тор пе рей дет из точ ки N в точ ку R, ко то рая на хо дит ся на бо лее вы -
со кой до сти жи мой кри вой без раз ли чия риск-до ход ность. Та ким об ра зом,
до бав ле ние без ри с ко вой бу ма ги ве дет к из ме не нию эф фек тив но го мно же -
ст ва: оно те перь ле жит вдоль ли нии rRFMZ, а не вдоль кри вой BСE.

И так как эф фек тив ное мно же ст во пред став ля ет со бой луч, то оп ти маль -
ный порт фель вклю ча ет ин ве с ти ции в так на зы ва е мый ка са тель ный порт -
фель M, ком би ни ро ван ные с оп ре де лен ным ко ли че ст вом без ри с ко вых вло -
же ний и кре ди тов. В ито ге в рав но вес ном слу чае все ин ве с то ры вы би ра ют
один и тот же ка са тель ный порт фель M.

В свя зи с тем что все ин ве с то ры име ют од но и то же эф фек тив ное мно -
же ст во, един ст вен ной при чи ной, по ко то рой они пред по чтут раз лич ные
порт фе ли, яв ля ет ся то, что они ха рак те ри зу ют ся раз лич ны ми кри вы ми без -
раз ли чия. Та ким об ра зом, раз лич ные ин ве с то ры вы би ра ют раз лич ные
порт фе ли из од но го и то го же эф фек тив но го мно же ст ва вви ду раз лич но го
пред по чте ния ими ри с ка и до ход но с ти.



Это оз на ча ет, что каж дый ин ве с тор рас пре де лит свои сред ст ва сре ди ри -
с ко ван ных бу маг в од ной и той же от но си тель ной про пор ции, уве ли чи вая
без ри с ко вое за им ст во ва ние или кре ди то ва ние с це лью до сти же ния пред по -
чти тель ной для не го ком би на ции ри с ка и до хо да. Это свой ст во САРМ ча с -
то на зы ва ют те о ре мой раз де ле ния, или се па ра ции. Оп ти маль ная для ин ве с -
то ра ком би на ция ри с ко ван ных ак ти вов не за ви сит от пред по чте ний
от но си тель но ри с ка и до хо да. Дру ги ми сло ва ми, оп ти маль ная ком би на ция
ри с ко ван ных ак ти вов мо жет быть оп ре де ле на без по ст ро е ния кри вых без -
раз ли чия каж до го ин ве с то ра, сле до ва тель но, до ля лю бой ри с ко ван ной цен -
ной бу ма ги сре ди всех ри с ко ван ных цен ных бу маг в порт фе ле каж до го ин -
ве с то ра бу дет од ной и той же.

6.2.2. Ры ноч ный порт фель

Дру гим важ ным свой ст вом САРМ яв ля ет ся то, что в со сто я нии рав но ве -
сия каж дый вид цен ных бу маг име ет не ну ле вую до лю в ка са тель ном порт -
фе ле. Это оз на ча ет, что в со сто я нии рав но ве сия до ля лю бой цен ной бу ма ги
в порт фе ле М от лич на от ну ля.

Ес ли каж дый ин ве с тор при об ре та ет порт фель М и при этом в не го не
вклю че ны ин ве с ти ции во все ви ды бу маг, то по лу ча ет ся, что ни кто не ин ве -
с ти ро вал в те бу ма ги, ко то рые име ли ну ле вую до лю в М. Это долж но при -
ве с ти к то му, что кур сы цен ных бу маг с ну ле вой до лей в М упа дут, вы звав
рост их ожи да е мой до ход но с ти до тех пор, по ка в ка са тель ном порт фе ле их
до ля не ста нет от лич ной от ну ля.

В ито ге ус та но вит ся ба ланс, ког да пре кра тят ся все из ме не ния кур сов, ры-
нок зай мет по ло же ние рав но ве сия. Тог да, во-пер вых, каж дый ин ве с тор за хо -
чет дер жать оп ре де лен ное по ло жи тель ное чис ло ри с ко ван ных бу маг каж до -
го ви да. Во-вто рых, те ку щий ры ноч ный курс каж дой цен ной бу ма ги бу дет
на хо дить ся на уров не, урав но ве ши ва ю щем спрос и пред ло же ние. В-тре ть их,
ве ли чи на без ри с ко вой став ки бу дет та кой, что об щая сум ма де неж ных
средств, взя тых в долг, бу дет рав на об щей сум ме де нег, пре до став лен ных
взай мы. В ре зуль та те со от но ше ние до лей каж дой бу ма ги в ка са тель ном
порт фе ле в со сто я нии рав но ве сия бу дет со от вет ст во вать со от но ше нию до -
лей бу маг в так на зы ва е мом ры ноч ном порт фе ле, ко то ро му да но сле ду ю щее
оп ре де ле ние.

Оп ре де ле ние 6.3. Ры ноч ный порт фель — это порт фель, со сто я щий из
всех цен ных бу маг, в ко то ром до ля каж дой бу ма ги со от вет ст ву ет ее от но си -
тель ной ры ноч ной сто и мо с ти. От но си тель ная ры ноч ная сто и мость цен ной
бу ма ги рав на ее со во куп ной ры ноч ной сто и мо с ти, де лен ной на сум му со во -
куп ных ры ноч ных сто и мо с тей всех цен ных бу маг.

Та ким об ра зом, впол не пра во мер но отож де ст вить ка са тель ный порт фель
с ры ноч ным, по это му он и обо зна чен как М. Те о ре ти че с ки М со сто ит не толь -
ко из обык но вен ных ак ций, но и из дру гих ви дов ин ве с ти ций, та ких как об ли-
га ции, при ви ле ги ро ван ные ак ции и не дви жи мость. Од на ко на прак ти ке ино -
гда под М по ни ма ют порт фель, со дер жа щий толь ко обык но вен ные ак ции.

Еще од но рав но силь ное по ня тие — сред няя ак ция в ры ноч ном порт фе -
ле — оп ре де ля ет ся как ста ти с ти че с кое по ня тие в тер ми нах ожи да е мой до -
ход но с ти, сред не го ква д ра тич но го от кло не ния и ко ва ри а ции с дру ги ми ак -
ти ва ми.
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Ли ния rRFMZ на зы ва ет ся ли ни ей рын ка ка пи та ла (capital market line,
CML).

Ее на клон , по это му урав не ние CML мо жет быть за пи са но сле ду -

ю щим об ра зом:

rp = rRF + σp.

Со сто я ние рав но ве сия на рын ке цен ных бу маг мо жет быть оха рак те ри -
зо ва но дву мя клю че вы ми ве ли чи на ми. Пер вая — это ор ди на та точ ки пе ре -
се че ния CML с вер ти каль ной осью (т.е. без ри с ко вая став ка), ко то рую ча с то
на зы ва ют на гра дой за ожи да ние. Вто рая — это на клон CML, ко то рый на зы -
ва ют на гра дой за еди ни цу при ня то го ри с ка. Фон до вый ры нок поз во ля ет
осу ще ств лять тор гов лю вре ме нем и ри с ком по це нам, оп ре де ля е мым спро -
сом и пред ло же ни ем. Та ким об ра зом, две эти ве ли чи ны мож но ин тер пре ти -
ро вать как це ны вре ме ни и ри с ка.

Ли ния CML ус та нав ли ва ет ли ней ную за ви си мость меж ду ожи да е мой
до ход но с тью rp и ри с ком σp. Ве ли чи на rm – rRF на зы ва ет ся пре ми ей за ры ноч -
ный риск.

Ожи да е мая до ход ность эф фек тив но го порт фе ля (т.е. ле жа ще го на
CML) рав на сум ме без ри с ко вой став ки и пре мии за риск, рав ной про из ве -
де нию ве ли чи ны (rm – rRF)/σm, т.е. на гра ды за еди ни цу ри с ка, на сред нее
ква д ра тич ное от кло не ние до ход но с ти порт фе ля σp, т.е. на ве ли чи ну ри с ка
дан но го порт фе ля.

6.2.3. Ли ния рын ка цен ных бу маг

Пе рей дем те перь от ри с ка и до ход но с ти эф фек тив ных порт фе лей к ри с -
ку и до ход но с ти от дель ных цен ных бу маг.

Ли ния CML пред став ля ет со бой рав но вес ное со от но ше ние ожи да е мой
до ход но с ти и сред не ква д ра ти че с ко го от кло не ния для эф фек тив ных порт -
фе лей. От дель ные ри с ко ван ные бу ма ги все гда бу дут на хо дить ся ни же этой
пря мой, так как еди нич ная ри с ко ван ная бу ма га са ма по се бе яв ля ет ся не эф -
фек тив ным порт фе лем.

В САРМ ри с ко ван ность цен ной бу ма ги из ме ря ет ся ее ко эф фи ци ен том β,
ха рак те ри зу ю щим из мен чи вость до ход но с ти ак ции от но си тель но до ход но -
с ти рын ка цен ных бу маг. По оп ре де ле нию, не кая сред няя ак ция име ет β,
рав ный 1; ак ция, из мен чи вость до ход но с ти ко то рой вы ше, чем в сред нем на
рын ке, име ет β > 1, а ак ция с из мен чи во с тью до ход но с ти ни же ры ноч ной —
β < 1.

Ко эф фи ци ент β — это ин декс чув ст ви тель но с ти к си ту а ции на рын ке: он
из ме ря ет от но си тель ную чув ст ви тель ность дан ной ак ции по срав не нию со
сред ней ак ци ей, или рын ком:

βi = = = ,

где ρi, m — ко эф фи ци ент кор ре ля ции до ход но с ти i-й цен ной бу ма ги и рын -
ка в це лом, так что

ρi, mσi———
σm

ρi, mσiσm—————
σ2

m

cov(ri, rm)
——————

σ2
m

rm – rRF—————
σm

rm – rRF—————
σm



ri = rRF + (rm – rRF)βi = rRF + (rm – rRF)cov(ri, rm)/σ2
m =

= rRF + [(rm – rRF)/σm]σicov(ri, rm)/(σiσm) =
= rRF + [(rm – rRF)/σm]σiρi, m = rRF + ϕσiρi, m,

где ϕ = (rm – rRF)/σm — пла та за еди ни цу при ня то го ри с ка.
Урав не ние, ус та нав ли ва ю щее связь меж ду ри с ком ак ции, из ме ря е мым β,

и до ход но с тью ак ции, на зы ва ет ся урав не ни ем ли нии рын ка цен ных бу маг
(security market line, SML):

ri = rRF + (rm – rRF)βi,

где ri — тре бу е мая до ход ность i-й ак ции; rRF — без ри с ко вая до ход ность; rm —
тре бу е мая до ход ность порт фе ля, со сто я ще го из всех ак ций, или ры ноч но го
порт фе ля, или сред ней ак ции в ры ноч ном порт фе ле; rm – rRF = RPm — ры ноч -
ная пре мия за риск, или це на ри с ка для сред ней ак ции. Это та до пол ни тель -
ная до ход ность, пре вы ша ю щая без ри с ко вую до ход ность, ко то рая тре бу ет ся,
что бы ком пен си ро вать ин ве с то рам при ни ма е мую ими сред нюю ве ли чи ну
ри с ка; βi — ко эф фи ци ент в i-й ак ции; (rm – rRF)βi = RPi — пре мия за риск вла -
де ния i-й ак ци ей. Этот по ка за тель ва рь и ру ет в за ви си мо с ти от то го, яв ля ет -
ся ли дан ная ак ция бо лее или ме нее ри с ко ван ной по срав не нию с дру ги ми,
т.е. име ю щей боль шее или мень шее зна че ние β.

Ин те ре сен тот факт, что ри с ко ван ная цен ная бу ма га с cov(ri, rm) – σi, m = 0
бу дет иметь ожи да е мую до ход ность, рав ную став ке про цен та без ри с ко вой
бу ма ги rRF. Объ яс ня ет ся это тем, что та кая ри с ко ван ная цен ная бу ма га, так
же как и без ри с ко вая, не до бав ля ет ри с ка в ры ноч ный порт фель. И это име -
ет ме с то, не смо т ря на то что ри с ко ван ная бу ма га име ет по ло жи тель ное
сред нее ква д ра тич ное от кло не ние, а у без ри с ко вой бу ма ги оно ну ле вое.

Воз мож но да же, что ожи да е мая до ход ность не ко то рых ри с ко ван ных бу -
маг ока жет ся ни же, чем без ри с ко вая став ка. Со глас но САРМ это про ис хо -
дит, ког да σi, m < 0, т.е. цен ные бу ма ги вно сят от ри ца тель ную ве ли чи ну ри -
с ка в ры ноч ный порт фель (вно си мый ими в ры ноч ный порт фель риск
мень ше, чем в слу чае, ког да в эти бу ма ги ин ве с ти ру ет ся мень ше средств).

Дру гим при ме ча тель ным фак том яв ля ет ся то, что ри с ко ван ная бу ма га
с σi, m = σ2

m бу дет иметь ожи да е мую до ход ность rm, рав ную ожи да е мой до ход -
но с ти ры ноч но го порт фе ля. Это свя за но с тем, что та кая бу ма га вно сит
сред нюю ве ли чи ну ри с ка в ры ноч ный порт фель.

Сле ду ет от ме тить, что SML долж на про хо дить че рез точ ку, изо б ра жа ю -
щую ры ноч ный порт фель. Зна че ние в для этой точ ки рав но 1, а ожи да е мая
до ход ность рав на rm, т.е. ее ко ор ди на та ми яв ля ет ся па ра 1 и rm. Так как зна -
че ние ко эф фи ци ен та в без ри с ко вых бу маг рав но 0, то SML долж на про хо -
дить так же че рез точ ку с ко ор ди на та ми 0 и rRF, т.е. долж на пе ре се кать вер -
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ти каль ную ось в точ ке с ор ди на той rRF (см. рис. 6.4, че рез M обо зна чен ры -
ноч ный порт фель).

Те перь лег ко вы чис лить на клон SML как раз ни цу ор ди нат этих то чек 
(rm – rRF)), де лен ную на раз ни цу их аб сцисс (1 – 0), в ито ге на клон ра вен 
rm – rRF. Эти две точ ки, ко то рые оп ре де ля ют по ло же ние лу ча SML, пред став -
ля ют со бой при ем ле мые ожи да е мые до ход но с ти цен ных бу маг и порт фе лей
с раз лич ны ми зна че ни я ми β.

Со глас но мо де ли оцен ки до ход но с ти фи нан со вых ак ти вов ожи да е мая
пре мия за риск по каж до му ви ду ин ве с ти ций про пор ци о наль на ко эф фи ци -
ен ту бе та этих ин ве с ти ций. Это оз на ча ет, что каж дый вид ин ве с ти ций дол -
жен при над ле жать на клон ной пря мой рын ка цен ных бу маг, свя зы ва ю щей
каз на чей ские век се ля и ры ноч ный порт фель.

Рав но вес ное со сто я ние, пред став лен ное SML, скла ды ва ет ся в ре зуль та -
те сум мар но го эф фек та кор рек ти ров ки ин ве с то ра ми струк ту ры сво их
порт фе лей и ре зуль ти ру ю ще го дав ле ния на кур сы бу маг. Имея на бор кур -
сов цен ных бу маг, ин ве с то ры вы чис ля ют ожи да е мые до ход но с ти и ко ва ри -
а ции, а за тем оп ре де ля ют со став сво их оп ти маль ных порт фе лей. Ес ли
спрос на цен ные бу ма ги ка ко го-ли бо ви да от ли чен от их пред ло же ния,
то та кая не сба лан си ро ван ность бу дет вли ять на их курс. По лу чив но вую
ин фор ма цию о кур сах, ин ве с то ры пе ре смо т рят свои на ме ре ния от но си -
тель но раз лич ных бу маг. Этот про цесс бу дет про дол жать ся до тех пор, по -
ка об щий спрос на цен ные бу ма ги ка ко го-ли бо ви да не урав но ве сит их
пред ло же ние.

Для от дель но го ин ве с то ра курс цен ных бу маг и их пер спек ти вы за да ны,
а ко ли че ст во он мо жет ме нять. Для рын ка же в це лом ко ли че ст во бу маг
фик си ро ва но (по край ней ме ре в ко рот кий про ме жу ток вре ме ни), а их кур -
сы по сто ян но ме ня ют ся. Как и на лю бом кон ку рент ном рын ке, для до сти -
же ния рав но ве сия на рын ке цен ных бу маг не об хо ди ма кор рек ти ров ка кур -
сов бу маг до тех пор, по ка не ус та но вит ся со от вет ст вие меж ду спро сом на
бу ма ги и их пред ло же ни ем.

6.2.4. Ха рак те ри с ти че с кая ли ния ак ции (мо дель рын ка)

В мо де ли рын ка пред по ла га ет ся, что до ход по обык но вен ной ак ции свя -
зан с до хо дом по ры ноч но му ин дек су сле ду ю щим об ра зом:

rj = αj + βj rI + εj, (6.1)

где rj — до ход по бу ма ге j за оп ре де лен ный пе ри од; αj — ор ди на та точ ки пе -
ре се че ния пря мой с вер ти каль ной осью; βj — ве ли чи на на кло на лу ча; rI —
до ход по ры ноч но му ин дек су за оп ре де лен ный пе ри од; εj — ве ли чи на слу -
чай ной ошиб ки.

Ес те ст вен но за дать ся во про сом о вза и мо свя зи ли ней ной мо де ли рын ка
и САРМ. Преж де все го сле ду ет за ме тить, что в обе их мо де лях ве ли чи на на -
кло на име ну ет ся «бе та» (β) и обе они ка ким-то об ра зом свя за ны с рын ком.
Од на ко меж ду ни ми су ще ст ву ет два зна чи тель ных раз ли чия.

Пер вое за клю ча ет ся в том, что ли ней ная мо дель рын ка яв ля ет ся фак тор -
ной мо де лью, где в ка че ст ве фак то ра вы сту па ет ры ноч ный ин декс. И в от -
ли чие от САРМ она не яв ля ет ся рав но вес ной мо де лью, опи сы ва ю щей про -
цесс фор ми ро ва ния кур сов цен ных бу маг.
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У.�Шарп на звал эту ли нию ре г рес сии (6.1) ха рак те ри с ти че с кой ли ни ей
ак ции.

Па ра ме т ры урав не ния ре г рес сии рас счи ты ва ют ся ме то дом на и мень ших
ква д ра тов, на при мер:

Урав не ние ха рак те ри с ти че с кой ли нии на зы ва ет ся мо де лью рын ка (market
model). Пред по ла га ет ся, что сло жив ша я ся в про шлом связь меж ду ак ци ей j
и рын ком в це лом со хра нит ся и в бу ду щем, т.е. про гно зи ру е мые зна че ния до -
ход но с ти ак ции и до ход но с ти на рын ке в сред нем свя за ны той же ли ней ной
за ви си мо с тью �rj = αj + βj �rI + εj.

Вто рое от ли чие со сто ит в том, что ры ноч ная мо дель ис поль зу ет ры ноч -
ный ин декс, в то вре мя как САРМ — ры ноч ный порт фель.

Ры ноч ный порт фель со че та ет в се бе все об ра ща ю щи е ся на рын ке бу ма ги,
а ры ноч ный ин декс — толь ко ог ра ни чен ное их чис ло (на при мер, 500 для ин-
дек са S&Р 500). По это му кон цеп ту аль но ко эф фи ци ент βi из ры ноч ной мо де ли
от ли ча ет ся от ко эф фи ци ен та βi из САРМ. Это свя за но с тем, что β в ры ноч ной
мо де ли из ме ря ет ся от но си тель но ры ноч но го ин дек са, а β в САРМ — от но -
си тель но ры ноч но го порт фе ля. Од на ко на прак ти ке, в свя зи с тем что точ но
оп ре де лить струк ту ру ры ноч но го порт фе ля не уда ет ся, ис поль зу ют ры ноч ный
ин декс. По это му β, оп ре де лен ный с по мо щью ры ноч но го ин дек са, не смо т -
ря на кон цеп ту аль ное раз ли чие, при ни ма ют в ка че ст ве оцен ки β в САРМ.

Ры ноч ные ин дек сы. Од ним из на и бо лее ши ро ко из ве ст ных ин дек сов
яв ля ет ся Standart Рооr’s Stock Price Index (или со кра щен но S&Р 500), ко то-
рый пред став ля ет со бой сред не вз ве шен ную ве ли чи ну кур сов ак ций 500 на и-
бо лее круп ных ком па ний. Дру гим ин дек сом, ко то рый уни вер саль нее S&Р
500 в том смыс ле, что он ох ва ты ва ет боль шее чис ло ак ций, яв ля ет ся NYSE
Composite Index, для вы чис ле ния ко то ро го ис поль зу ют ся кур сы ак ций, за ре -
ги с т ри ро ван ных на Нью-Йорк ской фон до вой бир же. На Аме ри кан ской
фон до вой бир же ис поль зу ет ся ана ло гич ный ин декс, ох ва ты ва ю щий все бу -
ма ги, ко то рые на ней ко ти ру ют ся. На ци о наль ная ас со ци а ция фон до вых ди -
ле ров вы чис ля ет ин декс вне бир же во го обо ро та ак ций, ко ти ру е мых в си с те -
ме NASDAQ.

Не со мнен но, на и бо лее ча с то ци ти ру е мым ры ноч ным ин дек сом яв ля ет ся
ин декс Доу — Джон са. Хо тя этот ин декс ос но ван на по ка за те лях лишь 30 ак -
ций и ис поль зу ет ме нее со вер шен ную про це ду ру ус ред не ния, он обес пе чи -
ва ет по край ней ме ре бес при с т ра ст ную оцен ку си ту а ции на рын ке ак ций.

Ры ноч ный и соб ст вен ный риск. Со во куп ный риск σj
2 для цен ной бу ма -

ги i мо жет быть раз де лен на две со став ля ю щие: σj
2 = βj

2σI
2 + σ2

εj, где βj
2σI

2 — ры -
ноч ный риск; σ2

εj — соб ст вен ный риск.
Каж дая фир ма по ми мо из ме не ний рын ка в це лом стал ки ва ет ся так же

с яв ле ни я ми, су ще ст вен ны ми толь ко для нее и не за ви ся щи ми от об ще го
со сто я ния эко но ми ки. Та кие си ту а ции при во дят к из ме не нию до ход но с ти
ак ций фир мы j вне за ви си мо с ти от си ту а ции на рын ке в це лом. По доб ные
яв ле ния объ яс ня ют ся слу чай ной ошиб кой εi. Эта со став ля ю щая об ще го ри с ка
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на зы ва ет ся ди вер си фи ци ру е мым, или спе ци фи че с ким для ком па нии, ри с ком.
Ра ци о наль ный ин ве с тор ус т ра ня ет ее вли я ние, со став ляя ди вер си фи ци ро -
ван ный порт фель ак ций. Тен ден ция из ме не ния вме с те с рын ком со дер жит
риск, так как це ны на рын ке ко леб лют ся и ко ле ба ния не мо гут быть эли ми -
ни ро ва ны. Этот ком по нент об ще го ри с ка на зы ва ет ся ры ноч ным, или не ди -
вер си фи ци ру е мым, ри с ком.

Та ким об ра зом, за ви си мость меж ду об щим ри с ком ак ции, ры ноч ным ри -
с ком и ди вер си фи ци ру е мым ри с ком мо жет быть вы ра же на сле ду ю щим об -
ра зом:

σj
2 = βj

2σ2
M + σ2

εj,

где σj
2 — дис пер сия ожи да е мой до ход но с ти (или об щий риск) ак ции j; βj — 

ко эф фи ци ент в ак ции j; σ2
M — дис пер сия рын ка; βj

2σ2
M — не ди вер си фи ци ру е -

мый риск; σ2
εj — дис пер сия ре г рес си он ной ошиб ки ак ции j (ди вер си фи ци ру -

е мый риск).
Ди вер си фи ци ру е мый риск мо жет и дол жен быть ус т ра нен ди вер си фи -

ка ци ей. Пре мия за риск вла де ния ак ци ей рас счи ты ва ет ся ис хо дя из ры ноч -
но го, а не об ще го ри с ка:

RPj = (rM – rRF)βj.

Ры ноч ный риск свя зан с ри с ком ры ноч но го порт фе ля и зна че ни ем ко  -
эф фи ци ен та в дан ной цен ной бу ма ги. Для бу ма ги с бо´ль ши ми зна че ни я ми
это го ко эф фи ци ен та зна че ние ры ноч но го ри с ка боль ше. В рам ках мо де ли
САРМ у та ких бу маг так же бо´ль шие ожи да е мые до ход но с ти. От сю да сле ду -
ет, что цен ные бу ма ги с бо´ль ши ми зна че ни я ми ры ноч но го ри с ка долж ны
иметь бо´ль шие ожи да е мые до ход но с ти.

Не ры ноч ный риск не свя зан с ко эф фи ци ен том β, по это му уве ли че ние
соб ст вен но го ри с ка не ве дет к рос ту ожи да е мой до ход но с ти. Итак, со глас -
но САМР ин ве с то ры воз на г раж да ют ся за ры ноч ный риск, но их не ры ноч -
ный риск не ком пен си ру ет ся.

Ко эф фи ци ен ты в ак ций раз лич ных ком па ний под счи ты ва ют ся и пуб ли -
ку ют ся агент ст ва ми Merrill Lynch, Value Line и мно ги ми дру ги ми. Ко эф фи -
ци ен ты в ак ций боль шин ст ва ком па ний ва рь и ру ют в пре де лах 0,75—1,5,
а сред нее зна че ние для всех ак ций рав но 1,0. Ес те ст вен но, что β в мо де ли
рын ка рас сма т ри ва ет ся как ап прок си ма ция β в САРМ.

Рас смо т рим при ме ры за дач на со став ле ние порт фе ля.

При мер 6.1. Пусть в рас по ря же нии ин ве с то ра име ет ся все го две воз мож но с -
ти: A — без ри с ко во го вло же ния или за им ст во ва ния под 10% (цен ная бу ма га ти -
па A); B — ри с ко ван но го вло же ния в цен ные бу ма ги ти па B с ожи да е мой до ход -
но с тью 20% и ри с ком 10%. Как ин ве с тор дол жен рас пре де лить име ю щи е ся
у не го сред ст ва, что бы ожи да е мая до ход ность сфор ми ро ван но го порт фе ля со -
ста ви ла 30%? Ка ков бу дет риск дан но го порт фе ля?

Ре ше ние. Пусть x — до ля де неж ных средств аген та, ин ве с ти ро ван ных в бу ма -
гу A; 1 – x — до ля средств, ин ве с ти ро ван ных в бу ма гу B; T — тре бу е мая ожи да е -
мая до ход ность порт фе ля (рис. 6.5).

Име ем:

T = 30; T = xA + (1 – x)B;
30 = 10 x + (1 – x) · 20;

10 = –10x; x = –1;  T = –A + 2B.
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Та ким об ра зом, для до сти же ния ожи да е мой до ход но с ти 30% ин ве с тор дол -
жен за нять под 10% сум му де нег, рав ную ве ли чи не его соб ст вен ных средств,
и вло жить уд во ен ную та ким об ра зом сум му его соб ст вен ных средств в бу ма ги
ти па B. Но риск та ко го порт фе ля бу дет ра вен, оче вид но, уже 20%.

За ме ча ние. На этом шу точ ном при ме ре мож но уви деть в ми ни а тю ре вли я -
ние ры ча га (в дан ном слу чае фи нан со во го), или ле ве ри д жа, с ко то рым бо -
лее по дроб но по зна ко мим ся да лее.

При мер 6.2. Пусть в рас по ря же нии ин ве с то ра име ют ся те же две воз мож но с ти,
что и в пре ды ду щей за да че, а имен но: A — без ри с ко во го вло же ния или за им ст -
во ва ния под 10% (бу ма ги A), B — ри с ко ван но го вло же ния в цен ные бу ма ги B
с ожи да е мой до ход но с тью 20% и ри с ком 10%. Как ин ве с то ру рас по ря дить ся
име ю щи ми ся у не го сред ст ва ми, что бы ожи да е мая до ход ность сфор ми ро ван но -
го порт фе ля со ста ви ла 25%, и ка ков бу дет риск дан но го порт фе ля?

Ре ше ние. Вве дя те же обо зна че ния, что и в пре ды ду щей за да че, и при ме нив
ана ло гич ные рас суж де ния, по лу чим:

25 = 10x + (1 – x)20;
5 = –10x;  x = –1/2;
T = –1/2A + 3/2B.

Про вер ка: 25% = –1/2 · 10% + 3/2 · 20%.
Та ким об ра зом, аген ту сле ду ет за нять под 10% еще по ло ви ну той сум мы де -

нег, ко то рая у не го име ет ся, и вло жить 3/2 ве ли чи ны его соб ст вен ных средств
в бу ма ги ти па B. Тог да ожи да е мая до ход ность сфор ми ро ван но го порт фе ля бу -
дет рав на 25%, а риск та ко го порт фе ля, оче вид но, ра вен 15%.

6.3. Те о рия Мо ди ль я ни — Мил ле ра1

6.3.1. Ана лиз це ны и струк ту ры ка пи та ла

Пер вая те о ре ма Мо ди ль я ни — Мил ле ра. Пер вая те о ре ма Мо ди ль я ни —
Мил ле ра, или ММ-те о ре ма, ут верж да ет, что в ми ре без на ло гов и тран зак -
ци он ных из дер жек ры ноч ная сто и мость ле ве ри д жи ро ван ной ком па нии, т.е.
ком па нии, ис поль зу ю щей за ем ные ис точ ни ки фи нан си ро ва ния, рав на ры ноч -
ной сто и мо с ти точ но та кой же, но не ле ве ри д жи ро ван ной ком па нии, т.е.
ком па нии, ра бо та ю щей це ли ком на соб ст вен ном ка пи та ле.

До ка зы ва ет ся эта те о ре ма чрез вы чай но про сто, ис хо дя из со об ра же ний
от сут ст вия ар би т ра жа и рас сма т ри вая ме ха низм кон ку рен ции.
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1 Modigliani, F. The cost of capital, corporation finance and the theory of investment /

F. Modigliani, M. H. Miller // American Economic Review. — 1958, June. — Vol. 48. — P. 261—297;
Modigliani, F. Reply to heins and sprenke / F. Modigliani, M. H. Miller // American Economic
Review. — 1969. — Vol. 59. — P. 592—595.



Су ще ст ву ет спе ци аль ный тер мин для обо зна че ния «де неж но го стан ка» —
ар би т раж1. На хо ро шо ра бо та ю щем рын ке ка пи та ла лю бая по тен ци аль ная
«ма ши на для де ла нья де нег» поч ти мгно вен но бу дет раз ру ше на ин ве с то ра ми,
ко то рые все ра зом по пы та ют ся из влечь из нее вы го ду. От сут ст вие ар би т -
раж ных воз мож но с тей на со вер шен ном рын ке ка пи та ла — один из ос нов -
ных по сту ла тов те о рии фи нан сов. Мы ча с то бу дем им поль зо вать ся в раз -
лич ных до ка за тель ст вах.

Бу дем ис поль зо вать сле ду ю щие стан дарт ные обо зна че ния:
D — ве ли чи на дол га ком па нии (debt);
S — ры ноч ная сто и мость соб ст вен но го ка пи та ла ком па нии (stocks — ак -

ции);
V — цен ность ком па нии (value),

V = D + S;

VL — сто и мость ле ве ри д жи ро ван ной ком па нии;
VU — сто и мость не ле ве ри д жи ро ван ной ком па нии;
Kd — сто и мость за ем ных ис точ ни ков (про цен ты за кре дит);
Ke — сто и мость соб ст вен но го ка пи та ла ком па нии (та ми ни маль ная до -

ход ность, ко то рую тре бу ют соб ст вен ни ки за свои вло же ния);
KL = KeL

— сто и мость соб ст вен но го ка пи та ла (та ми ни маль ная до ход -
ность, ко то рую тре бу ют соб ст вен ни ки за свои вло же ния) ле ве ри д жи ро ван -
ной ком па нии;

KA = KU = KeU
— сто и мость соб ст вен но го ка пи та ла (та ми ни маль ная до -

ход ность, ко то рую тре бу ют соб ст вен ни ки за свои вло же ния) не ле ве ри д жи -
ро ван ной ком па нии;

WACC (weighted average cost of capital) — сред не вз ве шен ная це на ка пи та -
ла ком па нии

WACC = Kd + Ke ;

EBIT (earnings before interest and taxes) — при быль до вы че та про цен тов
и на ло гов — то же, что и NOI (до ход ком па нии до удов ле тво ре ния ин те ре -
сов об ли га ци о не ров и ак ци о не ров);

NOI (net operating income) — чи с тый опе ра ци он ный до ход, или при быль
до вы че та на ло гов и про цен тов;

PR (payout ratio) — до ля до хо да по сле вы пла ты про цен тов и на ло гов, на -
прав ля е мая на вы пла ты ди ви ден дов;

RR (reinvestment ratio) — до ля до хо да по сле вы пла ты про цен тов и на ло -
гов, ко то рая ре ин ве с ти ру ет ся.

Идея до ка за тель ст ва. Рас смо т рим две ком па нии с со вер шен но оди на ко -
вы ми ак ти ва ми. У них обе их, ес те ст вен но, один и тот же опе ра ци он ный,
или эко но ми че с кий, риск, они обе ожи да ют по лу чить один и тот же чи с тый
опе ра ци он ный до ход. Од на ко они по-раз но му фи нан си ру ют ся. Об щая сто -
и мость каж дой ком па нии фор ми ру ет ся из ры ноч ной сто и мо с ти соб ст вен -
но го ка пи та ла и ры ноч ной сто и мо с ти за ем но го ка пи та ла:

S
—
V

D
—
V
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Не ума ляя общ но с ти, пред по ло жим для про сто ты рас смо т ре ния, что все
до хо ды по сле уп ла ты про цен тов на прав ля ют ся на вы пла ты ак ци о не рам
в ви де ди ви ден дов, т.е. PR = 1, а RR = 0, что, оче вид но, ни сколь ко не ме ня -
ет су ще ст ва де ла.

Рас смо т рим ак ци о не ра ком па нии 1. Пусть его до ход Y1 со став ля ет до лю α
от до хо да соб ст вен ни ков ком па нии, т.е. Y1 = α(NOI – Kd D1).

Пред по ло жим, что ак ци о нер ком па нии 1 про да ет свои ак ции, еще бе -
рет в бан ке ссу ду αD1 и по ку па ет ак ции ком па нии 2. В этом слу чае ему бу -

дет при над ле жать до ля ком па нии 2 и, сле до ва тель но, его до ход

Y2 = NOI – Kd αD1.

Срав ним Y1 и Y2. Оче вид но, что Y2 > Y1 тог да и толь ко тог да, ког да

> 1. Ес ли дан ное ус ло вие вы пол не но, то бу дет ли ак ци о нер ком па -

нии 1 так по сту пать? Ко неч но, бу дет. Но в чис ли те ле рас сма т ри ва е мой дро -
би сто ит цен ность ком па нии 1, а в зна ме на те ле — цен ность ком па нии 2.
Зна чит, до тех пор по ка цен ность ком па нии 1 боль ше цен но с ти ком па нии 2,
ак ци о нер ком па нии 1 бу дет про да вать ак ции бо лее до ро гой ком па нии и по -
ку пать ак ции бо лее де ше вой. От этой ар би т раж ной опе ра ции цен ность
акций пер вой ком па нии бу дет па дать, а вто рой — рас ти. И так бу дет про -
дол жать ся до тех пор, по ка сто и мо с ти обе их ком па ний, на хо дя щих ся в оди -
на ко вых эко но ми че с ких ус ло ви ях, не срав ня ют ся: VL = VU.

При до ка за тель ст ве те о ре мы Мо ди ль я ни — Мил ле ра пред по ла га ет ся,
что и ком па нии, и от дель ные ин ди ви ду у мы мо гут брать и да вать в долг по
од ной и той же без ри с ко вой про цент ной став ке. При та ких ус ло ви ях ин ди -
ви ду аль ные ин ве с то ры, дей ст вуя са мо сто я тель но и ис поль зуя ме ха низм
кон ку рен ции, мо гут ском пен си ро вать эф фект лю бо го из ме не ния струк ту -
ры ка пи та ла ком па нии.

На прак ти ке кор по ра тив ный долг не сво бо ден от ри с ка, и фир мы не мо -
гут ог ра ни чить ся без ри с ко вы ми про цент ны ми став ка ми, при ме ня е мы ми
для го су дар ст вен ных цен ных бу маг. На пер вый взгляд мо жет по ка зать ся,
что уже од но это от ме ня ет ре зуль тат пер вой те о ре мы Мо ди ль я ни — Мил -
ле ра. Та ко ва рас про ст ра нен ная ес те ст вен ная ошиб ка. В дей ст ви тель но с -
ти же струк ту ра ка пи та ла бы ва ет не важ на, да же ког да долг свя зан с ри с -
ком.

D1 + S1—————
S2

α(D1 + S1)———————
S2

αD1 + αS1——————
S2
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По ка за те ли Ком па ния 1 Ком па ния 2

Долг D1 —

Соб ст вен ный ка пи тал S1 S2

Сто и мость ком па нии D1 + S1 S2

До ход (EBIT, или NOI) NOI 1 NOI

WACC
Kd + Ke = 

NOI
—————
D1 + S1

S1—————
D1 + S1

D1—————
D1 + S1

= 
NOI
———

S2

Ke S2———
S2

——————————
1 Ожи да е мый до ход, т.е. ма те ма ти че с кое ожи да ние дан ной слу чай ной ве ли чи ны. Ес ли бы

до ход был точ но из ве с тен, то не бы ло бы ри с ка.



Тот факт, что ком па ния бе рет за ем, еще не га ран ти ру ет воз вра та де нег:
ком па ния вы пла чи ва ет долг пол но стью, толь ко ес ли ее ак ти вы сто ят до ро -
же, чем дол го вые обя за тель ст ва. Это оз на ча ет, что ак ци о не ры ком па нии не -
сут ог ра ни чен ную от вет ст вен ность. Ра зу ме ет ся, мно гие лю ди хо те ли бы за -
ни мать день ги на ус ло ви ях ог ра ни чен ной от вет ст вен но с ти. В си лу это го
они, ве ро ят но, с ра до с тью при пла ти ли бы за ак ции с дол го вой на груз кой,
ес ли бы пред ло же ние та ких ак ций бы ло не до ста точ ным, что бы удов ле тво -
рить их спрос. Од на ко ры нок бук валь но пе ре пол нен ак ци я ми ком па ний,
при бе га ю щих к за им ст во ва нию, по это му, вы пу с кая дол го вые обя за тель ст -
ва, ру ко вод ст во той или иной ком па нии ед ва ли за ста вит ин ве с то ров пла -
тить це но вую пре мию имен но за ак ции дан ной ком па нии.

Вто рая те о ре ма Мо ди ль я ни — Мил ле ра. Ожи да е мая до ход ность обык -
но вен ных ак ций фир мы с дол го вой на груз кой, или це на соб ст вен но го ка пи -
та ла ле ве ри д жи ро ван ной ком па нии воз ра с та ет про пор ци о наль но от но ше -
нию дол га к соб ст вен но му ка пи та лу (D/S), ис чис лен но му в ры ноч ных це нах.
Тем пы рос та за ви сят от рас хож де ния меж ду KA, ожи да е мой до ход но с тью
порт фе ля всех цен ных бу маг фир мы (це ной соб ст вен но го ка пи та ла не ле ве -
ри д жи ро ван ной ком па нии) и Kd — ожи да е мой до ход но с тью дол го вых обя за -
тельств:

KeL
= KeU

+ (KeU
– Kd) . (6.1)

� До ка за тель ст во. Име ем

Рав но силь ное рас суж де ние: ожи да е мая до ход ность ин ве с ти ци он но го
порт фе ля рав на сред не вз ве шен ной ве ли чи не ожи да е мых до ход но с тей от -
дель ных цен ных бу маг. Та ким об ра зом, ожи да е мая до ход ность порт фе ля,
со сто я ще го из всех цен ных бу маг ком па нии (ак ций и об ли га ций), рав на

= · + · ,

или

KA = Kd + KeL
,

от ку да сле ду ет фор му ла (6.1), по сколь ку ожи да е мая до ход ность ак ти вов —
это то же, что ожи да е мая (тре бу е мая) до ход ность соб ст вен но го ка пи та ла
не ле ве ри д жи ро ван ной ком па нии, т.е. ожи да е мая до ход ность обык но вен -
ных ак ций без дол го вой на груз ки.

Тог да, по сколь ку сто и мость ком па нии — это сум ма ее дис кон ти ро ван но -

го ожи да е мо го де неж но го по то ка V = , а по пер вой те о ре ме Мо ди ль я -
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ни — Мил ле ра VL = VU, в то вре мя как NOI у двух со вер шен но оди на ко вых
по опе ра ци он ной де я тель но с ти и раз ли ча ю щих ся лишь ис точ ни ка ми фи нан-
си ро ва ния ком па ний, оче вид но, один и тот же, по лу ча ем, что сред не вз ве -
шен ная це на ка пи та ла у рас сма т ри ва е мых ком па ний, ле ве ри д жи ро ван ной
и не ле ве ри д жи ро ван ной, так же со вер шен но оди на ко ва: WACCL = WACCU.

Это со от но ше ние по лу ча ет ся не по сред ст вен но:

Итак, со глас но пер вой те о ре ме Мо ди ль я ни — Мил ле ра ме не д же ру не
нуж но об ра щать вни ма ния на оп ти маль ную струк ту ру ка пи та ла, т.е. здесь
нет ми ни ми за ции WACC, и все вни ма ние сле ду ет об ра тить на мак си ми за -
цию NOI. Од на ко эм пи ри че с кие фак ты сви де тель ст ву ют о том, что оп ти -
маль ная струк ту ра ка пи та ла все же су ще ст ву ет.

Пе ре чис лим еще раз ус ло вия, при ко то рых вы пол ня ет ся пер вая те о ре ма
Мо ди ль я ни — Мил ле ра.

1.�У ин ди ви ду у ма есть воз мож ность об ра щать ся на фи нан со вые рын ки
по той же са мой став ке, что и у кор по ра ции.

2.�Долг рас сма т ри ва ет ся как без ри с ко вый, не су ще ст ву ет уг ро зы бан -
крот ст ва.

3.�От сут ст ву ют на ло ги.
4.�От сут ст ву ют тран зак ци он ные из держ ки.

6.3.2. Пер вая и вто рая те о ре мы Мо ди ль я ни — Мил ле ра 
с уче том кор по ра тив ных на ло гов

В дей ст ви тель но с ти на ло го вая си с те ма той или дру гой стра ны вли я ет на
це ле вую струк ту ру пас си ва в раз лич ных от рас лях эко но ми ки. Рас смо т рим
слу чай, ког да вве ден на лог на при быль. Сна ча ла про ана ли зи ру ем си ту а -
цию, ког да на ло го вое за ко но да тель ст во раз ре ша ет вклю чать все на чис лен -
ные про цен ты в се бе с то и мость ре а ли зо ван ной про дук ции, вы во дя их тем
са мым из на ло го об ла га е мой ба зы. Тог да цен ность ком па нии, не ис поль зу ю -

щей фи нан со вый ле ве ридж, VU = , где TC — став ка на ло га на

при быль; K*
U — по сле на ло го вая тре бу е мая до ход ность соб ст вен но го ка пи та -

ла (здесь звез доч ка по став ле на для от ли чия от до на ло го вой тре бу е мой до -
ход но с ти, рас смо т рен ной в пре ды ду щем раз де ле, од на ко даль ше звез доч ку
у сим во ла KU бу дем опу с кать, так как в даль ней шем все вре мя бу дет рас сма -
т ри вать ся си ту а ция, ког да име ют ме с то на ло ги).

Для ле ве ри д жи ро ван ной ком па нии име ем два де неж ных по то ка:
• (NOI – KdD)(1 – TC) — до ход вла дель цев соб ст вен но го ка пи та ла (ак ци о -

не ров);
• KdD — то, что по лу чат вла дель цы за ем но го ка пи та ла (до ход об ли га ци -

о не ров). Тог да по лу ча ем весь де неж ный по ток:

(NOI – KdD)(1 – TC) + KdD = NOI(1 – TC) + TCKdD. (6.2)

NOI(1 – TC)
————————

K*
U
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Пер вое сла га е мое в фор му ле (6.2) пред став ля ет со бой опе ра ци он ный до -
ход, ко то рый так же ри с ко ван, как и весь до ход ком па нии в це лом, т.е. его
тре бу е мая до ход ность рав на тре бу е мой до ход но с ти ак ти вов ком па нии,
не ис поль зу ю щей фи нан со вый ле ве ридж. По это му нуж но дис кон ти ро вать
его по став ке K*

U. Вто рое сла га е мое — это тот на ло го вый щит, ко то рый воз -
ни ка ет при ис поль зо ва нии дол го во го фи нан си ро ва ния, и сле ду ет дис кон -
ти ро вать этот поч ти не ри с ко ван ный де неж ный по ток по став ке Kd.

Про ди с кон ти ро вав обе ча с ти де неж но го по то ка ле ве ри д жи ро ван ной ком -
па нии (каж дую по сво ей став ке, от ве ча ю щей ее уров ню ри с ка), по лу ча ем

VL = + = VU + TC D,

т.е. сто и мость ле ве ри д жи ро ван ной ком па нии пре вос хо дит сто и мость точ но
та кой же, но не ле ве ри д жи ро ван ной ком па нии, на се го дняш нюю цен ность
«спа сен ных на ло гов ком па нии», или на се го дняш нюю цен ность на ло го во го
щи та (при ве ден ную сто и мость бес сроч но го ан ну и те та TC D). По вто ряя вы -
клад ки, ана ло гич ные сде ла ным при вы во де фор му лы (6.1), по лу чим

KeL
= KeU

+ (KeU
– Kd) (1 – TC), (6.3)

т.е. име ем

(6.4)

Вос поль зо вав шись тем, что VL = VU + TCD, и под став ляя VU = VL – TCD

в фор му лу (6.4), по лу чим

– = = = 1 – TC . (6.5)

В свою оче редь, = KeU
. Под став ляя дан ное вы ра же ние и ра -

вен ст во (6.5) в фор му лу (6.4), на хо дим

KeL
= KeU 

1 – TC + [KeU
– Kd(1 – TC)] =

= KeU
+ (KeU

– Kd) (1 – TC). (6.6)

Из фор му лы (6.6) сле ду ет, что сред не вз ве шен ная це на ка пи та ла ком па -
нии в этом слу чае рав на

WACC = Kd (1 – TC) + Ke . (6.7)
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Мож но пред ста вить KeU 
1 + = KeL

+ (1 – TC)Kd, от ку да сле ду ет ут -

верж де ние, рав но силь ное ра вен ст ву (6.6):

KeU
= KeL

+ (1 – TC)Kd = KeL
+ (1 – TC)Kd.

В си ту а ции, ког да не вся ве ли чи на рас хо дов по об слу жи ва нию дол га мо -
жет быть от не се на на се бе с то и мость и тем са мым вы ве де на из-под на ло го -
об ло же ния, фор му ла (6.7) нуж да ет ся в оче вид ной кор рек ти ров ке, на при -
мер:

WACC = K′d (1 – TC) + (Kd – K′d) + Ke , ес ли Kd > K′d;

WACC = Kd (1 – TC) + Ke , ес ли Kd 
 K′d,

где K′d — ве ли чи на став ки, в пре де лах ко то рой на мо мент оцен ки раз ре ше но
вклю чать про цен ты за кре дит в се бе с то и мость про дук ции.

6.3.3. Те о ре мы Мо ди ль я ни — Мил ле ра с уче том кор по ра тив ных на ло гов
и пер со наль ных на ло гов

Рас смо т рим си ту а цию, ког да кро ме кор по ра тив но го на ло га на при быль
по став ке TC име ет ме с то так же по до ход ный пер со наль ный на лог на за фик -
си ро ван ные до хо ды по став ке Tp и по до ход ный на лог на при рост ка пи та ла
(capital gain) по став ке Tg. Не ума ляя общ но с ти, пред по ло жим, что ком па -
ния не пла тит ди ви ден дов, т.е. по сле уп ла ты кор по ра тив но го на ло га на при -
быль весь до ход ак ци о не ров об ла га ет ся по став ке Tg. Так как весь до ход ак -
ци о не ров NOI(1 – TC)(1 – Tg) ре ин ве с ти ру ет ся, то цен ность ком па нии,
не ис поль зу ю щей фи нан со вый ле ве ридж, рав на

VU = .

Ес ли ком па ния ис поль зу ет фи нан со вый ле ве ридж, то де неж ный по ток
со сто ит из двух ча с тей. Пер вая часть (NOI – KdD)(1 – TC)(1 – Tg) так же ри -
с ко ван на, как опе ра ци он ный до ход ком па нии в це лом, т.е. его тре бу е мая до -
ход ность рав на тре бу е мой до ход но с ти ак ти вов ком па нии, не ис поль зу ю -
щей фи нан со вый ле ве ридж. По это му при хо дит ся дис кон ти ро вать ее по
став ке K*

U тре бу е мой по сле на ло го вой до ход но с ти ак ти вов ком па нии. У вла -
дель цев за ем но го ка пи та ла до ход за фик си ро ван, они об ла га ют ся на ло гом
по став ке пер со наль но го на ло га, и эта часть де неж но го по то ка KdD(1 – Tp)
долж на дис кон ти ро вать ся по по сле на ло го вой (т.е. по сле об ло же ния пер со -
наль ным на ло гом) сто и мо с ти за ем но го ка пи та ла. Та ким об ра зом, име ем

(NOI – KdD)(1 – TC)(1 – Tg) + KdD(1 – Tp) =

= NOI(1 – TC)(1 – Tg) + KdD[(1 – Tp) – (1 – TC)(1 – Tg)]

и, дис кон ти руя по со от вет ст ву ю щим став кам, по лу ча ем

VL = VU + D 1 – .
(1 – TC)(1 – Tg)——————————

(1 – Tp)
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Вы ра же ние в ква д рат ных скоб ках пред став ля ет со бой се го дняш нюю

цен ность на ло го во го щи та. Ес ли, в ча ст но с ти, = 1, то ре -

зуль та ты сов па да ют с те о ре ма ми Мо ди ль я ни — Мил ле ра без на ло гов.

6.3.4. Связь те о рии Мо ди ль я ни — Мил ле ра и САРМ. Фор му ла Ха ма ды

Пред по ло жим, как и ра нее, что долг мож но счи тать прак ти че с ки без ри -
с ко вым, а сто и мость за ем но го фи нан си ро ва ния рав ня ет ся до ход но с ти без -
ри с ко вых ак ти вов. Тог да

KA = KeU
= KRF + (Km – KRF)βeU

; (6.8)

KeL
= KRF + (Km – KRF)βeL

, (6.9)

где KA — тре бу е мая до ход ность ак ти вов ком па нии; Km — до ход ность рын ка
в це лом, или до ход ность сред не ры ноч ной цен ной бу ма ги; βeL

— ко эф фи ци -
ент соб ст вен но го ка пи та ла ле ве ри д жи ро ван ной ком па нии (βeU

= βA — β ак -
ти вов ком па нии, рав ная ко эф фи ци ен ту β соб ст вен но го ка пи та ла не ле ве ри -
д жи ро ван ной ком па нии). Под став ляя вы ра же ния (6.8) и (6.9) в фор му лу
(6.3), по лу ча ем

KRF + (Km – KRF)βeL
=

= KRF + (Km – KRF)βeU
+ [KRF + (Km – KRF)βeU

– Kd] (1 – T),

от ку да, при рав ни вая KRF и Kd и при во дя по доб ные, на хо дим

βeL
= βeU 

1 + (1 – T) . (6.10)

Фор му ла (6.10) бы ла по лу че на Р. Ха ма дой1 в 1969 г. и но сит его имя.

За да чи для са мо сто я тель но го ре ше ния
За да чи 6.1—6.3 — на мо дель оцен ки до ход но с ти фи нан со вых ак ти вов, 6.4—6.46 —

это за да чи фи нан со вой ариф ме ти ки и оцен ки ин ве с ти ци он ных про ек тов, 6.47—6.52 —
на мо дель Мо ди ль я ни — Мил ле ра и фор му лу Ха ма ды.

6.1. Ожи да е мая до ход ность ак ций A и B рав на со от вет ст вен но 10 и 20%, их стан -
дарт ные от кло не ния рав ны 5 и 60%. Ко эф фи ци ент кор ре ля ции меж ду до ход но с тя -
ми ак ций ра вен 0,5. Тре бу ет ся рас счи тать ожи да е мую до ход ность и стан дарт ное от -
кло не ние порт фе ля, со сто я ще го на 40% из ак ций A и на 60% из ак ций B.

6.2. Име ют ся дан ные о двух про ек тах:

Проект А Проект В

Доходность, % Вероятность Доходность, % Вероятность

12 0,2 12 0,4

15 0,3 15 0,3

18 0,4 16 0,2

19 0,1 35 0,1
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Тре бу ет ся вы пол нить сле ду ю щие за да ния.
1.�Рас счи тать ожи да е мую до ход ность.
2.�Рас счи тать стан дарт ное от кло не ние.
3.�Обос но вать вы бор то го или ино го про ек та.
6.3. Порт фель ин ве с то ра со сто ит из цен ных бу маг со сле ду ю щи ми ха рак те ри с -

ти ка ми:

До ход ность без ри с ко вых цен ных бу маг рав на 7%, до ход ность на рын ке в сред -
нем — 14%. Тре бу ет ся рас счи тать:

1)�ко эф фи ци ент β порт фе ля;
2)�ожи да е мую до ход ность порт фе ля.
6.4. Пред при я тие по лу чи ло кре дит на один год в раз ме ре 10 млн руб. с ус ло ви -

ем воз вра та 16 млн руб. Рас счи тай те про цент ную и учет ную став ки.
6.5. Вы пол ни те срав ни тель ный ана лиз гра фи ков из ме не ния на ра ще ния ка пи та -

ла при ре а ли за ции схем про стых и слож ных про цен тов.
6.6. На сче те в бан ке 1,2 млн руб. Банк пла тит 12,5% го до вых. Пред ла га ет ся вой -

ти всем ка пи та лом в сов ме ст ное пред при я тие, при этом про гно зи ру ет ся уд во е ние
ка пи та ла че рез пять лет. При ни мать ли это пред ло же ние?

6.7. Вы име е те 10 млн руб. и хо те ли бы уд во ить эту сум му че рез пять лет. Ка ко -
во ми ни маль но при ем ле мое зна че ние про цент ной став ки?

6.8. Банк пред ла га ет 15% го до вых. Че му дол жен быть ра вен пер во на чаль ный
вклад, что бы че рез три го да иметь на сче те 5 млн руб.? Ка кая сум ма пред по чти тель -
нее при став ке 9%: 1000 долл. се го дня или 2000 долл. че рез во семь лет?

6.9. Рас счи тай те на ра щен ную сум му с ис ход ной сум мы в 2 млн руб. при раз ме -
ще нии ее в бан ке на ус ло ви ях на чис ле ния про стых и слож ных про цен тов, ес ли го -
до вая став ка 15%, а пе ри о ды на ра ще ния 90 дней, 180 дней, 1 год, 5 лет, 10 лет.

6.10. На вклад в банк в раз ме ре 1 млн руб. сро ком на пять лет банк на чис ля ет 8%
го до вых. Ка кая сум ма бу дет на сче те к кон цу сро ка, ес ли на чис ле ние про цен тов
про из во дит ся по схе ме про стых и слож ных про цен тов: а) еже год но; б) каж дые пол -
го да?

6.11. При ве де ны дан ные о де неж ных по то ках:

Рас счи тай те для каж до го по то ка по ка за те ли FV при r = 12% и PV при r = 15% для
двух слу ча ев: 1) по то ки име ют ме с то в на ча ле го да; б) по то ки име ют ме с то в кон це
го да.

6.12. Ана ли зи ру ют ся два ва ри ан та на коп ле ния средств по схе ме ан ну и те та по -
ст ну ме ран до (т.е. по ступ ле ние де неж ных средств осу ще ств ля ет ся в кон це со от вет -
ст ву ю ще го вре мен но´го ин тер ва ла):

Проект
Год

1-й 2-й 3-й 4-й 5-й

А 100 200 200 300 300

Б 600 — — — —

В — — — — 1200

Г 200 — 200 — 200

Актив Общая рыночная стоимость, долл. Коэффициент β
A 50 000 0,0

B 10 000 0,9

C 25 000 1,1

D 8000 1,2

E 7000 1,7
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план 1: вно сит ся вклад на де по зит 500 долл. каж дые пол го да при ус ло вии, что
банк на чис ля ет 8% го до вых с по лу го до вым на чис ле ни ем про цен тов;

план 2: де ла ет ся еже год ный вклад в раз ме ре 1000 долл. на ус ло ви ях 9% го до вых
при еже год ном на чис ле нии про цен тов.

Тре бу ет ся оп ре де лить сле ду ю щее.
1.�Ка кая сум ма бу дет на сче те че рез 10 лет при ре а ли за ции каж до го пла на? Ка -

кой план пред по чти те лен?
2.�Из ме нит ся ли ваш вы бор, ес ли про цент ная став ка в пла не 2 бу дет сни же на

до 8,5%?
6.13. Ана ли зи ру ют ся два ва ри ан та на коп ле ния средств по схе ме ан ну и те та пре -

ну ме ран до, т.е. по ступ ле ние де неж ных средств осу ще ств ля ет ся в на ча ле со от вет ст -
ву ю ще го вре мен но´го ин тер ва ла:

план 1: вно сит ся вклад на де по зит 500 долл. каж дые пол го да при ус ло вии, что
банк на чис ля ет 8% го до вых с по лу го до вым на чис ле ни ем про цен тов;

план 2: де ла ет ся еже год ный вклад в раз ме ре 1000 долл. на ус ло ви ях 9% го до вых
при еже год ном на чис ле нии про цен тов.

Тре бу ет ся оп ре де лить сле ду ю щее.
1.�Ка кая сум ма бу дет на сче те че рез 12 лет при ре а ли за ции каж до го пла на? Ка -

кой план пред по чти те лен?
2.�Из ме нит ся ли ваш вы бор, ес ли про цент ная став ка в пла не 2 бу дет сни же на

до 8,5%?
6.14. Вы за ня ли на че ты ре го да 10 тыс. долл. под 14% го до вых, на чис ля е мых по

схе ме слож ных про цен тов на не по га шен ный ос та ток. Воз вра щать нуж но рав ны ми
сум ма ми в кон це каж до го го да. Оп ре де ли те ве ли чи ну го до во го пла те жа.

6.15. Вы за ня ли на пять лет 12 тыс. долл. под 12% го до вых, на чис ля е мых по схе -
ме слож ных про цен тов на не по га шен ный ос та ток. Воз вра щать нуж но рав ны ми сум -
ма ми в кон це каж до го го да. Оп ре де ли те, ка кая часть ос нов ной сум мы кре ди та бу -
дет по га ше на за пер вые два го да.

6.16. На еже квар таль ные взно сы в банк в раз ме ре 100 тыс. руб. по схе ме пре ну -
ме ран до банк на чис ля ет 12% го до вых: а) раз в год; б) раз в пол го да. Ка кая сум ма бу -
дет на сче те че рез три го да?

6.17. На взно сы в банк каж дые пол го да в те че ние пя ти лет по 1000 долл. по схе -
ме пре ну ме ран до банк на чис ля ет еже квар таль но про цен ты по став ке 12% го до вых.
Ка кая сум ма бу дет на сче те в кон це сро ка?

6.18. Г-н N в те че ние ше с ти лет на ме рен еже год но вкла ды вать по 4000 долл.
в об ли га ции с ку пон ной до ход но с тью 7% (схе ма пре ну ме ран до). Че му рав на сум ма
к по лу че нию в кон це пе ри о да?

6.19. Г-н N ин ве с ти ро вал 700 тыс. долл. в пен си он ный кон тракт. На ос но ве ана -
ли за таб лиц смерт но с ти стра хо вая ком па ния пред ло жи ла ус ло вия, со глас но ко то -
рым оп ре де лен ная сум ма бу дет вы пла чи вать ся еже год но в те че ние 20 лет ис хо дя из
став ки 15% го до вых. Ка кую сум му бу дет по лу чать еже год но г-н N?

6.20. Рас счи тай те бу ду щую сто и мость 1000 долл. для сле ду ю щих си ту а ций:
а)�пять лет, 8% го до вых, еже год ное на чис ле ние про цен тов;
б)�пять лет, 8% го до вых, по лу го до вое на чис ле ние про цен тов;
в)�пять лет, 8% го до вых, еже квар таль ное на чис ле ние про цен тов.
6.21. Рас счи тай те те ку щую сто и мость каж до го из при ве ден ных ни же де неж ных

по ступ ле ний, ес ли ко эф фи ци ент дис кон ти ро ва ния ра вен 12%:
а)�5 млн руб., по лу ча е мые че рез три го да;
б)�50 млн руб., по лу ча е мые че рез 10 лет.
6.22. Фир ме нуж но на ко пить 2 млн долл., что бы че рез 10 лет при об ре с ти зда ние

под офис. На и бо лее бе зо пас ным спо со бом на коп ле ния яв ля ет ся при об ре те ние без -
ри с ко вых го су дар ст вен ных цен ных бу маг, ге не ри ру ю щих го до вой до ход по став ке
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8% при по лу го до вом на чис ле нии про цен тов. Ка ким дол жен быть пер во на чаль ный
вклад фир мы?

6.23. Г-н N же ла ет при об ре с ти пен си он ный кон тракт, по ко то ро му он мог бы по -
лу чать еже год но по 7000 долл. в те че ние ос тав шей ся жиз ни. Стра хо вая ком па ния,
ис поль зуя таб ли цы смерт но с ти, оце ни ла, что кли ент смо жет про жить 20 лет, и ус -
та но ви ла 6% го до вых. Сколь ко нуж но за пла тить за кон тракт? А при 8% го до вых?

6.24. Имея на сче те 40 тыс. долл., вы про гно зи ру е те свой до ход в те че ние сле ду -
ю щих двух лет в сум ме 60 и 70 тыс. долл. со от вет ст вен но. Ожи да е мая про цент ная
став ка в эти го ды бу дет 8 и 14%. Ми ни маль ные рас хо ды со ста вят в те ку щем го ду
20 тыс. долл.; в по сле ду ю щие го ды ожи да ет ся их при рост с тем пом 10% в год. Рас -
счи тай те по тен ци аль но до ступ ную к по треб ле нию сум му в каж дом го ду из по сле -
ду ю щих двух лет.

6.25. Банк пре до ста вил ссу ду в раз ме ре 10 млн руб. на 30 ме ся цев под 30% го до -
вых на ус ло ви ях еже год но го на чис ле ния про цен тов. Рас счи тай те воз вра ща е мую
сум му при раз лич ных схе мах на чис ле ния про цен тов.

6.26. По яви лась воз мож ность по лу чить кре дит ли бо на ус ло ви ях 12% го до вых
с квар таль ным на чис ле ни ем про цен тов, ли бо на ус ло ви ях 12,4% го до вых с го до вым
на чис ле ни ем про цен тов. Ка кой ва ри ант пред по чти тель ней, ес ли вы пла та про цен -
тов бу дет сде ла на еди но вре мен но с по га ше ни ем кре ди та?

6.27. Раз в пол го да де ла ет ся взнос в банк по схе ме пре ну ме ран до в раз ме ре
500 долл. на ус ло вии 8% го до вых, на чис ля е мых каж дые шесть ме ся цев. Ка кая сум -
ма бу дет на сче те че рез пять лет? Как из ме нит ся эта сум ма, ес ли про цен ты бу дут на -
чис лять ся раз в год?

6.28. Пред при я тие име ет воз мож ность уча ст во вать в не ко то рой де ло вой опе ра -
ции, ко то рая при не сет до ход в раз ме ре 10 млн руб. по ис те че нии двух лет. Оно
долж но вы брать один из двух ва ри ан тов по лу че ния до хо дов: ли бо по 5 млн руб.
по ис те че нии каж до го го да, ли бо еди но вре мен ное по лу че ние всей сум мы в кон це
двух лет не го пе ри о да.

1.�Су ще ст ву ют ли та кие ус ло вия, ког да вы бор ва ри ан та для вас без раз ли чен?
2.�Из ме нит ся ли ва ше ре ше ние, ес ли до ход вто ро го го да умень шит ся на 4 млн

руб.?
3.�Сфор му ли руй те раз лич ные ус ло вия, при ко то рых ва ри ант еди но вре мен но го

по лу че ния до хо да мо жет быть пред по чти тель ным.
6.29. Оце ни те те ку щую сто и мость об ли га ции но ми на лом 1000 долл., ку пон ной

став кой 9% го до вых и сро ком по га ше ния че рез три го да, ес ли ры ноч ная нор ма при -
бы ли рав на 7%.

6.30. Ис чис ли те те ку щую сто и мость бес сроч ной об ли га ции, ес ли вы пла чи ва е -
мый по ней го до вой до ход со став ля ет 100 тыс. руб., а ры ноч ная до ход ность — 12%.

6.31. Вы при об ре та е те бес ку пон ную го су дар ст вен ную об ли га цию но ми на лом
5000 долл., по га ша е мую че рез 25 лет. Ка ко ва ее те ку щая це на, ес ли став ка бан ков -
ско го про цен та рав на 15%?

6.32. По след ний вы пла чен ный ди ви денд по ак ции ра вен 1 долл. Ожи да ет ся, что
он бу дет рас ти в те че ние сле ду ю щих трех лет с тем пом 14%; за тем темп при ро с та
ста би ли зи ру ет ся на уров не 5%. Ка ко ва це на ак ции, ес ли ры ноч ная нор ма при бы ли
15%?

6.33. Про ект, тре бу ю щий ин ве с ти ций в раз ме ре 160 тыс. долл., пред по ла га ет по -
лу че ние го до во го до хо да в раз ме ре 30 тыс. долл. на про тя же нии 15 лет. Оце ни те це -
ле со об раз ность та кой ин ве с ти ции, ес ли ко эф фи ци ент дис кон ти ро ва ния 15%.

6.34. Про ект, рас счи тан ный на 15 лет, тре бу ет ин ве с ти ций в раз ме ре 150 тыс.
долл. В пер вые пять лет ни ка ких по ступ ле ний не ожи да ет ся, од на ко в по сле ду ю щие
10 лет еже год ный до ход со ста вит 50 тыс. долл. Сле ду ет ли при нять этот про ект, ес -
ли ко эф фи ци ент дис кон ти ро ва ния ра вен 15%?
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6.35. Ана ли зи ру ют ся про ек ты (долл.):

Здесь че рез IC обо зна че ны вло же ния в со от вет ст ву ю щие про ек ты в ну ле вом пе -
ри о де, а че рез C1 и C2 — де неж ные по ступ ле ния в пер вый и вто рой пе ри о ды ре а ли -
за ции про ек тов. Пред по ла га ет ся, что на чи ная с тре ть е го пе ри о да ни ка ких до пол ни -
тель ных по ступ ле ний от ре а ли за ции про ек тов уже не бу дет: все бу дет так, как ес ли
бы про ек тов не бы ло.

Ран жи руй те про ек ты по кри те ри ям IRR, PP, NPV, ес ли r = 10%.
6.36. Рас сма т ри ва ют ся аль тер на тив ные про ек ты:

Тре бу ет ся вы пол нить сле ду ю щие за да ния.
1.�Най ти точ ку Фи ше ра.
2.�Сде лать вы бор при r = 5% и при r = 10%.
6.37. Для каж до го из ни же при ве ден ных про ек тов рас счи тай те NPV и IRR, ес ли

зна че ние ко эф фи ци ен та дис кон ти ро ва ния рав но 20%.

6.38. Ана ли зи ру ют ся че ты ре про ек та, при чем А и В, а так же Б и Г — вза и мо ис -
клю ча ю щие. Тре бу ет ся со ста вить воз мож ные ком би на ции про ек тов и вы брать оп -
ти маль ную:

6.39. Ве ли чи на тре бу е мых ин ве с ти ций по про ек ту рав на 18 тыс. долл.; пред по -
ла га е мые до хо ды: в пер вый год — 1500 долл., в по сле ду ю щие во семь лет — по 3600
долл. Оце ни те це ле со об раз ность при ня тия про ек та, ес ли це на ка пи та ла 10%.

6.40. Ве ли чи на ин ве с ти ции 1 млн руб.; про гноз ная оцен ка ге не ри ру е мо го по го -
дам до хо да: 344; 395; 393; 322 тыс. руб. Рас счи тай те зна че ния по ка за те лей IRR
и MIRR, ес ли це на ка пи та ла 10%.

6.41. Про ана ли зи руй те два аль тер на тив ных про ек та, ес ли це на ка пи та ла 10%:

6.42. Рас сма т ри ва ет ся про ект А: –1; 8; –14; 7. Рас счи тай те IRR и MIRR про ек та А,
ес ли це на ка пи та ла рав на 10%.

6.43. Пред при я тие име ет воз мож ность ин ве с ти ро вать: а) до 55 млн руб.; б) до
90 млн руб., при этом це на ка пи та ла со став ля ет 10%. Со ставь те оп ти маль ный ин ве -
с ти ци он ный порт фель из сле ду ю щих аль тер на тив ных про ек тов (млн руб.):

А –100 50 70 —

Б –100 30 40 60

Проект IC NPV IRR, %

А –600 65 25

Б –800 29 14

В –400 68 20

Г –280 30 9

А –370 — — — — 1000

Б –240 60 60 60 60 —

В –263,5 100 100 100 100 100

А –50 000 15 625 15 625 15 625 15 625 15 625

Б –80 000 — — — — 140 000

IC С1 С2

А –4000 2500 3000

Б –2000 1200 1500
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6.44. Ана ли зи ру ют ся че ты ре про ек та (тыс. долл.):

Це на ка пи та ла — 12%. Бю д жет ог ра ни чен сум мой 120 тыс. долл. Пред по ла гая,
что про ек ты не за ви си мы и де ли мы, со ставь те оп ти маль ную ком би на цию.

6.45. При ве де ны дан ные о двух про ек тах (млн руб.):

Ка кой кри те рий не де ла ет раз ли чия меж ду эти ми про ек та ми?
Не де лая спе ци аль ных рас че тов, от веть те на во про сы (от ве ты обос но вать).
1.�Оди на ко вы ли IRR этих про ек тов?
2.�Ес ли IRR раз лич ны, ка кой про ект име ет боль шее зна че ние IRR и по че му?
6.46. Име ют ся дан ные о че ты рех про ек тах:

По ла гая, что це на ка пи та ла со став ля ет 12%, от веть те на сле ду ю щие во про сы.
1.�Ка кой про ект име ет на и боль ший NPV?
2.�Ка кой про ект име ет на и мень ший NPV?
3.�Че му рав но зна че ние IRR про ек та П1?
4.�Че му рав но зна че ние IRR про ек та П1, ес ли де неж ные по то ки тре ть е го го да счи -

та ют ся слиш ком не пред ска зу е мы ми и по это му долж ны быть ис клю че ны из рас че та?
6.47. Пусть TC = 34 %, Tp = 28%, Tg = 20%, KeU

= 20% (в по сле на ло го вом ис чис ле -
нии), NOI = 200 долл. Тре бу ет ся вы пол нить сле ду ю щее.

1.�Рас счи тать цен ность та кой ком па нии, не ис поль зу ю щей фи нан со вый ле ве -
ридж.

2.�От ве тить на во прос: уве ли чит ли при та ких став ках цен ность ком па нии ис -
поль зо ва ние фи нан со во го ле ве ри д жа в раз ме ре 100 долл. под 10% го до вых?

6.48. Сто и мость ком па нии 100 тыс. долл.; став ка на ло га на при быль T = 34%;
сто и мость за ем но го фи нан си ро ва ния Kd = 10%; до ход ность сред не ры ноч ной ак ции
Km = 15%; ко эф фи ци ент в ак ти вов, или ко эф фи ци ент в соб ст вен но го ка пи та ла ком -
па нии, βA = βeU

= 1,5.

Год
Проект

П1 П2 П3 П4

0 –10 000 –13 000 –10 000 –6000

1 6000 8000 5000 5000

2 6000 8000 5000 2000

3 2000 1000 5000 2000

П1 –10 5 3 2 4

П2 –10 2 3 5 4

Год
Проект

Год
Проект

А Б В Г А Б В Г

0 –31 –60 –25 –40 6 6 — — —

1 6 20 30 — 7 6 — – —

2 6 20 25 — 8 6 — – —

3 6 40 — — 9 6 — – —

4 6 10 — — 10 6 80 — —

5 6 — — — — — — — —

А 30 6 11 13 12

Б 20 4 8 12 5

В 40 12 15 15 15

Г 15 4 5 6 6
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1.�Ком па ния не ис поль зу ет за ем ное фи нан си ро ва ние. Ка ко ва це на соб ст вен но го
ка пи та ла, или тре бу е мая до ход ность ак ти вов та кой ком па нии?

2.�Пусть ком па ния ста нет при дер жи вать ся сле ду ю щей по ли ти ки фи нан си ро ва -
ния: за ме нит од ну пя тую часть сво е го ка пи та ла на за ем ный, т.е. вы ку пит у ак ци о не -
ров од ну пя тую часть сво их ак ций и на эти день ги ку пит об ли га ции (долг счи та ем
без ри с ко вым). Тре бу ет ся от ве тить на сле ду ю щие во про сы.

I.�Ка ко ва бу дет це на ком па нии?
II. Ка ков бу дет ко эф фи ци ент β соб ст вен но го ка пи та ла ком па нии?
III. Че му бу дет рав на тре бу е мая до ход ность на соб ст вен ный ка пи тал ком па нии?
IV. Ка ко ва бу дет сред не вз ве шен ная це на ка пи та ла ком па нии?
6.49. Ры ноч ная це на ак ций ком па нии А рав на 2,50 долл. Ожи да е мый ва ло вой

го до вой ди ви денд (ди ви денд до вы пла ты на ло га на при быль кор по ра ции, т.е. ве ли -
чи на на ло го об ла га е мой при бы ли на ак цию) ра вен 8%. Рас счи тай те це ну соб ст вен -
но го ка пи та ла ком па нии.

6.50. Ком па ния А эми ти ро ва ла 10%-ные дол го вые обя за тель ст ва. Че му рав на
це на это го ис точ ни ка средств, ес ли на лог на при быль ком па нии со став ля ет 33%?

6.51. Рас счи тай те сред не вз ве шен ную це ну (WACC) ка пи та ла ком па нии А, ес ли
струк ту ра ее ис точ ни ков та ко ва:

Как из ме нит ся зна че ние по ка за те ля WACC, ес ли до ля ак ци о нер но го ка пи та ла
сни зит ся до 60%?

6.52. В ком па нии, не име ю щей за ем ных ис точ ни ков средств, це на ка пи та ла со -
став ля ет 10%. Ес ли фир ма эми ти ру ет 8%-ные дол го сроч ные обя за тель ст ва, це на
соб ст вен но го ка пи та ла из ме нит ся в свя зи с по вы ше ни ем ри с ко ван но с ти струк ту ры
ис точ ни ков средств (на лог на при быль не учи ты вать).

1.�Сле дуя по ло же ни ям те о рии Мо ди ль я ни — Мил ле ра, ис чис ли те це ну соб ст -
вен но го ка пи та ла ком па нии при сле ду ю щей струк ту ре ис точ ни ков средств:

2. Рас счи тай те зна че ние WACC для каж до го слу чая.
3.�По вто ри те рас че ты пп. 1 и 2 при ус ло вии, что на лог на при быль ра вен 33%.

Собственный капитал, %: 80 60 20

Заемный капитал, %: 20 40 80

Источник средств Доля в общей сумме источников, % Цена, %

Акционерный капитал 80 12,0

Долгосрочные долговые обязательства 20 6,5
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Гла ва 7 
МЕТОД РЕАЛЬНЫХ ОПЦИОНОВ

В ре зуль та те изу че ния гла вы 7 сту дент дол жен:
знать
• по ня тия, свя зан ные со сто ха с ти че с ки ми ин те г ра ла ми;
• ос но вы те о рии оп ци о нов;
• фор му лы Блэ ка — Шо ул са;
• лем му Ито;
уметь
• ре шать сто ха с ти че с кие диф фе рен ци аль ные урав не ния;
вла деть
• ме то дом ре аль ных оп ци о нов.

7.1. Пред ва ри тель ные све де ния. Ви не ров ский про цесс

Для то го что бы пе рей ти к из ло же нию од но го из ос нов ных ме то дов со -
вре мен но го эко но ми че с ко го ана ли за — ме то да ре аль ных (или эко но ми че с -
ких, в от ли чие от фи нан со вых) оп ци о нов, на пом ним ос нов ные све де ния,
ка са ю щи е ся слу чай ных про цес сов и сто ха с ти че с ких диф фе рен ци аль ных
урав не ний.

Сто ха с ти че с кий про цесс раз ви ва ет ся во вре ме ни та ким об ра зом, что хо -
тя бы ча с тич но яв ля ет ся слу чай ным. На при мер, тем пе ра ту ра: ее из ме не ние
во вре ме ни ча с тич но де тер ми ни ро ва но (уве ли че ние в те че ние дня и па де -
ние но чью, уве ли че ние ле том и умень ше ние зи мой) и ча с тич но слу чай но
и не пред ска зу е мо. Дру гой при мер — це на ком пью те ров фир мы IBM: она ко -
леб лет ся слу чай ным об ра зом, на дли тель ном про ме жут ке вре ме ни име ет
ожи да е мый по ло жи тель ный темп рос та, ко то рый ком пен си ру ет ин ве с то -
рам риск дер жа ния ак ти ва.

Сто ха с ти че с кий про цесс оп ре де ля ет ся ве ро ят но ст ным за ко ном раз ви -
тия xt пе ре мен ной x во вре ме ни t. Та ким об ра зом, для дан ных мо мен тов вре -
ме ни t1 < t2 < t3 и т.д. име ем или мо жем вы чис лить ве ро ят ность то го, что со -
от вет ст ву ю щие зна че ния x1, x2, x3 и т.д. ле жат в не ко то ром оп ре де лен ном
ди а па зо не, на при мер P{a1 < x1 
 b1, a2 < x2 
 b2, …}. На пом ним так же стро гие
оп ре де ле ния.

Оп ре де ле ние 7.1. Пусть Ω — за дан ное мно же ст во, тог да σ-ал ге б ра на Ω
есть се мей ст во ℑ под мно жеств мно же ст ва Ω со сле ду ю щи ми свой ст ва ми:

1) � ∈ ℑ;
2)�F ∈ ℑ  F C ∈ ℑ, где F C = Ω\F — до пол не ние мно же ст ва F в Ω;

3)�A1, A2, … ∈ ℑ  A = Ai ∈ ℑ.
�

�
i = 1



Па ра (Ω, ℑ) на зы ва ет ся из ме ри мым про ст ран ст вом. Ве ро ят но ст ной ме рой
на из ме ри мом про ст ран ст ве (Ω, ℑ) на зы ва ет ся функ ция P: ℑ � [0; 1], та кая что:

1)�P(�) = 0, P(Ω) = 1;
2)�ес ли A1, A2, … ∈ ℑ и {Ai}

�
i = 1 — не пе ре се ка ю ща я ся си с те ма (т.е. Ai ∩ Aj = �

при i � j), то P Ai = P(Ai).

Трой ка (Ω, ℑ, P) на зы ва ет ся ве ро ят но ст ным про ст ран ст вом.
При лю бом за дан ном се мей ст ве U под мно жеств мно же ст ва Ω су ще ст -

вует на и мень шая σ-ал ге б ра HU, со дер жа щая U, а имен но: HU = ∪{H: H есть
σ-ал ге б ра мно же ст ва Ω, U ⊂ H}.

HU на зы ва ет ся σ-ал ге б рой, по рож ден ной се мей ст вом U.
На при мер, ес ли U есть на бор всех от кры тых под мно жеств то по ло ги че с ко-

го про ст ран ст ва Ω (в ча ст но с ти, Ω = �n), то B = HU на зы ва ет ся бо ре лев ской
σ-ал ге б рой на Ω, а эле мен ты B ∈ B на зы ва ют ся бо ре лев ски ми мно же ст ва ми.

Пусть (Ω, ℑ, P) — за дан ное ве ро ят но ст ное про ст ран ст во. Тог да функ ция
Y: Ω � �n на зы ва ет ся ℑ-из ме ри мой, ес ли Y –1(U) = {ω ∈ Ω: Y(ω) ∈ U} ∈ ℑ для
всех от кры тых мно жеств U ⊂ �n (или, что эк ви ва лент но, для всех бо ре лев -
ских мно жеств U ⊂ �n).

Оп ре де ле ние 7.2. Слу чай ная ве ли чи на X есть ℑ -из ме ри мая функ ция
X: Ω � �n. Слу чай ный про цесс — это па ра ме т ри че с кий на бор слу чай ных ве -
ли чин {Xt}t ∈ T, оп ре де лен ных на ве ро ят но ст ном про ст ран ст ве (Ω, ℑ, P) и при-
ни ма ю щих зна че ния в �n.

Ес ли X: Ω � �n — про из воль ная функ ция, то σ-ал ге б ра HX, по рож ден ная
функ ци ей X, есть на и мень шая σ-ал ге б ра на Ω, со дер жа щая все мно же ст ва
ви да X–1(U), мно же ст ва U ⊂ �n от кры ты.

Не труд но про ве рить, что HX = {X–1(B): B ∈ B}, где B — бо ре лев ская 
σ-ал ге б ра на �n. Яс но, что функ ция X яв ля ет ся HX-из ме ри мой, а HX есть на -
и мень шая σ-ал ге б ра, от но си тель но ко то рой X из ме ри ма.

Каж дая слу чай ная ве ли чи на X по рож да ет ве ро ят но ст ную ме ру µX на �n,
оп ре де лен ную ра вен ст вом µX(B) = P(X–1(B)), ко то рая на зы ва ет ся рас пре де -
ле ни ем ве ли чи ны X.

Ко неч но мер ные рас пре де ле ния про цес са X = {Xt}t ∈ T — это ме ры µt1, t2, ..., tk
,

оп ре де лен ные на �nk, k = 1, 2, …, фор му ла ми

µt1, t2, ..., tk
(F1 � F2 � ... � Fk) = P(Xt1

∈ F1, Xt2
∈ F2, ..., Xtk

∈ Fk), ti ∈ T,

где F1, F2, ..., Fk — бо ре лев ские мно же ст ва в �n.
Се мей ст во всех ко неч но мер ных рас пре де ле ний оп ре де ля ет мно гие (но

не все) важ ные свой ст ва про цес са X.
За фик си ру ем x ∈ �n и оп ре де лим

p(t, x, y) = (2πt)–n/2exp –

для y ∈ �n, t > 0.
Для 0 
 t1 
 t2 
 … 
 tk оп ре де лим ме ру νt1, t2, ..., tk

на �nk со от но ше ни ем

νt1, t2, ..., tk
(F1 � F2 � ... � Fk) =

= p(t1, x, x1)p(t2 – t1, x1, x2) ... p(tk – tk – 1, xk – 1, xk)dx1dx2...dxk,
t

∫
F1 �F2 � ... �Fk

| x – y |2
—————

2t









�

Σ
i=1

�

�
i = 1
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где ис поль зу ет ся обо зна че ние dy = dy1… dyk для ме ры Ле бе га и при ме ня ет ся
ус ло вие p(0, x, y)dy = δx(y) (дан ная плот ность со от вет ст ву ет еди нич ной то -
чеч ной мас се, со сре до то чен ной в точ ке x).

Оп ре де ле ние 7.3. Слу чай ный про цесс {Wt}t	0 с ко неч но мер ны ми рас -
пре де ле ни я ми, за дан ны ми ус ло ви ем

P x(Wt1
∈ Ft1

, ..., Wtk
∈ Ftk

) =

= p(t1, x, x1)p(t2 – t1, x1, x2) ... p(tk – tk – 1, xk – 1, xk)dx1dx2...dxk,

на зы ва ет ся бро унов ским дви же ни ем, или ви не ров ским про цес сом, на чи на ю -
щим ся в точ ке x (как оче вид но, P x(W0 = x) = 1).

Су ще ст во ва ние та ко го ве ро ят но ст но го про ст ран ст ва (Ω, ℑ, P) и ви не ров-
ско го про цес са {Wt}t	0 на Ω га ран ти ру ет ся те о ре мой Кол мо го ро ва о про дол -
же нии1.

При ве дем не ко то рые су ще ст вен ные свой ст ва ви не ров ско го про цес са.
Ви не ров ский про цесс Wt — это сто ха с ти че с кий про цесс в не пре рыв ном

вре ме ни, об ла да ю щий сле ду ю щи ми свой ст ва ми.
1.�Это про цесс с не за ви си мы ми при ра ще ни я ми, т.е. слу чай ные ве ли чи -

ны Y =(Wt0
, Wt1

– Wt0
, ..., Wtk

– Wtk – 1
) не за ви си мы в со во куп но с ти вся кий раз,

ког да 0 
 t0 
 t1 
 t2 
 … 
 tk.
2.�W0 = 0.
3.�Wt – Ws ∈ N(0, t – s), t > s, т.е. при ра ще ние про цес са за ко неч ный про -

ме жу ток вре ме ни име ет нор маль ное рас пре де ле ние с дис пер си ей, ко то рая
воз ра с та ет про пор ци о наль но дли не про ме жут ка. Плот ность рас пре де ле ния
это го при ра ще ния

Оче вид но, что ви не ров ский про цесс яв ля ет ся мар ков ским, т.е. рас пре де -
ле ние ве ро ят но с ти для всех бу ду щих зна че ний про цес са за ви сит толь ко от
его те ку ще го зна че ния и не за ви сит от про шлых зна че ний дан но го про цес са.

Та ким об ра зом, ес ли Z(t) — ви не ров ский про цесс, то при ра ще ние Z за
вре мя ∆t мож но пред ста вить в ви де ∆Z = ε , где ε — нор маль но рас пре де -
лен ная слу чай ная ве ли чи на с ма те ма ти че с ким ожи да ни ем 0 и сред не ква д -
ра ти че с ким от кло не ни ем 1.

7.2. Сто ха с ти че с кие ин те г ра лы

Слу чай ный про цесс удоб но рас сма т ри вать как функ цию двух пе ре мен -
ных — вре ме ни и слу чая X(t, ω) = Xt(ω), t 	 0, ω ∈ Ω. Для слу чай ных про -
цес сов кро ме обыч но го ин те г ра ла Ле бе га по вре ме ни вво дит ся так же кон ст -
рук ция сто ха с ти че с ких ин те г ра лов (Ито, Стра то но ви ча и др.), ког да
ин те г ри ро ва ние ве дет ся по ви не ров ско му про цес су. Обыч но в эко но ми ке
рас сма т ри ва ют ся ин те г ра лы Ито. На ме тим в об щих чер тах один из воз мож -
ных спо со бов по ст ро е ния.

∆t

p x
t s

x
t s
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( )
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π −
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ли за. М. : Физ мат лит, 2009.



Оп ре де ле ние 7.4. Пусть Wt(ω) есть n-мер ный бро унов ский (ви не ров -
ский) про цесс. Оп ре де лим Ft = Ft

(n) как σ-ал ге б ру, по рож ден ную слу чай ны ми
ве ли чи на ми Ws(·), s 
 t. Дру ги ми сло ва ми, Ft есть на и мень шая σ-ал ге б ра, со -
дер жа щая все мно же ст ва ви да

{ω: Wt1
(ω) ∈ F1, Wt2

(ω) ∈ F2, ..., Wtk
(ω) ∈ Fk},

где tj 
 t и Fj ⊂ �n — бо ре лев ские мно же ст ва, j 
 k = 1, 2, … (пред по ла га ет ся,
что все мно же ст ва ме ры нуль вклю че ны в Ft).

Си с те му мно жеств Ft ча с то пред став ля ют как «ис то рию про цес са Ws

вплоть до мо мен та вре ме ни t». Мож но по ка зать, что функ ция h(ω) яв ля ет -
ся Ft-из ме ри мой тог да и толь ко тог да, ког да она мо жет быть пред став ле на
поч ти всю ду как по то чеч ный пре дел сумм функ ций ви да g1(Wt1

), g2(Wt2
), …,

gk(Wtk 
), где g1, g2, ..., gk — ог ра ни чен ные не пре рыв ные функ ции и tj 
 t при

j 
 k, k = 1, 2, … . На ин ту и тив ном уров не тот факт, что функ ция h яв ля ет ся
Ft-из ме ри мой, оз на ча ет, что зна че ние ве ли чи ны h(ω) в прин ци пе мо жет
быть вы чис ле но по зна че ни ям про цес са Ws(ω) при s 
 t. На при мер, функ -
ция h1(ω) = Wt/2(ω) яв ля ет ся Ft-из ме ри мой, в то вре мя как h2(ω) = W2t(ω) не
яв ля ет ся та ко вой.

От ме тим, что Fs ⊂ Ft при s < t, т.е. {Ft} яв ля ет ся воз ра с та ю щим се мей ст -
вом, и что Ft ⊂ ℑ для всех t.

Оп ре де ле ние 7.5. Пусть {Nt}t	00 яв ля ет ся воз ра с та ю щим се мей ст вом
σ-ал гебр под мно жеств мно же ст ва Ω. Про цесс g(t, ω): [0; �) � Ω � �n на зы -
ва ет ся Nt-со гла со ван ным, ес ли для каж до го t 	 0 функ ция ω � g(t, ω) яв ля -
ет ся Nt-из ме ри мой.

Та ким об ра зом, про цесс h1(ω) = Wt/2(ω) яв ля ет ся Ft-со гла со ван ным, в то
вре мя как про цесс h2(ω) = W2t(ω) не яв ля ет ся та ко вым.

Опи шем класс функ ций, для ко то рых ин те г рал Ито оп ре де лен.
Оп ре де ле ние 7.6. Обо зна чим че рез ν = ν(S, T) класс функ ций f(t, ω):

[0; �) � Ω � �, та ких что вы пол ня ют ся сле ду ю щие ус ло вия:
1)�функ ция (t, ω) � f(t, ω) яв ля ет ся (B � F)-из ме ри мой, где B обо зна ча -

ет бо ре лев скую σ-ал ге б ру на [0; �);
2)�функ ция f(t, ω) яв ля ет ся Ft-со гла со ван ной;

3)�M f(t, ω)2dt < �.

Функ ция ϕ ∈ ν(S, T) на зы ва ет ся сту пен ча той, ес ли она име ет вид

ϕ(t, ω) = ej(ω)χ[ j · 2–n, (j + 1) · 2–n](t),

где χ обо зна ча ет ха рак те ри с ти че с кую (ин ди ка тор ную) функ цию; n — на ту -
раль ное чис ло.

От ме тим, что так как ϕ ∈ ν, каж дая функ ция ej долж на быть Ft-из ме ри мой.
Та ким об ра зом, h1(ω) = Wt/2(ω) яв ля ет ся сту пен ча той, а h2(ω) = W2t(ω) —
нет.

Для сту пен ча той функ ции ϕ(t, ω) оп ре де лим ин те г рал Ито сле ду ю щим
ес те ст вен ным об ра зом:

ϕ(t, ω)dWt(ω) = ej(ω)(Wtj + 1
– Wtj

)(ω),Σ
j	0

T

∫
S

Σ
j	0

T

∫
S
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где

tk = tk
(n) = 

Име ет ме с то сле ду ю щее важ ное свой ст во.
Лем ма 7.1 (изо ме т рия Ито). Ес ли сту пен ча тая функ ция ϕ(t, ω) ог ра ни -

че на, то

M ϕ(t, ω)dWt(ω)
2

= M ϕ(t, ω)2dt . (7.1)

Оп ре де ле ние 7.7 (ин те г рал Ито). Пусть f ∈ ν(S, T). Тог да ин те г рал Ито
функ ции f (от S до T) оп ре де ля ет ся ра вен ст вом

f(t, ω)dWt(ω) = ϕn(t, ω)dWt(ω) (пре дел в L2(P)), (7.2)

где {ϕn} есть по сле до ва тель ность сту пен ча тых функ ций, та ких что

M (f(t, ω) – ϕn(t, ω))2dt � 0 при n � �. (7.3)

До ка зы ва ет ся, что для лю бой функ ции f ∈ ν(S, T) та кая по сле до ва тель -
ность {ϕn}, удов ле тво ря ю щая фор му ле (7.3), су ще ст ву ет. Бо лее то го, в си лу
фор му лы (7.1) пре дел (в L2(P)) су ще ст ву ет и не за ви сит от кон крет но го вы -
бо ра {ϕn}, ес ли вы пол ня ет ся ус ло вие (7.3).

След ст вие 7.1 (изо ме т рия Ито). Для всех f ∈ ν(S, T) име ет ме с то ра вен -
ст во

M f(t, ω)dWt(ω)
2

= M f(t, ω)2dt .

При мер 7.1. Не по сред ст вен но ис хо дя из оп ре де ле ния, по ка жем, что

WtdWt = – .

Ес ли τ — раз би е ние ин тер ва ла, то че рез | τ | обо зна чим ранг раз би е ния.
Ра зо бьем от ре зок [a; b] на n рав ных ча с тей дли ны t/n, где t = b – a:

Тог да

w dw w w w
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Рас смо т рим сум мы ви да (wti + 1
– wti

)2. Име ем — по -

сле до ва тель ность не за ви си мых оди на ко во (стан дарт но нор маль но) рас пре де лен-
ных слу чай ных ве ли чин.

Пред по ло жим, что раз би е ние рав но мер ное. Тог да

По за ко ну боль ших чи сел (обо зна че ние «п.н.» оз на ча ет «поч -

ти на вер ное», т.е. с ве ро ят но с тью 1 или за ис клю че ни ем слу ча ев с ве ро ят но ст -

ной ме рой 0). Сле до ва тель но, по это му 

Как яс но из при ме ра, оп ре де ле ние ин те г ра ла Ито не очень эф фек тив но
для вы чис ле ния кон крет ных ин те г ра лов. Это на по ми на ет си ту а цию с обыч -
ным ин те г ра лом Ри ма на, ког да для не по сред ст вен ных вы чис ле ний не поль -
зу ют ся фор маль ным оп ре де ле ни ем ин те г ра ла Ри ма на, а вме с то это го ис -
поль зу ют фор му лу Нью то на — Лейб ни ца и пра ви ло диф фе рен ци ро ва ния
слож ных функ ций. При вы чис ле нии ин те г ра лов Ито ана ло гич ную роль иг -
ра ет не кий ва ри ант пра ви ла диф фе рен ци ро ва ния слож ной функ ции, на зы -
ва е мый фор му лой Ито, или фор му лой за ме ны пе ре мен ной в сто ха с ти че с -
ком ин те г ра ле (ин те г ра ле Ито).

Здесь и в даль ней шем M оз на ча ет то же, что и M0 — ма те ма ти че с кое ожи -
да ние от но си тель но ве ро ят но ст но го за ко на P0 для бро унов ско го дви же ния,
на чи на ю ще го ся в ну ле, а P оз на ча ет то же, что и P0.

Оп ре де ле ние 7.8. По ток (на (Ω, ℑ)) есть се мей ст во N = {Nt}t	0 σ-ал гебр
Nt ∈ ℑ, та ких, что 0 
 s < t  Ms ⊂ Mt (т.е. се мей ст во {Nt} яв ля ет ся воз ра с та -
ю щим). Слу чай ный n-мер ный про цесс {Mt}t	0 на (Ω, ℑ, P) на зы ва ет ся мар -
тин га лом от но си тель но по то ка {Nt}t	0 (и от но си тель но P), ес ли вы пол не ны
сле ду ю щие ус ло вия:

1)�Mt яв ля ет ся Nt-из ме ри мым для всех t;
2)�M(| Mt |) < � для всех t;
3)�M(Ms | Nt) = Mt для всех s 	 t.
(ма те ма ти че с кое ожи да ние в п. 2) и ус лов ное ма те ма ти че с кое ожи да ние

в п. 3) бе рут ся от но си тель но P = P0).
Ин те г рал Ито fdW мо жет быть оп ре де лен для бо лее ши ро ко го клас са

по дын те г раль ных функ ций f, чем ν. Во-пер вых, ус ло вие из ме ри мо с ти 2) из
оп ре де ле ния 7.6 мо жет быть ос лаб ле но сле ду ю щим об ра зом.

2′) Су ще ст ву ет воз ра с та ю щее се мей ст во σ-ал гебр Ht, t � 0, та кое что:
а)�Wt яв ля ет ся мар тин га лом от но си тель но Ht;
б)�про цесс ft яв ля ет ся Ht-со гла со ван ным.
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От ме тим, что из а) сле ду ет, что Ft ⊂ Ht. Суть дан но го обоб ще ния со сто ит
в том, что мож но до пу с тить за ви си мость ft от боль ше го раз но об ра зия со бы -
тий, чем со бы тия из Ft, ес ли толь ко Wt ос та ет ся мар тин га лом от но си тель но
ис то рии про цес сов fs, s 
 t. Не труд но за ме тить, что в этом слу чае, как и ра -
нее, мож но про из ве с ти по ст ро е ние ин те г ра ла Ито.

Рас смо т рим на и бо лее важ ный слу чай, в ко то ром при ме ни мо ус ло вие 2′),
а ус ло вие 2) оп ре де ле ния 7.6 не при ме ни мо.

Пред по ло жим, что Wt(ω) = Wk(t, ω) есть k-я ко ор ди на та n-мер но го бро -
унов ско го дви же ния (W1, W2, …, Wn). Пусть Ft

(n) — σ-ал ге б ра, по рож ден ная
W1(s1, ·), ..., Wn(sn, ·), sk 
 t. Тог да Wk(t, ω) есть мар тин гал от но си тель но Ft

(n),
по то му что при ра ще ния Wk(s, ·) – Wk(t, ·) не за ви сят от Ft

(n) при s > t. Та ким

об ра зом, мы оп ре де ли ли f(s, ω)dWk(s, ω) для Ft
(n)-со гла со ван ных ин те г ран -

тов f(t, ω). Эта кон ст рук ция вклю ча ет в се бя та кие ин те г ра лы, как W2dW1

или sin(W1
2 + W2

2)dW2, со дер жа щие не сколь ко ком по нент n-мер но го бро -
унов ско го дви же ния (здесь ис поль зо ва но обо зна че ние dW1 = dW1(t, ω)
и т.д.). Этот под ход поз во ля ет оп ре де лить мно го мер ный ин те г рал Ито сле -
ду ю щим об ра зом.

Оп ре де ле ние 7.9. Пусть W = (W1, W2, ..., Wn) — n-мер ное бро унов ское дви -
же ние. Обо зна чим че рез νH

m�n(S, T) мно же ст во (m � n)-ма т риц v = (vij(t, ω)),
в ко то рых каж дый эле мент vij(t, ω) удов ле тво ря ет ус ло ви ям 1) и 3) оп ре де -
ле ния 7.6 и ус ло вию 2′) от но си тель но не ко то ро го по то ка H = {Hi}t	0.

Ес ли v ∈ νH
m�n(S, T), то, ис поль зуя ма т рич ные обо зна че ния, оп ре де лим

мно го мер ный ин те г рал Ито

как (m � 1)-ма т ри цу (век тор-стол бец), i-я ком по нен та ко то рой есть сле ду -
ю щая сум ма (обоб щен ных) од но мер ных ин те г ра лов Ито:

vij(s, ω)dWj(s, ω).

Ес ли H = F (n) = {Ft
n}t	0, то опу с ка ем ин декс H в обо зна че нии νH

m�n(S, T)
и по лу ча ем νm�n(S, T), а ес ли m = 1, то пи шем νn

H(S, T) вме с то νH
1 �n(S, T) и, со -

от вет ст вен но, ν n(S, T) вме с то ν1 �n(S, T). По ло жим так же

νm�n = νm�n(0; �) = νm�n(0; T).

Сле ду ю щее обоб ще ние ин те г ра ла Ито со сто ит в ос лаб ле нии ус ло вия 3)
оп ре де ле ния 7.6 и за ме не его сле ду ю щим ус ло ви ем:

3′) P f(s, ω)2ds = 1.
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Оп ре де ле ние 7.10. Че рез wH(S, T) обо зна чим класс про цес сов f(t, ω) ∈ �,
удов ле тво ря ю щих ус ло вию 1) оп ре де ле ния 7.6 и ус ло ви ям 2′) и 3′). Ана ло -
гич но то му как вво ди лось обо зна че ние для ν, счи та ем wH = wH(0, T) и пи -

шем в ма т рич ном слу чае wH
m�n(S, T) и т.д. Ес ли H = F(n), то вме с то wF (n)(S, T)

пи шем w(S, T) и т.д. Бу дем так же ино гда опу с кать верх ний ин декс и пи сать
про сто F вме с то F (n), ког да раз мер ность яс на из кон тек с та.

Не труд но за ме тить, что в этом слу чае так же мож но оп ре де лить ин те г рал
Ито как пре дел (по ве ро ят но с ти) ин те г ра лов от сту пен ча тых функ ций.

7.3. Про цесс Ито. Фор му ла Ито

Оп ре де ле ние 7.11. Пусть Wt — од но мер ное бро унов ское дви же ние на
(Ω, ℑ, P). Про цесс Ито (од но мер ный), или сто ха с ти че с кий ин те г рал, — это
слу чай ный про цесс Xt на (Ω, ℑ, P) ви да

Xt = X0 + u(s, ω)ds + v(s, ω)dWs, (7.4)

где v ∈ wH — та кая функ ция, что P v(s, ω)2ds < � для всех t 	 0 = 1 (см.

оп ре де ле ние 7.10). Так же бу дем счи тать, что функ ция u яв ля ет ся Ht-со гла -
со ван ной (где Ht — та кое же се мей ст во, как и в п. 2′), см. па ра граф 7.2) и что

P | u(s, ω) |ds < � для всех t 	 0 = 1.

Ес ли Xt — про цесс Ито ви да (7.4), то урав не ние (7.4) ино гда за пи сы ва ют
в бо лее крат кой фор ме — в фор ме диф фе рен ци а лов (диф фе рен ци аль ной фор ме):

dXt = u(t, ω)dt + v(t, ω)dWt. (7.5)

Имен но эта диф фе рен ци аль ная за пись про цес сов Ито осо бен но при вле -
ка тель на для эко но ми с тов.

Те о ре ма 7.1 (од но мер ная фор му ла Ито). Пусть Xt — про цесс Ито, за -
да ва е мый диф фе рен ци а лом (7.5), и пусть g(t, x) ∈ C 2([0; �) � �). Тог да Yt =
= g(t, Xt) сно ва есть про цесс Ито и

dYt = (t, Xt) + (t, Xt)dXt + (t, Xt)(dXt)
2, (7.6)

где (dXt)
2 = (dXt)(dXt) вы чис ля ет ся по сле ду ю щим пра ви лам:

dt · dt = dt · dWt = dWt · dt = 0,  dWt · dWt = dt. (7.7)

� До ка за тель ст во. Сна ча ла за ме тим, что ес ли под ста вить ра вен ст во
dXt = udt + vdWt в фор му лу (7.6) и ис поль зо вать пра ви ла (7.7), то по лу чим
эк ви ва лент ное вы ра же ние
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где us = u(s, ω), vs = v(s, ω). От ме тим, что по лу чен ное вы ра же ние (7.8) пред -
став ля ет со бой про цесс Ито в со от вет ст вии с фор му лой (7.4).

Мож но до пу с тить, что функ ции g, , , ог ра ни че ны, так как ес ли

до ка зать ра вен ст во (7.8) для это го слу чая, то об щий слу чай мож но по лу -
чить с по мо щью ап прок си ма ции функ ции g функ ци я ми gn клас са C 2, та ки -

ми что gn, , , ог ра ни че ны для каж до го n и рав но мер но схо дят ся на

ком пакт ных под мно же ст вах мно же ст ва [0; +�) � � к g, , , со от -

вет ст вен но. Бо лее то го, из фор му лы (7.2) яс но, что функ ции us = u(s, ω), vs =
= v(s, ω) мож но счи тать сту пен ча ты ми. Ис поль зуя раз ло же ние Тей ло ра, по -
лу ча ем

где ча ст ные про из вод ные , и т.д. вы чис ля ют ся в точ ках (tj, Xj), ∆tj =

= tj+1 – tj, ∆Xj = Xj+ 1 – Xj, ∆g(tj, Xj) = g(tj+1, Xj+1) – g(tj, Xj), а Rj = o(| ∆tj |
2 + | ∆Xj |

2)
для всех j. Ес ли ∆tj � 0, то

По сколь ку u и v яв ля ют ся сту пен ча ты ми функ ци я ми, по лу ча ем, что

где uj = u(tj, ω), vj = v(tj, ω). Здесь пер вые два чле на стре мят ся к ну лю при
∆tj � 0. На при мер,

при ∆tj � 0.

До ка жем, что тре тий член фор му лы, т.е. vj
2(∆Wj)

2, стре мит ся 

к v2ds в L2(P) при ∆tj � 0.

Для то го что бы до ка зать это ут верж де ние, по ло жим

a(t) = (t, xt)v2(t, ω); aj = a(tj)
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и рас смо т рим

Ес ли i < j, то ве ли чи ны aiaj[(∆Wi)
2 – ∆ti] и (∆Wj)

2 – Дtj не за ви си мы, так
что со от вет ст ву ю щие чле ны об ра ща ют ся в нуль. То же са мое вер но, ес ли i > j.
Та ким об ра зом, ос та ет ся сум ма

при ∆tj � 0.

Дру ги ми сло ва ми, ус та нов ле но, что aj(∆Wj)
2 � a(s)ds в L2(P) при

∆tj � 0; ча с то это крат ко вы ра жа ет ся за ме ча тель ной фор му лой

(dWt)
2 = dt. (7.9)

Из рас смо т рен ных рас суж де ний сле ду ет так же, что Rj � 0 при ∆tj � 0.

Это за вер ша ет до ка за тель ст во те о ре мы 7.1. �
За ме ча ние 7.1. От ме тим, что для спра вед ли во с ти те о ре мы до ста точ но,

что бы функ ция g(t, x) при над ле жа ла клас су C 2 на [0; +�) � U, где U ⊂ R —
от кры тое мно же ст во, та кое что Xt(ω) ∈ U для всех t 	 0, ω ∈ Ω. Бо лее то го, до -
ста точ но, что бы функ ция g(t, x) при над ле жа ла клас су C1 по t и клас су C2 по x.

При ме не ние фор му лы Ито при во дит к сле ду ю щей те о ре ме.
Те о ре ма 7.2 (фор му ла ин те г ри ро ва ния по ча с тям). Пред по ло жим, что

функ ция f(s, ω) = f(s) за ви сит лишь от s и что f не пре рыв на и име ет ог ра -
ни чен ную ва ри а цию на [0; t]. Тог да спра вед ли во со от но ше ние

f(s)dWs = f(t)Wt – Wsdfs.

Об ра тим ся к слу чаю боль шей раз мер но с ти. Пусть W(t, ω) = (W1(t, ω), …,
Wm(t, ω)) обо зна ча ет m-мер ное бро унов ское дви же ние. Ес ли каж дый из про-
цес сов ui(t, ω) и vij(t, ω) удов ле тво ря ет ус ло ви ям, за дан ным в оп ре де ле нии 7.11
(1 
 i 
 n, 1 
 j 
 m), то мож но по ст ро ить сле ду ю щие n про цес сов Ито:

или в ма т рич ной фор ме

dX(t) = udt + vdW(t),

где
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Та кой про цесс X(t) на зы ва ет ся n-мер ным про цес сом Ито (или про сто
про цес сом Ито).

Те о ре ма 7.3 (фор му ла Ито для об ще го слу чая). Пусть dX(t) = udt +
+ vdW(t) — n-мер ный про цесс Ито и пусть g(t, x) = (g1(t, x), …, gp(t, x)) —
ото б ра же ние клас са C 2 из [0; �) � �n в �p. Тог да про цесс Y(t, ω) = g(t, X(t))
сно ва яв ля ет ся про цес сом Ито, k-я ком по нен та Yk ко то ро го за да ет ся фор -
му лой

dYk = (t, X)dt + (t, X)dXi + (t, X)dXidXj,

где dWidWj = δijdt, dWidt = dtdWi = 0.
До ка за тель ст во пол но стью ана ло гич но од но мер но му слу чаю.

7.4. При ме ры ис поль зо ва ния фор му лы Ито

Про стей шим обоб ще ни ем бро унов ско го дви же ния яв ля ет ся сле ду ю щий
про цесс Ито, на зы ва е мый бро унов ским дви же ни ем со сно сом (drift):

dXt = αdt + σdWt,

где α и σ — кон стан ты, при чем α на зы ва ет ся па ра ме т ром сно са, σ — па ра ме -
т ром дис пер сии (или во ла тиль но с тью).

За лю бой вре мен ной ин тер вал ∆t из ме не ние Xt, обо зна ча е мое ∆Xt, нор -
маль но рас пре де ле но, име ет ма те ма ти че с кое ожи да ние M(∆X) = α∆t и дис -
пер сию D(∆X) = σ2∆t.

Пе ре хо дя к рас суж де ни ям на фи зи че с ком уров не стро го с ти, столь по пу -
ляр ном в ли те ра ту ре по эко но ми че с ко му ана ли зу, и по ла гая, что ∆t ста но -
вит ся бес ко неч но ма лым при ра ще ни ем вре ме ни dt, мож но пред ста вить
при ра ще ние ви не ров ско го про цес са как dW = ε , где ε — стан дарт ная
нор маль ная слу чай ная ве ли чи на.

Рас смо т рим про цесс Ито об ще го ви да

dXt = a(Xt, t)dt + b(Xt, t)dWt. (7.10)

Счи тая dWt при ра ще ни ем ви не ров ско го про цес са за бес ко неч но ма лый
про ме жу ток вре ме ни dt, по лу ча ем M(dXt) = a(Xt, t)dt, D(dXt) = b2(Xt, t)dt.
Бу дем на зы вать a(Xt, t) ожи да е мым мгно вен ным тем пом сно са, b2(Xt, t) —
мгно вен ной нор мой дис пер сии.

Очень важ ный для эко но ми ки слу чай про цес са (7.10) — ге о ме т ри че с кое
бро унов ское дви же ние со сно сом. Здесь a(Xt, t) = αXt, b(Xt, t) = σXt, где α
и σ — кон стан ты. В этом слу чае урав не ние (10.10) при ни ма ет вид

dXt = αXtdt + σXtdWt.

Та ким об ра зом, от но си тель ное из ме не ние Xt, т.е. dXt/Xt, нор маль но рас -
пре де ле но. Так как это есть из ме не ние на ту раль но го ло га риф ма от Xt, то аб -
со лют ные из ме не ния Xt, т.е. ∆Xt, яв ля ют ся лог нор маль но рас пре де лен ны ми.

При мер 7.2. За пи шем про цесс Ито eWt в диф фе рен ци аль ной фор ме. По ло -
жим dX = 0 · dt + 1 · dW. По лем ме Ито име ем

deW = eW · 1 · dW + 1/2 · 12 · eWdt = eWdW + 1/2 · eWdt.

dt
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При мер 7.3. За пи шем про цесс ϕ = Wte
–qWt – 1/2q2t в диф фе рен ци аль ной фор ме.

Пусть F(t, x) = xe–qx – 1/2q2t; dXt = 1 · dWt + 0 · dt. Тог да ϕ = F(t, Xt). Име ем:

F ′x = e–qxt – 1/2q2t(1 – qx);

F ′′xx = e–qxt – 1/2q2t[(1 – qx)(–q) – q] = e–qxt – 1/2q2t(q2x – 2q);

F ′t = xe–qxt – 1/2q2t(–1/2q2).

По лем ме Ито по лу ча ем

dϕ = e–qWt – 1/2q2t(1 – qW)dWt + e–qWt – 1/2q2t[–1/2q2x + 1/2(q2x – 2q)]dt =

= e–qWt – 1/2q2t[(1 – qWt)dWt – qdt].

При мер 7.4. Рас смо т рим ге о ме т ри че с кое бро унов ское дви же ние dXt = αXtdt +
+ τXtdWt. Рас смо т рим слу чай ный про цесс Yt = lnXt. По лу чим:

F(x) = ln x; Yt = F(Xt);  F ′x = 1/x;  F ′′xx = –1/x2;  F ′t = 0;

dYt = 1/XtdXt – 1/X2(dXt)
2 = 2dt + σdWt – 1/2σ2dt = (α – 1/2σ2)dt + σdWt.

Сле до ва тель но, для лю бо го ко неч но го про ме жут ка вре ме ни Т при ра ще ние
log Xt нор маль но рас пре де ле но с ма те ма ти че с ким ожи да ни ем (α – 1/2σ2)T и дис -
пер си ей σ2Т.

При мер 7.5. Рас смо т рим слу чай ный про цесс Yt = Wt
2. Тог да:

dXt = 1 · dWt + 0 · dt;  F(x, t) = x2;  Yt = F(Xt, t);

F ′t = 0;  F ′x = 2x;  F ′′xx = 2;

dYt = dWt
2 = 2WtdWt + 1/2 · 2dt;

Wt
2 – W0

2 = 2 WtdW + dt;  WtdWt = Wi
2/2 – T/2.

7.5. Це на оп ци о на. Фор му ла Блэ ка — Шо ул са

Оп ци он1 как эко но ми че с кое яв ле ние — это оформ лен ное до го во ром пра -
во ку пить, про дать (или от ка зать ся от сдел ки) на про тя же нии до го вор но го
сро ка и по фик си ро ван ной до го вор ной це не оп ре де лен ный объ ем ва лю ты,
лю бых то ва ров, цен ных бу маг (вклю чая про из вод ные бу ма ги) ли бо по лу -
чить оп ре де лен ный до ход от фи нан со во го вло же ния или де неж но го зай ма
(в ви де раз но ст ной ве ли чи ны, фик си ро ван но го раз ме ра, про цен та).

По ку па тель оп ци о на — сто ро на до го во ра, при об ре та ю щая пра во на по -
куп ку, про да жу ли бо на от каз от сдел ки. Дру ги ми сло ва ми, это дер жа тель
оп ци о на.

Про да вец оп ци о на — сто ро на до го во ра, обя зан ная по ста вить или при -
нять пред мет сдел ки по тре бо ва нию по ку па те ля. Дру ги ми сло ва ми, это ли -
цо, под пи сав шее оп ци он.

Оп ци он на по куп ку (call) — это пра во, но от нюдь не обя зан ность, дер жа -
те ля оп ци о на по лу чить от ли ца, под пи сав ше го оп ци он, оп ре де лен ную иму -
ще ст вен ную цен ность (ак цию, за ем, фью черс ный кон тракт и т.д.) в за дан -
ный бу ду щий мо мент вре ме ни (или в лю бой мо мент оп ре де лен но го
про ме жут ка вре ме ни) по за ра нее ус та нов лен ной це не.
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Оп ци он на про да жу (put) — дан ное пра во, но от нюдь не обя зан ность,
про дать иму ще ст вен ную цен ность в оп ре де лен ный бу ду щий мо мент (или
про ме жу ток) вре ме ни по за ра нее ого во рен ной це не.

Раз ли ча ют ев ро пей ский оп ци он, при ко то ром это пра во (на по куп ку или
на про да жу) мо жет быть ре а ли зо ва но толь ко в мо мент на ступ ле ния сро ка
ис те че ния оп ци он но го кон трак та, и аме ри кан ский оп ци он, при ко то ром это
пра во (со от вет ст вен но, по куп ки или про да жи) мо жет быть ре а ли зо ва но
в лю бое вре мя в пре де лах оп ци он но го сро ка.

Обо зна чим:
S — спот-це на ба зис но го ак ти ва, т.е. се го дняш ний бир же вой курс то го

про дук та, на по куп ку или про да жу ко то ро го за клю ча ет ся оп ци он ный кон -
тракт;

K — страйк, т.е. та це на куп ли-про да жи, ко то рая ого во ре на в оп ци о не;
T — ос тав ший ся срок (в го дах) до да ты ис те че ния кон трак та;
σ — во ла тиль ность бир же во го кур са ба зис но го ак ти ва, т. е. сред не ква д -

ра ти че с кое от кло не ние из ме не ния в еди ни цу вре ме ни це ны то го бла га,
на ко то рое за клю ча ет ся оп ци он ный кон тракт;

rF — без ри с ко вая став ка про цен та (го до вая).
Те о ре ти че с кая (рав но вес ная) це на ев ро пей ско го колл-оп ци о на со глас но

фор му ле Блэ ка — Шо ул са рав на

C = SΦ(d1) – K(1 + rF)
–TΦ(d2),

а пут-оп ци о на —

P = K(1 + rF)
–TΦ(–d2) – SΦ(–d1),

где d1 = ; Φ — функ ция рас пре де ле ния стан -

дарт но го нор маль но го за ко на; d2 = d1 – σ���T.
Ча с то вме с то без ри с ко вой го до вой про цент ной став ки rF в фор му лах

Блэ ка — Шо ул са ис поль зу ет ся бо лее удоб ная для те о ре ти че с ко го рас смо т -
ре ния но ми наль ная го до вая без ри с ко вая про цент ная став ка при ус ло вии
не пре рыв но го на чис ле ния про цен тов, дру ги ми сло ва ми — си ла рос та не пре-
рыв но на чис ля е мых про цен тов RF, свя зан ная с rF со от но ше ни ем 1+ rF = eRF,
или RF = ln(1 + rF). Тог да все фор му лы Блэ ка — Шо ул са оче вид ным об ра -
зом мо ди фи ци ру ют ся за ме ной ln(1 + rF) на RF и (1 + rF)

–T на exp(–RFT).
Це на, по ко то рой мож но ку пить оп ци он, на зы ва ет ся его пре ми ей.
Рас смо т рим вы вод диф фе рен ци аль но го урав не ния Блэ ка — Шо ул са. Пред-

по ло жим, что це на ак ти ва S под чи не на за ко ну ге о ме т ри че с ко го бро у нов -
ско го дви же ния:

dS = µSdt + σSdW.

Пред по ло жим, что f — це на про из вод но го фи нан со во го ин ст ру мен та
на S. Тог да f долж на быть не кой функ ци ей от S и f. Сле до ва тель но, по
лем ме Ито

df
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По ст ро им ди на ми че с кий порт фель, со сто я щий из ко рот кой по зи ции по

од ной еди ни це про из вод но го ин ст ру мен та f и длин ной по зи ции по еди -

ни цам ак ти ва σ2S2. Тог да цен ность порт фе ля Π рав на Π = –f + S, а ее из -

ме не ние за ко рот кий про ме жу ток вре ме ни dt есть

Так как по лу чен ное вы ра же ние не со дер жит чле на с dW, порт фель Р ос -
та ет ся без ри с ко вым в те че ние ко рот ко го про ме жут ка вре ме ни dt и дол жен
по это му из ус ло вия от сут ст вия ар би т ра жа при но сить за вре мя dt та кую же
до ход ность на вло жен ный ка пи тал, как и лю бой дру гой крат ко сроч ный без -
ри с ко вый фи нан со вый ак тив, т.е.

dР = rΠdt,

где r — без ри с ко вая про цент ная став ка. Та ким об ра зом, по лу ча ем

или

+ rS + σ2S2 = rf.

По лу че но диф фе рен ци аль ное урав не ние Блэ ка — Шо ул са. Оно име ет
мно же ст во ре ше ний, со от вет ст ву ю щих всем раз лич ным про из вод ным фи -
нан со вым ин ст ру мен там, ко то рые мож но оп ре де лить на ос но ве ак ти ва S.
По лу ча е мые ча ст ные ре ше ния за ви сят от раз лич ных гра нич ных ус ло вий, со -
от вет ст ву ю щих то му или ино му про из вод но му ин ст ру мен ту. Для ев ро пей -
ско го колл-оп ци о на ос нов ное гра нич ное ус ло вие име ет вид f = max(K – X, 0),
ес ли t = T, где K — страйк, а T — срок ис пол не ния оп ци о на. В слу чае же ев -
ро пей ско го пут-оп ци о на оно при ни ма ет вид f = max(X – S, 0), ес ли t = T.

7.6. При ло же ние ме то да ре аль ных оп ци о нов к за да че об ин ве с ти ци ях

По ста нов ка за да чи. Фир ма долж на ре шить, сле ду ет ли ей де лать вло же -
ния в не ко то рый про ект и ког да имен но. За тра ты ин ве с ти ро ва ния (I) из ве -
ст ны и по сто ян ны, но цен ность про ек та (V) сле ду ет за ко ну ге о ме т ри че с ко -
го бро унов ско го дви же ния.

Про стое пра ви ло NPV (см. па ра граф 6.1) тре бу ет ин ве с ти ро вать, ес ли V > I,
т.е. ес ли цен ность рас сма т ри ва е мо го про ек та пре вос хо дит за тра ты на ин ве -
с ти ции.

Од на ко по сколь ку бу ду щая цен ность про ек та не из ве ст на, име ют ся аль -
тер на тив ные из держ ки то го, что бы ин ве с ти ро вать се го дня. Сле до ва тель но,
оп ти маль ное ин ве с ти ци он ное пра ви ло со сто ит в том, что бы ин ве с ти ро вать,
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ес ли V по мень шей ме ре до сти га ет не ко то ро го кри ти че с ко го зна че ния V*,
пре вос хо дя ще го I. Как уви дим в даль ней шем, для ра зум ных зна че ний па ра -
ме т ров эта кри ти че с кая ве ли чи на V* мо жет в 2 и 3 ра за пре вос хо дить I.

Цен ность про ек та V раз ви ва ет ся в со от вет ст вии со сле ду ю щим ге о ме т -
ри че с ким бро унов ским дви же ни ем:

dV = αVdt + σVdW, (7.11)

где dW — при ра ще ние ви не ров ско го про цес са.
Воз мож ность ин ве с ти ро вать для фир мы рав но силь на об ла да нию колл-

оп ци о ном — пра вом, но от нюдь не обя зан но с тью при об ре с ти ак цию с ука -
зан ной це ной. Сле до ва тель но, ре ше ние ин ве с ти ро вать рав но силь но ре ше -
нию вы пол нить та кой оп ци он.

Обо зна чим цен ность ин ве с ти ци он ной воз мож но с ти (т.е. цен ность оп ци о-
на ин ве с ти ро ва ния) че рез F(V). Ус та но вим пра ви ло, ко то рое мак си ми зи ру ет
это зна че ние. Так как чи с тый до ход от ин ве с ти ро ва ния в те че ние вре ме ни t
ра вен Vt – I, бу дем мак си ми зи ро вать ожи да е мую се го дняш нюю сто и мость

F(V) = M((Vt – I)e–qt) = M((VT – I)e–qT),

где M — ма те ма ти че с кое ожи да ние; Т — (не из ве ст ный) бу ду щий мо мент
вре ме ни, ког да де ла ют ся ин ве с ти ции; q — став ка дис кон ти ро ва ния, и мак -
си ми за ция под чи не на ус ло вию (7.11) для V.

Нуж но пред по ло жить, что α < ρ, в про тив ном слу чае F(V) мо жет быть
сде ла но сколь угод но боль шим за счет вы бо ра Т. Тог да ожи да ние бы ло бы
все гда на и луч шей стра те ги ей и оп ти маль ный мо мент для ин ве с ти ро ва ния
не су ще ст во вал бы. Обо зна чим δ = ρ – α > 0.

Де тер ми ни ро ван ный слу чай. Рас смо т рим сна ча ла слу чай, ког да не о пре -
де лен ность от сут ст ву ет, т.е. в урав не нии (7.11) σ рав на 0. Тог да

= αV;  V(t) = V0 e
αt,

где V0 = V(0).
Та ким об ра зом, ес ли да но те ку щее V, цен ность ин ве с ти ци он ной воз мож -

но с ти в пред по ло же нии, что мы ин ве с ти ру ем в не ко то рый бу ду щий мо мент Т,
рав на

F(V) = (V0 e
αt – I)e–ρT. (7.12)

Пред по ло жим, что α 
 0. Тог да V(t) бу дет ос та вать ся по сто ян ной или
па дать с те че ни ем вре ме ни, так что, оче вид но, нуж но ин ве с ти ро вать не мед -
лен но, ес ли V > I, или не ин ве с ти ро вать ни ког да, ес ли V 
 I. Сле до ва тель но,
F(V) = max{V – I, 0} (т.е. сов па да ет с про стым кри те ри ем NPV, ко то рый ис -
хо дит из α = 0, вер нее, про сто не рас сма т ри ва ет из ме не ние V(t) во вре ме ни).

Что, ес ли 0 < α < ρ? Тог да F(V) > 0, да же ес ли те ку щее зна че ние V < I, по -
то му что в ко неч ном сче те V бу дет пре вос хо дить I. Точ но так же, ес ли да же
V сей час пре вос хо дит I, мо жет быть, все же луч ше ждать, чем ин ве с ти ро вать
не мед лен но. Что бы это уви деть, мак си ми зи ру ем F(V) по от но ше нию к Т:

= –(ρ – α)Ve–(ρ – α)T + ρIe–ρT = 0;  < 0 � α > 0;
d2F(V)
—————

dT 2

dF(V)
————

dT

dV
——
dt

max
t
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T* = max log , 0 . (7.13)

За ме тим, что ес ли V не мно го боль ше I, то по лу ча ем T* > 0. При чи на для
ин ве с ти ций в этом слу чае в тер ми нах PV со сто ит в том, что за тра ты на ин -
ве с ти ции убы ва ют с мно жи те лем e–ρT, а до хо ды — с мень шим мно жи те лем
e–(ρ – α)T.

Для ка ких зна че ний V оп ти маль но ин ве с ти ро вать не мед лен но? По ла гая
T* = 0, ви дим, что нуж но ин ве с ти ро вать не мед лен но, ес ли V 	 V*, где V* =

= I > I.

Под ста вив вы ра же ние для T* (7.13) вме с то T в фор му лу (7.12), по лу чаем

Гра фик F(V) от V для I = 1; ρ = 0,10; α = 0; 0,03; 0,06 пред став лен на
рис. 7.1.
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Рис. 7.1

Рис. 7.2 Рис. 7.3

В каж дом слу чае точ ка ка са ния F(V) пря мой V – I есть кри ти че с кое зна -
че ние V* = (ρI)/(ρ – α).

За ме тим, что F(V) рас тет с рос том α, как и V*. Рост V уве ли чи ва ет цен -
ность ожи да ния и цен ность ин ве с ти ци он ной воз мож но с ти. Ес ли V 	 V*, то
сле ду ет ин ве с ти ро вать не мед лен но (рис. 7.2), а ес ли V < V* — ждать (рис. 7.3).

Сто ха с ти че с кий слу чай. Вер нем ся те перь к об ще му слу чаю, ког да 
σ > 0. Так как V раз ви ва ет ся сто ха с ти че с ки, нель зя оп ре де лить вре мя Т, как
это де ла лось в де тер ми нист ском слу чае. Вме с то это го на ше ин ве с ти ци он -
ное пра ви ло при мет фор му кри ти че с кой цен но с ти V*, та кой что оп ти маль -
но ин ве с ти ро вать, ког да V 	 V*.



Пред по ло жим, что сто ха с ти че с кие из ме не ния в V долж ны реп ли ци ро -
вать ся (т.е. ко пи ро вать ся, вос про из во дить ся, ан г ло языч ный ана лог —
spanned) су ще ст ву ю щи ми ак ти ва ми в эко но ми ке. Это зна чит, что на рын ке
ка пи та ла долж ны най тись та кие фи нан со вые ак ти вы, из ко то рых мож но
бы ло бы со ста вить та кой ди на ми че с кий порт фель (т.е. порт фель, со дер жи -
мое ко то ро го не пре рыв но ме ня ет ся в со от вет ст вии с из ме не ни ем це ны ак -
ти ва), це на ко то ро го пол но стью кор ре ли ро ва ла бы (т.е. име ла бы ко эф фи -
ци ент кор ре ля ции, рав ный 1) со слу чай ным про цес сом V. Дру ги ми
сло ва ми, ры нок ка пи та ла дол жен быть до ста точ но пол ным, для то го что бы
мож но бы ло най ти ак тив или по ст ро ить ди на ми че с кий порт фель ак ти вов,
це на ко то ро го пол но стью кор ре ли ро ва ла бы с V.

Дан ное пред по ло же ние долж но вы пол нять ся для боль шей ча с ти то ва ров,
ко то рые тор гу ют ся на спот- и фью черс ных рын ках. Та ким об ра зом, пред по -
ла га ет ся, что не о пре де лен ность бу ду щих зна че ний V мо жет быть реп ли ци -
ро ва на су ще ст ву ю щи ми ак ти ва ми.

С этим пред по ло же ни ем мож но оп ре де лить ин ве с ти ци он ное пра ви ло,
ко то рое мак си ми зи ру ет ры ноч ную цен ность фир мы без ка ких-ли бо пред -
по ло же ний от но си тель но пред по чте ний, свя зан ных с ри с ком, или став ки
дис кон ти ро ва ния.

Пусть x — це на не ко то ро го ак ти ва или ди на ми че с ко го порт фе ля ак ти -
вов, пол но стью кор ре ли ро ван ная с V, и обо зна чим че рез ρxm ко эф фи ци ент
кор ре ля ции х с ры ноч ным порт фе лем. Так как x пол но стью кор ре ли ро ва на
с V, то ρxm = ρxV. Бу дем пред по ла гать, что дан ный ак тив или порт фель не
при но сит ди ви ден дов, та ким об ра зом, его пол ная до ход ность со сто ит из
уве ли че ния (при ро с та) ка пи та ла (capital gains). Тог да х раз ви ва ет ся в со от -
вет ст вии с диф фе рен ци аль ным урав не ни ем

dx = µxdt + σxdW,

где µ — темп рос та (снос) — это ожи да е мая нор ма до ход но с ти от вла де ния
этим ак ти вом или порт фе лем ак ти вов.

В со от вет ст вии с мо де лью оцен ки це ны фи нан со вых ак ти вов CAPM (см.
гл. 6), µ долж на от ра жать си с те ма ти че с кий (не ди вер си фи ци ру е мый) риск
дан но го ак ти ва. Из ус ло вия рав но ве сия CAPM

µ = r + ϕσxρxm,

где r — без ри с ко вая нор ма до ход но с ти; ϕ — ры ноч ная пла та за риск; ρxm —
ко эф фи ци ент кор ре ля ции меж ду до ход но с тью ча ст но го ак ти ва x и все го
ры ноч но го порт фе ля m.

Та ким об ра зом, µ есть скор рек ти ро ван ная на риск ожи да е мая нор ма до -
ход но с ти, ко то рую ин ве с то ры по тре бо ва ли бы, ес ли бы они об ла да ли этим
про ек том (т.е. ϕ = (rm – r)/σm, где rm — ожи да е мая до ход ность рын ка; σm —
стан дарт ное от кло не ние этой до ход но с ти; ес ли взять ин декс Нью-Йорк ской
фон до вой бир жи в ка че ст ве ры ноч но го ин дек са, то rm – r � 0,08, σm � 0,2; так
что ϕ � 0,4).

Бу дем пред по ла гать, что α — ожи да е мый про цент ный темп из ме не ния
V — мень ше, чем скор рек ти ро ван ная на риск до ход ность µ (как мы уви дим,
фир ма ни ког да не ста ла бы ин ве с ти ро вать, ес ли бы это не бы ло так; не за ви -
си мо от те ку ще го уров ня V фир ме тог да бы ло бы все гда луч ше ждать и про -
сто дер жать оп ци он ин ве с ти ро ва ния).
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Обо зна чим раз ность меж ду µ и α че рез δ: δ = µ – α.
Про ве дем ана ло гию с фи нан со вым колл-оп ци о ном. Ес ли бы V бы ла це -

ной ак ции, δ бы ла бы став кой ди ви ден дов этой ак ции, об щая ожи да е мая до -
ход ность этой ак ции рав ня лась бы µ = δ + α, т.е. став ка ди ви ден дов плюс
ожи да е мая нор ма уве ли че ния ка пи та ла. Ес ли бы δ бы ла рав на ну лю, колл-
оп ци он все гда бы дер жа ли до сро ка ис пол не ния и ни ког да бы не ис пол ня ли
рань ше. При чи на со сто ит в том, что в этом слу чае пол ная до ход ность ак ции
со дер жит ся в дви же нии ее це ны, так что от сут ст ву ют из держ ки со хра не ния
оп ци о на. Од на ко ес ли став ка ди ви ден дов по ло жи тель на, су ще ст ву ют аль -
тер на тив ные из держ ки дер жа ния оп ци о на по срав не нию с тем, что бы его
ис пол нить. Эти аль тер на тив ные из держ ки со сто ят в по то ке ди ви ден дов, от
ко то ро го дер жа тель оп ци о на от ка зы ва ет ся, вла дея оп ци о ном вме с то ак ции.
Так как δ — про пор ци о наль ная став ка ди ви ден дов, то чем вы ше це на ак ции,
тем боль ше по ток ди ви ден дов. При не ко то рой до ста точ но вы со кой це не
аль тер на тив ные из держ ки, со сто я щие в от ка зе от ди ви ден дов, ста но вят ся
на столь ко вы со ки ми, что це ле со об раз но ис пол нить оп ци он.

В дан ной ин ве с ти ци он ной за да че µ — ожи да е мая нор ма до ход но с ти от
вла де ния про ек том в це лом. Это рав но вес ная нор ма, ко то рая ус та нав ли ва ет-
ся с по мо щью рын ка ка пи та ла и вклю ча ет в се бя пре мию за риск. Ес ли δ > 0,
то ожи да е мый темп при ро с та ка пи та ла (rate of capital gain) про ек та мень ше,
чем µ. Сле до ва тель но, δ — аль тер на тив ные из держ ки от сроч ки при ня тия
про ек та и со хра не ния оп ци о на ин ве с ти ро ва ния. Ес ли бы δ бы ла рав на ну -
лю, от сут ст во ва ли бы аль тер на тив ные из держ ки со хра не ния оп ци о на, и ни -
кто бы ни ког да не де лал ин ве с ти ций, как бы вы со ка не бы ла NPV про ек та.
Вот по че му пред по ла га ет ся δ > 0. С дру гой сто ро ны, ес ли δ очень ве ли ка,
цен ность оп ци о на бы ла бы очень ма ла, так как ве ли ки аль тер на тив ные из -
держ ки ожи да ния. При δ, стре мя щей ся к �, цен ность оп ци о на стре мит ся
к ну лю, и един ст вен ный вы бор тог да со сто ит в сле ду ю щем: «ин ве с ти ро вать
сей час или ни ког да», т.е. при ме ни мо стан дарт ное пра ви ло NPV.

Па ра метр δ мо жет ин тер пре ти ро вать ся раз лич ны ми спо со ба ми. На при -
мер, он мо жет от ра жать про цесс вхо да в от расль и экс пан сию со сто ро ны
кон ку рен тов. На и бо лее ес те ст вен но счи тать его по то ком пла те жей от про -
ек та. Ес ли про ект бес ко неч но жи вет, то урав не ние (7.11) пред став ля ет раз -
ви тие V во вре мя вы пол не ния про ек та, а δV — по ток пла те жей, ко то рый по -
рож да ет дан ный про ект.

Вы вод диф фе рен ци аль но го урав не ния. Итак, F(V) — цен ность оп ци о на
ин ве с ти ро ва ния. Рас смо т рим сле ду ю щий порт фель: один оп ци он ин ве с ти -
ро ва ния F(V); ко рот кая по зи ция по n = F ′(V) еди ни цам дан но го про ек та
(или, что рав но силь но, ак ти ва или порт фе ля x, ко то рый пол но стью кор ре -
ли ро ван с V). Цен ность та ко го порт фе ля: Φ = F – F ′(V)V.

За ме тим, что порт фель ди на ми че с кий. Ког да V ме ня ет ся, F ′(V) так же
мо жет ме нять ся от од но го ко рот ко го ин тер ва ла вре ме ни к дру го му, так что
струк ту ра порт фе ля бу дет ме нять ся. Од на ко на про тя же нии каж до го ко -
рот ко го ин тер ва ла дли ны dt ве ли чи на n счи та ет ся по сто ян ной.

Ко рот кая по зи ция в этом порт фе ле тре бу ет пла те жа в раз ме ре δVF ′(V)
в еди ни цу вре ме ни за ко рот кий вре мен ной пе ри од; в про тив ном слу чае ни
один ра ци о наль ный ин ве с тор не стал бы вхо дить в длин ную по зи цию дан -
ной тран зак ции.
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Ин ве с тор, ко то рый дер жит длин ную по зи цию в дан ном про ек те, бу дет
тре бо вать скор рек ти ро ван ный на риск до ход µV, ко то рый ра вен при ро с ту
ка пи та ла dV плюс по ток ди ви ден дов δV. Так как ко рот кая по зи ция вклю ча -
ет F ′(V) еди ниц про ек та, она бу дет тре бо вать вы пла ты δVF ′(V). При ни мая
этот пла теж во вни ма ние, ви дим, что пол ный до ход от дер жа ния порт фе ля
за ко рот кий вре мен ной ин тер вал dt ра вен

dΦ – δVF ′(V)dt = dF – F ′(V)dV – δVF ′(V)dt (7.14)

(так как n = F ′(V) ос та ет ся по сто ян ным в те че ние это го ко рот ко го ин тер ва -
ла dt, член VdF ′(V) = 0).

Что бы по лу чить вы ра же ние для dF, ис поль зу ем лем му Ито:

dF = F ′(V)dV + 1/2F ′′(V)(dV)2.

Под став ляя по лу чен ное вы ра же ние в вы ра же ние для пол но го до хо да
порт фе ля, ви дим, что он ра вен

F ′(V)dV + 1/2F ′′(V)(dV)2 – F ′(V)dV – δVF ′(V)dt =
= 1/2F ′′(V)(dV)2 – δVF ′(V)dt.

Из фор му лы (7.11) сле ду ет, что (dV)2 = σ2V 2dt, по это му до ход порт фе ля
ра вен

1/2σ2V 2F ′′(V)dt – δVF ′(V)dt.

За ме тим, что этот до ход без ри с ко вый (вы бра но n = F ′(V), что бы сде лать
порт фель без ри с ко вым). Сле до ва тель но, что бы ис клю чить ар би т раж ные воз -
мож но с ти, пол ный до ход за вре мя dt дол жен рав нять ся Φrdt = r(F – F ′(V)V)dt,
т.е.

1/2σ2V 2F ′′(V)dt – δVF ′(V)dt = r(F – F ′(V)V)dt.

Де ля обе ча с ти ра вен ст ва на dt и пе ре упо ря до чи вая сла га е мые, по лу ча -
ем сле ду ю щую фор му лу для F(V):

1/2σ2V 2F ′′(V) + (r – δ)VF ′(V) – rF = 0. (7.15)

Даль ней шие рас суж де ния это го па ра гра фа про ве дем в не сколь ко боль -
шей общ но с ти, ис поль зуя вме с то без ри с ко вой став ки r лю бой ко эф фи ци ент
дис кон ти ро ва ния ρ (сов па да ю щий в на шей за да че с r).

По лу че ние об ще го и ча ст но го ре ше ний. F(V) долж на удов ле тво рять сле-
ду ю щим гра нич ным ус ло ви ям:

F(0) = 0; (7.16)
F(V*) = V* – I; (7.17)

F ′(V*) = 1. (7.18)

Ус ло вие (7.16) воз ни ка ет из на блю де ния, что ес ли V = 0, то она бу дет ос -
та вать ся ну лем (см. фор му лу (7.11)). Сле до ва тель но, ес ли V = 0, то оп ци он
ин ве с ти ро ва ния не бу дет иметь ни ка кой цен но с ти.

Ус ло вия (7.17)—(7.18) воз ни ка ют из рас смо т ре ния оп ти маль ных ин ве с ти-
ций. V* — це на, при ко то рой оп ти маль но ин ве с ти ро вать. Ус ло вие (7.17) —
это ус ло вие не пре рыв но с ти цен но с ти. При ин ве с ти ро ва нии фир ма по лу ча -
ет чи с тый до ход V* – I. Ус ло вие (7.18) есть ус ло вие глад ко сти. Ес ли бы
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F(V) не бы ла не пре рыв ная и глад кая в кри ти че с кой точ ке V*, то луч ше бы -
ло бы осу ще ст вить ин ве с ти ции в дру гой точ ке.

Урав не ние (7.17) име ет дру гую ин тер пре та цию: V* – F(V*) = I. Ког да
фир ма ин ве с ти ру ет, она по лу ча ет до ход V*, но те ря ет воз мож ность, или оп -
ци он, ин ве с ти ро ва ния, цен ность ко то ро го F(V). Дру ги ми сло ва ми, ее вы иг -
рыш, чи с тый от аль тер на тив ных из дер жек, ра вен V – F(V). Кри ти че с кое
зна че ние V* — это ве ли чи на, при ко то рой чи с тый вы иг рыш ра вен пря мым
за тра там ин ве с ти ро ва ния I.

На ко нец, мож но за пи сать V* = F(V*) + I, по ла гая, что цен ность про ек та
рав на пол ным из держ кам (пря мые за тра ты плюс аль тер на тив ные из держ -
ки) на ших ин ве с ти ций.

Мож но за ме тить, что урав не ние (7.15) вто ро го по ряд ка яв ля ет ся од но -
род ным и ли ней ным от но си тель но за ви си мой пе ре мен ной F и ее про из вод -
ных, по это му его об щее ре ше ние мо жет быть вы ра же но как ли ней ная ком -
би на ция лю бых двух не за ви си мых ре ше ний. Ес ли взять функ цию AV β,
то уви дим, что она удов ле тво ря ет урав не нию (7.15) при ус ло вии, что β есть
ква д рат ный ко рень урав не ния

1/2σ2β(β – 1) + (ρ – δ)β – ρ = 0. (7.19)

Най дем кор ни это го урав не ния:

При этом β1 > 1, β2 < 0, по это му об щее ре ше ние урав не ния (7.15) мо жет
быть за пи са но как

F(V) = A1V
β1 + A2V

β2,

где A1, A2 — кон стан ты, ко то рые нуж но оп ре де лить. Из ус ло вия (7.16), A2 = 0,
по это му

F(V) = A1V
β1. (7.20)

Под став ляя со от но ше ние (7.20) в фор му лы (7.17) и (7.18), на хо дим
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Урав не ния (7.20)—(7.22) да ют цен ность ин ве с ти ци он ной воз мож но с ти
и оп ти маль ное ин ве с ти ци он ное пра ви ло. Фир ма долж на ин ве с ти ро вать
в рас сма т ри ва е мый про ект ес ли и толь ко ес ли цен ность это го про ек та V

пре вос хо дит ве ли чи ну за трат не ме нее, чем в раз:

V 	 V* = I.

Так как β1 > 1 , то > 1 и V* > I, та ким об ра зом, про стое пра ви ло NPV

яв ля ет ся не кор рект ным. Не о пре де лен ность и не о бра ти мость при во дят
к на ли чию кли на меж ду кри ти че с ки ми зна че ни я ми V* и I. Раз мер это го

кли на — мно жи тель , по это му важ но изу чить его ве ли чи ну для ре аль -

ных зна че ний па ра ме т ров и из ме не ние ве ли чи ны это го мно жи те ля в от вет
на из ме не ния этих па ра ме т ров.

Ис сле до ва ние ре ше ния. Обо зна чим ле вую часть урав не ния (7.19) че рез Q.
Та ким об ра зом, Q — функ ция β.

Ко эф фи ци ент при β2 по ло жи те лен, по это му па ра бо ла име ет та кой вид,
как на рис. 7.4. Q(1) = –δ < 0, Q(0) = –ρ < 0 т.е. гра фик пе ре се ка ет го ри зон -
таль ную ось спра ва от 1 и сле ва от 0. Один ко рень, на зо вем его β1, боль ше 1,
а дру гой, на зо вем его β2, от ри ца тель ный.

β1————
β1 – 1

β1————
β1 – 1

β1————
β1 – 1

β1————
β1 – 1
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Рис. 7.4

Рас смо т рим по ве де ние β1 при из ме не нии σ2:

= + � 0.

С дру гой сто ро ны, не по сред ст вен но = σβ(β – 1) при β = β1 > 1.

Из гра фи ка рис. 7.4 оче вид но, что > 0 при β = β1.

Сле до ва тель но, < 0. Дру ги ми сло ва ми, с рос том σ зна че ние β1 умень -

ша ет ся и, сле до ва тель но, от но ше ние уве ли чи ва ет ся. Чем боль ше не -

о пре де лен ность от но си тель но бу ду ще го зна че ния V, тем боль ше клин меж -
ду V* и I, т.е. тем боль шую из бы точ ную до ход ность фир ма бу дет тре бо вать,
преж де чем она за хо чет сде лать не о бра ти мые ин ве с ти ции.

β1————
β1 – 1

∂β1——
∂σ

∂Q
——
∂β

∂Q
——
∂σ

∂Q
——
∂σ

∂β
––
∂σ

∂Q
——
∂β

dQ
——
dσ



Лег ко про ве рить, что:
• β1 воз ра с та ет, ког да δ воз ра с та ет, т.е. бо лее вы со кая δ оз на ча ет мень -

ший клин ;

• β1 умень ша ет ся, ког да ρ воз ра с та ет, т.е. бо лее вы со кое ρ ве дет к уве ли -
че нию кли на.

Ес ли σ � �, име ем β1 � 1 и V* � �, т.е. фир ма ни ког да не бу дет ин ве -
с ти ро вать, ес ли σ бес ко неч на.

Те перь рас смо т рим, что про изой дет, ес ли σ � 0:

• ес ли α > 0, то β1 � и V* � I;

• ес ли α 
 0, то β1 � � и V* � I.
Та ким об ра зом, эти ре зуль та ты сов па да ют с де тер ми нист ским слу ча ем.
Рас смо т рим по ве де ние β1 при стрем ле нии σ к 0 и к +�. Так как

то оче вид но, что β1 = 1.

По сколь ку δ = ρ – α; α = ρ – δ, име ем:
• ес ли α 
 0, то δ 	 ρ и β1 = +�;

• ес ли α > 0, то δ < ρ, тог да вы чис лим β1 по пра ви лу Ло пи та ля:

и V* = = = I.

Про ве рим, что β1 > 1, ис хо дя из ус ло вия 0 < α < ρ:
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Про ве рим, что < 0:

Про ве рим, что > 0:

Про ве рим, что < 0:

7.7. За да ча об ин ве с ти ци ях с пе ре мен ной функ ци ей за трат

Рас смо т рим бо лее об щую си ту а цию, ког да и за тра ты на про ект (пер во -
на чаль ные вло же ния) I, и по ток пла те жей, свя зан ный с про ек том (ре ле -
вант ный, ин кре мен таль ный де неж ный по ток) P яв ля ют ся не о пре де лен ны -
ми и сле ду ют ге о ме т ри че с ко му бро унов ско му дви же нию. Пред по ло жим,
что не оп ре де лен ность этих двух слу чай ных про цес сов кор ре ли ро ва на из-за

dQ
d

Q Q

Q Q

ρ β
β
ρ ρ

β
β

ρ
β

β
ρβ β

=

=
=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

+

> − > <

;

( ) ; .1
10 1 0 0

1

]

β = β1

|
|
|

∂β
––
∂ρ

dQ
d

Q Q

Q Q

δ β
β
δ δ

β δ
β β

δβ β β β

=

=
= =

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

+

> − < >

;

; .
1 1

0 0 01]

β = β1

|
|
|

∂β
––
∂δ

Q

Q

Q Q

( ) ( ) ( ) ;

lim ;

( ) ; ( )

β σ β β ρ δ β ρ

δ ρ
β

= =

=

= =

1
2

1 0

1 0 0 0

2 − + − −

+

− < − <
±f u

u

;;

( ) ;

( ) ( ) ( )

1 0

2 1 1
1 1 1 1

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

Q Q Q

Q
σ β

β
σ σ

σ
σβ β σβ β

β β

=

= =
=

+ ≡

− − >
>

00

1
2

3
1
2

1
2

2 2

1
2 2 2

1

;

;

( ) ( )

∂
∂
Q
β

σ β σ ρ δ

β σ σ ρ δ ρ δ σ

β β=

=

=− + −

− − + − −





22
2

2
2

2 2

2

1
2

2
1
2

0

1 2 3

+

− −





+ − − −





>

ρσ

ρ δ σ ρσ ρ δ σ

=

= ;

( ), ( ), ( ) ]]
∂
∂

β
σ β β= 1

0< .

β = β1

|
|
|

∂β
––
∂σ

210



не ко то рых об щих ма к ро эко но ми че с ких воз дей ст вий. Та ким об ра зом, пред -
по ло жим, что

dP = αPPdt + σPPdWP;  dI = αIIdt + σIIdWI,

при чем dWP
2 = dt; dWI

2 = dt; dWPdWI = ρdt, где W обо зна ча ет ви не ров ский
про цесс.

Де неж ный по ток ин ве с ти ци он но го про ек та P сле ду ет ге о ме т ри че с ко му
бро унов ско му дви же нию: dP = αPdt + σPdWP, и его ожи да е мое зна че ние
рас тет с тем пом α. Ес ли бу ду щие до хо ды дис кон ти ру ют ся по став ке µ, то ожи-
да е мая се го дняш няя цен ность V про ек та, ког да те ку щее зна че ние де неж но -
го по то ка (пла теж в на сто я щий мо мент) есть P, рав ня ет ся

по то му что M(dP) = αPM(P)dt, от ку да M(P) = M(P0)eαP t, и в ча ст но с ти
M(Ps) = M(Pt)eαP (s – t).

Ве ли чи на Pt/δ есть ожи да е мая в мо мент вре ме ни t се го дняш няя сто и -
мость по то ка пла те жей Ps(s 	 t), ког да на чаль ный уро вень ра вен Pt, по то му
что M(Ps) = Pte

αP (s – t), а дис кон ти ро ва ние про из во дит ся по под хо дя щей скор -
рек ти ро ван ной на риск став ке µ.

Мо дель оцен ки до ход но с ти фи нан со вых ак ти вов (CAPM) поз во ля ет нам
оп ре де лить скор рек ти ро ван ную на риск став ку дис кон ти ро ва ния µ. Для
это го нуж но, что бы сто ха с ти че с кие флук ту а ции P реп ли ци ро ва лись фи -
нан со вы ми рын ка ми, т.е. что бы су ще ст во вал тор гу е мый на фи нан со вом
рын ке ак тив или что бы мож но бы ло по ст ро ить ди на ми че с кий порт фель из
тор гу е мых на фи нан со вом рын ке ак ти вов, пол но стью кор ре ли ро ван ный
с P. Для про сто ты рас смо т ре ния мож но пред по ло жить, что вы пуск дан но го
про ек та не по сред ст вен но тор гу ет ся. В этом слу чае став ка дис кон ти ро ва ния µ
бу дет ры ноч ной скор рек ти ро ван ной на риск ожи да е мой нор мой до ход но с -
ти P.

Име ем, как и ра нее, µ = r + ϕσρpm, где r — став ка дис кон ти ро ва ния, со от -

вет ст ву ю щая без ри с ко во му де неж но му по то ку; ϕ = — ры ноч ная пре -

мия за риск; ρpm — ко эф фи ци ент кор ре ля ции меж ду дан ным ак ти вом, ко то -
рый от сле жи ва ет P, и всем ры ноч ным порт фе лем (rm — ожи да е мая
до ход ность рын ка, σm – стан дарт ное от кло не ние этой до ход но с ти).

Ин ве с то ры со гла сят ся дер жать вы пуск про ек та или ак тив, пол но стью
кор ре ли ро ван ный с P, толь ко ес ли они по лу ча ют ожи да е мую пол ную нор -
му до ход но с ти µ. От сю да α при ни ма ет фор му (вхо дит в вы ра же ние) как
ожи да е мое уве ли че ние ка пи та ла (capital gain). Ос та ток δ дол жен пред став -
лять со бой не ко то рый род ди ви ден да. Ес ли, на при мер, вы пуск яв ля ет ся
скла ди ру е мым то ва ром (нефть или медь), то δ пред став ля ет со бой чи с тую
пре дель ную до ход ность от удоб ст ва хра не ния, т.е. по ток вы год за вы че том
за трат на хра не ние, ко то рую про из во дит по след няя еди ни ца хра не ния. Эти
вы го ды мо гут вклю чать в се бя уве ли че ние воз мож но с ти бес пе ре бой но го
про из вод ст ва, из бе жа ние ос та но вок, об лег че ние пла ни ро ва ния про из вод ст -
ва и сбы та.

rm – r
————

σm

V M P e ds P e e ds P es
s t

t
t
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До хо ды «от удоб ст ва» яв ля ют ся при чи ной то го, что фир мы дер жат пред -
ме ты, вне сен ные в ин вен тарь, да же ес ли ожи да е мый при рост от них ни же
скор рек ти ро ван ной на риск став ки или да же от ри ца тель ный. Обыч но ожи -
да ют, что для боль шин ст ва то ва ров пре дель ная до ход ность хра не ния об рат -
но про пор ци о наль но за ви сит от пол но го ко ли че ст ва за па са.

Бу дем счи тать δ эк зо ген но за дан ным па ра ме т ром, хо тя на прак ти ке этот
па ра метр мо жет ме нять ся, и мы так же мо жем учесть это в на шей мо де ли.

Ког да не ко то рые ос нов ные па ра ме т ры ме ня ют ся, рав но вес ное со от но ше-
ние µ – α = δ по-преж не му долж но вы пол нять ся, но ка кие из трех ве ли чин
из ме нить для вос ста нов ле ния рав но ве сия, за ви сит от ле жа щей в ос но ве тех но -
ло гии. Мы пред по ла га ем, что без ри с ко вая став ка r и ры ноч ная це на ри с ка ϕ,
бу ду чи свой ст ва ми все го рын ка, яв ля ют ся эк зо ген ны ми для на ше го ана ли за.

Ког да у це ны ак ти ва, при но ся ще го P, воз ра с та ет, µ так же долж но воз ра -
с ти. Ес ли у есть фун да мен таль ная ры ноч ная по сто ян ная, тог да α долж но
ме нять ся в со от вет ст вии с из ме не ни ем µ. Од на ко ес ли α — фун да мен таль -
ная ры ноч ная по сто ян ная, то σ долж на ме нять ся, на при мер мо жет из ме -
нить ся пол ное ко ли че ст во за па сов. Ког да ис сле ду ют ся воз дей ст вия из ме -
не ний δ на ин ве с ти ци он ное ре ше ние фир мы, от вет бу дет за ви сеть от то го,
ка кая из этих то чек зре ния при ни ма ет ся. Во об ще го во ря, δ бу дем рас сма т -
ри вать как ос нов ной па ра метр и до пу с кать из ме не ния α.

Цен ность оп ци о на ин ве с ти ро вать за ви сит от Pt и I. Ин ту и тив но ожи да -
ем, что этот оп ци он бу дут дер жать на ру ках, ког да Pt низ кая или I вы со кие,
и бу дут ис пол нять, ког да Pt ста но вит ся до ста точ но вы со кой для дан ной I
или же I ста но вят ся до ста точ но низ ки ми для дан ной Pt.

Ри су нок 7.5 по ка зы ва ет пред по ла га е мые об ла с ти на пло с ко сти (I, P), со -
от вет ст ву ю щие ожи да нию и при ня тию ин ве с ти ци он но го про ек та, и гра ни -
цу, раз де ля ю щую их.
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Рис. 7.5

Здесь важ но сде лать свои ин ту и тив ные пред став ле ния бо лее точ ны ми
и раз вить ана ли ти че с кий ме тод на хож де ния гра ни цы двух об ла с тей и тем
са мым оп ре де ле ния оп ти маль но го ин ве с ти ци он но го пра ви ла.

Даль ней шие ша ги долж ны быть при выч ны ми. Пусть F(P, I) — цен ность
оп ци о на ин ве с ти ро ва ния. На до най ти урав не ние для не го. Пред по ла га ем,
что и утоп лен ные за тра ты, и це на вы пу с ка по то ка пла те жей по кры ва ют ся
(spanned) или реп ли ци ру ют ся су ще ст ву ю щи ми ак ти ва ми, и по это му ра бо -
та ем с ак ти ва ми, це ны ко то рых рав ны со от вет ст вен но P и I. На зо вем эти ак -
ти вы для крат ко сти «вы пуск» и «ка пи тал». Рас смо т рим порт фель, со сто я -
щий из од ной еди ни цы на ше го оп ци о на F, ко рот кой по зи ции от но си тель но
m еди ниц вы пу с ка и ко рот кой же по зи ции от но си тель но n еди ниц ка пи та -
ла. Цен ность та ко го порт фе ля

Φ = F(P, I) – mP – nI.



Рас смо т рим из ме не ние цен но с ти порт фе ля за ко рот кий вре мен ной ин -
тер вал dt. С по мо щью лем мы Ито по лу ча ем

dΦ = F ′P dP + F ′I dI + (F ′′PPσ2
PP 2 + 2F ′′PI ρσPσI PI + FII′′σ2

I I
2)dt,

от ку да

d(F – mP – nI) =

= (F ′P – m)dP + (F ′I + n)dI + (F ′′PPσ2
PP 2 + 2F ′′PI ρσPσI PI + FII′′σ2

I I
2)dt.

За ме тим, что dP и dI в пра вой ча с ти урав не ния сто ха с ти че с кие, од на ко,
по ло жив m = FP, n = FI, из ба вим ся от этих сла га е мых и сде ла ем наш порт -
фель без ри с ко вым. Тог да дер жа тель порт фе ля за ин тер вал вре ме ни
(t; t + dt) бу дет иметь без ри с ко вое уве ли че ние ка пи та ла

(F ′′PPσ2
PP 2 + 2F ′′PI ρσPσI PI + FII′′σ2

I I
2)dt.

Дер жа тель порт фе ля так же дол жен вы пол нить пла теж, со от вет ст ву ю -
щий до ход но с ти от удоб ст ва вы пу с ка и ка пи та ла, дер жа те лям длин ной по -
зи ции. Та ким об ра зом, до ход от порт фе ля ра вен

(F ′′PPσ2
PP 2 + 2F ′′PI ρσPσI PI + FII′′σ2

I I
2)dt – δP PF ′P dt – δI IF ′I  dt.

До ход от на ше го порт фе ля по без ри с ко вой став ке за ко рот кий вре мен -
ной про ме жу ток dt рав ня ет ся Φrdt.

Из ус ло вия от сут ст вия ар би т ра жа сле ду ет

(F ′′PPσ2
PP 2 + 2F ′′PI ρσPσI PI + FII′′σ2

I I
2)dt – δP PF ′P dt – δI IF ′I  dt =

= r(F – F ′P P – FI′I)dt,

от ку да, груп пи руя сла га е мые, по лу ча ем сле ду ю щее ос нов ное урав не ние:

(F ′′PPσ2
PP 2 + 2F ′′PI ρσPσI PI + FII′′σ2

I I
2) + (r – δP)PF ′P + (r – δI)IF ′I  – rF = 0.

Это урав не ние в ча ст ных про из вод ных, так как есть две не из ве ст ные пе -
ре мен ные P и I. Оно спра вед ли во в той об ла с ти пло с ко сти (P, I), где оп ти -
маль но дер жать оп ци он не ис пол нен ным. На гра ни це дан ной об ла с ти, где
оп ци он не мед лен но ис пол ня ет ся,

F(P, I) = V(P) – I = – I.

Долж ны так же вы пол нять ся ус ло вия глад ко го скле и ва ния (ка са тель ные
пло с ко сти на гра ни це долж ны сов па дать): F ′P (P, I) = V ′(P) = 1/δP; F ′I   (P, I) = –1.

Дан ное диф фе рен ци аль ное урав не ние вме с те с гра нич ны ми ус ло ви я ми
долж но оп ре де лить по ло же ние са мой гра ни цы и по ро дить ре ше ние для
функ ции F в об ла с ти ожи да ния. Тот факт, что гра ни ца яв ля ет ся не из ве ст ной,
де ла ет за да чу очень труд ной. Те о рия диф фе рен ци аль ных урав не ний в ча ст -
ных про из вод ных очень ма ло что мо жет ска зать о за да чах со сво бод ной гра -

P
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δP

1
–
2

1
–
2

1
–
2

1
–
2

1
–
2

1
–
2
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ни цей. Ана ли ти че с кое ре ше ние су ще ст ву ет ред ко, а чис лен ные ме то ды раз -
ра ба ты ва ют ся для каж дой ча ст ной си ту а ции в от дель но с ти. В прин ци пе си -
ту а ция не от ли ча ет ся от этой за да чи да же ког да толь ко це на яв ля ет ся не о -
пре де лен ной; ин ве с ти ци он ный по рог Р* не из ве с тен и яв ля ет ся точ кой
сво бод ной гра ни цы, ко то рая от де ля ет од но мер ную об ласть зна че ний Р, где
ин ве с ти ции де ла ют ся, от об ла с ти, где они не де ла ют ся. К сча с тью, в рас сма -
т ри ва е мом слу чае ес те ст вен ная од но род ность за да чи поз во ля ет све с ти ее
к од но му из ме ре нию.

Ес ли те ку щие зна че ния Р и I уд во ить, то уд во ят ся цен ность про ек та и,
та ким об ра зом, за тра ты на ин ве с ти ро ва ние. Оп ти маль ное ре ше ние, сле до -
ва тель но, долж но за ви сеть толь ко от от но ше ния р = Р/I, и, сле до ва тель но,
гра ни ца на ри сун ке долж на пред став лять со бой луч из на ча ла ко ор ди нат.
Со от вет ст вен но, цен ность оп ци о на долж на быть од но род ной сте пе ни 1 от
(P, I), поз во ляя за пи сать F(P, I) = If(P/I) = If(p), где f — функ ция, под ле жа -
щая оп ре де ле нию. По сле до ва тель но диф фе рен ци руя, по лу ча ем

F ′P (P, I) = f ′(p); F ′I  (P, I) = f(p) – pf ′′(p);

F ′′PP(P, I) = ;  F ′′PI (P, I) = –p ;  FII′′(P, I) = p2 .

Под став ляя эти вы ра же ния в диф фе рен ци аль ное урав не ние и груп пи -
руя сла га е мые, по лу ча ем

(σP
2 – 2ρσPσI + σI

2)p2f ′′(p) + (δI – δP)pf ′(p) – δI f(p) = 0.

Это обык но вен ное диф фе рен ци аль ное урав не ние для не из ве ст ной функ-
ции f(p) от ска ляр ной не за ви си мой пе ре мен ной p.

Гра нич ные ус ло вия при ни ма ют вид

f(p) = p/δP – 1, f ′(p) = 1/δP,  f(p) – pf ′(p) = –1.

Лю бое из этих трех ус ло вий мож но вы ве с ти из двух дру гих. Ха рак те ри -
с ти че с кое урав не ние на ше го диф фе рен ци аль но го урав не ния име ет вид

Q = (δP
2 – 2ρδPδI + δI

2)β(β – 1) + (δI – δP)β – δI = 0.

Пусть β1 — боль ший ко рень. Ес ли δI и δP боль ше ну ля (как мы пред по ла -
га ли), то β1 > 1. Тог да на хо дим

= p* = δP.

Этот луч, про хо дя че рез на ча ло ко ор ди нат, раз де ля ет об ла с ти ожи да ния
и ин ве с ти ро ва ния в пло с ко сти (Р, I). Ес ли δP и δI уве ли чи ва ют ся, β1 бу дет

убы вать и мно жи тель воз ра с тать. Од на ко мно жи тель бу дет убы вать,

ес ли r воз ра с та ет; при со хра не нии по сто ян ны ми ва ри а ций P и I чем боль ше
бу дет ко ва ри а ция меж ду из ме не ни я ми в Р и I, тем мень ше не о пре де лен -
ность в их от но ше нии, и, сле до ва тель но, цен ность ожи да ния бу дет умень -
шать ся.

β1————
β1 – 1

β1————
β1 – 1

Р*
——
I*

1
–
2

1
–
2

f ′′(p)
————

I
f ′′(p)
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I
f ′′(p)
————
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7.8. За да ча о по гло ще нии

Си нер ге ти че с кий эф фект сли я ния/по гло ще ния. Сли я ни ем на зы ва ют лю -
бую фор му объ е ди не ния двух или боль ше го чис ла су ще ст ву ю щих фирм в еди-
ную фир му. Имен но здесь спе ци а ли с ты по те о рии фи нан сов ча ще все го го -
во рят о си нер ге ти че с ком эф фек те.

«Си нер гия — ус ло вие, со сто я щее в том, что об щий ре зуль тат пре вос хо -
дит сум му сло жен ных эф фек тов; при си нер ге ти че с ком сли я нии сто и мость
по сле сли я ния пре вос хо дит сум му от дель ных фирм до сли я ния. Ес ли су ще -
ст ву ет си нер гия, то це лое — это боль ше, чем сум ма его ча с тей. Си нер ги ей
так же на зы ва ют: 2 плюс 2 рав ня ет ся 5»1.

Бриг хэм и Га пен ски2 вы де ля ют че ты ре ос нов ных ис точ ни ка си нер ге ти -
че с ко го эф фек та:

1)�опе ра ци он ная эко но мия, воз ни ка ю щая в ре зуль та те воз ра с та ю щей от-
да чи от мас шта ба в уп рав ле нии, мар ке тин ге, про из вод ст ве и рас пре де ле нии;

2)�фи нан со вая эко но мия, про яв ля ю ща я ся в сни же нии из дер жек по об -
слу жи ва нию дол га, уве ли че нии спо соб но с ти ком па нии по при вле че нию за -
ем ных средств, луч шей под го тов ке сде лок ана ли ти ка ми;

3)�диф фе рен ци аль ная эф фек тив ность, оз на ча ю щая, что уп рав ле ние од -
ной из фирм бы ло не эф фек тив ным и по сле сли я ния ее ак ти вы ста нут бо лее
про из во ди тель ны ми;

4)�воз рос шая ры ноч ная мощь как ре зуль тат ос лаб ле ния кон ку рен ции.
По ста нов ка за да чи о по гло ще нии. Пред по ло жим, что по ве де ние фир мы-

по гло ти те ля и фир мы-ми ше ни ра ци о наль но, обе сто ро ны об ла да ют со вер шен-
ной ин фор ма ци ей и оди на ко во про гно зи ру ют бу ду щее, и по про бу ем рас -
смо т реть про цесс сли я ния-по гло ще ния с по зи ций из ве ст но го ме то да ре аль ных
оп ци о нов3. Пусть фир ма A со би ра ет ся по гло тить фир му B и VA — цен ность
фир мы A, VB — цен ность фир мы B, VC — цен ность объ е ди нен ной фир мы,
VD = VC – VA — цен ность для фир мы A про ек та по гло ще ния фир мы B, I —
пла та фир мы A ак ци о не рам фир мы B за по куп ку их фир мы. Та ким об ра зом
сдел ка воз мож на, толь ко ес ли VB 
 I 
 VD.

Пред по ло жим, что цен ность фир мы VB и цен ность ин ве с ти ци он но го
про ек та VD, как обыч но, пред став ля ют со бой ге о ме т ри че с кие бро унов ские
дви же ния:

dVD = αDVD dt + σDVD dwD;  dVB = αBVB dt + σBVB dwB,

где α и σ — тем пы рос та и во ла тиль но с ти со от вет ст ву ю щих про цес сов; dw —
при ра ще ние ви не ров ско го слу чай но го про цес са.

Ана лиз про ве дем в три эта па. Сна ча ла бу дем счи тать, что каж дая сто ро -
на рас сма т ри ва ет це ну, ко то рую пред ла га ет дру гая сто ро на, как дан ную.
Рас смо т рим по ве де ние фир мы B, ко то рая по лу чи ла пред ло же ние о про да же,
и ус та но вим, ка кой долж на быть пред ла га е мая це на, что бы фир ма B со гла -
си лась на дан ное пред ло же ние. По ст ро им без ри с ко вый порт фель Φ, со сто -
я щий из од но го оп ци о на F(VB) про дать фир му B за об щую сум му I и из ко -
рот кой по зи ции по F ′(VB) еди ни цам ак ти ва, ко то рый яв ля ет ся реп ли кой VB.
Реп ли ка для VB — это та кой фи нан со вый ак тив, це на ко то ро го реп ли ци ру -
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ет, т.е. ко пи ру ет, вос про из во дит сто ха с ти че с кие из ме не ния про цес са VB. Дру-
ги ми сло ва ми, ко эф фи ци ент кор ре ля ции этих двух слу чай ных про цес сов
(VB и це ны реп ли ци ру ще го ак ти ва) в лю бой мо мент вре ме ни дол жен быть
ра вен еди ни це (см. так же объ яс не ния в па ра гра фе 7.6).

Цен ность та ко го порт фе ля: Φ = F(VB) – F ′(VB)VB. Дер жа тель длин ной по -
зи ции бу дет тре бо вать скор рек ти ро ван ной на риск от да чи µVB от ак ти ва VB,
ко то рая рав на при ро с ту ка пи та ла αVB плюс по ток ди ви ден дов δBVB. Сле до -
ва тель но, за эту ко рот кую по зи цию, вклю ча ю щую F ′(VB) еди ниц ак ти ва VB,
долж ны за ко рот кий ин тер вал вре ме ни dt за пла тить δBVBF ′(VB)dt. По это му
об щая от да ча от на ше го порт фе ля за ко рот кий вре мен ной про ме жу ток dt
рав на

DΦ = dF – F ′(VB)dVB – δBVBF ′(VB)dt.

По лем ме Ито dF = F ′(VB)dVB + F ′′(VB)(dVB)2, по это му

dΦ = F ′′(VB)(dVB)2 – δBVBF ′(VB)dt = F ′′(VB)VB
2σB

2dt – δBVBF ′(VB)dt

и мож но уви деть, что порт фель дей ст ви тель но без ри с ко вый. Так как порт -
фель без ри с ко вый, ус ло вие от сут ст вия ар би т ра жа име ет вид dΦ = rΦdt, где
r — без ри с ко вая став ка про цен та, и по лу ча ем

F ′′(VB)σB
2VB

2 dt – δBF ′(VB)VB dt = r (F – F ′(VB)VB)dt,

от ку да

σB
2VB

2 F ′′(VB) + (r – δB)VBF ′(VB) – rF = 0. (7.23)

Об щее ре ше ние урав не ния (7.23) име ет вид F(V) = B1VB
β1 + B2VB

β2, где β1,

β2 — кор ни ква д рат но го урав не ния σB
2β(β – 1) + (r – δB)β – r = 0, та ким об -

ра зом,

т.е. β1 > 1, β2 < 0.
Так как F(VB) = 0, по лу ча ем B1 = 0 и F(V) = B2VB

β2.

Гра нич ные ус ло вия име ют вид F(VB
*) = I – VB

*, F ′(VB
*) = –1, где VB

* — кри -
ти че с кая цен ность фир мы B, т.е. та кая цен ность дан ной фир мы, что оп ти -
маль ное пра ви ло про да жи тре бу ет про да вать фир му B, ес ли VB 
 VB

*, и от ка -
зать ся от пред ло же ния со сто ро ны фир мы A, ес ли VB < VB

*.
Тог да по лу ча ем

B2(VB
*)β2 = I – VB

*;  B2β2(VB
*)β2 – 1 = –1,

от ку да = VB
* – I, т.е. I = VB

* .
VB

*
——
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β2
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Фир ме B сле ду ет при нять пред ло же ние фир мы A от но си тель но про да жи
фир мы B, ес ли

I 	 VB , (7.24)

и от верг нуть его в про тив ном слу чае.
Те перь, зная, что це на I, на ко то рую мо жет со гла сить ся фир ма B, рав на

про из ве де нию не ко то рой кон стан ты kB на цен ность фир мы B, рас смо т рим
по ве де ние фир мы A. Оче вид но, что, оп ре де ляя для се бя оп ти маль ное пра -
ви ло ин ве с ти ро ва ния, фир ма A рас сма т ри ва ет не толь ко из ме не ние во вре -
ме ни сво ей соб ст вен ной цен но с ти и цен но с ти фир мы B, но и из ме не ние во
вре ме ни це ны про да жи фир мы B. Точ но так же и фир ма B при оп ре де ле нии
сво е го оп ти маль но го ин ве с ти ци он но го пра ви ла рас сма т ри ва ет из ме не ние
во вре ме ни не толь ко сво ей соб ст вен ной цен но с ти и цен но с ти фир мы A,
но и це ны по куп ки, пред ла га е мой фир мой A.

Те перь цен ность оп ци о на ин ве с ти ро вать яв ля ет ся функ ци ей F(VD, VB)
обе их пе ре мен ных VD и VB и при том од но род ной пер вой сте пе ни: яс но, что
ес ли VD и VB уве ли чить вдвое, то вдвое же уве ли чит ся и F(VD, VB).

Пред по ла гая, что на рын ке су ще ст ву ют реп ли ки для VD и VB, по ст ро им
без ри с ко вый порт фель Ф, со дер жа щий один оп ци он F(VD, VB), а так же ко -
рот кую по зи цию по m еди ни цам VD и ко рот кую по зи цию по n еди ни цам VB.
С по мо щью лем мы Ито на хо дим

dΦ = d(F – mVD – nVB) =

= (F ′′DDσ2
DVD

2 + 2F ′′DBρσDσBVDVB + F ′′BBσ2
B VB

2) + (F ′D – m)dVD + (F ′B – n)dVB,

где ρ — ко эф фи ци ент кор ре ля ции меж ду VD и VB.
Для то го что бы порт фель Φ был без ри с ко вым, вы бе рем m = F ′D, n = F ′B.

Дер жа тель ко рот кой по зи ции дол жен пла тить дер жа те лю длин ной по зи -
ции по ток ди ви ден дов

(mδDVD + nδBVB)dt.

С дру гой сто ро ны, до ход ность порт фе ля Φ долж на рав нять ся без ри с ко -
вой до ход но с ти r(F – mVD – nVB)dt, и по это му по лу ча ем диф фе рен ци аль ное
урав не ние

(σ2
DVD

2F ′′DD + 2ρσDσBVDVBF ′′DB + σ2
B VB

2F ′′BB) +

+ (r – δD)VDF ′D + (r – δB)VBF ′B – rF = 0. (7.25)

Гра нич ные ус ло вия име ют сле ду ю щий вид:

F(VD
*, VB

*) = VD
* – I = VD

* – kBVB
*;  F ′VB

(VD
*, VB

*) = kB;  F ′VD
(VD

*, VB
*) = 1.

Те перь вос поль зу ем ся од но род но с тью и све дем диф фе рен ци аль ное
урав не ние в ча ст ных про из вод ных (7.25) к обык но вен но му диф фе рен ци -
аль но му урав не нию.

Обо зна чим p = VD/VB. Тог да

F(VD, VB) = VBF(VD/VB, 1) = VB f(p),

где f(p) = F(p, 1). По это му

1
–
2

1
–
2

β2 – 1
————

β2
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Под став ляя дан ные вы ра же ния в урав не ние (7.25), по лу ча ем

от ку да, при во дя по доб ные и де ля на VB, на хо дим

(σ2
D – 2ρσDσB + σ2

B)p2f ′′ + (δB – δD)p2f ′ – δB f = 0. (7.26)

Гра нич ные ус ло вия при ни ма ют вид

f(p) = p – kB; (7.27)

f ′(p) = 1; (7.28)
f(p) – pf ′(p) = –kB. (7.29)

Лю бое из трех гра нич ных ус ло вий (7.27)—(7.29) мо жет быть вы ве де но
из двух ос таль ных. Об щее ре ше ние урав не ния (7.26) име ет вид

f(p) = A1 p
β1 + A2 p

β2,

где β1, β2 — кор ни ква д рат но го урав не ния

(σ2
D – 2ρσDσB + σ2

B)β(β – 1) + (δB – δD)β – δB = 0.

По это му

где σ2 = σ2
D – 2ρσDσB + σ2

B. Та ким об ра зом β1 > 1; β2 < 0. Так как f(0) = 0, име -
ем A2 = 0. Вос поль зу ем ся гра нич ны ми ус ло ви я ми:

A1 p
β1 = p – kB; (7.31)

A1β1 p
β1 – 1 = 1. (7.32)

Раз де лив урав не ние (7.31) на (7.32), ви дим, что = p* – kB, т.е.

p*(β1 – 1) = β1kB.

Ины ми сло ва ми, = kB.

Оп ти маль ное ин ве с ти ци он ное пра ви ло для фир мы A вы гля дит сле ду ю -
щим об ра зом. Фир ма A долж на по ку пать фир му B тог да и толь ко тог да, ког да
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VD 	 I, (7.33)

где β1 оп ре де ля ет ся вы ра же ни ем (7.30).
Зная те перь, что це на по куп ки, на ко то рую мо жет со гла сить ся фир ма A,

рав на про из ве де нию не ко то рой кон стан ты kD на цен ность VD для фир мы A
про ек та по куп ки фир мы B, рас смо т рим по ве де ние фир мы B. За дав шись во -
про сом, ког да же ак ци о не рам фир мы B сле ду ет про да вать свою фир му, мы,
оче вид но, по лу чим то же са мое диф фе рен ци аль ное урав не ние (7.26), гра -
нич ные ус ло вия те перь при мут вид

f(p) = kD p – 1;  f ′(p) = kD;  f(p) – pf ′(p) = –1,

и мы при дем к ре ше нию

= ,

где β1 — по ло жи тель ный ко рень урав не ния (7.30). Та ким об ра зом, оп ти -
маль ное пра ви ло про да жи для фир мы B вы гля дит сле ду ю щим об ра зом.
Фир ме B сле ду ет от клик нуть ся на пред ло же ние фир мы A тог да и толь ко
тог да, ког да

VB 
 I. (7.34)

Из фор му лы (7.33) по лу ча ем, что KD = , а из фор му лы (7.34) — что

KB = . При этом . Вве дем в рас смо т ре ние ве ли чи ну θ = – 1.

Это та до ля ры ноч ной сто и мо с ти фир мы B, ко то рую по лу чат ее соб ст вен -
ни ки в ка че ст ве пре мии. Име ем:

I = (1 + θ)VB
*,  VD

* = (1 + θ)I = (1 + θ)2VB
*,

т.е. соб ст вен ни ки фир мы B по лу ча ют θVB
*, а фир ме A до ста ет ся θI = θ(1 + θ)VB

*

от сум мар но го си нер ге ти че с ко го эф фек та сли я ния VD
* – VB

* = (2θ + θ2)VB
*.

Та ким об ра зом, ес ли соб ст вен ни ки фир мы B не мед лен но по лу ча ют кро -
ме ры ноч ной сто и мо с ти сво ей фир мы еще и про цент q ее ры ноч ной сто и мо -
с ти в ви де пре мии за про да жу, т.е. по лу ча ют (1 + θ)VB

* се го дня же, то соб ст -
вен ни ки фир мы A по лу ча ют от по гло ще ния фир мы B в те че ние всей
бу ду щей де я тель но с ти фир мы A ин кре мен таль ный де неж ный по ток, чи с -
тая при ве ден ная сто и мость ко то ро го рав на θ(1 + θ)VB

* = θVB
* + θ2VB

*, но се го -
дня и в бли жай шем бу ду щем они ско рее все го тер пят од ни лишь убыт ки.

7.9. За да чи те о ре ти че с ких ос нов эле к т ро тех ни ки, 
по лез ные для эко но ми че с ко го об ра зо ва ния, 

на ре ше ние сто ха с ти че с ких диф фе рен ци аль ных урав не ний

Рас смо т рим по сле до ва тель ный RLC-кон тур, под клю чен ный к ис точ ни -
ку на пря же ния E(t). За ряд на ем ко ст ном эле мен те в мо мент вре ме ни t удов -
ле тво ря ет диф фе рен ци аль но му урав не нию
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LQ′′(t) + RQ′(t) + Q(t) = E(t),  Q(0) = Q0, Q′(0) = I0,

где L — ин дук тив ность; R — со про тив ле ние; C — ем кость; I0 — ток в на чаль -
ный мо мент; E(t) — на пря же ние ис точ ни ка в мо мент t.

Пред по ло жим, что не ко то рые ко эф фи ци ен ты – ска жем, пра вая часть
урав не ния – не яв ля ют ся де тер ми ни ро ван ны ми, а име ют вид

E(t) = G(t) + «шум» = G(t) + αWt,

где «шум» пред став ля ет со бой бро унов ское дви же ние Wt с по сто ян ным
мно жи те лем α = const. Диф фе рен ци аль ное урав не ние, ко эф фи ци ен ты ко -
то ро го мо гут быть слу чай ны ми ве ли чи на ми, на зы ва ет ся сто ха с ти че с ким
диф фе рен ци аль ным урав не ни ем. Вве дем век тор

и по лу чим си с те му диф фе рен ци аль ных урав не ний

или в ма т рич ных обо зна че ни ях

dX = dX(t) = AX(t)dt + H(t)dt + KdWt, (7.35)

где а Wt — од но мер -

ное бро унов ское дви же ние.
Пе ре пи шем по лу чен ное дву мер ное сто ха с ти че с кое диф фе рен ци аль ное

урав не ние (7.35) в сле ду ю щем ви де:

exp(–At)dX(t) – exp(–At)AX(t)dt = exp(–At)(H(t)dt + KdWt), (7.36)

где для про из воль ной (n � n)-ма т ри цы F оп ре де ля ем exp(F) как (n � n)-ма -

т ри цу, за да ва е мую ря дом exp(F) = F n.

Для ре ше ния диф фе рен ци аль но го урав не ния (7.36) вос поль зу ем ся дву -
мер ным ва ри ан том фор му лы Ито (см. те о ре му 7.3). При ме ним его к функ -

ции g: [0; �) � �2 � �2, за да ва е мой ра вен ст вом g(t, X1, X2) = exp(–At) .

По лу чим

d(exp(–At)X(t)) = (–A)exp(–At)X(t)dt + exp(–At)dX(t). (7.37)

Под ста нов ка вы ра же ния (7.37) в фор му лу (7.36) да ет

d(exp(–At)X(t)) = exp(–At)(H(t)dt + KdWt),
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или

exp(–At)X(t) – X(0) = exp(–As)H(s)ds + exp(–As)KdWs.

Ин те г ри руя по ча с тям (те о ре ма 7.2), по лу ча ем

X(t) = exp(At) X(0) + exp(–At)KWt + exp(–As)(H(s) + AKWs)ds .

Мы по лу чи ли вы ра же ние для дву мер но го про цес са X(t), пер вая ком по -
нен та ко то ро го пред став ля ет со бой за ряд на ем ко с ти (на кон ден са то ре),
а вто рая ком по нен та — ток в кон ту ре в мо мент вре ме ни t. Как и в де тер ми -
нист ском слу чае, и за ряд, и ток име ют как сво бод ную, оп ре де ля е мую соб ст -
вен ны ми ча с то та ми це пи, так и вы нуж ден ную со став ля ю щую, оп ре де ля е мую
вход ным воз дей ст ви ем. Од на ко в на шем слу чае вы нуж ден ная со став ля ю -
щая ре ак ции име ет как де тер ми ни ро ван ную, так и сто ха с ти че с кую со став -
ля ю щие.

За да чи для са мо сто я тель но го ре ше ния
7.1. Пусть Z — стан дарт ная нор маль ная слу чай ная ве ли чи на. Яв ля ет ся ли слу -

чай ный про цесс ви не ров ским? (Ука за ние. До ста точ но про ве рить свой ст -
ва 1—3 ви не ров ско го про цес са из па ра гра фа 7.1.)

7.2. Пусть Wt и W� t — два не за ви си мых ви не ров ских про цес са, а ρ — кон стан та,

по мо ду лю мень шая еди ни цы. Яв ля ет ся ли слу чай ный про цесс Xt = ρWt + W� t

ви не ров ским? (Ука за ние. До ста точ но про ве рить свой ст ва 1—3 ви не ров ско го про -
цес са из па ра гра фа 7.1).

7.3. Рас смо т рим бро унов ское дви же ние со сно сом: St = σWt + µt. По ка жи те, что
для лю бых зна че ний σ (σ ��0), µ, T (T > 0) су ще ст ву ет по ло жи тель ная ве ро ят ность
то го, что ST < 0.

7.4. Рас смо т рим про цесс Орн штей на — Улен бе ка:

dx = η(x – x)dt + σdWt.

Здесь x — не ко то рый «нор маль ный» уро вень x, т.е. тот уро вень, к ко то ро му x
стре мит ся вер нуть ся; η — ско рость воз вра ще ния. Тре бу ет ся вы ра зить ма те ма ти че -
с кое ожи да ние про цес са xt как функ цию вре ме ни, ес ли из ве ст но, что в на чаль ный
мо мент уро вень x был x0.

7.5. С по мо щью лем мы Ито вы чис ли те d2eWt, где Wt — ви не ров ский про цесс.

7.6. С по мо щью лем мы Ито вы чис ли те , где Wt — ви не ров ский про цесс.

7.7. С по мо щью лем мы Ито вы чис ли те d Wt
7, где Wt — ви не ров ский про цесс.

7.8. С по мо щью лем мы Ито вы чис ли те dWt
12, где Wt — ви не ров ский про цесс.

7.9. С по мо щью лем мы Ито вы чис ли те сто ха с ти че с кий ин те г рал 2WtdWt, где

Wt — ви не ров ский про цесс.
7.10. Слу чай ный про цесс zt пред став ля ет со бой бро унов ское дви же ние со сно -

сом dzt = 2dt + 3dWt, где Wt — ви не ров ский про цесс. За пи ши те вы ра же ние про цес са
F(zt, t) = tzt в диф фе рен ци аль ной фор ме.
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7.11. Вы ра зи те deWt
2 t, где Wt — ви не ров ский про цесс, как бро унов ское дви же ние.

7.12. Вы чис ли те сто ха с ти че с кий ин те г рал 2Wt
2dWt как ли ней ную ком би на цию

слу чай ных про цес сов или (и) ри ма нов ских ин те г ра лов от слу чай ных про цес сов.
7.13. По ка жи те, что ес ли Bt — де тер ми ни ро ван ный про цесс, а Xt — слу чай ный

про цесс, то d(BtXt) = Bt dXt + Xt dBt.
7.14. Ак ция од но го пред при я тия ко ти ру ет ся 8 ян ва ря по це не 245 руб. В тот же

день мож но бы ло про дать и ку пить колл-оп ци он этой ак ции со сро ком об ра ще ния
до 15 ию ня то го же го да с ба зис ной це ной 260 руб. по це не 6,10 руб. Со от вет ст ву ю -
щая без ри с ко вая го до вая став ка про цен та со ста ви ла rF = 7%.

Тре бу ет ся рас счи тать те о ре ти че с кую це ну колл-оп ци о на с по мо щью мо де ли
Блэ ка — Шо ул са при до пу ще нии, что мо мент ная во ла тиль ность це ны ак ции со -
став ля ет 2%.

Ес ли бы вам за да ли во прос, пре вы ша ет ли под ра зу ме ва е мая во ла тиль ность1 2%,
то что бы вы от ве ти ли и как бы вы обос но ва ли свой от вет?

7.15. Ак ция име ет те ку щую сто и мость 100 руб. Страйк колл-оп ци о на ра вен
102 руб. Пе ри од ис пол не ния со став ля ет де вять ме ся цев. Про цент ная став ка (но ми -
наль ная го до вая при не пре рыв ном на чис ле нии) со став ля ет 15%. Риск из ме не ния
це ны ак ции (во ла тиль ность) со став ля ет 20%. Оп ре де ли те рав но вес ную (те о ре ти че -
с кую) це ну оп ци о на.

7.16. Пред по ло жим, что на не ко то рый ак тив, ко то рый про да ет ся по це не 51,50 долл.,
име ют ся оп ци о ны со страй ка ми 40, 50 и 60 долл. Це на колл-оп ци о на со страй ком
50 долл. рав на 4,50 долл.

1.�Ка ко ва соб ст вен ная цен ность это го оп ци о на?
2.�Яв ля ет ся ли этот оп ци он колл-оп ци о ном «в день гах»?
3.�Ка ко ва спе ку ля тив ная пре мия за этот оп ци он?
4.�Ка кой про цент со став ля ет спе ку ля тив ная пре мия от це ны ос нов но го ак ти ва?
5.�Яв ля ют ся ли оп ци о ны 40 и 60 долл. оп ци о на ми «в день гах»?
Про колл-оп ци он го во рят, что он «в день гах», ес ли спот-це на ос нов но го ак ти ва

боль ше, чем сум ма страй ка и пре мии. Про пут-оп ци он го во рят, что он «в день гах»,
ес ли его страйк боль ше, чем сум ма его пре мии и спот-це ны ос нов но го ак ти ва.

7.17. Хо дят слу хи, что кор по ра ция ВГ бу дет по гло ще на кор по ра ци ей АБ. Те ку -
щая це на ак ций ком па нии ВГ рав на 300 руб. Вам уда лось под слу шать, что со вет ди -
рек то ров AБ при мет окон ча тель ное ре ше ние в те че ние бли жай ших двух не дель. Ес -
ли по гло ще ние про изой дет, це на ак ций ВГ воз ра с тет до 400 руб., ес ли нет, то упа дет
до 200 руб. Пред ло жи те оп ци он ную стра те гию, ис поль зу ю щую эту но вость.

7.18. Пред по ло жим, что ин ве с тор име ет фон до вый порт фель, ко то рый он не
име ет пра ва про да вать в те че ние ше с ти ме ся цев. Объ яс ни те, по че му ис поль зо ва ние
оп ци о нов мо жет по ка зать ся при вле ка тель ным, и как оп ци о ны мо гут быть ис поль -
зо ва ны.

7.19. Пред по ло жим, что ин ве с тор име ет аме ри кан ский колл-оп ци он со страй -
ком 50 фун тов стер лин гов, ко то рый ис те ка ет в кон це го да. Что на до пред при нять,
ес ли те ку щая це на ос нов но го ак ти ва рав на 53,47 фун тов стер лин гов?

7.20. Па рал лель ный RLC-кон тур под клю ча ет ся к ис точ ни ку то ка I(t) + βWt, β =
= const, Wt — од но мер ный бро унов ский про цесс. Най ди те по то кос цеп ле ние Ψ(t) на
ин дук тив ном эле мен те как функ цию вре ме ни, ес ли Ψ(0) = Ψ0, Ψ′0 = U0.

t
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0

——————————
1 Под ра зу ме ва е мой во ла тиль но с тью на зы ва ет ся та кое зна че ние мо мент ной во ла тиль но с -

ти, для ко то ро го те о ре ти че с кая мо дель оцен ки да ет це ну колл-оп ци о на, в точ но с ти со от вет -
ст ву ю щую фак ти че с ки на блю да е мой це не.



Гла ва 8 
МАКРОЭКОНОМИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ

В ре зуль та те изу че ния гла вы 8 сту дент дол жен:
знать
• ос нов ные тра ди ци он ные мо де ли ма к ро эко но ми ки;
• те о рию эн до ген но го рос та;
уметь
• ре шать за да чи оп ти маль но го уп рав ле ния;
• вы пи сы вать ла г ран жи ан и га миль то ни ан;
вла деть
• прин ци пом мак си му ма Пон т ря ги на.

8.1. Тра ди ци он ные мо де ли ма к ро эко но ми ки

8.1.1. Не о клас си че с кая ма к ро эко но ми че с кая мо дель

Опи са ние мо де ли. Про стей шая не о клас си че с кая мо дель от ра жа ет
взгля ды на ма к ро эко но ми че с кие про бле мы эко но ми с тов-не о клас си ков до
вы де ле ния ма к ро эко но ми ки в от дель ную от расль эко но ми че с кой на уки.
Эти взгля ды мож но пред ста вить сле ду ю щим об ра зом.

Эко но ми ка функ ци о ни ру ет по за ко нам со вер шен ной кон ку рен ции. Эко -
но ми че с кие аген ты фор ми ру ют свои пла ны не за ви си мо друг от дру га, ори -
ен ти ру ясь толь ко на це ны. Ко ор ди на ция этих пла нов осу ще ств ля ет ся че рез
ес те ст вен ный ме ха низм це но об ра зо ва ния: ес ли на рын ке не ко то ро го про -
дук та или фак то ра спрос пре вы ша ет пред ло же ние, то це на на дан ный про -
дукт или фак тор рас тет, ес ли пред ло же ние пре вы ша ет спрос — па да ет. Под
cо сто я ни ем рав но ве сия на рын ке по ни ма ет ся та кое со сто я ние, при ко то ром
спрос сов па да ет с пред ло же ни ем.

В слу чае ког да в эко но ми ке до сти га ет ся со сто я ние рав но ве сия на всех
рын ках, го во рят о со сто я нии об ще го эко но ми че с ко го рав но ве сия. Оно рас -
сма т ри ва ет ся как оп ти маль ное со сто я ние для об ще ст ва в це лом. При этом
пред по ла га ет ся, что все це ны яв ля ют ся гиб ки ми, что спо соб ст ву ет бы с т ро -
му пе ре хо ду эко но ми ки из лю бо го на чаль но го со сто я ния в со сто я ние об ще -
го эко но ми че с ко го рав но ве сия, от кло не ния от ко то ро го воз мож ны, но но -
сят крат ко вре мен ный ха рак тер.

Важ ную роль иг ра ет пред по ло же ние о том, что дей ст ву ет так на зы ва е -
мый за кон Сэя, ко то рый в са мой об щей фор му ли ров ке ут верж да ет, что
пред ло же ние по рож да ет спрос, по сколь ку уве ли че ние вы пу с ка то ва ров оз -
на ча ет рост до хо дов, ко то рый, в свою оче редь, ве дет к уве ли че нию спро са.

Что ка са ет ся де нег, то в пер вом при бли же нии пред по ла га ет ся дей ст вие
ко ли че ст вен ной те о рии де нег, ко то рая в сво ей про стей шей фор му ли ров ке
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сво дит ся к ут верж де нию о том, что эк зо ген ное уве ли че ние де неж ной мас сы
при во дит к про пор ци о наль но му из ме не нию уров ня цен. День ги пред по ла -
га ют ся ней т раль ны ми в том смыс ле, что из ме не ние де неж ной мас сы не вли -
я ет на ре аль ные пе ре мен ные.

Вы вод, ко то рый ес те ст вен но вы те ка ет из не о клас си че с кой мо де ли, со -
сто ит в том, что эко но ми че с кий по ря док дол жен га ран ти ро вать эко но ми че -
с кую сво бо ду, а вме ша тель ст во го су дар ст ва в эко но ми че с кую жизнь сле ду -
ет све с ти к ми ни му му.

В мо де ли в яв ном ви де при сут ст ву ют че ты ре рын ка: ры нок тру да, ры нок
един ст вен но го ус лов но го про дук та (ры нок то ва ров и ус луг), ры нок ка пи та ла,
ры нок де нег. Ре пре зен та тив ны ми уча ст ни ка ми яв ля ют ся про из во ди тель,
по тре би тель, го су дар ст во.

Про из во ди тель за да ет ся про из вод ст вен ной функ ци ей F(L), удов ле тво -
ря ю щей стан дарт ным пред по ло же ни ям. Он ре ша ет за да чу

PY – WL � max, Y 
 F(L), или PF(L) – WL � max. (8.1)

Здесь P — це на един ст вен но го про дук та (ин декс цен); W — но ми наль ная
за ра бот ная пла та; L — за тра ты тру да; Y — вы пуск един ст вен но го про дук та
в ре аль ном ис чис ле нии.

В ре зуль та те ре ше ния за да чи (8.1) про из во ди тель предъ яв ля ет спрос на
ра бо чую си лу в раз ме ре Ld = Ld(w) и фор ми ру ет пред ло же ние про дук та
в ко ли че ст ве Y s = Y s(w). Здесь w = W/Р — ре аль ная за ра бот ная пла та.

Под черк нем, что Ld и Y s за ви сят имен но от ре аль ной за ра бот ной пла ты.
Дей ст ви тель но, за да чу (8.1) мож но пе ре пи сать в ви де F(L) — wL � max.
Тем са мым при каж дом за дан ном w спрос на ра бо чую си лу Ld пред став ля ет
со бой ре ше ние урав не ния F ′(L) = w, т.е. Ld(w) = F ′–1(w). Со от вет ст вен но,
Y s(w) = F(Ld(w)) = F(F ′–1(w)). На рис. 8.1 изо б ра жен гра фик F ′(L) (здесь L
рас сма т ри ва ет ся в ка че ст ве не за ви си мой пе ре мен ной). Ес ли же в ка че ст ве
не за ви си мой пе ре мен ной рас сма т ри вать w, то та же са мая кри вая пред став -
ля ет со бой гра фик об рат ной к F ′(w) функ ции, т.е. гра фик функ ции спро са
на ра бо чую си лу F d.
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Рис. 8.1

Так же в дан ной мо де ли пред по ла га ет ся, что про из во ди тель еще и ин ве -
с ти ру ет. Точ нее, он пла ни ру ет осу ще ст вить ка пи та ло вло же ния и по это му
предъ яв ля ет ин ве с ти ци он ный спрос на един ст вен ный про дукт в объ е ме I =
I(r) (этот спрос за да ет ся ин ве с ти ци он ной функ ци ей от став ки про цен та r).

Сле ду ю щий уча ст ник рын ка, го су дар ст во, за да ет раз мер взи ма е мых на -
ло гов T = T , объ ем го су дар ст вен ных за ку пок G = G (и то и дру гое — в ре аль -
ном ис чис ле нии), а так же объ ем де неж ной мас сы (пред ло же ния де нег)
M = M. Пред по ло жим, что объ ем вы пу с ка за дан на не ко то ром уров не Y.



Ре пре зен та тив ный по тре би тель по лу ча ет весь до ход от про из вод ст ва.
Вспо ми ная, что на ци о наль ный про дукт ра вен со во куп но му до хо ду, за клю ча-
ем, что до ход по тре би те ля (в ре аль ном ис чис ле нии) ра вен той же ве ли чи не Y.
Из не го он пла тит на лог в раз ме ре T = T . По сле это го в его рас по ря же нии
ос та ет ся рас по ла га е мый до ход Yd = Y – T , ко то рый де лит ся на по тре би тель -
ские рас хо ды С = С(Yd) (функ ция по треб ле ния удов ле тво ря ет стан дарт ным
пред по ло же ни ям) и ча ст ные сбе ре же ния

Sp = Yd – C = Y – T – C(Y – T ).

По тре би тель яв ля ет ся так же ис точ ни ком пред ло же ния ра бо чей си лы
Ls = Ls( ) (оно пред по ла га ет ся не убы ва ю щей функ ци ей ре аль ной за ра бот -

ной пла ты, это обо зна че но сим во лом «+» под бук вой «w»).
Рав но ве сие. Рав но вес ная ре аль ная за ра бот ная пла та w* яв ля ет ся ре ше ни-

ем урав не ния Ld(w) = Ls(w), за да ю ще го рав но ве сие на рын ке тру да (рис. 8.2).
Со от вет ст вен но, рав но вес ный уро вень за ня то с ти ра вен L* = Ld(w*) = Ls(w*).

w
+
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Рис. 8.2

На рын ке то ва ров и ус луг пред ло же ние про дук та уже опи са но, а что ка -
са ет ся спро са Yd, то он пред став ля ет со бой сум му пла ни ру е мо го ча ст но го
по треб ле ния

C = C(Y s – T ) (8.2)

ин ве с ти ци он но го спро са I(r) и пла ни ру е мо го го су дар ст вен но го по треб ле -
ния G = G. За ме тим, что в фор му ле (8.2) рас по ла га е мый до ход оп ре де ля ет -
ся ис хо дя из пред по ло же ния, что вы пол ня ет ся за кон Сэя. Итак, спрос на
про дукт ра вен Yd = C(Ys – T ) + I(r)G. Ус ло вие рав но ве сия на рын ке то ва ров
и ус луг име ет вид Ys = Y d.

На рын ке ка пи та ла пред ло же ние S пред став ля ет со бой сум му ча ст ных
сбе ре же ний Sp и го су дар ст вен ных сбе ре же ний Sg = (T – G) т.е. S = Sp + Sg.
Здесь не пред по ла га ет ся ра вен ст ва T = G и впол не до пу с ти мо, что T < G,
т. е. Sg < 0. В этом слу чае бу дет иметь ме с то пер вич ный де фи цит го су дар ст -
вен но го бю д же та, ко то рый бу дет по кры вать ся за счет вы пу с ка го су дар ст -
вен ных об ли га ций. Спрос на рын ке ка пи та лов — это ин ве с ти ци он ный
спрос, он ра вен ве ли чи не I = I(r). Ус ло вие рав но ве сия на рын ке ка пи та лов
име ет вид S = I. Его мож но пе ре пи сать как (T – G) + Sp = I(r) или, ина че,

Sp – (G – T ) = I(r). (8.3)

Со дер жа тель но это урав не ние оз на ча ет, что ча ст ные сбе ре же ния мож но
де лать по сред ст вом ин ве с ти ро ва ния или по сред ст вом при об ре те ния го су -
дар ст вен ных об ли га ций. Его ре ше ние r* (при за дан ном Sp) пред став ля ет со -
бой рав но вес ную став ку про цен та.



За ме тим, что ус ло вие рав но ве сия на рын ке то ва ров и ус луг эк ви ва лент -
но ус ло вию рав но ве сия на рын ке ка пи та лов. Дей ст ви тель но, ус ло вие рав -
но ве сия на рын ке то ва ров и ус луг пред став ля ет со бой ра вен ст во

Y s = C(Ys – T ) + I(r) + G,

ко то рое мо жет быть пе ре пи са но в ви де

Sp + T = Y s – C(Ys – T ) = I(r) + G,

эк ви ва лент ном вы ра же нию (8.3).
Что ка са ет ся рын ка де нег, то спрос на ре аль ные де неж ные ос тат ки в эко -

но ми ке в це лом оп ре де ля ет ся как (М/Р)s = Y s/V, т. е. он про пор ци о на лен
на ци о наль но му про дук ту в ре аль ном ис чис ле нии. Здесь V > 0 — по сто ян -
ная ско рость об ра ще ния де нег. Ко ли че ст во де нег, т.е. объ ем де неж ной мас -
сы, за да ет ся го су дар ст вом на не ко то ром уров не M, а пред ло же ние ре аль ных
за па сов де неж ных средств (М/Р)s оп ре де ля ет ся ра вен ст вом (M/P)s = M/P.
Урав не ние рав но ве сия на де неж ном рын ке име ет вид (М/Р)s = (М/P)d.

Итак, мож но оп ре де лить рав но ве сие в дан ной мо де ли как на бор (w*, r*,
W*, P*, L*, Y*, C*, I*, Sp

*), за да ва е мый сле ду ю щим об ра зом: w* — это ре ше -
ние урав не ния Ld(w) = Ls(w); L* = Ld(w*) = Ls(w*); Y*(w) = F(L*); C* =
= C(Y* – T ); r* — это ре ше ние урав не ния Y* = C(Y* – T ) + I(r) + G; I* = I(r*);
Sp

* = I(r*) + (G – T ) = Y* – T – C*; P* = MV/Y*; W* = P*w*.
Не слож но по ка зать, что при не ко то рых ес те ст вен ных пред по ло же ни ях

со сто я ние рав но ве сия су ще ст ву ет и един ст вен но.
Не рав но ве сие на рын ке тру да. Клю че вую роль в мо де ли иг ра ет ры нок

тру да. Рав но ве сие на этом рын ке оп ре де ля ет рав но ве сие в мо де ли в це лом.
Для по ни ма ния ду ха мо де ли сле ду ет уяс нить, как в ее рам ках мо жет воз ни -
кать си ту а ция, при ко то рой за ня тость и вы пуск ока зы ва ют ся ни же рав но -
вес но го уров ня. Та кая си ту а ция бу дет вы зва на от сут ст ви ем рав но ве сия на
рын ке тру да.

Ес ли уро вень w ре аль ной за ра бот ной пла ты ока зал ся ни же рав но вес но -
го зна че ния w*, то пред ло же ние ра бо чей си лы Ls(w) ока жет ся мень ше как
спро са Ld(w), так и рав но вес но го уров ня за ня то с ти L* (рис. 8.3). В этом слу -
чае на блю да ет ся из бы точ ный спрос на ра бо чую си лу в раз ме ре Ld(w) – Ls(w),
уро вень за ня то с ти L оп ре де ля ет ся пред ло же ни ем ра бо чей си лы, т. е. вы пол -
ня ет ся ра вен ст во L = Ls(w), а уро вень вы пу с ка Y оп ре де ля ет ся за ня то с тью,
Y = F(L), при чем вы пуск бу дет то же ни же рав но вес но го, Y < Y*. Та кая си -
ту а ция хо тя и пред став ля ет ся воз мож ной, ско рее все го бу дет не дол го веч -
ной, по сколь ку те про из во ди те ли, ко то рые ис пы ты ва ют не до ста ток в ра бо -
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чей си ле, под ни мут уро вень ре аль ной за ра бот ной пла ты. В ре зуль та те из -
бы точ ный спрос на ра бо чую си лу вско ре ис чез нет.

Ес ли же, на обо рот, ре аль ная за ра бот ная пла та ус та нав ли ва ет ся на уров -
не ––w, пре вы ша ю щем рав но вес ный, т. е. вы пол ня ет ся не ра вен ст во ––w > w*,
то воз ни ка ет из бы точ ное пред ло же ние ра бо чей си лы (без ра бо ти ца) в раз -
ме ре Ls(––w) – Ld(––w). Уро вень за ня то с ти L бу дет оп ре де лять ся спро сом на ра -
бо чую си лу, L = Ld(––w), уро вень вы пу с ка — за ня то с тью Y = F(L), при чем, как
и в пре ды ду щем слу чае, Y < Y*. Что ка са ет ся от ве та на во прос о том, как бы -
с т ро без ра бо ти ца умень шит ся и ис чез нет, то он за ви сит от пред по ло же ний
о сте пе ни гиб ко с ти ре аль ной за ра бот ной пла ты в сто ро ну умень ше ния. Ес -
ли она яв ля ет ся до ста точ но гиб кой, то без ра бо ти ца вско ре ис чез нет. В про -
тив ном слу чае, ес ли, на при мер, проф со ю зы не поз во ля ют по ни зить ре аль -
ную за ра бот ную пла ту, без ра бо ти ца мо жет ока зать ся дол го веч ной.

8.1.2. Про стей шая кейн си ан ская мо дель

Опи са ние мо де ли. В пе ри од меж ду дву мя ми ро вы ми вой на ми функ ци -
о ни ро ва ние эко но ми ки За па да бы ло да ле ким от не о клас си че с ко го иде а ла.
До ве рие к са мо ре гу ли ру ю щей спо соб но с ти рын ка бы ло по до рва но. При -
шло ра зо ча ро ва ние в не о клас си че с ком взгля де на ма к ро эко но ми че с кие
про бле мы. Это ра зо ча ро ва ние при ве ло к по яв ле нию кейн си ан ской те о рии,
со здан ной ан г лий ским уче ным и пуб ли ци с том Джо ном Мей нар дом Кейн -
сом (1883—1946).

В ос но ве кейн си ан ской ма к ро эко но ми че с кой те о рии ле жит от каз от ги -
по те зы о дей ст вии за ко на Сэя. В этом слу чае ло ги ка рас суж де ний при мер -
но сле ду ю щая. Це ны не мо гут оп ре де лять то го ко ли че ст ва про дук ции, ко -
то рое бу дет про из ве де но; да же ес ли уро вень цен и за ра бот ной пла ты та ков,
что вы год но под дер жи вать вы со кий уро вень вы пу с ка и за ня то с ти, все рав -
но нет га ран тии, что весь пла ни ру е мый вы пуск най дет сво е го по ку па те ля.
Ско рее все го, ре аль но про из ве ден ной бу дет толь ко та про дук ция, на ко то -
рую га ран ти ро ван спрос. Да же ес ли объ ем рас хо дов, ко то рые же ла ют осу -
ще ст вить эко но ми че с кие аген ты, до ста точ но боль шой, мо жет слу чить ся
так, что их эф фек тив ный (пла те же спо соб ный) спрос в каж дый мо мент ока -
жет ся су ще ствен но мень шим. Тем са мым уро вень про из вод ст ва и за ня то с -
ти оп ре де ля ет ся эф фек тив ным спро сом, а не «чи с ты ми же ла ни я ми». Спрос
по рож да ет пред ло же ние, а не на обо рот. Глав ный вы вод, ко то рый сле ду ет из
кейн си ан ских мо де лей, со сто ит в сле ду ю щем: ес ли со во куп ный эф фек тив -
ный спрос в эко но ми ке слиш ком мал, что бы обес пе чить пол ную за ня тость,
го су дар ст во долж но про во дить ак тив ную эко но ми че с кую по ли ти ку, на -
прав лен ную на сти му ли ро ва ние со во куп но го спро са.

Ос нов ные ка че ст вен ные от ли чия кейн си ан ских мо де лей от не о клас си -
че с кой со сто ят в сле ду ю щем. В не о клас си че с кой мо де ли клю че вую роль иг -
ра ет ры нок тру да, уро вень вы пу с ка оп ре де ля ет ся рав но вес ной за ня то с тью.
В кейн си ан ских мо де лях со сто я ние рав но ве сия не пред по ла га ет пол ной за -
ня то с ти, вы пуск про дук та оп ре де ля ет ся спро сом на не го, а за ня тость оп ре -
де ля ет ся уров нем вы пу с ка. Все эти пред по ло же ния яв но или не яв но от ра -
жа ют тот факт, что кейн си ан ские мо де ли — мо де ли крат ко сроч ные, ког да
уро вень цен и но ми наль ной за ра бот ной пла ты в ко рот ком про ме жут ке не
ме ня ет ся.
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Уча ст ни ки в про стей шей кейн си ан ской мо де ли те же, что и в не о клас си -
че с кой. Что же ка са ет ся рын ков, то их два: ры нок то ва ров и ус луг и ры нок
ка пи та ла.

Спрос на про дук цию Y d за ви сит от пла ни ру е мо го вы пу с ка Y и пред став -
ля ет со бой сум му пла ни ру е мо го по треб ле ния, ин ве с ти ци он но го спро са
I = I и пла ни ру е мых го су дар ст вен ных за ку пок G = G, т.е.

Y d = Y d(Y) = C(Y – T ) + I + G.

Пред по ла га ет ся, что ин ве с ти ци он ный спрос за дан эк зо ген но и не за ви -
сит от став ки про цен та.

В рам ках этой мо де ли, как и в рам ках кейн си ан ско го под хо да в це лом,
вы пуск оп ре де ля ет ся спро сом. Ус ло вие рав но ве сия на рын ке то ва ров и ус -
луг име ет вид Y d(Y) = Y. На пом ним, что в не о клас си че с кой мо де ли спрос на
про дук цию в со сто я нии рав но ве сия был ра вен пред ло же нию, вы те ка ю ще -
му из ре ше ния про из во ди те лем за да чи о мак си ми за ции при бы ли. Здесь же
со спро сом урав ни ва ет ся пла ни ру е мый вы пуск. Точ нее, пла ни ру е мый вы -
пуск оп ре де ля ет ся спро сом, и он ни как не свя зан с пред ло же ни ем в не о -
клас си че с ком смыс ле. Тем са мым рав но вес ный уро вень вы пу с ка Y* пред -
став ля ет со бой (рис. 8.4) ре ше ние урав не ния

Y = C(Y – T ) + I + G. (8.4)
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Рис. 8.4

Что ка са ет ся рын ка ка пи та ла, то уро вень ча ст ных сбе ре же ний Sр рас сма -
т ри ва ет ся как функ ция от пла ни ру е мо го вы пу с ка,

Sp(Y) = Y – Y – C(Y – T ).

Со во куп ные сбе ре же ния (пред ло же ние ка пи та ла) S рав ны сум ме ча ст ных
сбе ре же ний Sр(Y) и го су дар ст вен ных сбе ре же ний (T – G),

S = S(Y) = Sp(Y) + (T – G).

Ус ло вие рав но ве сия име ет вид S = I , или, ина че, Sp(Y) + (T – G) = I . Ре -
ше ни ем по след не го урав не ния яв ля ет ся то же зна че ние Y*, ко то рое яв ля ет -
ся ре ше ни ем урав не ния (8.4), за да ю ще го рав но ве сие на рын ке то ва ров и ус -
луг. Тем са мым рав но ве сие на рын ке то ва ров и ус луг вле чет за со бой
рав но ве сие на рын ке ка пи та ла, и на обо рот.

Итак, мож но оп ре де лить рав но ве сие в дан ной мо де ли как на бор
Y*, C*, Sp

*, оп ре де ля е мый сле ду ю щим об ра зом: Y* — это ре ше ние урав не ния 

Y = C(Y – T ) + I + G;  C* = C(Y* – T );  Sp
* = Y* – T – C*.



Ры нок тру да. Оче вид но, что в про стей шей кейн си ан ской мо де ли рав но -
вес ный уро вень вы пу с ка оп ре де ля ет не ко то рый уро вень за ня то с ти, ко то -
рый сов сем не о бя за тель но яв ля ет ся рав но вес ным в не о клас си че с ком смыс -
ле. Но он то же мо жет быть ин тер пре ти ро ван как в не ко то ром смыс ле
ра но вес ный. Пред по ло жим, что ре пре зен та тив ный про из во ди тель не мак -
си ми зи ру ет при быль, а про сто го тов про из во дить ров но столь ко про дук та,
сколь ко тре бу ет ся, т.е. пол но стью удов ле тво рить спрос, ко то рый ра вен не -
ко то рой фик си ро ван ной ве ли чи не Y d (сра зу же за ме тим, что для нас ва жен
слу чай, ког да Y — это рав но вес ный уро вень вы пу с ка в кейн си ан ской мо де -
ли). В этом слу чае его спрос на ра бо чую си лу то же бу дет фик си ро ван на
уров не Ld = F –1(Y d). Ес ли счи тать, что пред ло же ние тру да эла с тич но, т. е.
функ ция Ls(w) — стро го мо но тон но воз ра с та ю щая, име ет смысл рас смо т -
реть урав не ние

Ls(w) = Ld, (8.5)

а его ре ше ние мож но на звать рав но вес ной ре аль ной за ра бот ной пла той.
Мож но объ е ди нить не о клас си че с кий под ход к оп ре де ле нию рав но вес -

ной за ра бот ной пла ты с кейн си ан ским. Для это го пред по ло жим, что ре пре -
зен та тив ный про из во ди тель ре ша ет за да чу

PY – wL � max,  Y 
 F(L),  Y 
 Y d.

Здесь не ра вен ст во Y 
 Y d оз на ча ет, что у про из во ди те ля при вы бо ре
уров ня про из вод ст ва кро ме тех но ло ги че с ких ог ра ни че ний, пред став лен -
ных ра вен ст вом Y 
 F(L), име ют ся еще и ог ра ни че ния, обус лов лен ные ве -
ли чи ной спро са. Спрос на ра бо чую си лу, ко то рый оп ре де ля ет ся из ре ше ния
этой за да чи, на зы ва ет ся эф фек тив ным спро сом и обо зна ча ет ся Ld

eff(w).�На
рис. 8.5 он обо зна чен сплош ной вер ти каль ной ли ни ей и оп ре де ля ет ся ра -
вен ст вом Ld

eff(w) = min{Ld, Ld(w)}, где Ld(w) = F ′–1(w) — не о клас си че с кий
спрос на ра бо чую си лу.
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Рис. 8.5

Пусть w* — ре ше ние урав не ния Ld
eff(w) = Ls(w), а L* оп ре де ля ет ся ра вен -

ст вом L* = Ld
eff(w*) = Ls(w*).�Тог да па ру (w*, L*) мож но на звать эф фек тив -

ным рав но ве си ем на рын ке тру да. Для то го что бы уз нать, как оно ус т ро е но,
до ста точ но срав нить Ld с рав но вес ным уров нем за ня то с ти в не о клас си че с -
ком смыс ле, ко то рое обо зна чим че рез L**, а имен но: ес ли Ld < L**, то L* = Ld,
а w* — это ре ше ние урав не ния (8.5) (рис. 8.6). Ес ли же L** 
 Ld, то L* = L**,
а w* = w**, где w** — это рав но вес ная ре аль ная за ра бот ная пла та в не о клас -
си че с ком смыс ле (рис. 8.7). Здесь сле ду ет под черк нуть, что ес ли Ld = L*,
то спрос на про дук цию ра вен рав но вес но му уров ню вы пу с ка в кейн си ан -



ской мо де ли, а ра вен ст во Y* = F(L*) име ет ме с то толь ко в пер вом слу чае.
Имен но этот слу чай и пред став ля ет на и боль ший ин те рес. Он ха рак те ри -
зует ся тем, что хо тя за ня тость при нем и мень ше, чем в со сто я нии не о клас -
си че с ко го рав но ве сия, т. е. L* < L**, без ра бо ти цы как бы нет. Ес ли все же
рас сма т ри вать ве ли чи ну L** – L* как без ра бо ти цу, то она яв ля ет ся до б  ро -
воль ной, а не вы нуж ден ной.

Те перь пред по ло жим, что ре аль ная за ра бот ная пла та же ст ко за да на на
не ко то ром уров не w, ко то рый вы ше w*, но ни же w**, т. е. w* < w < w**. В со от-
вет ст вии с не о клас си че с кой ло ги кой это не долж но бы ло при ве с ти к без ра -
бо ти це. Од на ко здесь ес те ст вен но счи тать, что за ня тость бу дет на уров не L*,
ко то рый мень ше пред ло же ния ра бо чей си лы Ls(w) По это му бу дет иметь
ме с то вы нуж ден ная без ра бо ти ца в раз ме ре Ld(w) – L*. В дан ном слу чае от -
вет ст вен ность за без ра бо ти цу не сет не «слиш ком» вы со кий уро вень ре аль -
ной за ра бот ной пла ты, а низ кий уро вень спро са на про дук цию, ко то рый
вле чет за со бой и низ кий эф фек тив ный спрос на ра бо чую си лу.

8.1.3. Мо дель IS-LM

Ко ли че ст вен ная те о рия де нег ос но вы ва лась на том, что спрос на день ги
или на ре аль ные де неж ные ос тат ки про ис те ка ет из транс ак ци он но го мо ти -
ва: лю ди дер жат день ги для со вер ше ния сде лок. В ос но ве кейн си ан ско го
взгля да на день ги ле жит те о рия пред по чте ния лик вид но с ти, ко то рая учи -
ты ва ет еще и тот факт, что день ги яв ля ют ся не толь ко сред ст вом об ра ще -
ния, но и сред ст вом сбе ре же ния. По это му спрос на ре аль ные де неж ные ос -
тат ки счи та ет ся за ви си мым от став ки про цен та, что поз во ля ет уг лу бить
ана лиз, раз ви тый в про стей шей кейн си ан ской мо де ли, вклю чив в рас смо т -
ре ние день ги.

Мо дель IS-LM яв ля ет ся раз ви ти ем про стей шей кейн си ан ской мо де ли.
В ней пред по ла га ет ся, что ин ве с ти ци он ный спрос не яв ля ет ся эк зо ген но за -
дан ной ве ли чи ной, а, как и в не о клас си че с кой мо де ли, за да ет ся ин ве с ти ци -
он ной функ ци ей I(r). Кро ме то го, в яв ном ви де при сут ст ву ет ры нок де нег,
при чем он иг ра ет здесь го раз до бо лее важ ную роль, чем в не о клас си че с кой
мо де ли. Как и в про стей шей кейн си ан ской мо де ли, рав но ве сия на рын ке
тру да здесь не пред по ла га ет ся.

Кри вая IS. Пред по ло жив, что ин ве с ти ци он ный спрос яв ля ет ся не воз ра -
с та ю щей функ ци ей от став ки про цен та r, мо жем пе ре пи сать урав не ние (8.4),
за да ю щее рав но ве сие на рын ке то ва ров и ус луг, в сле ду ю щем ви де:

Y = C(Y – T ) + I(r) + G.
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Это урав не ние за да ет не яв ную функ цию Y(r), гра фик ко то рой на зы ва ет ся
кри вой IS (investment savings). Не слож но за ме тить, что dY/dr 
 0 (рис. 8.8).
Дей ст ви тель но, ре ше ние Y* урав не ния Y = C(Y – T ) + I + G (от но си тель но Y)
пред став ля ет со бой мо но тон но воз ра с та ю щую функ цию от I. В свою оче -
редь I мо но тон но не воз ра с та ет в за ви си мо с ти от r.
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Рис. 8.8

Кри вая LM. Как и в не о клас си че с кой мо де ли, здесь пред по ла га ет ся, что
пред ло же ние де нег яв ля ет ся эк зо ген но за дан ной ве ли чи ной, оп ре де ля е мой
го су дар ст вом, M s = M . Со от вет ст вен но, пред ло же ние ре аль ных де неж ных
ос тат ков рав но (M/P)s = M/P.�Что ка са ет ся спро са, то он ус т ро ен не сколь -
ко слож нее. На пом ним, что в не о клас си че с кой мо де ли спрос md = (M/P)d на
ре аль ные де неж ные ос тат ки оп ре де ля ет ся про стей шим урав не ни ем ко ли че-
ст вен ной те о рии де нег, т.е. md = (M/P)d = Y/V, где V — по сто ян ная ско рость
об ра ще ния де нег. В мо де ли IS-LM пред по ла га ет ся, что спрос на ре аль ные
де неж ные ос тат ки за ви сит не толь ко от вы пу с ка, но и от став ки про цен та,
md = m( , ).�На при мер, мож но счи тать, что ско рость об ра ще ния де нег яв -
ля ет ся воз ра с та ю щей функ ци ей от r, т.е. V = V( ).�(Знач ки «+» или «–» под

бук ва ми в фор му ле сим во ли че с ки обо зна ча ют воз ра с та ние или убы ва ние
функ ции по со от вет ст ву ю щим ар гу мен там). В этом слу чае m d = Y/V(r).

За ви си мость от r пред по ла га ет ся мо но тон но убы ва ю щей, по то му что с уве -
ли че ни ем став ки про цен та по те ри, свя зан ные с хра не ни ем де нег «в чул ке»,
воз ра с та ют (точ нее, не по те ри, а упу щен ные воз мож но с ти). Пред по ло жим,
на при мер, что у обоб щен но го по тре би те ля име ют ся толь ко две воз мож ные
фор мы хра не ния сво их сбе ре же ний: 1) в ви де на лич ных и те ку ще го сче та
в бан ке, не при но ся ще го ни ка ко го до хо да; 2) в ви де об ли га ций (ча ст ных
и го су дар ст вен ных), при но ся щих до ход тем боль ший, чем вы ше став ка про -
цен та. В лю бом слу чае ка кая-то часть сбе ре же ний бу дет хра нить ся в ви де
на лич ных или на те ку щих сче тах. В то же вре мя с рос том став ки про цен та
по тре би тель бу дет стре мить ся как мож но бо´ль шую часть сво их сбе ре же ний
хра нить в ви де об ли га ций, умень шая до лю де неж ных ос тат ков.

До сих пор не де ла лось раз ли чия меж ду ре аль ной став кой про цен та и но-
ми наль ной. Оче вид но, что в дан ном слу чае бы ло бы пра виль нее счи тать,
что спрос на ре аль ные де неж ные ос тат ки за ви сит от но ми наль ной став ки
(рав ной ре аль ной став ке + темп ин фля ции). Для про во ди мо го мо дель но го
ана ли за до ста точ но ис поль зо вать ре аль ную став ку про цен та, так как темп
ин фля ции в этом раз де ле не яв но пред по ла га ет ся фик си ро ван ным.

Итак, вспом нив, что це на един ст вен но го про дук та пред по ла га ет ся фик -

си ро ван ной на не ко то ром уров не P, по лу ча ем урав не ние m(Y, r) = , за да -
M
––
P

r
+

r
–

Y
+



ю щее рав но ве сие на рын ке де нег. Это урав не ние да ет воз мож ность рас сма -
т ри вать r как не яв ную функ цию от Y и за пи сать r = r(Y). Гра фик этой функ -
ции на зы ва ет ся кри вой LM (liquidity — money) (рис. 8.9). Для удоб ст ва ра -
бо ты с кри вой LM сле ду ет об ра тить вни ма ние на то, что она пред став ля ет
со бой ли нию уров ня функ ции m(Y, r), со от вет ст ву ю щую зна че нию M/P.

Со сто я ние рав но ве сия в мо де ли IS-LM — это та кой на бор (Y*, r*, C*, Sp
*, I*),

ко то рый оп ре де ля ет ся сле ду ю щим об ра зом: па ра (Y*, r*) пред став ля ет со -

бой ре ше ние си с те мы урав не ний Y = C(Y – T ) + I(r) + G; md(Y, r) = ;

C* = C(Y* – T ); S* = Y* – T – C*; I* = I(r*).�По су ще ст ву, со сто я ние рав но -
ве сия за да ет ся здесь па рой (Y*, r*), т. е. пе ре се че ни ем кри вых IS и LM
(рис. 8.10). По это му да лее бу дем на зы вать рав но ве си ем имен но эту па ру.

M
––
P
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Рис. 8.9

Рис. 8.10

Ус той чи вость. Для ис сле до ва ния ус той чи во с ти рав но ве сия в мо де ли
IS-LM не об хо ди мо рас смо т реть ес те ст вен ное урав не ние

·
Y = a1(C(Y – T ) + I(r) + G – Y).

Оно по ка зы ва ет, что ес ли эко но ми ка на хо дит ся в со сто я нии (Y, r), ле жа щем
спра ва от кри вой IS, то

·
Y < 0, т.е. уро вень вы пу с ка бу дет умень шать ся. Ес ли

же точ ка (Y, r) на хо дит ся сле ва от кри вой IS, то
·

Y > 0.
Те перь нуж но до ба вить урав не ние, опи сы ва ю щее по ве де ние став ки про -

цен та r. Это по ве де ние оп ре де ля ет ся со сто я ни ем рын ка де нег. А имен но, ес -
ли спрос на ре аль ные де неж ные ос тат ки m(Y, r) пре вы ша ет M/P, т.е. ес ли
точ ка (Y, r) ле жит ни же кри вой LM (пред став ля ю щей со бой ли нию уров ня
функ ции m(Y, r), со от вет ст ву ю щую зна че нию M/P), то став ка про цен та
рас тет. Ес ли, на обо рот, m(Y, r) < M/P, тог да став ка про цен та па да ет. Та кое
по ве де ние бу дем опи сы вать с по мо щью урав не ния

·r = a2(m(Y, r) – M/P).



На прав ле ние дви же ния в за ви си мо с ти от по ло же ния точ ки (Y, r) по от -
но ше нию к кри вым IS и LM при мер но мож но про сле дить по рис. 8.11, лег -
ко пред по ло жив, что дви же ние бу дет спи ра ле о б раз ным во круг по ло же ния
рав но ве сия. Од на ко из ри сун ка нель зя по нять, бу дет ли это спи ра ле о б раз -
ное дви же ние схо дя щим ся или рас хо дя щим ся. В дан ном слу чае, ока зы ва ет -
ся, мож но га ран ти ро вать асимп то ти че с кую ус той чи вость. Для это го нуж но
толь ко про ве рить, что у ма т ри цы

оп ре де ли тель боль ше ну ля, а след — мень ше ну ля. Это дей ст ви тель но так,

по сколь ку C ′(Y – T ) – 1 < 0; (Y, r) < 0; I ′(r) < 0; (Y, r) > 0.
∂m
——
∂Y

∂m
——
∂r

1 1

2 2

( ( ) 1) ( )

( , ) ( , )

a C Y T a I r
m m

a Y r a Y r
Y r

∂ ∂
∂ ∂
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Рис. 8.11

8.2. Прин цип мак си му ма Пон т ря ги на

8.2.1. За да ча оп ти маль но го уп рав ле ния

В ХХ в. воз ник ряд но вых на прав ле ний ва ри а ци он но го ис чис ле ния, свя -
зан ных с ин тен сив ным раз ви ти ем тех ни ки, смеж ных во про сов ма те ма ти ки
и, осо бен но, эко но ми ки. На прав ле ние по лу чи ло на зва ние оп ти маль но го уп -
рав ле ния, или прин ци па мак си му ма. В ос но ве ре ше ния за дач оп ти маль но -
го уп рав ле ния ле жит об щий при ем, ко то рый но сит на зва ние прин ци па мак -
си му ма Пон т ря ги на1. При этом все ос нов ные ре зуль та ты клас си че с ко го
ва ри а ци он но го ис чис ле ния вы во дят ся из прин ци па мак си му ма Пон т ря ги -
на. Дан ный прин цип при ме ня ет ся к за да чам оп ти маль но го уп рав ле ния
в са мой об щей по ста нов ке.

Рас смо т рим по ста нов ку за да чи, на и бо лее ча с то встре ча ю щу ю ся в раз -
лич ных эко но ми че с ких ис сле до ва ни ях.

Тре бу ет ся мак си ми зи ро вать функ ци о нал

Φ(x, u, t) = I(x, u, t)dt
+�

∫
–�

——————————
1 Лев Се ме но вич Пон т ря гин (1908—1988) — со вет ский ма те ма тик, один из круп ней ших

ма те ма ти ков XX в., ака де мик АН СССР, Ге рой Со ци а ли с ти че с ко го Тру да, ла у ре ат Ле нин -
ской, Ста лин ской и Го су дар ст вен ной пре мии СССР. Не смо т ря на то что в воз ра с те 14 лет он
пол но стью ос леп, Л. С. Пон т ря гин внес зна чи тель ный вклад в ал ге б ра и че с кую и диф фе рен -
ци аль ную то по ло гию, те о рию ко ле ба ний, ва ри а ци он ное ис чис ле ние, те о рию уп рав ле ния.



на бес ко неч ном го ри зон те, где x(t) — век тор-функ ция (x(t) ∈ �n), на зы ва е -
мая фа зо вым век то ром, ее ко ор ди на ты на зы ва ют ся фа зо вы ми пе ре мен ны -
ми. Со сто я ние эко но ми че с ко го объ ек та, или ди на ми че с кой си с те мы, опи -
сы ва ет ся си с те мой диф фе рен ци аль ных урав не ний

·x = f(x, u, t) (8.6)

и за ви сит от внеш них воз дей ст вий, за да ва е мых с по мо щью век тор-функ -
ции u(t) ∈ �r, ко то рая на зы ва ет ся век то ром уп рав ле ния, а ее пе ре мен ные —
уп рав ля ю щи ми пе ре мен ны ми, или уп рав ле ни я ми. Уп рав ле ния долж ны
при над ле жать не ко то ро му фик си ро ван но му мно же ст ву уп рав ле ний U ⊆ �r,
а фа зо вые ко ор ди на ты — удов ле тво рять на чаль ным ус ло ви ям x(0) = x0, где
x0 ∈ �n. Функ ции f и I пред по ла га ют ся не пре рыв но диф фе рен ци ру е мы ми.

Дей ст вуя в со от вет ст вии с прин ци пом мак си му ма Пон т ря ги на, вво дят
век тор y(t) но вых пе ре мен ных — по од ной пе ре мен ной для каж до го из ог -
ра ни че ний. Эти но вые пе ре мен ные на зы ва ют ся со пря жен ны ми, или двой -
ст вен ны ми, пе ре мен ны ми.

Функ ция Га миль то на, или га миль то ни ан, оп ре де ля ет ся как сум ма по -
дын те г раль ной функ ции це ле во го функ ци о на ла и ска ляр но го про из ве де -
ния век то ра со пря жен ных пе ре мен ных и век то ра функ ций, ука зы ва ю щих
ско рость из ме не ния фа зо вых ко ор ди нат:

H(x, u, y, t) = I(x, u, t) + yf(x, y, t).

Функ ция Ла г ран жа, или ла г ран жи ан, оп ре де ля ет ся как сум ма по дын те -
г раль ной функ ции це ле во го функ ци о на ла и ска ляр но го про из ве де ния век -
то ра со пря жен ных пе ре мен ных и век то ра раз но сти пра вой и ле вой ча с тей
ог ра ни че ний (8.6):

L(x, u, y, t) = I(x, u, t) + y(f(x, y, t) –  ·x).

При ис поль зо ва нии га миль то ни а на не об хо ди мые ус ло вия мак си му ма
вклю ча ют в се бя сле ду ю щие ус ло вия:

1)�ка но ни че с кие урав не ния  ·x = ; – ·y = , где и — гра ди ен -

ты Н по у и по х;

2)�ус ло вия на уп рав ля ю щие пе ре мен ные = 0, где — гра ди ент Н по u;

3)�гра нич ные ус ло вия, ко то рые со сто ят из на чаль ных ус ло вий и ус ло вий
транс вер саль но с ти.

Ес ли ис поль зу ет ся ла г ран жи ан, то не об хо ди мые ус ло вия мак си му ма
вклю ча ют в се бя урав не ния Эй ле ра — Ла г ран жа для каж дой за ви си мой пе -
ре мен ной, вхо дя щей в ла г ран жи ан:

– = 0

где z — лю бая пе ре мен ная (уп рав ля ю щая, фа зо вая или со пря жен ная);  ·z —
ее про из вод ная по вре ме ни, и гра нич ные ус ло вия.

8.2.2. При ме не ние прин ци па мак си му ма Пон т ря ги на

Рас смо т рим при ме не ние прин ци па мак си му ма Пон т ря ги на на при ме ре
за да чи оп ти маль но го уп рав ле ния, воз ни ка ю щей в мо де лях эн до ген но го

∂L
––
∂z

d
––
dt

∂L
––
∂ ·z

∂H
——
∂u

∂H
——
∂u

∂H
——
∂x

∂H
——
∂y

∂H
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∂x

∂H
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рос та Лу ка са — Уза вы, эко но ми че с кий смысл ко то рой по дроб но см. в па ра -
гра фе 8.3.

Тре бу ет ся мак си ми зи ро вать сле ду ю щий функ ци о нал:

(c(t)1 – σ – 1)N(t)e–ρtdt,

при чем фа зо вые пе ре мен ные рас сма т ри ва е мой ди на ми че с кой си с те мы под -
чи не ны сле ду ю щим ус ло ви ям: h(0) = h0; K(0) = K0;

·
h = δ(1 – u)h; (8.7)

·
K = Y – Nc, (8.8)

где N(t) = eλt; Y = AK β(uhN)1 – βhγ
a.

За пи шем ла г ран жи ан для дан ной за да чи:

L(K, h, Ψ1, Ψ2, c, U; σ, β, γ, δ, {N(t), ha(t): t 	 0}) =

= (c(t)1 – σ – 1)N(t)e–ρt – Ψ1( 
·

K – Y – Nc) – Ψ2( 
·
h – δ(1 – u)h), (8.9)

где Ψ1 и Ψ2 — двой ст вен ные пе ре мен ные для ог ра ни че ний со от вет ст вен но
(8.7) и (8.8); σ, β, γ, δ — па ра ме т ры мо де ли; N(t) и ha(t) пред по ла га ют ся эк -
зо ген но за дан ны ми и по это му не вли я ют на про цесс оп ти ми за ции.

Сде ла ем за ме ну двой ст вен ных пе ре мен ных Ψ1, Ψ2, по ло жив

θ1 = Ψ1e
ρt; θ2 = Ψ2e

ρt.

Тог да ла г ран жи ан (8.9) при ни ма ет вид

L(K, h, θ1, θ2, c, U; σ, β, γ, δ, {N(t), ha(t): t 	 0}) =

= (c(t)1 – σ – 1)N(t)e–ρt – θ1e
–ρt( 

·
K – Y – Nc) – θ2e

–ρt( 
·
h – δ(1 – u)h).

Вы пи сы вая урав не ния Эй ле ра — Ла г ран жа по всем ше с ти пе ре мен ным
(K, h, θ1, θ2, u, c), со кра щая, где это воз мож но на e–ρt и на N и пе ре но ся чле -
ны ρθ1 или ρθ2 в пра вую часть, по лу чим сле ду ю щие шесть ус ло вий:

• по K:
·θ1 = ρθ1 – θ1βAK β – 1(uhN)1 – βhγ

a;

• по h:
·θ2 = ρθ2 – θ1(1 – β)AK β(uN)1 – βh–βhγ

a – θ2δ(1 – u);

• по u:

–θ1(1 – β)AK β(uhN)–βNhhγ
a + θ2δh = 0;

• по с:
c–σ – θ1 = 0;

• по θ1: ·
K – Y – Nc = 0;

• по θ2:
·

h – δ(1 – u)h = 0.

1
———
1 – σ

1
———
1 – σ

1
———
1 – σ

+�

∫
0
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Кро ме то го, долж ны быть удов ле тво ре ны на чаль ные ус ло вия h(0) = h0;
K(0) = K0 и ус ло вия транс вер саль но с ти, ко то рые в дан ном слу чае име ют
вид

KΨ1 0;  hΨ2 0,

или, что то же са мое,

θ1Ke–ρt 0;  θ2he–ρt 0.

8.3. Мо де ли эн до ген но го рос та Лу ка са — Уза вы1

8.3.1. Опи са ние мо де лей

В ка че ст ве при ме ра со вре мен ных, ин тен сив но раз ви ва ю щих ся на прав -
ле ний эко но ми че с ких ис сле до ва ний рас смо т рим те о рию рос та.

Мо де ли эн до ген но го рос та за ни ма ют важ ное ме с то в со вре мен ной эко -
но ми че с кой те о рии. Их цель — объ яс нить мно го об ра зие эко но ми че с кой ди -
на ми ки в раз ных стра нах ми ра (бы с т рый или уме рен ный рост, за стой, спад,
цик лы), вы ра бо тать ре ко мен да ции по про ве де нию эко но ми че с кой по ли ти -
ки, на прав лен ные на ус ко ре ние эко но ми че с ко го рос та. В мо де лях эн до ген -
но го рос та боль шое зна че ние уде ля ет ся уче ту не толь ко та ких тра ди ци он но
рас сма т ри ва е мых фак то ров про из вод ст ва, как труд и ка пи тал, но и фак то -
ров, не по сред ст вен но оп ре де ля ю щих уро вень раз ви тия тех но ло гий, в ча ст -
но с ти че ло ве че с ко го ка пи та ла. Осо бое вни ма ние в по след ние де ся ти ле тия
при вле ка ет ис сле ду е мая на ос но ве прин ци па мак си му ма Пон тря ги на мо -
дель oпти маль но го рас пре де ле ния вре ме ни на про из вод ст вен ную де я тель -
ность и обу че ние (ис сле до ва тель скую, опыт но-кон ст рук тор скую де я тель -
ность, на коп ле ние зна ний). Ран няя вер сия этой мо де ли бы ла пред ло же на
Уза вой, а бо лее по зд няя — Лу ка сом.

Рас смо т рим ди на ми че с кую си с те му, ха рак те ри зу е мую че тырь мя пе ре -
мен ны ми со сто я ния K(t), h(t), ha(t), N(t) и дву мя уп рав ля ю щи ми пе ре мен -
ны ми u(t), c(t), ко то рые удов ле тво ря ют сле ду ю щим диф фе рен ци аль ным
урав не ни ям:

·
N = λN(t); (8.10)

·
h = δ(1 – u(t))h(t); (8.11)
·

K = Y(t) – N(t)c(t) (8.12)

и не ра вен ст вам

N(t) 	 0, h(t) 	 0, ha(t) 	 0, c(t) 	 0, K(t) 	 0; (8.13)

0 < u(t) 
 1, (8.14)
где

Y(t) = AK β(uhN)1 – βhγ
a, (8.15)

λ, δ, А, β, γ — по сто ян ные (δ > 0, λ > 0, А > 0, 0 < β < 1, γ > 0, N(0) = 1).

�����t�+������t�+�
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1 До ка за тель ст во всех ут верж де ний, лемм и те о рем дан но го раз де ла мож но по смо т реть

в ста тье: Ко ро лев А. В., Мат ве ен ко В. Д. О струк ту ре не ста ци о нар ных тра ек то рий в мо де ли
эн до ген но го рос та Лу ка са // Ав то ма ти ка и те ле ме ха ни ка. 2006. №�4. С. 126—136, за ис клю че -
ни ем лем мы 8.4, до ка за тель ст во ко то рой при ве де но в ста тье Ксая (см. ни же).



Оп ре де ле ние 8.1. Тем пом при ро с та ве ли чи ны X(t) на зы ва ет ся ве ли чи на

gX = .

Под сба лан си ро ван ной тра ек то ри ей бу дем по ни мать на бор функ ций
{h(t), K(t), c(t), u(t)}, удов ле тво ря ю щий ус ло ви ям (8.10)—(8.15), ес ли тем -
пы при ро с та пе ре мен ных h(t), K(t), c(t) по сто ян ны.

Пусть за дан це ле вой функ ци о нал

(c(t)1 – σ – 1)N(t)e–ρtdt, (8.16)

где σ, ρ — по сто ян ные (σ > 0, ρ > 0). Счи тая функ цию ha(t) эк зо ген но за дан -
ной, мож но най ти на бор функ ций

{h(t, ha(t)), K(t, ha(t)), c(t, ha(t)), u(t, ha(t))}, (8.17)

мак си ми зи ру ю щий функ ци о нал (8.16) при ус ло ви ях (8.10)—(8.15). Ес ли
при этом h = ha, то на бор (8.17) на зы ва ет ся рав но вес ной тра ек то ри ей.

Дру ги ми сло ва ми, рас сма т ри ва ет ся эко но ми ка с иден тич ны ми ра ци о -
наль ны ми ра бот ни ка ми, чис ло ко то рых N(t) рас тет с по сто ян ным тем пом
рос та λ(1). Под че ло ве че с ким ка пи та лом по ни ма ет ся уро вень зна ний и уме -
ния ра бот ни ка.

Пусть h(t) — уро вень че ло ве че с ко го ка пи та ла ре пре зен та тив но го ра бот -
ни ка, u(t) — до ля его ра бо че го вре ме ни, по свя щен ная про из вод ст ву благ,
1 – u(t) — до ля ра бо че го вре ме ни, по свя щен ная обу че нию (на коп ле нию че -
ло ве че с ко го ка пи та ла). Пред по ла га ет ся, что рост че ло ве че с ко го ка пи та ла
при ни ма ет про стую фор му (8.11).

Вы пуск Y(t) в этой эко но ми ке за ви сит от за па са фи зи че с ко го ка пи та ла
K(t), эф фек тив ной ра бо чей си лы u(t)h(t)N(t) и сред не го уров ня ма с тер ст ва
ра бот ни ков ha(t). При этом уро вень тех но ло гии A, эла с тич ность вы пу с ка по
внеш не му дей ст вию че ло ве че с ко го ка пи та ла γ, эла с тич ность вы пу с ка по
фи зи че с ко му ка пи та лу β счи та ют ся по сто ян ны ми. На коп ле ние фи зи че с ко -
го ка пи та ла име ет ес те ст вен ную фор му (8.12), где c(t) — по ток ре аль но го
по треб ле ния един ст вен но го бла га на ду шу на се ле ния. Пред по чте ния оп ре -
де ля ют ся нор мой дис кон ти ро ва ния с и ко эф фи ци ен том от но си тель ной не -
с клон но с ти к ри с ку σ, т.е. ес ли U(c) — функ ция по лез но с ти, за ви ся щая от 

по треб ле ния на ду шу на се ле ния, то = –σ при на чаль ных ус ло ви ях

U(1) = 0, U ′(1) = 1. Ре ше ние дан но го диф фе рен ци аль но го урав не ния да ет

U(c) = (c1 – σ – 1), та ким об ра зом, пред по чте ния над по то ком ре аль но -

го по треб ле ния (на ду шу на се ле ния) в рас сма т ри ва е мой эко но ми ке за да ют -
ся функ ци о на лом (8.16).

При ня та ги по те за ато мар но с ти, со сто я щая в том, что при при ня тии ре ше-
ния (т.е. при мак си ми за ции функ ци о на ла (8.16) при ус ло ви ях (8.10)—(8.15)
ра бот ник счи та ет пе ре мен ным соб ст вен ный че ло ве че с кий ка пи тал h(t),
но не сред ний для эко но ми ки че ло ве че с кий ка пи тал ha(t), ко то рый он по ла -
га ет эк зо ген но за дан ным. Сред ний для эко но ми ки уро вень че ло ве че с ко го
ка пи та ла ha(t) вно сит свой вклад в про из во ди тель ность всех ра бот ни ков,

1
———
1 – σ

cU ′′(c)
—————
U ′(c)

1
———
1 – σ

+�

∫
0

·
X(t)
———
X(t)
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а его вли я ние на про из во ди тель ность каж до го ин ди ви ду у ма яв ля ет ся внеш-
ним эф фек том че ло ве че с ко го ка пи та ла.

Вни ма ние к мо де лям эн до ген но го рос та свя за но преж де все го с про бле -
мой кон вер ген ции/ди вер ген ции, в ча ст но с ти с не об хо ди мо с тью вы яс не ния
ус ло вий, при ко то рых стра ны, об ла да ю щие оди на ко вы ми тех но ло ги че с ки -
ми воз мож но с тя ми, раз ви ва ют ся раз ны ми тем па ми или до сти га ют на боль -
шом про ме жут ке вре ме ни раз лич ных уров ней фи зи че с ко го и че ло ве че с ко -
го ка пи та ла. Ос нов ной во прос, ко то рый воз ни ка ет в этой свя зи, мо жет быть
сфор му ли ро ван сле ду ю щим об ра зом: мо жет ли стра на, пер во на чаль но ме -
нее бо га тая фи зи че с ким и че ло ве че с ким ка пи та лом, опе ре дить с те че ни ем
вре ме ни по этим по ка за те лям бо лее бо га тую стра ну?

8.3.2. Сба лан си ро ван ные тра ек то рии

Из фор му лы (8.11) не по сред ст вен но сле ду ет, что не об хо ди мым ус ло ви -
ем сба лан си ро ван но с ти яв ля ет ся ра вен ст во u(t) = и = const, и темп рос та
пе ре мен ной h(t) (т.е. ве ли чи на  

·
h = h) на сба лан си ро ван ной тра ек то рии ра -

вен v = δ(1 – и).
Ут верж де ние 8.1. Пусть вы пол ня ют ся ра вен ст ва (8.10)—(8.12), (8.15)

и h(t) = ha(t) при всех t. Тог да на сба лан си ро ван ной тра ек то рии темп рос та

ве ли чи ны c(t) (ду ше во го по треб ле ния) ра вен k = , а темп рос та ве -

ли чи ны K(t) (фи зи че с ко го ка пи та ла) ра вен k + 1.
След ст вие 8.1. Ес ли име ют ся сба лан си ро ван ные тра ек то рии с раз лич -

ны ми уп рав ле ни я ми u, то при ус ло вии, что h(t) = ha(t), тем пы рос та ве ли -
чин h(t), K(t), c(t) яв ля ют ся убы ва ю щи ми функ ци я ми u.

Та ким об ра зом, тем пы рос та на сба лан си ро ван ной тра ек то рии тем вы ше,
чем бо´ль шая до ля вре ме ни за тра чи ва ет ся на на коп ле ние че ло ве че с ко го ка -
пи та ла.

Ес ли за фик си ро ва но не ко то рое уп рав ле ние u и со от вет ст ву ю щие тем -
пы рос та рав ны k, v, k + λ, удоб но пе рей ти к вспо мо га тель ным пе ре мен ным

Z1(t) = e–(k + λ)tK(t);  Z2(t) = e–vth(t). (8.18)

Оче вид но, что для сба лан си ро ван ной тра ек то рии с уп рав ле ни ем и име -
ют ме с то тож де ст ва Z1(t) � K0, Z2(t) � h0.

Лем ма 8.1. Пусть по сле до ва тель но с ти h(t), u(t) удов ле тво ря ют ра вен ст -
ву (8.11); Z2(t) = e–vth(t), v = δ(1 – u); 0 < u 
 1. Тог да

= δ(u – u). (8.19)

8.3.3. Рав но вес ные тра ек то рии

Счи тая функ цию ha(t) эк зо ген но за дан ной и при ме няя к за да че (8.10)—
(8.16) прин цип мак си му ма Пон т ря ги на, по лу чим сле ду ю щие урав не ния:

c–σ = θ1;

θ1(1 – β)AK β(uhN)–βNhhγ
a = θ2δh;

·θ1 = ρθ1 – θ1βAK β – 1(uhN)1 – βhγ
a;

·
Z2——
Z2

1 – β + γ
——————

1 – β
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·θ2 = ρθ2 – θ1(1 – β)AK β(uN)1 – βh–βhγ
a – θ2δ(1 – u);

·
K = AK β(uNh)1 – βhγ

a – Nc;
·

h = δ(1 – u)h,

где θ1, θ2 — двой ст вен ные пе ре мен ные для пе ре мен ных со сто я ния K(t)
и h(t) со от вет ст вен но.

Гра нич ные ус ло вия вклю ча ют в се бя на чаль ные ус ло вия K(0) = K0, h(0) =
= h0 и ус ло вия транс вер саль но с ти

θ1Ke–ρt 0;  θ2he–ρt 0. (8.20)

Ис поль зуя ра вен ст во ha = h, по лу ча ем ус ло вия для рав но вес ной тра ек то -
рии, из ко то рых сле ду ет:

1)�на рав но вес ной тра ек то рии = ρ – δ;

2)�сба лан си ро ван ные рав но вес ные тра ек то рии с уп рав ле ни ем и удов ле -
тво ря ют урав не нию βАN(0)1 – βu1 – βZ1

β – 1Z2
1 – βγ = ρ + σK, или, что то же са мое,

Z1 = B(u)Z2
α, (8.21)

где В — воз ра с та ю щая функ ция; α — по сто ян ная.
Это урав не ние при γ > 0 опи сы ва ет вы пук лую кри вую на пло с ко сти

(Z1, Z2). Та ким об ра зом, каж дая сба лан си ро ван ная рав но вес ная тра ек то рия
с уп рав ле ни ем и пред став ля ет ся в ко ор ди на тах Z1, Z2 в ви де точ ки на кри -
вой (8.21). Пусть k(t) — фи зи че с кий ка пи тал на ду шу на се ле ния. Ока зы ва -
ет ся, что сба лан си ро ван ная тра ек то рия в ко ор ди на тах k(t), h(t) про хо дит по
той же кри вой.

Ут верж де ние 8.2. Для сба лан си ро ван ной рав но вес ной тра ек то рии
с уп рав ле ни ем u вы пол ня ет ся ра вен ст во k(t) = B(u)h(t)α при всех t.

8.3.4. Слу чай σσ = ββ

Для ча ст но го слу чая σ = β для рав но вес ных тра ек то рий Д. Кса ем бы ло
по лу че но диф фе рен ци аль ное урав не ние

·u = [λ + (1 + γ – β)δ – ρ] – u2, (8.22)

при этом рас сма т ри вал ся лишь слу чай γ � β. При та ких ус ло ви ях ста ци о -
нар ным, оче вид но, яв ля ет ся зна че ние

u* = , (8.23)

и урав не ние (8.22) при ни ма ет вид

·u = δu(u* – u). (8.24)

Ре ше ни ем урав не ния (8.24) яв ля ет ся функ ция

u(t) = . (8.25)
u0u*eu*[(γ – β)δ/β]t

——————————————
u* – u0 + u0e

u*[(γ – β)δ/β]t

γ – β
————

β

λ + (1 + γ – β)δ – ρ
—————————————

(γ – β)δ

(γ – β)δ
——————

β
u
–
β

·θ2––
θ2

�����t�+������t�+�
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Сле ду ю щие ут верж де ния (лем мы) опи сы ва ют ди на ми ку уп рав ля ю щей
функ ции u(t) в за ви си мо с ти от на чаль но го зна че ния u0.

Лем ма 8.2. Пусть u(t), �u(t) — уп рав ле ния для не ко то рых рав но вес ных
тра ек то рий, u0 < �u0.�Тог да u(t) < �u(t) при всех t > 0.

Ре ше ния су ще ст вен но раз ли ча ют ся в слу ча ях γ > β и γ < β.
Лем ма 8.3. Пусть γ > β (γ < β). Тог да, ес ли для рав но вес ной тра ек то рии

u0 < u*, то u(t) воз ра с та ет (убы ва ет) по t; ес ли u0 > u*, то u(t) убы ва ет (воз -
ра с та ет) по t; ес ли u0 = u*, то u(t) � u*. Ес ли γ < β, то lim u(t) = 0 при t � +�.
При этом в слу чае γ < β, u0 > u* функ ция u(t) вы хо дит за гра ни цы до пу с ти -
мой об ла с ти и да же тер пит раз рыв вто ро го ро да.

Име ет ме с то так же сле ду ю щее ут верж де ние.
Лем ма 8.4 (Ксай1). На рав но вес ной тра ек то рии со во куп ное по треб ле -

ние про пор ци о наль но фи зи че с ко му ка пи та лу:

N(t)c(t) = – λ K(t).

Лем ма 8.5. Пусть γ = β; {K(t), h(t)} — рав но вес ная тра ек то рия; u(i) — ее уп -

рав ля ю щая функ ция; 0 
 u < 1 — про из воль ное; v = δ(1 – u); k = v;

Z1(t) и Z2(t) оп ре де ле ны со глас но фор му ле (8.18). Тог да

= AZ1
β – 1Z2

1 + γ – βu1 – βN(0) – k + . (8.26)

Рас смо т рим слу чаи γ > β, γ < β и γ = β в от дель но с ти.
1.�Слу чай γγ > ββ.
В этом слу чае, как яс но из фор му лы (8.23), для вы пол не ния не ра вен ст -

ва 0 < u* < 1 не об хо ди мо вы пол не ние ус ло вия δ 
 ρ – λ < δ(1 + γ – β). Как
по ка за но Кса ем, для каж до го на чаль но го со сто я ния (K0, h0) су ще ст ву ет
кон ти ну ум рав но вес ных тра ек то рий, раз ли ча ю щих ся на чаль ны ми зна че ни -
я ми u0. Для лю бо го на чаль но го u0 ∈ (0; 1] име ет ме с то схо ди мость u(t) � u*

при t � +�. Для урав не ния (8.19) при γ = β, γ > β по лу че но яв ное ре ше ние

Z2(t) = u(t)β/(γ – β).

На рав но вес ной тра ек то рии функ ция u(t) оп ре де ле на ра вен ст вом (8.25).
Та ким об ра зом, тра ек то рия Z2(t) (а зна чит, и h(t)) оп ре де ле на од но знач но
на чаль ным зна че ни ем че ло ве че с ко го ка пи та ла h0 и на чаль ным уп рав ле ни -
ем u0 и не за ви сит от на чаль но го зна че ния фи зи че с ко го ка пи та ла K0. Это оз -
на ча ет, что пря мые Z2 = const в фа зо вой пло с ко сти (Z1, Z2) яв ля ют ся ли ни -
я ми уров ня в сле ду ю щем смыс ле: рав но вес ные тра ек то рии, име ю щие один
и тот же на чаль ный уро вень че ло ве че с ко го ка пи та ла h0 и од но и то же на -
чаль ное уп рав ле ние u0, в лю бой мо мент вре ме ни t на хо дят ся на од ной и той
же ли нии Z2 = Z2(t).

h0––
u0

β





ρ
—
β





·
Z1——
Z1

1 – β + γ
——————

1 – β

ρ
—
β
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Лем ма 8.6. 1. Пусть h0 = �h0, u0 > �u0. Тог да Z2(t) < Z� 2(t) при всех t.
2.�Ес ли u0 < u*, то Z2(t) воз ра с та ет по t; ес ли u0 > u*, то Z2(t) убы ва ет по t;

ес ли u0 = u*, то Z2(t) � h0.
Тра ек то рии с мень шим на чаль ным зна че ни ем u0 все гда опе ре жа ют со

вре ме нем тра ек то рии с бо´ль шим u0 по уров ням че ло ве че с ко го и фи зи че с ко -
го ка пи та лов.

Рав но вес ная тра ек то рия (Z1(t), Z2(t)) с на чаль ным уров нем че ло ве че с ко -
го ка пи та ла h0 и на чаль ным уп рав ле ни ем u0 схо дит ся к ста ци о нар но му со -
сто я нию

ко то рое за ви сит от h0, u0 и не за ви сит от K0. Ста ци о нар ные со сто я ния ле жат
на кри вой (8.21), где u = u*.

От сю да сле ду ет, что да же ес ли h0 > �h0, мож но по до брать зна че ние �u0,
а имен но:

так что Z2
*( �h0, �u0) > Z2

*(h0, u0) и Z1
*( �h0, �u0) > Z1

*(h0, u0).
2.�Слу чай γγ < ββ.
В этом слу чае не ра вен ст во 0 < u* 
 1, оче вид но, эк ви ва лент но сле ду ю -

ще му не ра вен ст ву:

δ(1 + γ – β) < ρ – λ 
 δ. (8.27)

Те о ре ма 8.1. Пусть вы пол ня ет ся не ра вен ст во (8.27). Тог да для каж до го
на чаль но го со сто я ния (K0, h0) су ще ст ву ет един ст вен ная рав но вес ная тра ек -
то рия; три этом

u(t) � u0 = u*;  Z2(t) � Z2(0) = h0,

Со от вет ст ву ю щая рав но вес ной тра ек то рии по сле до ва тель ность то чек
(Z1(t), Z2(t) � h0) схо дит ся к ста ци о на ру (Z1

*(h0), h0), ле жа ще му на кри вой
(8.21); функ ция Z1

*(h0) воз ра с та ет.
3.�Слу чай σσ = ββ = γγ.
Урав не ние (8.22) при γ = β при ни ма ет вид

·u = u . (8.28)
λ + δ – ρ
——————
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Его ре ше ни ем яв ля ет ся функ ция .
В слу чае λ + δ – ρ 	 0 уп рав ле ние u(t) при до ста точ но боль ших t вы хо -

дит за пре де лы до пу с ти мой об ла с ти (0; 1]. В слу чае λ + δ – ρ < 0 име ет ме -
с то u(t) � 0 при t � +�, и тог да из фор му лы (8.11) и ус ло вия, что на рав -

но вес ной тра ек то рии = ρ – δ, сле ду ет, что при этом

+ � ρ,

т.е. ве ли чи на θ2h име ет асимп то ти че с кий темп рос та, рав ный ρ, что про ти -
во ре чит ус ло вию транс вер саль но с ти (8.20).

Та ким об ра зом, что бы рав но вес ные тра ек то рии су ще ст во ва ли, сле ду ет
на ря ду с σ = β = γ пред по ло жить, что λ + δ – ρ < 0. Тог да ре ше ни ем урав не -
ния (8.28) яв ля ет ся про из воль ное по сто ян ное уп рав ле ние и. Сле до ва тель -
но, име ем при γ = β; ρ = λ + δ кон ти ну ум рав но вес ных тра ек то рий, за ин дек -
со ван ных ве ли чи ной и ∈ (0; 1].

За фик си ру ем не ко то рое уп рав ле ние u. Ре ше ни ем урав не ния (8.11) яв -
ля ет ся функ ция

h(t) = h0e
v(u)t,

где v(u) = δ(1 – u). Оп ре де лим фа зо вые пе ре мен ные Z1(t), Z2(t) со глас но
фор му ле (8.18). Оче вид но, что Z2(t) � h0. Со глас но фор му ле (8.26)

= AZ1
β – 1h0u

1 – β – k(u) + ,

и при хо дим к урав не нию Бер нул ли

+ k(u) + Z1
β – 1 = Ah0u

1 – β,

об щим ре ше ни ем ко то ро го яв ля ет ся функ ция

Z1(t) = Ce–(1 – β)(k(u) + ρ/β)t + .

Та ким об ра зом, име ет ме с то схо ди мость

Z1(t) Z1
*(h0, u) = u .

Это оз на ча ет, что тра ек то рия (Z1(t), Z2(t)) схо дит ся к точ ке на кри вой
(8.21); в дан ном слу чае

B(u) = ;  α = .

Ука жем ча ст ное ре ше ние, со от вет ст ву ю щее кон крет но му K0. По ла гая
t = 0, на хо дим C = K0

1 – β – Z1
*(h0, u))1 – β. Та ким об ра зом,

Z1(t) = {[K0
1 – β – Z1

*(h0, u))1 – β]e–(1 – β)(k(u) + ρ/β)t + Z1
*(h0, u)1 – β} .

1
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Ины ми сло ва ми,

Z1(t)1 – β – (Z1
*(h0, u))1 – β = [K0

1 – β – (Z1
*(h0, u))1 – β]e–(1 – β)(k(u) + ρ/β)t. (8.29)

т.е. от кло не ние ве ли чи ны Z1(t) от ста ци о нар но го зна че ния мо но тон но схо -
дит ся к ну лю. Как ста ци о нар ное зна че ние, так и ско рость экс по нен ци аль -
ной схо ди мо с ти воз ра с та ют с уве ли че ни ем u. На обо рот, темп рос та че ло ве -
че с ко го ка пи та ла v(u) и асимп то ти че с кий темп рос та фи зи че с ко го ка пи та ла
k(u) + λ убы ва ют по u.

Та ким об ра зом, для каж до го на чаль но го со сто я ния (K0, h0) су ще ст ву ет
кон ти ну ум рав но вес ных тра ек то рий, об ла да ю щих раз лич ны ми тем па ми
рос та. При этом, хо тя по сле до ва тель но с ти тем пов рос та фи зи че с ко го и че -
ло ве че с ко го ка пи та лов при умень ше нии u ог ра ни че ны свер ху (их пре де лы
при и � 0 рав ны, со от вет ст вен но, δ/(1 – β) + λ и δ), верх ние гра ни цы не до -
сти га ют ся.

8.3.5. Эко но ми че с кий смысл ре зуль та тов

В за ви си мо с ти от со от но ше ния па ра ме т ров воз мож ны три прин ци пи -
аль но раз лич ных слу чая. Ес ли γ < β, т.е. эла с тич ность вы пу с ка по фи зи че с -
ко му ка пи та лу пре вос хо дит эла с тич ность вы пу с ка по внеш не му дей ст вию
че ло ве че с ко го ка пи та ла, то су ще ст ву ет един ст вен ная рав но вес ная тра ек то -
рия для лю бо го на чаль но го со сто я ния. На этой тра ек то рии до пу с ти мо
един ст вен ное уп рав ле ние u(t) = u* = const, и стра на, ме нее бо га тая че ло ве -
че с ким ка пи та лом, ка ким бы боль шим фи зи че с ким ка пи та лом она ни рас -
по ла га ла, бу дет на боль шом про ме жут ке вре ме ни от ста вать по обо им ви дам
ка пи та ла от стра ны, из на чаль но бо лее бо га той че ло ве че с ким ка пи та лом.

Ес ли γ > β, т.е. эла с тич ность вы пу с ка по внеш не му дей ст вию че ло ве че с -
ко го ка пи та ла пре вос хо дит эла с тич ность вы пу с ка по фи зи че с ко му ка пи та -
лу, то име ет ме с то не од но знач ность: в лю бом на чаль ном со сто я нии мо гут
быть при ме не ны раз лич ные на чаль ные уп рав ле ния u0, и чем мень ше u0 (т.е.
чем боль ше вре ме ни ис поль зу ет ся для обу че ния), тем бо лее вы со ко го уров -
ня до стиг нет дан ная стра на. Это оз на ча ет, что ес ли стра на А име ет на чаль -
ные за па сы че ло ве че с ко го и фи зи че с ко го ка пи та лов (hA, KA) бо´ль шие, чем
стра на В (hB, KB), и дви жет ся по рав но вес ной тра ек то рии с на чаль ным уп -
рав ле ни ем u0A, то у стра ны В все гда есть воз мож ность опе ре дить стра ну А
по обо им ви дам ка пи та ла, за тра чи вая до ста точ но мно го вре ме ни на обу че -
ние. Точ нее го во ря, это про изой дет с те че ни ем вре ме ни, ес ли и толь ко ес ли
стра на В бу дет дви гать ся по рав но вес ной тра ек то рии с на чаль ным уп рав ле -
ни ем u0B, удов ле тво ря ю щим ус ло вию

u0B < u0A.

В обо их слу ча ях дол го вре мен ные тем пы рос та оди на ко вы на всех тра ек то -
ри ях, т.е. все раз ли чия воз мож ны толь ко в до стиг ну тых уров нях. Гра нич ный
слу чай γ = β об ла да ет чер та ми обо их слу ча ев, от ме чен ных ра нее: в лю бом
на чаль ном со сто я нии мож но при ме нить раз лич ные на чаль ные уп рав ле ния u0,
и на рав но вес ной тра ек то рии име ет ме с то ра вен ст во u(t) � u0. Темп рос та
че ло ве че с ко го ка пи та ла и дол го сроч ный темп рос та фи зи че с ко го ка пи та ла

α – β
———

β



h0B——
h0A
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яв ля ют ся воз ра с та ю щи ми функ ци я ми ис поль зу е мой для обу че ния до ли
вре ме ни 1 – u0. Это оз на ча ет, что в дан ном слу чае стра ну А, дви жу щу ю ся по
лю бой рав но вес ной тра ек то рии с до лей u0A не сво бод но го вре ме ни, по свя -
щен но го про из вод ст ву благ, мо жет опе ре дить стра на В из лю бо го на чаль но го
со сто я ния, ес ли она по свя ща ет обу че нию до лю не сво бод но го вре ме ни, бо́ль-
шую, чем 1 – u0A, т.е. ес ли u0B < u0A. При этом схо ди мость к ста ци о нар ным
со сто я ни ям с бо лее вы со ки ми тем па ми рос та фи зи че с ко го ка пи та ла про ис -
хо дит мед лен нее. В слу чае γ = β опе ре же ние име ет ме с то не толь ко в уров -
нях ка пи та ла, но и в тем пах рос та че ло ве че с ко го и фи зи че с ко го ка пи та лов.

8.4. При ме ры ре ше ния за дач по ма к ро эко но ми ке

Рас смо т рим при ме ры ти по вых ма к ро эко но ми че с ких за дач.

При мер 8.1. Спрос до маш них хо зяйств на оте че ст вен ные по тре би тель ские
бла га вы ра жа ет ся функ ци ей C = 0,4Y, на им порт ные — Z = 0,2Y, а на день ги —
M = 0,04Y + P(60 – r). Ин ве с ти ци он ный спрос пред при ни ма те лей за дан функ ци -
ей I = 98,2 – 4,8r. Спрос го су дар ст ва на рын ке благ ра вен 35, а за гра ни цы — 45.
Дей ст ву ю щая став ка по до ход но го на ло га TY = 0,25. Тре бу ет ся оп ре де лить, на ка -
кое рас сто я ние, из ме рен ное по оси аб сцисс, сдви нут ся ли ния IS и кри вая со во -
куп но го спро са, ес ли го су дар ст вен ные рас хо ды воз ра с тут на 20 ед.

Ре ше ние. Оп ре де лим пре дель ную склон ность до маш них хо зяйств к сбе ре же -
нию:

SY = 1 – CY – TY – ZY = 1 – 0,4 – 0,25 – 0,2 = 0,15.

Из ус ло вия рав но ве сия на рын ке благ вы ве дем урав не ние ли нии IS:

0,6Y = 98,2 – 4,8r + 35 + 45 = 178,2 – 4,8r,

от ку да по лу ча ем Y = 297 – 8r. По сле уве ли че ния го су дар ст вен ных рас хо дов
урав не ние ли нии IS при мет вид

0,6Y = 198,2 – 4,8r,

от ку да на хо дим Y = 330,3 – 8r. Сле до ва тель но, рас сто я ние сдви га ли нии IS рав но

330,3 – 297 = 33,3.

Для по лу че ния функ ции со во куп но го спро са оп ре де лим урав не ние ли нии LM:

= 0,04Y + 60 – r.

Вы ра зим r из урав не ния ли нии IS:

r = 37,125 – 0,125Y

и под ста вим его в урав не ние ли нии LM:

= 0,04Y + 60 – 37,125 + 0,125Y,

от ку да по лу ча ем

Y0 = – 138,6.

Со от вет ст вен но, по сле уве ли че ния го су дар ст вен ных рас хо дов име ем

IS1: r = 41,288 – 0,125Y;  LM1: = 0,04Y + 60 – 41,288 + 0,125Y.
60
––
P

363,6
————
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По лу ча ем

Y1 = – 113,3.

Сле до ва тель но, сдвиг кри вой со во куп но го спро са ра вен

138,6 – 113,3 = 25,3.

При мер 8.2. Ко ли че ст во на хо дя щих ся в об ра ще нии де нег рав но 24 ед., а спрос
на день ги вы ра жа ет ся фор му лой M = 1,5Y – 100r. Кро ме то го, из ве ст ны функ ция
по треб ле ния C = 0,8Y и функ ция ин ве с ти ций I = 4 – 40r.

1.�Со ста вим урав не ние функ ции со во куп но го спро са.
2.�Оп ре де лим, как из ме нят ся объ ем со во куп но го спро са и ре аль ная став ка

про цен та при по вы ше нии уров ня цен с 1 до 2.
Ре ше ние. 1. Для оп ре де ле ния функ ции со во куп но го спро са ре шим урав не ние

IS от но си тель но r:

4 – 40r = 0,2Y,

по это му

r = 0,1 – 0,005Y,

и под ста вим най ден ное вы ра же ние в урав не ние ли нии LM:

= 1,5Y – 100(0,1 – 0,005Y),

cле до ва тель но,

Y = + 5.

2.�При P = 1 со во куп ный спрос ра вен 12 + 5 = 17; при P = 2, со от вет ст вен но,
6 + 5 = 11. Сле до ва тель но, со во куп ный спрос сни зит ся на 6 ед.

Най дем став ку про цен та при P = 1 из си с те мы урав не ний ли ний IS и LM:

Име ем r = 0,015. Со от вет ст вен но, при P = 2 име ем си с те му

по это му r = 0,045. Сле до ва тель но, став ка про цен та уве ли чи лась на 0,03.

За да чи для са мо сто я тель но го ре ше ния
8.1. Вы ве ди те не о клас си че с кую и кейн си ан скую функ ции спро са на труд при

ис поль зо ва нии 16 ед. ка пи та ла и тех но ло гии, пред став лен ной про из вод ст вен ной
функ ци ей Y = ����LK.

8.2. Пред при ни ма те ли пла ни ру ют ис поль зо вать 9 ед. ка пи та ла при тех но ло гии
про из вод ст ва, пред став лен ной про из вод ст вен ной функ ци ей Y = 8����LK.

1.�Оп ре де ли те функ цию со во куп но го пред ло же ния, ес ли функ ция пред ло же ния
тру да име ет вид: а) LS = 1,6W; б) LS = 1,6w.

2.�Ука жи те, к ка кой из кон цеп ций при над ле жит каж дая из най ден ных функ ций
со во куп но го пред ло же ния.

12 = 1,5Y – 100r,
Y = 20 – 200r.





24 = 1,5Y – 100r,
Y = 20 – 200r.
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8.3. Но ми наль ное ко ли че ст во де нег, на хо дя щих ся в об ра ще нии, рав но 81 ед.;
ско рость их об ра ще ния рав на 10. Спрос на день ги как иму ще ст во ха рак те ри зу ет ся
фор му лой

Mим = .

Объ ем сбе ре же ний ра вен 40% ре аль но го до хо да, а объ ем ин ве с ти ций оп ре де ля -
ет ся по фор му ле

I = 20 + .

1.�Ка кой уро вень цен обес пе чи ва ет сов ме ст ное рав но ве сие на рын ках благ и де -
нег, ес ли ве ли чи на эф фек тив но го спро са рав на 60?

2.�Как из ме нит ся уро вень цен, ес ли: а) ско рость об ра ще ния де нег уд во ит ся;
б) ко ли че ст во на хо дя щих ся в об ра ще нии де нег умень шит ся вдвое?

8.4. По тре би тель ский спрос ха рак те ри зу ет ся функ ци ей C = 50 + 0,5Y, а ин ве с -
ти ци он ный спрос — функ ци ей I = 200 – 25r. Функ ция спро са на день ги име ет вид
M = 0,1Y + 24 – 2r. Пред ставь те в ви де функ ции за ви си мость ко ли че ст ва на хо дя -
щих ся в об ра ще нии де нег от ре аль ной ве ли чи ны эф фек тив но го спро са, ес ли уро -
вень цен по сто ян но дол жен быть ра вен 1,5.

8.5. До маш ние хо зяй ст ва 80% те ку ще го рас по ла га е мо го до хо да ис поль зу ют на
по куп ку благ. Ин ве с ти ци он ный спрос пред при ни ма те лей ха рак те ри зу ет ся фор му -
лой I = 900 – 50r. Спрос на ре аль ные кас со вые ос тат ки оп ре де ля ет ся фор му лой
M = 0,25Y – 62,5r, а их пред ло же ние рав но 500 ед.

1.�Ка кую став ку по до ход но го на ло га долж но ус та но вить пра ви тель ст во, что бы
при пла ни ру е мых го су дар ст вен ных рас хо дах в раз ме ре 800 ед. эф фек тив ный спрос
рав нял ся 3500 ед.?

2.�Как долж но бы ло бы дей ст во вать го су дар ст во, ес ли бы на ме чен ной ве ли чи ны
на ци о наль но го до хо да мож но бы ло до стичь при сба лан си ро ван ном бю д же те?

8.6. До ка жи те, что ес ли ве ли чи на X(t) име ет темп при ро с та g(t), то уг ло вой ко -
эф фи ци ент кри вой ln x(t) ра вен g(t).

8.7. Учи ты вая, что темп при ро с та пе ре мен ной ра вен про из вод ной по вре ме ни ее
ло га риф ма, до ка жи те сле ду ю щие ут верж де ния.

а)�Темп рос та про из ве де ния двух пе ре мен ных ра вен сум ме тем пов при ро с та
этих пе ре мен ных: ес ли Z(t) = X(t)Y(t), то

·
Z(t)/Z(t) = [ 

·
X(t)/X(t)] + [ 

·
Y(t)/Y(t)].

б)�Темп при ро с та от но ше ния двух пе ре мен ны х ра вен раз но сти тем пов при ро с та
этих пе ре мен ных: ес ли Z(t) = X(t)/Y(t), то

·
Z(t)/Z(t) = [ 

·
X(t)/X(t)] – [ 

·
Y(t)/Y(t)].

в)�Ес ли Z(t) = (X(t))α, то
·

Z(t)/Z(t) = α ·
X(t)/X(t)].

8.8. Пред по ло жим, что темп при ро с та не ко то рой ве ли чи ны X по сто я нен и ра вен
α > 0 на ин тер ва ле от 0 до t1, па да ет до 0 в мо мент t1, плав но воз ра с та ет с 0 до α на
ин тер ва ле от t1 до t2 и ос та ет ся на уров не a по сле t2.

1.�По ст рой те гра фик тем па при ро с та X как функ ции вре ме ни.
2.�По ст рой те гра фик ln X как функ ции вре ме ни.
8.9. До ка жи те сле ду ю щие свой ст ва:
а)�темп при ро с та по сто ян ной ве ли чи ны ра вен ну лю;
б)�темп при ро с та ве ли чи ны ax(t), где a — по сто ян ная, ра вен тем пу при ро с та ве -

ли чи ны x(t).

12
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8.10. В ра бо те но бе лев ско го ла у ре а та Р. Лу ка са «О ме ха ни ке эко но ми че с ко го
раз ви тия»1 воз ни ка ет сле ду ю щее ра вен ст во:

βAK(t)β – 1(u(t)h(t)N(t))1 –βh(t)γ = ρ + σκ,

где ве ли чи ны A, β, γ, ρ, σ, κ — по сто ян ные. Для сба лан си ро ван ной тра ек то рии, пред -
по ла гая, что gK = κ + λ, gh = ν, вы ра зи те ве ли чи ну κ че рез дру гие по сто ян ные.

8.11. Рас смо т рим про из вод ст вен ную функ цию Коб ба — Ду гла са

F(K, L) = AKαL1 – α,

где K — за тра ты ка пи та ла; L — за тра ты тру да, A > 0, 0 < α < 1. Для та кой про из вод -
ст вен ной функ ции пре дель ный про дукт ка пи та ла со став ля ет

= αAK α – 1L1 – α,

а пре дель ный про дукт тру да

= (1 – α)AK αL–α.

Тре бу ет ся по ка зать, что эла с тич ность вы пу с ка по ка пи та лу рав на α, а эла с тич -
ность вы пу с ка по тру ду рав на 1 – α (чис ло a на зы ва ют до лей ка пи та ла, а чис ло
1 – α — до лей тру да).

8.12. Пред по ло жим, что фир ма опи сы ва ет ся про из вод ст вен ной функ ци ей Коб -
ба — Ду гла са. По ка жи те, что пре дель ный про дукт тру да за ви сит толь ко от ка пи та -
ло во ору жен но с ти:

k = .

8.13. Вы ве ди те урав не ние кри вой спро са на труд, ес ли фир ма опи сы ва ет ся про -
из вод ст вен ной функ ци ей Коб ба — Ду гла са.

8.14. Для про из вод ст вен ной функ ции Коб ба — Ду гла са, счи тая, что в рав но ве -
сии пре дель ный про дукт тру да ра вен ре аль ной став ке за ра бот ной пла ты, а пре дель -
ный про дукт ка пи та ла — про цент ной став ке, най ди те за ви си мость меж ду ре аль ной
став кой за ра бот ной пла ты и про цент ной став кой. По ст рой те гра фик этой за ви си -
мо с ти.

8.15. Пред по ло жим, что фир ма опи сы ва ет ся про из вод ст вен ной функ ци ей Коб -
ба — Ду гла са, при чем до ля ка пи та ла в до хо де рав на 0,3, а до ля тру да — 0,7. Что про -
изой дет с вы пу с ком, ес ли ка пи тал уве ли чит ся на 5%, а за тра ты тру да умень шат ся
на 4%?

L
—
L

∂F
——
∂L

∂F
——
∂K

——————————
1 Lucas, R. E. On the mechanics of economic development // Journal of Monetary Economics.

1988. Vol. 22. № l. P. 3—42.



Гла ва 9 
МИКРОЭКОНОМИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ МЕНЕДЖМЕНТА

В ре зуль та те изу че ния гла вы 9 сту дент дол жен:
знать
• ме тод вет вей и гра ниц;
• ме тод ди на ми че с ко го про грам ми ро ва ния;
уметь
• при ме нять ме тод вет вей и гра ниц и ме тод ди на ми че с ко го про грам ми ро ва ния

для ре ше ния раз лич ных оп ти ми за ци он ных за дач;
вла деть
• ос но ва ми те о рии мас со во го об слу жи ва ния.

9.1. За да чи ди на ми че с ко го про грам ми ро ва ния

Мо де ли ли ней но го про грам ми ро ва ния в боль шин ст ве слу ча ев ис поль -
зу ют ся в про мы ш лен но с ти для при ня тия круп но мас штаб ных пла но вых ре -
ше ний в слож ных си ту а ци ях. Мо де ли ди на ми че с ко го про грам ми ро ва ния
обыч но при ме ня ют ся для ре ше ния за дач зна чи тель но мень ше го мас шта ба.
Пе ре чис лим лишь не ко то рые ти пич ные об ла с ти при ме не ния мо де лей ди -
на ми че с ко го про грам ми ро ва ния при при ня тии ре ше ний.

1.�Раз ра бот ка пра вил уп рав ле ния за па са ми, ус та нав ли ва ю щих мо мент
по пол не ния за па сов и раз мер по пол ня ю ще го за ка за.

2.�Раз ра бот ка прин ци пов ка лен дар но го пла ни ро ва ния про из вод ст ва
и вы рав ни ва ния за ня то с ти в ус ло ви ях ко леб лю ще го ся спро са на про дук цию.

3.�Оп ре де ле ние не об хо ди мо го объ е ма за пас ных ча с тей, га ран ти ру ю ще го
эф фек тив ное ис поль зо ва ние до ро го сто я ще го обо ру до ва ния.

4.�Рас пре де ле ние де фи цит ных ка пи таль ных вло же ний меж ду воз мож -
ны ми но вы ми на прав ле ни я ми их ис поль зо ва ния.

5.�Вы бор ме то дов про ве де ния рек лам ной кам па нии.
6.�Си с те ма ти за ция ме то дов по ис ка цен но го ви да ре сур сов.
7.�Со став ле ние ка лен дар ных пла нов те ку ще го и ка пи таль но го ре мон тов

слож но го обо ру до ва ния.
8.�Раз ра бот ка дол го сроч ных пра вил за ме ны вы бы ва ю щих из экс плу а та -

ции ос нов ных фон дов.
Во мно гих ре аль но функ ци о ни ру ю щих си с те мах еже не дель но тре бу ет ся

при ни мать ты ся чи та ких ре ше ний. В свя зи с этим мо де ли ди на ми че с ко го
про грам ми ро ва ния цен ны имен но тем, что они поз во ля ют при ни мать мил -
ли о ны ре ше ний на ос но ве стан дарт но го под хо да, ча с то с ис поль зо ва ни ем
ком пью те ров, при ми ни маль ном вме ша тель ст ве че ло ве ка. Мно гим фир мам,
вос поль зо вав шим ся мо де ля ми ди на ми че с ко го про грам ми ро ва ния, уда лось
до бить ся со кра ще ния за трат или же уров ня за па сов на 25% и бо лее.
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Про ис хож де ние на зва ния «ди на ми че с кое про грам ми ро ва ние» свя за но
с ис поль зо ва ни ем ме то дов ди на ми че с ко го про грам ми ро ва ния в за да чах
при ня тия ре ше ний че рез фик си ро ван ные про ме жут ки вре ме ни, на при мер
в за да чах уп рав ле ния за па са ми. Од на ко ме то ды ди на ми че с ко го про грам ми -
ро ва ния ус пеш но при ме ня ют ся так же для ре ше ния за дач, в ко то рых фак тор
вре ме ни не учи ты ва ет ся, по это му бо лее удач ным, по мне нию Х. Та хи1, яв -
ля ет ся тер мин «мно го этап ное про грам ми ро ва ние», от ра жа ю щий по ша го вый
ха рак тер про цес са ре ше ния за да чи. С дру гой сто ро ны, мно гие по ни ма ют
сло во «ди на ми че с кое» бук валь но, объ яс няя под ход к ре ше нию оп ти ми за -
ци он ных за дач с по зи ций ди на ми че с ко го про грам ми ро ва ния как вре мену´ю
«воз мож ность при нять ряд по сле до ва тель ных ре ше ний, обес пе чи ва ю щих
оп ти маль ность раз ви тия про цес са в це лом»2.

Фун да мен таль ным прин ци пом, по ло жен ным в ос но ву те о рии ди на ми че -
с ко го про грам ми ро ва ния, яв ля ет ся прин цип оп ти маль но с ти, ко то рый оп -
ре де ля ет по ря док по этап но го ре ше ния до пу с ка ю щей де ком по зи цию за да чи
с по мо щью ре кур рент ных вы чис ли тель ных про це дур.

Та ким об ра зом, ди на ми че с кое про грам ми ро ва ние пред став ля ет со бой ма-
те ма ти че с кий ап па рат, раз ра бо тан ный с це лью по вы ше ния эф фек тив но с ти
вы чис ле ний при ре ше нии не ко то ро го клас са за дач ма те ма ти че с ко го про -
грам ми ро ва ния с по мо щью их раз ло же ния (де ком по зи ции) на от но си тель но
не боль шие и ме нее слож ные за да чи. Для ди на ми че с ко го про грам ми ро ва -
ния ха рак те рен под ход к ре ше нию за да чи по эта пам, с каж дым из ко то рых
свя за на од на уп рав ля ю щая пе ре мен ная. На бор ре кур рент ных про це дур,
свя зу ю щих раз лич ные эта пы, обес пе чи ва ет по лу че ние до пу с ти мо го оп ти -
маль но го ре ше ния за да чи в це лом при до сти же нии по след не го эта па.

Ос нов ная идея ди на ми че с ко го про грам ми ро ва ния со сто ит в сле ду ю -
щем. За да чу, ко то рая нас ин те ре су ет, по гру жа ем в це лый класс за дач и, ре -
шив за да чи это го клас са, по лу чим и ре ше ние ин те ре су ю щей нас за да чи.
Дру гая идея, по ло жен ная в ос но ву ди на ми че с ко го про грам ми ро ва ния, —
в слу ча ях, ког да тре бу ет ся при нять мно го ре ше ний, све с ти де ло к по сле до -
ва тель но му при ня тию ча ст ных ре ше ний.

Впер вые идея ди на ми че с ко го про грам ми ро ва ния бы ла пред ло же на
Р. Белл ма ном для не пре рыв но го клас са за дач и за тем пе ре не се на на дис -
крет ные за да чи. За да чи дис крет но го про грам ми ро ва ния весь ма раз но об раз -
ны, и ни ка ких об щих ме то дов ре ше ния здесь нет. Од на ко су ще ст ву ют не кие
об щие идеи, ко то рые на зы ва ют «ме то да ми», но в дан ном слу чае речь идет
не о кон крет ных ал го рит мах, а лишь о не ких на прав ля ю щих ве хах. Та ких
об щих идей две: ме тод вет вей и гра ниц и ме тод ди на ми че с ко го про грам ми -
ро ва ния.

Ме тод вет вей и гра ниц яв ля ет ся бо лее об щим, чем ме тод ди на ми че с ко -
го про грам ми ро ва ния. Идею ме то да М. К. Га ву рин объ яс нял3 на та ком про -
стом при ме ре. Рас смо т рим за да чу дис крет но го про грам ми ро ва ния, ре ша е -
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мую ме то дом пол но го пе ре бо ра. Пусть для оп ре де лен но с ти у нас за да ча на
ми ни мум:

мно же ст во Ω пред по ла га ет ся мно го чис лен ным в том смыс ле, что да же взять
и по дер жать в ру ках каж дый его эле мент, ни че го с ним не де лая, — за да ча
труд ная. Нуж но най ти та кие ча с ти мно же ст ва Ω, для ко то рых вы чис лять f(x)
не сто ит. Пред по ла га ет ся на ли чие функ ции g, та кой что ар гу мен та ми ее яв -
ля ют ся не от дель ные эле мен ты из Ω, а це лые под мно же ст ва ω ⊂ Ω, при чем
ес ли x ∈ ω ⊂ Ω, то f(x) 	 g(w). Ес ли мы та кую оцен ку сни зу уме ем стро ить,
то мо жем при ме нять ме тод вет вей и гра ниц.

Пусть Θ — это класс мно жеств ω ⊂ Ω, под ле жа щих рас смо т ре нию, rec —
пе ре мен ная, ко то рая хра нит най ден ное на дан ный мо мент на и мень шее зна -
че ние функ ции, argrec — то зна че ние ар гу мен та x ∈ Ω, на ко то ром до стиг ну -
то зна че ние rec. Сна ча ла Θ = {Ω}, rec = +�. Схе му ме то да мож но опи сать
сле ду ю щим об ра зом.

1.�Бе рем ка кое-ли бо ω из Θ, уда ля ем ω из мно же ст ва Θ, вы чис ля ем g(ω).
2.�Ес ли g(ω) < rec, то пе ре хо дим к п. 3, в про тив ном слу чае пе ре хо дим

к п. 4.
3.�Ес ли ω — од но то чеч ное мно же ст во, ω = {ξ}, при сва и ва ем пе ре мен ной

rec зна че ние f(ξ), а пе ре мен ной argrec — зна че ние ξ и пе ре хо дим к п. 4. Ес -
ли же ω — не од но то чеч ное мно же ст во, то пе ре хо дим к п. 5.

4.�Ес ли мно же ст во Θ пу с то, то ал го ритм свою ра бо ту за кан чи ва ет. Ес ли
же Θ не пу с то, пе ре хо дим к п. 1.

5.�Раз би ва ем мно же ст во w на под мно же ст ва, при со е ди ня ем их к мно же -
ст ву Θ в ка че ст ве но вых эле мен тов и пе ре хо дим к п. 1.

Очень труд но дать ка кое-ли бо кон крет ное опи са ние ме то да ди на ми че с -
ко го про грам ми ро ва ния.

М.�К. Га ву рин объ яс нял идею ди на ми че с ко го про грам ми ро ва ния сле ду -
ю щим об ра зом. Есть та кие не да ле кие лю ди, ко то рые ста ра ют ся из каж дой
си ту а ции из влечь мак си мум лич ной поль зы, — итог их жиз ни обыч но бы -
ва ет весь ма и весь ма пла чев ным. За да чи же ди на ми че с ко го про грам ми ро ва -
ния ох ва ты ва ют те си ту а ции, ког да при ме не ние этой бли зо ру кой стра те гии
мак си ми за ции си ю ми нут ной вы го ды при во дит в ко неч ном ито ге к до сти -
же нию гло баль но го оп ти му ма.

Ди на ми че с кое про грам ми ро ва ние, как уже от ме ча лось, — это на зва ние
це ло го клас са ме то дов или кон крет ных ал го рит мов ре ше ния (глав ным об -
ра зом дис крет ных) оп ти ми за ци он ных за дач. При ре ше нии каж дой кон к -
рет ной за да чи дис крет но го про грам ми ро ва ния, т.е. при раз ра бот ке каж до го
кон крет но го ал го рит ма, ос нов ным мо мен том яв ля ет ся вы вод ре кур рент но -
го со от но ше ния для це ле вой функ ции, на зы ва е мо го функ ци о наль ным урав -
не ни ем Белл ма на (по сколь ку не из ве ст ной в этом урав не нии яв ля ет ся це ле -
вая функ ция, ко то рая с по мо щью дан но го со от но ше ния Белл ма на
ре кур сив но вы ра жа ет ся че рез эту же це ле вую функ цию, но для за дач мень -
шей раз мер но с ти).

Об щей осо бен но с тью мо де лей ди на ми че с ко го про грам ми ро ва ния, как
уже упо ми на лось, яв ля ет ся све де ние за да чи при ня тия ре ше ний к по лу че -

f(x) � min,
x ∈ Ω,
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нию ре кур рент ных со от но ше ний. По ста ра ем ся объ яс нить эту об щую идею
ди на ми че с ко го про грам ми ро ва ния на од ном про стом при ме ре.

Пред по ло жим, что име ют ся не ко то рые ре сур сы, ко то рые рас пре де ля ют ся
на два пред при я тия: пер во му до ста ет ся y, а вто ро му — x – y. Пусть в те че ние
оп ре де лен но го пе ри о да, на при мер го да, ко ли че ст во y при но сит до ход g(y),
а ко ли че ст во x – y — до ход h(x – y). Обо зна чим че рез F1(x) на и боль ший до -
ход, ко то рый мо гут при не с ти ре сур сы x при оп ти маль ном рас пре де ле нии
их меж ду пред при я ти я ми. Тог да

F1(x) = (g(y) + h(x – y)).

Рас смо т рим те перь двух ша го вый про цесс, со сто я щий из двух пе ри о дов
(эта пов). Так как до ход по лу ча ет ся вслед ст вие вы пу с ка и ре а ли за ции про -
дук ции, что свя за но с оп ре де лен ны ми из держ ка ми, то к на ча лу вто ро го пе -
ри о да пер во на чаль ная ве ли чи на y умень шит ся до ве ли чи ны ay (0 
 a 
 1),
а ве ли чи на x – y — до ве ли чи ны b(x – y) (0 
 b 
 1). На и боль ший до ход, ко -
то рый мож но по лу чить от сум мар но го ос тат ка ay + b(x – y) в те че ние вто -
ро го эта па, ра вен F1[ay + b(x – y)]. Обо зна чим че рез F2(x) на и боль ший до -
ход, ко то рый мо жет быть по лу чен от сум мы x за оба пе ри о да. Этот до ход
ра вен мак си маль но му зна че нию сум мы до хо дов пер во го и вто ро го пе ри о -
дов, при ус ло вии что на чаль ные для каж до го пе ри о да ре сур сы рас пре де ля -
лись на и луч шим об ра зом, т.е.

F2(x) = {(g(y) + h(x – y) + F1[ay + b(x – y)])}.

Рас сма т ри вая n-ша го вый про цесс, при хо дим к ос нов но му функ ци о наль -
но му урав не нию Белл ма на, ко то рое ус та нав ли ва ет связь меж ду Fn и Fn – 1:

Fn(x) = {(g(y) + h(x – y) + Fn – 1[ay + b(x – y)])}.

По при ве ден ным ра вен ст вам по сле до ва тель но на хо дим F1(x), за тем
F2(x), F3(x) и т.д. Зна че ние Fn(x) яв ля ет ся до хо дом, по лу чен ным за n ша гов.

В каж дом от дель ном слу чае функ ци о наль ное урав не ние Белл ма на пред -
став ля ет со бой ма те ма ти че с кую фор му ли ров ку прин ци па ди на ми че с ко го
про грам ми ро ва ния.

Во всех тех слу ча ях, ког да воз мож но при ме не ние ме то дов ди на ми че с ко -
го про грам ми ро ва ния, оп ти маль ное по ве де ние об ла да ет сле ду ю щим свой -
ст вом: ка ко вы бы ни бы ли пер во на чаль ное со сто я ние и ре ше ние на пер вом
ша ге, ре ше ния на сле ду ю щих ша гах долж ны со став лять оп ти маль ное по ве -
де ние от но си тель но ре ше ния, по лу чен но го на пре ды ду щих ша гах.

При ме ни тель но к рас смо т рен но му при ме ру это оз на ча ет, что мак си маль -
ный до ход от n-ша го во го про цес са ра вен сум ме до хо дов от 1-го и (n – 1) по -
сле ду ю щих ша гов при ус ло вии оп ти маль но го рас пре де ле ния в по сле ду ю -
щих ша гах ре сур сов, ос тав ших ся по сле 1-го ша га.

Да лее пе рей дем к бо лее ос мыс лен ным за да чам. Прин цип ди на ми че с ко -
го про грам ми ро ва ния (при ме не ние функ ци о наль но го урав не ния Белл ма -
на) рас смо т рим на при ме ре двух весь ма по пу ляр ных ми к ро эко но ми че с ких
за дач ме недж мен та: за да чи уп рав ле ния за па са ми и пла ни ро ва ния про даж
(за да чи мно го пе ри од но го пла ни ро ва ния).

max
0 
y
x

max
0 
y
x

max
0 
y
x
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9.2. За да ча уп рав ле ния за па са ми

По ста нов ка за да чи. Фир ма встре ча ет ся со спро сом dt в на ча ле каж до го
из T пе ри о дов. Из держ ки на при об ре те ние xt ре сур сов в на ча ле пе ри о да t
есть Ct(xt). Из держ ки хра не ния в те че ние пе ри о да t со став ля ют ht(it + 1), где it

+ 1 есть за пас, пе ре хо дя щий на (t + 1)-й пе ри од.
Сфор му ли ру ем за да чу оп ре де ле ния фир мой оп ти маль но го рас пи са ния

за куп ки за па сов как за да чу ди на ми че с ко го про грам ми ро ва ния (пред по ла -
га ет ся, что на чаль ный за пас i1 = 0).

По ка жем, что ес ли функ ции Ct(xt) и ht(it + 1) во гну ты (вы пук лы вверх),
то сфор му ли ро ван ная за да ча мо жет быть ре ше на с по мо щью пря мо го ал го -
рит ма. Про ил лю с т ри ру ем те о ре му о го ри зон те пла ни ро ва ния (см. ни же)
в том слу чае, ког да T = 6, dt = 2, ht(it + 1) = 3it + 1 и

Ct(xt) = 

Ре ше ние. Вы бе рем функ цию Белл ма на: fn(i) = (ми ни маль ные за тра ты на
n ос тав ших ся пе ри о дах при на чаль ном уров не за па сов I), f0(0) = 0.

Функ ци о наль ное урав не ние Белл ма на:

fn(i) = (CT – n + 1(x) + hT – n + 1(i + x – dT – n + 1) + fn – 1(i + x – dT – n + 1)),

dT – n + 1 – i 
 x 
 dT – n + 1 + dT – n + 2 + … + dT – i,

i = 0, 1, 2, …, dT – n + 1 + dT – n + 2 + … + dT.

Тре бу ет ся най ти fT(0), т.е. ис поль зу ет ся об рат ная про гон ка.
В слу чае ког да за тра ты на при об ре те ние и за тра ты на хра не ние за па сов

яв ля ют ся во гну ты ми функ ци я ми (это со от вет ст ву ет слу чаю по сто ян ных
или убы ва ю щих пре дель ных из дер жек на со от вет ст ву ю щем уча ст ке кри вой
за трат), мож но до ка зать сле ду ю щие ут верж де ния.

1.�При за дан ном ис ход ном уров не за па са i1 = 0 на лю бом эта пе N-этап ной
мо де ли оп ти маль ным яв ля ет ся по ло жи тель ное зна че ние xt

* или по ло жи -
тель ный ис ход ный за пас it

*; их про из ве де ние долж но быть рав но ну лю, т.е.
xt

*it
* = 0.
2.�Раз мер за ка за xt на лю бом эта пе t оп ти ма лен толь ко тог да, ког да он ра -

вен ну лю или в точ но с ти со от вет ст ву ет спро су од но го эта па или не сколь -
ких по сле ду ю щих эта пов. Эти по сле ду ю щие эта пы та ко вы, что ес ли спрос
на эта пе t + m (< N) удов ле тво ря ет ся за счет xt

*, то спрос на эта пах t, t + 1, …,
t + m – 1 так же удов ле тво ря ет ся за счет xt

*.
В слу чае во гну тых функ ций за трат спра вед ли ва так же сле ду ю щая те о -

рема1.
Те о ре ма 9.1 (о го ри зон те пла ни ро ва ния). Ес ли на эта пе t* до сти га ет ся

ми ни мум за трат та ким об ра зом, что спрос на эта пе t* удов ле тво ря ет ся за
счет раз ме ще ния за ка за на пре ды ду щем эта пе t** < t*, то для всех по сле ду -
ю щих эта пов t > t* до ста точ но оп ре де лить оп ти маль ную про грам му, ос но -
ван ную на раз ме ще нии за ка зов толь ко на эта пах t**, t** + 1, …, t. В ча ст но с -
ти, ес ли оп ти маль ная стра те гия тре бу ет раз ме ще ния за ка за на эта пе t*

min
x

0 при xt = 0,
8 + 2xt при xt = 1, 2, 3, ... .
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для удов ле тво ре ния спро са то го же эта па t* (т.е. t** = t*), то для лю бо го по -
сле ду ю ще го эта па t > t* все гда оп ти маль но раз ме щать за каз на эта пе t*,
не учи ты вая спро са в бу ду щем (в этом слу чае го во рят, что t* — на ча ло го -
ри зон та пла ни ро ва ния).

Из дан ной те о ре мы вы те ка ют два важ ных след ст вия.
1.�Вы чис ли тель ный про цесс мож но пре рвать, не рас сма т ри вая эле мен -

ты, от но ся щи е ся к эта пам k < t**, что обес пе чит со кра ще ние объ е ма вы чис -
ле ний.

2.�В ча ст ном слу чае, ког да t** = t*, по ми мо со кра ще ния объ е ма вы чис ле -
ний на эта пе t* по сле ду ю щие эта пы, на чи ная с t*, мож но рас сма т ри вать со -
вер шен но не за ви си мо от всех пре ды ду щих. Бо лее то го, все гда оп ти маль но
раз ме щать за каз на эта пе t* вне за ви си мо с ти от бу ду ще го спро са.

Та ким об ра зом, ес ли функ ции Ct(xt) и ht(it) яв ля ют ся во гну ты ми, мож но
ис поль зо вать сле ду ю щий ал го ритм.

Пусть ft — ми ни маль ные за тра ты пе ри о дов с 1-го по t-й при ну ле вом за -
па се в кон це пе ри о да t. Тог да f0 = 0, ft = {fk + ckt}, где

ckt = 

Тре бу ет ся най ти fT.

Ищем min (Ct(xt) + ht(it + 1)) при ус ло вии it + xt = Dt + it + 1, т.е.

dt 
 xt + it 
 dt + dt + 1 + … + dT;

0 
 x – dt 
 dt + 1 + ... + dT.

Сна ча ла вы чис ля ем cij:
с01 = C1(2) = 12;
c02 = C1(2 + 2) + h1(2) = 16 + 6 + 22;
c03 = C1(2 + 2 + 2) + h1(2 + 2) + h2(2) = 20 + 12 + 6 = 38;
c04 = C1(2 · 4) + h1(2 · 3) + h2(2 · 2) + h3(2) = 24 + 36 = 60;
c05 = C1(2 · 5) + h1(2 · 4) + h2(2 · 3) + h3(2 · 2) + h4(2) = 28 + 60 = 88;
c06 = C1(2 · 6) + h1(2 · 5) + h2(2 · 4) + h3(2 · 3) + h4(2 · 2) + h5(2) = 30 + 84 = 114;
c12 = C2(2) = 12;
c13 = C2(2 + 2) + h2(2) = 16 + 6 = 22;
c14 = C2(2 · 3) + h2(2 · 2) + h3(2) = 38;
c15 = C2(2 · 4) + h2(2 · 3) + h3(2 · 2) + h4(2) = 60;
c16 = C2(2 · 5) + h2(2 · 4) + h3(2 · 3) + h4(2 · 2) + h5(2) = 88;
c23 = C3(2) = 12;
c24 = C3(2 + 2) + h3(2) = 22;
c25 = C3(2 · 3) + h3(2 · 2) + h4(2) = 38;
c26 = C3(2 · 4) + h3(2 · 3) + h4(2 · 2) + h5(2) = 60;
c34 = 12; c35 = 22; c36 = 38; c45 = 12; c46 = 22; c56 = 12.
Обо зна чим kn — это то k, при ко то ром сум ма fk + ckn до сти га ет ми ни му ма).
Те перь при ме ним ре кур рент ные со от но ше ния для ft:
f0 = 0;
f1 = f0 + c01 = 12; k1 = 0;
f2 = min{f0 + c02, f1 + c12} = min{22, 12 + 12} = 22; k2 = 0;

T

Σ
t = 1

Ck + 1(dk + 1) при t = k + 1,
Ck + 1(dk + 1 + dk + 2 + ... + dt) + hk + 1(dk + 2 + ... + dt) + ht – 1(dt) при t > k + 1.





min
k = 0, 1, ..., t –  1
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f3 = min{f0 + c03, f1 + c13, f2 + c23} = min{0 + 38, 12 + 22, 22 + 12} = 34; k3 = 1
или 2 (луч ше 2);

f4 = min{f2 + c24, f3 + c34} = min{22 + 22, 34 + 12} = 44; k4 = 2;
f5 = min{f2 + c25, f3 + c35, f4 + c45} = min{22 + 38, 34 + 22, 44 + 12} = 56; k5 = 3

или 4 (луч ше 4);
f6 = min{f4 + c46, f5 + c56} = min{44 + 22, 56 + 12} = 66; k6 = 4.
Та ким об ра зом, оп ти маль ной про грам мой бу дет x1 = 4; x2 = 0; x3 = 4;

x4 = 0; x5 = 4; x6 = 0, а ми ни маль ны ми за тра та ми f6 = 66.
По сколь ку k3 = 2, то про грам ма, по лу чен ная при рас смо т ре нии пе ри о дов

1-го и 2-го в ка че ст ве от дель но го пла но во го пе ри о да, все гда яв ля ет ся оп ти -
маль ной. По это му при вы чис ле нии fn на чи ная с n = 4 мож но рас сма т ри вать
вы ра же ния ви да fk + ckn толь ко от k = 2.

Точ но так же из те о ре мы о го ри зон те пла ни ро ва ния сле ду ет, что по сколь-
ку k5 = 4, про грам ма, по лу чен ная при рас смо т ре нии пе ри о дов 1-го, 2-го,
3-го, 4-го в ка че ст ве от дель но го пла но во го пе ри о да, все гда бу дет оп ти маль -
ной. На чи ная с вы чис ле ния k6 мож но брать ми ни мум по сум мам fk + ckn при
k 	 4.

Пра виль ная про це ду ра по ст ро е ния оп ти маль ной про грам мы со сто ит
в вы де ле нии пе ри о дов 1-го и 2-го, а так же 3-го и 4-го в ка че ст ве от дель ных
под за дач. При уд ли не нии пла но во го пе ри о да, вне за ви си мо с ти от спро са,
при t 	 5 оп ти маль ные зна че ния x1, x2, x3, x4 не ме ня ют ся.

9.3. За да ча пла ни ро ва ния про даж

По ста нов ка за да чи. Па с тух в на ча ле го ри зон та пла ни ро ва ния, со сто я -
ще го из T пе ри о дов, име ет ота ру, со сто я щую из s1 овец. В на ча ле каж до го
пе ри о да он мо жет про дать часть или всех сво их овец. Ос тав ша я ся часть ста -
да уд ва и ва ет ся к кон цу пе ри о да. Пред по ло жим, что спот-це на1 ов цы в пе ри -
од t рав на pt и что па с тух про да ет овец со скид кой (мно жи те лем дис кон ти -
ро ва ния), рав ной β.

Оп ре де лим оп ти маль ную по ли ти ку про даж для па с ту ха, ис поль зуя об -
рат ные ре кур рент ные со от но ше ния.

Ре ше ние. Пусть xt — ко ли че ст во ос тав лен ных к пе ри о ду t + 1 овец; yt —
ко ли че ст во овец, про дан ных в t-м пе ри о де; zt — ко ли че ст во име ю щих ся
к на ча лу пе ри о да t овец; zt = xt + yt, zt = 2xt–1; f(zt) — мак си маль ная при быль,
по лу ча е мая в пе ри о дах t, t + 1, …, T; g t(xt) — мак си маль ная при быль, по лу -
ча е мая в пе ри о дах 1, 2, …, t.

Ал го ритм пря мой про гон ки сле ду ю щий.
x1 = s1;
g1(x1) = {βp1y1};

gt(xt) = pt ytβt + gt – 1 , t = 2, 3, …, T, — це лое.

В за ме не xt – 1 = под ра зу ме ва ет ся це ло чис лен ность пра вой ча с ти.

В слу чае пря мой про гон ки зна че ния yt и xt, свя зан ные не ра вен ст вом 

xt + yt————
2

xt + yt————
2









yt + xt————
2









max
yt = 2ts1 – xt

max
y1 = 2s1 – x1
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лен но.



yt 
 2ts1 – xt, долж ны до пол ни тель но удов ле тво рять ус ло вию це ло чис лен но -
с ти их по лу сум мы, что со зда ет труд но с ти вы чис ли тель но го ха рак те ра.

Ал го ритм об рат ной про гон ки сле ду ю щий.
ft(zt) = {βtpt yt + ft + 1[2(zt – yt)]}, j = 1, 2, …, T – 1;

fT(zT) = {βTpT yT}.

Име ем:

fT(zT) = βTpT zT.

И т.д. Яс но, что ес ли в пе ри од Т – k ока за лось, что < 2kβk, то всех

овец на до ос та вить, а ес ли > 2kβk, то в пе ри о де Т – k все ста до сле ду ет

про дать. В слу чае = 2kβk в дан ном пе ри о де мож но про дать лю бую часть

ста да.

9.4. При ме ры ис поль зо ва ния те о рии мас со во го об слу жи ва ния1

9.4.1. Ос нов ные по ня тия те о рии мас со во го об слу жи ва ния

Ос но вы те о рии мас со во го об слу жи ва ния бы ли за ло же ны тру да ми дат -
ско го уче но го А. К. Эр лан га (1878—1929) в об ла с ти про ек ти ро ва ния те ле -
фон ных стан ций. Что бы опи сать си с те му мас со во го об слу жи ва ния, нуж но
за дать сле ду ю щие ком по нен ты: вход ной по ток тре бо ва ний и ме ха низм об -
слу жи ва ния.

Ча с то та на ступ ле ния со бы тий вход но го по то ка под чи не на за ко ну Пу ас -
со на, т.е. ве ро ят ность то го, что за вре мя t по сту пит n тре бо ва ний на об слу -
жи ва ние, рав на

pT – k———
pT

pT – k———
pT

pT – k———
pT

1 1

1 1

1 1

1
1 1 1 1 1 1

1
1 1 1 1

1
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max
yT 	 zT 	2Ts1

max
yt 	 zt 	2ts1
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Х. Та хи (указ. соч.), Г. Ваг не ра (указ соч.), см. так же: Фо мин Г. П. Си с те мы и мо де ли мас со -
во го об слу жи ва ния в ком мер че с кой де я тель но с ти. М. : Фи нан сы и ста ти с ти ка, 2000.



Pn(t) = e–λt

(по ло жив t рав ным еди ни це и за ме тив, что ма те ма ти че с кое ожи да ние слу -
чай ной ве ли чи ны, рас пре де лен ной по за ко ну Пу ас со на с па ра ме т ром λ, рав -
но λ, мы мо жем сде лать вы вод, что λ — не что иное, как сред нее ко ли че ст во
за явок на об слу жи ва ние, по сту па ю щих в си с те му мас со во го об слу жи ва ния
в еди ни цу вре ме ни, т.е. ча с то та по ступ ле ния за явок). Пусть T — ин тер вал
вре ме ни, про шед ше го по сле по ступ ле ния по след ней за яв ки на об слу жи ва ние.
Па ра метр λ на зы ва ет ся ин тен сив но с тью вход но го по то ка. Тог да P0(T) — ве -
ро ят ность то го, что в те че ние вре ме ни T не при шло ни од ной за яв ки, или
что вре мя t, про шед шее по сле по ступ ле ния по след ней из на блю дав ших ся
за явок, не мень ше T. Пусть f(t) есть плот ность ве ро ят но с ти то го, что дли на
ин тер ва ла меж ду дву мя по сле до ва тель ны ми по ступ ле ни я ми за явок в си с -
те му рав ня ет ся t (t 	 0), а F(t) — функ ция рас пре де ле ния t. Име ем

1 – F(t) = f(t)dt = P0(t) = e–λt,

т.е. ин тер ва лы вре ме ни меж ду по сле до ва тель ны ми по ступ ле ни я ми за явок
в си с те му рас пре де ле ны экс по нен ци аль но с па ра ме т ром λ. Та ким об ра зом,
ма те ма ти че с кое ожи да ние слу чай ной ве ли чи ны T рав ня ет ся M(T) = 1/λ
(ед. вре ме ни).

Сто ха с ти че с кие про цес сы та ко го ро да, ког да тре бо ва ния на об слу жи ва ние
лишь по сту па ют в си с те му, на зы ва ют ся про цес са ми чи с то го рож де ния. Про-
цесс на вы хо де си с те мы мас со во го об слу жи ва ния рас сма т ри ва ет ся в пред -
по ло же нии, что дан ная си с те ма на чи на ет функ ци о ни ро вать при на ли чии
в ней N кли ен тов, ко то рые по сле за вер ше ния их об слу жи ва ния вы бы ва ют
из си с те мы, так же по ви ну ясь пу ас со нов ско му за ко ну, с ин тен сив но с тью µ.
Про цес сы та ко го ро да на зы ва ют про цес са ми чи с той ги бе ли. Про цес сы чи с -
то го рож де ния на блю да ют ся, на при мер, в ро диль ных до мах, к про цес сам
чи с той ги бе ли от но сит ся, на при мер, про цесс изъ я тия то ва ров со скла да.

Рас смо т рим си с те мы мас со во го об слу жи ва ния, в ко то рых име ют ся как
вход ной по ток, так и по ток об слу жен ных кли ен тов. Не ус та но вив ший ся
(пе ре ход ный) ре жим функ ци о ни ро ва ния си с те мы мас со во го об слу жи ва -
ния име ет ме с то тог да, ког да по ве де ние си с те мы про дол жа ет ос та вать ся
функ ци ей вре ме ни. Про цес сы чи с то го рож де ния и чи с той ги бе ли все гда от -
но сят ся к ка те го рии не ус та но вив ших ся сто ха с ти че с ких про цес сов. В си с те -
мах мас со во го об слу жи ва ния, в ко то рых, с од ной сто ро ны, про ис хо дит по -
ступ ле ние за явок на об слу жи ва ние, а с дру гой — об слу жен ные кли ен ты
вы бы ва ют из си с те мы, в на чаль ный пе ри од функ ци о ни ро ва ния на блю да ет -
ся не ус та но вив ший ся ре жим, а по ис те че нии до ста точ но боль шо го ин тер ва -
ла вре ме ни до сти га ет ся ста ци о нар ный ре жим, ког да по ве де ние си с те мы
уже не за ви сит от вре ме ни, ес ли ин тен сив ность по ступ ле ния тре бо ва ний λ
мень ше ин тен сив но с ти вы ход но го по то ка µ.

При вы пол не нии ус ло вий ста ци о нар но с ти нас бу дут ин те ре со вать сле -
ду ю щие ха рак те ри с ти ки си с те мы мас со во го об слу жи ва ния:

pn — ве ро ят ность то го, что в си с те ме на хо дит ся n за явок на об слу жи ва -
ние;

+�

∫
T

(λt)n

———
n!
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Ls — сред нее чис ло на хо дя щих ся в си с те ме кли ен тов (за явок на об слу -
жи ва ние);

Lq — сред нее чис ло кли ен тов в оче ре ди на об слу жи ва ние;
Ws — сред няя про дол жи тель ность пре бы ва ния кли ен та в си с те ме;
Wq — сред няя про дол жи тель ность пре бы ва ния кли ен та в оче ре ди.
Вы ве дем урав не ния А. Н. Кол мо го ро ва для чис ла за явок, на хо дя щих ся

в мо мент вре ме ни t в си с те ме мас со во го об слу жи ва ния. Мы ис хо дим из то -
го, что для до ста точ но ма ло го зна че ния дли тель но с ти вре мен но́го про ме -
жут ка h ве ро ят ность ре а ли за ции в дан ном ин тер ва ле од но вре мен но двух
и бо лее со бы тий мож но по ло жить рав ной ну лю. За ме тим, что для до ста точ -
но ма ло го, но не рав но го ну лю про ме жут ка вре ме ни h име ют ме с то сле ду ю -
щие при бли жен ные со от но ше ния:

• ве ро ят ность то го, что чис ло по ступ ле ний за явок в ин тер ва ле h рав но
ну лю, e–λh � 1 – λh;

• ве ро ят ность то го, что в ин тер ва ле h про изо ш ло од но по ступ ле ние за яв -
ки, 1 – e–λh � λh;

• ве ро ят ность то го, что чис ло вы бы тий в ин тер ва ле h рав но ну лю, e–µh �
� 1 – µh;

• ве ро ят ность то го, что в ин тер ва ле h про изо ш ло од но вы бы тие, 1 – e–µh �
� µh.

Итак, ве ро ят ность на хож де ния в си с те ме мас со во го об слу жи ва ния n тре -
бо ва ний в мо мент вре ме ни t + h (обо зна чим эту ве ро ят ность че рез Pn(t + h)
скла ды ва ет ся из сле ду ю щих ве ро ят но с тей:

1)�ве ро ят ность то го, что в кон це вре мен но´го ин тер ва ла t в си с те ме на хо -
ди лось n тре бо ва ний, а в те че ние ин тер ва ла h не про изо ш ло ни по ступ ле -
ний, ни вы бы тий;

2)�ве ро ят ность то го, что в кон це вре мен но´го ин тер ва ла t в си с те ме на хо -
ди лось n – 1 тре бо ва ние, а в те че ние ин тер ва ла h про изо ш ло од но по ступ ле -
ние, но не про изо ш ло вы бы тий;

3)�ве ро ят ность то го, что в кон це вре мен но´го ин тер ва ла t в си с те ме на хо -
ди лось n + 1 тре бо ва ние, а в те че ние ин тер ва ла h не про изо ш ло ни од но го
по ступ ле ния, но про изо ш ло од но вы бы тие.

Та ким об ра зом, име ем урав не ние

Pn(t + h) = Pn(t)(1 – λh)(1 – µh) +

+ Pn – 1(t)(λh)(1 – µh) + Pn + 1(t)(1 – λh)(µh).

Для n = 0 ве ро ят ность то го, что в ин тер ва ле h не про изой дет ни од но го
вы бы тия, ес те ст вен но, рав на еди ни це. Сле до ва тель но,

P0(t + h) = P0(t)(1 – λh)1 + P1(t)(1 – λh)(µh).

Пе ре не сем те перь Pn (со от вет ст вен но, P0) в ле вую часть, раз де лим ле вую
и пра вую ча с ти по лу чен ных в ре зуль та те урав не ний на ве ли чи ну h и пе рей -
дем к пре де лу при h � 0. По лу чим сле ду ю щие диф фе рен ци аль ные урав не -
ния А. Н. Кол мо го ро ва:

P ′n(t) = λPn – 1(t) + µPn + 1(t) – (λ + µ)Pn(t) при n > 0,
P ′0(t) = –λP0(t) + µP1(t) при n = 0.
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Мож но до ка зать, что ста ци о нар ное ре ше ние су ще ст ву ет при t � �, ес ли
λ < µ. В пред по ло же нии, что ус ло вие λ < µ дей ст ви тель но вы пол ня ет ся, по -
лу ча ем

Ре ше ние дан ной си с те мы урав не ний, как не труд но убе дить ся, име ет вид

Pn = (1 – ρ)ρn, n = 0, 1, 2, …,

где ве ли чи на ρ = λ/µ <1 но сит на зва ние траф фик-эф фек тив но с ти.
Вы ра же ние для Ls по лу ча ет ся те перь пу тем эле мен тар ных пре об ра зо ва -

ний:

Ls = nPn = n(1 – ρ)ρn = (1 – ρ)ρ ρn = (1 – ρ)ρ = .

Меж ду Ls и Ws, как и меж ду Lq и Wq, су ще ст ву ет стро гая вза и мо связь:

Ls = λWs,  Lq = λWq.

Ес ли сред няя ско рость об слу жи ва ния рав ня ет ся µ и, сле до ва тель но, сред -
няя про дол жи тель ность об слу жи ва ния рав ня ет ся 1/µ, то спра вед ли во со от -
но ше ние

Ws = Wq + .

Ум но жая обе ча с ти это го со от но ше ния на λ, по лу ча ем

Ls = Lq + ρ.

Та ким об ра зом, по лу ча ем

Lq = Ls – ρ = – ρ = ,

Ws = = ,  Wq = = .

9.4.2. Ста ти с ти че с кая мо дель обо ра чи ва е мо с ти

Пред по ло жим, что в на ча ле от чет но го пе ри о да вне обо рот ные сред ст ва
пред при я тия рав ня лись ве ли чи не BOA0 и в те че ние рас сма т ри ва е мо го пе -
ри о да не ме ня лись, де би тор ская за дол жен ность в на ча ле пе ри о да со став ля ла
ДЗ0 и так же не из ме ня лась, а де неж ные сред ст ва в на ча ле пе ри о да со став -
ля ли ДС0. Соб ст вен ный ка пи тал пред при я тия в на ча ле от чет но го пе ри о да
со став лял СК0, а дол го сроч ный долг — ДД0, ко то рый в те че ние пе ри о да не
ме нял ся. То ва ры по сту па ют на счет рав ны ми пар ти я ми це ной a со сред ней
ин тен сив но с тью λ, т.е. в сред нем λ по ступ ле ний в еди ни цу вре ме ни, и мо -
гут быть ре а ли зо ва ны со сред ней ин тен сив но с тью µ точ но та ки ми же пар -
ти я ми в по ряд ке FIFO (first in — first out, т.е. «пер вым при шел — пер вым
ушел»), но по це не A (A > a). Сле дуя при ня той в эко но ми че с ких ис сле до -

ρ
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λPn – 1 + µPn + 1 – (λ + µ)Pn = 0 при n > 0,
–λP0 + µP1 = 0 при n = 0.
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ва ни ях иде о ло гии срав ни тель ной ста ти ки, пред по ло жим, что µ > λ, та ким
об ра зом, рас сма т ри ва е мая си с те ма на хо дит ся в ста ти с ти че с ком рав но ве сии
и стан дарт ная си с те ма диф фе рен ци аль ных урав не ний для оп ре де ле ния за -
ко на рас пре де ле ния чис ла пор ций то ва ров на скла де пред при я тия

име ет оче вид ное ус та но вив ше е ся ре ше ние Pn = (1 – ρ)ρn, где ρ = λ/µ — траф-
фик-ин тен сив ность. Ма те ма ти че с кое ожи да ние чис ла пар тий то ва ра на
скла де тог да, оче вид но, рав ня ет ся

M(n) = = .

Та ким об ра зом, сред нее ко ли че ст во за па сов на скла де З = З0 = a .

Рас смо т рим за кон рас пре де ле ния вре ме ни пре бы ва ния од ной пар тии то -
ва ра на скла де. Обо зна чим ис ко мую функ цию рас пре де ле ния F(t). Ес ли не -
ко то рая пар тия то ва ра про ве ла на скла де вре мя t, то ве ро ят ность то го, что
по сле ее ре а ли за ции на скла де ос та лось ров но n пар тий, сов па да ет с ве ро ят -
но с тью по ступ ле ния на склад ров но n пар тий за вре мя t ее пре бы ва ния на

дан ном сче те, т.е. с ве ли чи ной e–λt , так как при ме ня ет ся дис цип ли на

FIFO. Ве ро ят ность же то го, что дан ная пар тия бы ла ре а ли зо ва на в мо мент
вре ме ни t от ее по ступ ле ния на счет, рав ня ет ся f(t)dt, где dt — ма лый про -
ме жу ток вре ме ни, f(t) = F ′(t) — плот ность рас пре де ле ния вре ме ни на хож -
де ния од ной пар тии то ва ра на скла де. Та ким об ра зом, ве ро ят ность то го, что
в мо мент t от сво е го по ступ ле ния на склад дан ная пар тия то ва ра бы ла ре а -
ли зо ва на и за вре мя ее пре бы ва ния на дан ном сче те на не го по сту пи ло еще
n но вых пар тий то ва ра, рав ня ет ся

e–λt f(t)dt.

Ин те г ри ро ва ни ем по воз мож но му вре ме ни пре бы ва ния пар тии то ва ра
на скла де на хо дим ве ро ят ность Pn то го, что по сле ее ре а ли за ции на скла де
ос та лось ров но n пар тий:

Pn = e–λt f(t)dt.

Най дем про из во дя щую функ цию1 P(s) для рас пре де ле ния Pn:

P(s) = Pns
n = (1 – ρ)ρns n = .

1 – ρ
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1 – ρs

�

Σ
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�

Σ
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(λt)n

———
n!

+�

∫
0

(λt)n

———
n!

(λt)n

———
n!

λ
———
µ – λ

λ
———
µ – λ

ρ
———
1 – ρ

dP t

dt
P t P t P t

dP t

dt
P t P

n
n n n

( )
( ) ( ) ( ) ( ),

( )
( )

=

=

λ λ µ µ

λ µ

− +− + +

− +

1 1

0
0 1(( )t










259

——————————
1 О про из во дя щих функ ци ях см., на при мер: Спра воч ник по те о рии ве ро ят но с тей и ма те -

ма ти че с кой ста ти с ти ке / В. С. Ко ро люк [и др.]. М. : На ука, 1985.



По это му

= e–λt f(t)dt = e–λtesλtf(t)dt =

= e–λt(1 – s)f(t)dt = L[f](λ(1 – s)).

Здесь L[f ] — изо б ра же ние по Ла пла су функ ции f(t).

Обо зна чим λ(1 – s) = u. Тог да s = . Та ким об ра зом,

По это му

f(t) = L–1 = (µ – λ)e–(µ – λ) t

и, сле до ва тель но, F(t) = 1 – e(µ – λ) t. Тог да ма те ма ти че с кое ожи да ние вре ме ни

пре бы ва ния пар тии то ва ра на скла де рав ня ет ся , а ма те ма ти че с кое

ожи да ние ве ли чи ны про цен тов, на чис лен ных за вре мя пре бы ва ния пор ции
то ва ра на дан ном сче те, при ус ло вии их не пре рыв но го на чис ле ния с си лой
рос та r на еди ни цу дол га со ста вит

(µ – λ)e–(µ – λ) te rtdt – 1 = e r – (µ – λ) t – 1 =

= – 1 = ,

от ку да, в ча ст но с ти, сле ду ет, что не об хо ди мо пред по ло жить r < µ – λ.
Та ким об ра зом, ожи да е мая ве ли чи на крат ко сроч ной кре ди тор ской за -

дол жен но с ти КД = КД0 = , так же как и в на ча ле от чет но го го да

(ис поль зу ет ся ва ри ант от ра же ния в уче те про цен тов по ме ре их на чис ле -
ния). Счи та ем, что µ > λ, r < µ – λ, A > a. Ожи да е мая ве ли чи на до хо дов за
пе ри од вре ме ни T, оче вид но, со ста вит λTA, ожи да е мая ве ли чи на рас хо дов
за тот же пе ри од рав на

λTa ,

ожи да е мая ве ли чи на при бы ли за рас сма т ри ва е мый про ме жу ток вре ме ни

λT A – a .

По ст ро ен ная мо дель об ла да ет сле ду ю щим за ме ча тель ным свой ст вом:
ес ли мы бу дем из ме нять обо ра чи ва е мость, ме няя па ра ме т ры µ и λ на оди на -
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ко вую про цент ную ве ли чи ну, т.е. не из ме няя ве ли чи ну траф фик-эф фек -
тив но с ти, то ос та нем ся в том же са мом со сто я нии ста ти с ти че с ко го рав но ве -
сия и с той же са мой ве ли чи ной сред не ожи да е мо го ос тат ка на скла де. По -
ло жим T = 360 и оп ре де лим ко эф фи ци ен ты по кры тия и ле ве ри д жа на ко нец
от чет но го пе ри о да, а так же рен та бель ность соб ст вен но го ка пи та ла за рас -
сма т ри ва е мый пе ри од.

Ожи да е мая ве ли чи на ко эф фи ци ен та по кры тия на ко нец от чет но го го да
со став ля ет

Ожи да е мое зна че ние ко эф фи ци ен та со от но ше ния соб ст вен ных и за ем -
ных средств на ко нец от чет но го го да

Ожи да е мое зна че ние рен та бель но с ти соб ст вен но го ка пи та ла за от чет -
ный год

В то же вре мя ожи да е мое зна че ние ко эф фи ци ен та обо ра чи ва е мо с ти за
рас сма т ри ва е мый пе ри од

Для удоб ст ва рас смо т ре ния вве дем сле ду ю щие ко эф фи ци ен ты:

α = ,  β = .

Ус ло вим ся счи тать, что в рас сма т ри ва е мой мо де ли ко эф фи ци ент обо ра -
чи ва е мо с ти ме ня ет ся толь ко в ре зуль та те од но вре мен но го из ме не ния ин -
тен сив но с тей λ и µ на оди на ко вую про цент ную ве ли чи ну; при этом вли я ни -
ем ве ли чи ны r бу дем пре не бре гать, счи тая его ма лым, ес ли ком мер че с кий
кре дит во об ще при ме ня ет ся. Та ким об ра зом, α(Kоб) = const, β(Kоб) = const.

С уче том сде лан ных до пу ще ний вы ра же ния для ко эф фи ци ен тов по кры -
тия, ле ве ри д жа и рен та бель но с ти при ни ма ют сле ду ю щий про стой вид:

Kтл = 1 + β(ДС0 + ДЗ0) + (1 – α)Kоб;

Kл = ;  R = .
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Ло га риф ми ро ва ние дан ных вы ра же ний да ет:

ln(Kтл) = ln[1 + β(ДС0 + ДЗ0) + (1 – α)exp(ln(Kоб))];

ln(Kл) = ln[βСК0 + (1 – α)exp(ln(Kоб))] – ln(1 + βДД0);

ln(R) = ln(Kоб) + ln(1 – α) – ln(βСК0).

Из при ве ден ных фор мул не по сред ст вен но яс но, что вы ра же ния для эла -
с тич но с тей ко эф фи ци ен та те ку щей лик вид но с ти, ко эф фи ци ен та со от но -
ше ния соб ст вен ных и за ем ных средств и ко эф фи ци ен та рен та бель но с ти
соб ст вен но го ка пи та ла по ко эф фи ци ен ту обо ра чи ва е мо с ти рав ны со от вет -
ст вен но

Eт лоб = ;

Eл об = ;  ERоб = 1.

При мер 9.1 (чис ло вой при мер). Пусть то ва ры по сту па ют на склад со сред -
ней ин тен сив но с тью λ = 4,5 пар тии в не де лю и ре а ли зу ют ся со сред ней ин тен -
сив но с тью µ = 5 пар тий в не де лю. Каж дая пар тия со сто ит из 20 бу ты лок до маш -
не го ви на, роз ли то го в бу тыл ки из-под ка го ра №�32 од но го из сов хо зов Ана пы,
при чем по куп ная це на каж дой бу тыл ки рав ня ет ся 200 руб. Фир ма про да ет дан -
ные бу тыл ки ма га зи нам роз нич ной тор гов ли ров но та ки ми же пар ти я ми по 20 шт.
по це не ре а ли за ции 400 руб. за бу тыл ку.

До пу с тим, что в те че ние го да на склад (счет 41.01) по сту па ло ко ли че ст во
пар тий бу ты лок по не де лям, от ра жен ное во вто ром столб це табл. 8.1. В тре ть ем
столб це табл. 8.1 ука за ны воз мож но с ти ре а ли за ции дан ных пар тий (так же по
не де лям), а в чет вер том столб це ука за на их фак ти че с кая ре а ли за ция с уче том
фак ти че с ки имев ше го ся ко ли че ст ва. В пя том столб це при ве де ны ос тат ки пар -
тий на сче те (так же по не де лям). В на ча ле го да на сче те бы ло де вять пар тий.

(1 – α)Kоб————————————
βСК0 + (1 – α)Kоб

(1 – α)Kоб————————————————————
1 + β(ДС0 + ДЗ0) + (1 – α)Kоб
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Таб ли ца 8.1

Деятельность фирмы в течение года

Номер
недели Поступление Возможность

реализации Реализация Остаток 
на счете 41

0 — — — 9

1 7 5 5 11

2 8 6 6 13

3 5 4 4 14

4 4 7 7 11

5 2 3 3 10

6 3 4 4 9

7 6 8 8 7

8 5 7 7 5

9 10 5 5 10

10 8 4 4 14

11 2 4 4 12

12 4 5 5 11

13 3 4 4 10
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Окончание таб л. 8.1

Деятельность фирмы в течение года

Номер
недели Поступление Возможность

реализации Реализация Остаток 
на счете 41

14 4 6 6 8

15 5 5 5 8

16 3 6 6 5

17 5 5 5 5

18 6 4 4 7

19 9 8 8 8

20 5 2 2 11

21 3 5 5 9

22 3 10 10 2

23 1 9 3 0

24 2 8 2 0

25 1 8 1 0

26 1 7 1 0

27 6 6 6 0

28 2 3 2 0

29 4 4 4 0

30 3 1 1 2

31 6 2 2 6

32 2 3 3 5

33 8 1 1 12

34 6 6 6 12

35 7 6 6 13

36 3 7 7 9

37 6 6 6 9

38 3 5 5 7

39 5 5 5 7

40 5 1 1 11

41 4 5 5 10

42 5 2 2 13

43 4 3 3 14

44 5 5 5 14

45 7 4 4 17

46 5 4 4 18

47 4 5 5 17

48 6 5 5 18

49 3 6 6 15

50 2 2 2 15

51 4 4 4 15

52 4 10 10 9



С по мо щью кри те рия χ2 лег ко про ве ря ет ся, что как по ступ ле ние, так и ре а -
ли за ция пар тий бу ты лок про ис хо дят в со от вет ст вии с рас пре де ле ни ем Пу ас со -
на, при чем сред няя ин тен сив ность по ступ ле ния бу ты лок со став ля ет 4,5 пар тии
в не де лю, а сред няя ин тен сив ность ре а ли за ции — 5 пар тий в не де лю. Пред по ла -
гая, что фир ма на хо дит ся в со сто я нии ста ти с ти чес ко го рав но ве сия, оп ре де лим
ожи да е мые зна че ния всех рас смо т рен ных по ка за те лей. В рас сма т ри ва е мом при -
ме ре a = 4000, A = 8000, T = 52. Сред няя ве ли чи на за па сов на сче те 41 рав  ня ет ся
З = 9 пар тий = 36 000 руб., и та кую же ве ли чи ну со став ля ет сред няя кре ди тор -
ская за дол жен ность. Каж дая пор ция то ва ров пре бы ва ет на сче те в сред нем две
не де ли, ожи да е мая ве ли чи на рас хо дов за год со став ля ет 4,5 · 52 · 4000 =
= 936 000 руб., ожи да е мая ве ли чи на до хо дов — 4,5 · 52 · 8000 = 1 872 000 руб., и ожи -
да е мая при быль со ста вит 936 000 руб.

Ко эф фи ци ент обо ра чи ва е мо с ти в на шем при ме ре Kоб = 2 · 0,5 · 52 = 52.
Ко эф фи ци ен ты α и β рав ны со от вет ст вен но

α = 0,5; β = · = 0,00002777.

Пред по ло жим, что де неж ные сред ст ва дан ной фир мы на на ча ло го да со став -
ля ли 50 000 руб. и де би тор ская за дол жен ность рав ня лась так же 50 000 руб.
Ожи да е мый ко эф фи ци ент те ку щей лик вид но с ти в кон це го да

Kтл = = 27,778.

Пред по ло жим, что ве ли чи на соб ст вен но го ка пи та ла фир мы в на ча ле го да
рав ня лась 100 000 руб., а ве ли чи на дол го сроч но го дол га со став ля ет 50 000 руб.
Тог да ожи да е мый на ко нец го да ко эф фи ци ент ле ве ри д жа

Kл = = 12,05.

Ожи да е мое зна че ние ве ли чи ны рен та бель но с ти соб ст вен но го ка пи та ла за
дан ный год 

R = = 9,36.

Тог да эла с тич но с ти дан ных по ка за те лей по обо ра чи ва е мо с ти рав ны

Eт лоб = = 0,873;  Eлоб = = 0,9035;  ERоб = 1.

Пусть те перь ве ли чи ны λ и µ из ме ни лись на 10% сво го зна че ния так, что
и Kоб из ме нил ся на 10%, став рав ным 52 · 1,1 = 57,2. По смо т рим, как из ме нят ся
тог да ве ли чи ны ана ли зи ру е мых по ка за те лей. Как яс но из вы ра же ний для ожи -
да е мой ве ли чи ны за па сов и кре ди тор ской за дол жен но с ти, ни сред няя ве ли чи на
за па сов, ни сред няя ве ли чи на за дол жен но с ти от это го не из ме нят ся, из ме нит ся
толь ко ожи да е мый фи нан со вый ре зуль тат, при чем ров но на те же 10% сво ей ве -
ли чи ны, став рав ным 936 000 · 1,1 = 1 029 600 руб. По это му зна че ния ана ли зи ру -
е мых по ка за те лей ста нут рав ны ми

Kтл = = 32,378 (уве ли че ние на 8,73%);

Kл = = 13,135 (уве ли че ние на 9,036%);

R = = 10,296 (уве ли че ние на 10%).
1 029 000
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100 000
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—————————————

50 000 + 36 000
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———————————————————
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—————
28,777

26
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————————————
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Вы во ды. Рас смо т рим пе ри од, в те че ние ко то ро го про ис хо дит пе ре ход из
од но го со сто я ния ста ти с ти че с ко го рав но ве сия в дру гое в ре зуль та те не про -
пор ци о наль но го из ме не ния ве ли чин λ и µ. По сколь ку этот пе ре ход все гда
мож но све с ти к про пор ци о наль но му из ме не нию λ и µ и к из ме не нию λ до
не ко то рой ве ли чи ны λ1 (боль шей или мень шей λ) при не из мен ном µ, по лу -
чим, что обо ра чи ва е мость в те че ние это го пе ри о да из ме ня ет ся от ве ли чи ны

(µ – λ)T до ве ли чи ны (µ – λ1)T на мо дель ном уров не, или от до

в тер ми нах ре аль но го уче та. Здесь П и Р — со от вет ст вен но ве ли чи на по -
ступ ле ния и ве ли чи на ре а ли за ции то ва ров за от чет ный пе ри од, а C0 и Cк —
со от вет ст вен но, на чаль ное и ко неч ное саль до сче та 41. Ка кая из двух ука -
зан ных ве ли чин пред став ля ет со бой ле вую, а ка кая — пра вую гра ни цу ин -
тер ва ла из ме не ния обо ра чи ва е мо с ти за рас сма т ри ва е мый пе ре ход ный пе -
ри од, оп ре де ля ет ся со от но ше ни ем ве ли чин λ и λ1.

Пусть, на при мер ко неч ное саль до Cк сче та 41, боль ше на чаль но го саль до C0

на ве ли чи ну ∆C. Это оз на ча ет, что ве ли чи на по ступ ле ния за от чет ный пе ри -
од пре вос хо дит ве ли чи ну ре а ли за ции на ∆C. Счи тая, что в пе ри од, пред ше -
ст во вав ший от чет но му, пред при я тие на хо ди лось в со сто я нии ста ти с ти че с -
ко го рав но ве сия с па ра ме т ра ми λ и µ, а в пе ри од, сле ду ю щий за от чет ным,
бу дет на хо дить ся в со сто я нии ста ти с ти че с ко го рав но ве сия с па ра ме т ра ми
λ1 и µ, где λ1 > λ, по лу чим, что C0 — это есть ожи да е мая ве ли чи на за па сов
в ста ром со сто я нии ста ти с ти че с ко го рав но ве сия, т.е. в том, в ко то ром пред -
при я тие на хо ди лось в пе ри од, пред ше ст во вав ший от чет но му, в то вре мя
как Cк — это есть ожи да е мая ве ли чи на за па сов в но вом со сто я нии ста ти с ти -
че с ко го рав но ве сия, т.е. в том, в ко то ром оно ока жет ся в пе ри од, сле ду ю щий 
за от чет ным. Сле до ва тель но, име ем

C0 = и Cк = .

По сколь ку в со сто я нии ста ти с ти че с ко го рав но ве сия ожи да е мая ве ли чи на
по ступ ле ния то ва ров на склад в те че ние пе ри о да рав на ожи да е мой ве ли чи не
ре а ли за ции, то ожи да е мая ве ли чи на по ступ ле ния то ва ров в ста ром со сто я -
нии рав но ве сия рав на λTA, где па ра метр λ оце ни ва ем как Р/TA, а ожи да е -
мая ве ли чи на по ступ ле ния то ва ров в но вом со сто я нии рав но ве сия рав на,
в свою оче редь, λ1TA, где па ра метр λ1 оце ни ва ем как Р/TA.

Рас сма т ри вая от чет ный пе ри од как пе ре ход ный меж ду дву мя со сто я -
ни я ми ста ти с ти че с ко го рав но ве сия, ут верж да ем, что в ука зан ных пред по -
ло же ни ях (от но си тель но пре бы ва ния си с те мы в ста ти с ти че с ком рав но ве -
сии до и по сле от чет но го пе ри о да) ве ли чи на обо ра чи ва е мо с ти за

от чет ный пери од умень ша ет ся от ве ли чи ны (µ – λ)T, рав ной , до ве -

ли чи ны (µ – λ1)T, рав ной , и по это му един ст вен ное, что мож но ска -

зать об обо ра чи ва е мо с ти то ва ров в рас сма т ри ва е мый пе ри од, — это что ее

ве ли чи на ле жит в ин тер ва ле ; .�Та ким об ра зом, по край ней ме ре

в рам ках рас сма т ри ва е мой мо де ли с ее, быть мо жет, слиш ком ог ра ни чи -
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тель ны ми пред по ло же ни я ми, пол но стью под тверж да ет ся точ ка зре ния
А. П. Ру да нов ско го1.

Ес ли же, на обо рот, ко неч ное саль до сче та 41 мень ше на чаль но го саль до
и, сле до ва тель но, ве ли чи на ре а ли за ции за от чет ный пе ри од боль ше ве ли чи -
ны по ступ ле ния на не ко то рую ве ли чи ну ∆C, то пол но стью ана ло гич но пре -
ды ду ще му слу чаю по лу чим, что за рас сма т ри ва е мый от чет ный пе ри од ве -

ли чи на обо ра чи ва е мо с ти уве ли чит ся от ве ли чи ны (µ – λ)T, рав ной ,

до ве ли чи ны (µ – λ1)T, рав ной ; в этом слу чае λ1 < λ. Та ким об ра зом,

един ст вен ное, что мож но ска зать о ве ли чи не обо ра чи ва е мо с ти то ва ров

в рас сма т ри ва е мом пе ри о де, — это то, что она ле жит в ин тер ва ле ; .

Вер нем ся к рас сма т ри ва е мо му при ме ру. Пусть C0 = 500, П = 2000, Р =
= 1000, Cк = 1500 и пусть от чет ный пе ри од со сто ит из 50 не дель. Сле дуя на -
ше му под хо ду, по лу чим, что ве ли чи на обо ра чи ва е мо с ти то ва ров в от чет ном

пе ри о де ле жит в ин тер ва ле ; 2 .�В дан ном при ме ре при хо дит ся пред по ло -

жить, что в те че ние рас сма т ри ва е мо го пе ри о да сна ча ла па ра ме т ры λ и µ
про пор ци о наль но уве ли чи лись от сво их ис ход ных зна че ний 2 и 2,04 (ко то -

рые лег ко на хо дим ис хо дя из зна че ний C0 и П: λ = = 2; сле до ва тель но,

50 = ; по это му µ = 2,04) до зна че ний λ′ = 3,9477122 и µ′ = 4,0266667 со -

от вет ст вен но, а по том зна че ние па ра ме т ра λ умень ши лось до ве ли чи ны λ1 = 4,
что не по вли я ло на ко неч ный ре зуль тат. Ко неч ные зна че ния λ1 и µ1 на хо дим

ис хо дя из зна че ний Р и Cк: λ1 = = 4; тог да 150 = ; от ку да по лу чим

µ1 = 4,0266667. По сле это го, по ло жив µ′ = µ1, на хо дим про пор ци о наль ное

ему про ме жу точ ное зна че ние λ′ = · 2 = 3,9477122. Те перь мож но

по лу чить гра ни цы ин тер ва ла обо ра чи ва е мо с ти не по сред ст вен но из па ра ме -
т ров мо де ли: (µ – λ)T = (2,04 – 2) · 50 = 2;  (µ1 – λ1)T = (4,0266667 – 4) · 50 =
= 1,3333333. 

Оче вид но, что ре зуль та ты не за ви сят от по ряд ка из ме не ния па ра ме т ров.

9.4.3. Мо дель ра бо ты тор го во го пред при я тия

Нас ин те ре су ет вли я ние обо ра чи ва е мо с ти в пе ре го во рах по куп ле-про -
да же ком па нии на пе ре го вор ную си лу той и дру гой сто рон. Мы хо тим при -
ве с ти ми к ро ос но ва ния для ис поль зу е мых в оп ци он ном под хо де ста ти с ти -
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——————————
1 За ме ча тель ный рус ский уче ный, те о ре тик бух гал тер ско го уче та Ана то лий Пав ло вич Ру -

да нов ский (1863—1934) ут верж дал, что ис тин ное зна че ние ве ли чи ны обо ра чи ва е мо с ти ле -

жит в про ме жут ке ; или ; (см.: Ру да новс кий А. П. Об щая те о рия уче та и оцен -

ка Мос ков ско го го род ско го сче то вод ст ва с точ ки ре ния счет ной те о рии и счет ной прак ти ки
в их со вре мен ном раз ви тии. М., 1912).
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че с ких па ра ме т ров ком па нии или про ек та — тем па рос та α и во ла тиль но с -
ти σ ее сто и мо с ти и па ра ме т ра, ха рак те ри зу ю ще го аль тер на тив ные из держ -
ки δ от ка за от вла де ния ком па ни ей или про ек том, обыч но рас сма т ри ва е мые
как па ра метр по то ка ди ви ден дов.

Cтро ит ся ста ти с ти че с кая мо дель ра бо ты пред при я тия тор гов ли, ко то рая
яв ля ет ся раз ви ти ем мо де ли из под па ра гра фа 9.4.2. То ва ры по сту па ют на
счет рав ны ми пар ти я ми це ной a со сред ней ин тен сив но с тью λ, т.е. в сред -
нем λ по ступ ле ний в еди ни цу вре ме ни, и мо гут быть ре а ли зо ва ны со сред -
ней ин тен сив но с тью µ точ но та ки ми же пар ти я ми в по ряд ке FIFO, но по це -
не A (A > a). По га ше ние де би тор ской за дол жен но с ти осу ще ств ля ет ся со
сред ней ин тен сив но с тью νд, а оп ла та кре ди тор ской за дол жен но с ти — со
сред ней ин тен сив но с тью νк. Сле дуя при ня той в эко но ми че с ких ис сле до ва -
ни ях иде о ло гии срав ни тель ной ста ти ки, пред по ло жим, что µ > λ, νд > λ
и νк > λ. Та ким об ра зом, рас сма т ри ва е мая си с те ма на хо дит ся в ста ти с ти че -
с ком рав но ве сии и си с те ма урав не ний Кол мо го ро ва в на шем слу чае (для
оп ре де ле ния за ко на рас пре де ле ния чис ла пар тий то ва ров на сче те 41):

име ет оче вид ное ус та но вив ше е ся ре ше ние Pn = (1 – ρ)ρn, где ρ = λ/µ — траф-
фик-ин тен сив ность. Ма те ма ти че с кое ожи да ние чис ла пар тий то ва ра на

скла де тог да рав ня ет ся M(n) = = . Та ким об ра зом, сред нее ко ли -

че ст во за па сов на сче те 41 З = З0 = a .

Ис поль зуя ус та но вив ше е ся ре ше ние си с те мы (9.1), вы пи шем урав не ния
Кол мо го ро ва для на хож де ния за ко на рас пре де ле ния чис ла пар тий то ва ра,
от гру жен ных за вре мя t:

Ре ше ние си с те мы (9.2) име ет вид Qn = (λt)ne–λt. Та ким об ра зом, ма те -

ма ти че с кое ожи да ние и дис пер сия чис ла пар тий то ва ра, от гру жен ных за
вре мя t, так же как и ма те ма ти че с кое ожи да ние и дис пер сия чис ла пар тий,
по сту пив ших на склад за вре мя t, рав ны λt. Пе ри од обо ра чи ва е мо с ти за па -

сов, оче вид но, ра вен Tз = , а ко эф фи ци ент обо ра чи ва е мо с ти за па сов

Kоб(З) = (µ – λ), где t — про дол жи тель ность от чет но го пе ри о да.
Ана ло гич но сред ней ве ли чи не за па сов на скла де оп ре де ля ют ся сред -

ние ве ли чи ны де би тор ской и кре ди тор ской за дол жен но с тей, а так же их
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пе ри о ды обо ра чи ва е мо с ти и дли тель ность опе ра ци он но го и фи нан со во го
цик лов:

ДЗ = A ,  КЗ = a ,  Tд = ,  Tк = ,

Kоб(ДЗ) = (νд – λ)t, Kоб(КЗ) = (νк – λ)t,

Tоц = + ,  Tфц = + – .

Пред по ло жим для про сто ты, что νд = νк = ν, тог да це ле вые ос тат ки на де -
неж ных сче тах и ко эф фи ци ент обо ра чи ва е мо с ти де неж ных средств рав ны

со от вет ст вен но ДC = a и Kоб(ДС) = (µ – λ)t, где t — дли на от чет но го

пе ри о да.
В под па ра гра фе 9.4.2 бы ли оп ре де ле ны за кон рас пре де ле ния вре ме ни

пре бы ва ния од ной пар тии то ва ра на скла де, ма те ма ти че с кое ожи да ние вре -
ме ни пре бы ва ния пар тии то ва ра на скла де, ожи да е мая ве ли чи на про цен тов
на еди ни цу дол га (на чис лен ных за вре мя пре бы ва ния пар тии то ва ра на
скла де при ус ло вии их не пре рыв но го на чис ле ния с тем пом рос та r) и ожи -
да е мая ве ли чи на про цен тов, на чис лен ных за рас сма т ри ва е мый пе ри од t.
Про ве дя пол но стью ана ло гич ные вы клад ки для рас сма т ри ва е мой мо де ли,
по лу чим, что ожи да е мая ве ли чи на про цен тов к уп ла те за вре мя t со ста вит

λta , а про цен тов к по лу че нию λtA , где r — темп рос та не -

пре рыв но на чис ля е мых про цен тов, при чем r < ν – λ.
При мем да лее ес те ст вен ные пред по ло же ния, что за тра ты фир мы на мар -

ке тинг в еди ни цу вре ме ни про пор ци о наль ны с не ко то рым ко эф фи ци ен том
про пор ци о наль но с ти в сред ней ин тен сив но с ти µ, с ко то рой дан ная фир ма
мо жет ре а ли зо вы вать свои то ва ры, в то вре мя как за тра ты на об слу жи ва ние
скла да в еди ни цу вре ме ни про пор ци о наль ны ожи да е мой ве ли чи не за па сов
с не ко то рым ко эф фи ци ен том про пор ци о наль но с ти γ. По сто ян ные за тра ты
фир мы в еди ни цу вре ме ни обо зна чим че рез F. Та ким об ра зом, ожи да е мая
ве ли чи на при бы ли за вре мя t рав на

π = λt(A – a) – λta + λtA – βtaµ – γta – Ft. (9.3)

Пред по ло жим, что не ко то рая часть, на при мер 10% при бы ли, вы пла чи ва -
ет ся в ви де ди ви ден дов, а ос таль ная часть, 90% при бы ли, ре ин ве с ти ру ет ся,
уве ли чи вая на эту ве ли чи ну сто и мость ком па нии. Рас ши ре ние про из вод ст -
ва бу дем от ра жать уве ли че ни ем a, A и F. Тог да ра вен ст во (9.3) ос та нет ся
спра вед ли вым лишь для пер во го го да ра бо ты пред при я тия, в то вре мя как
при быль лю бо го го да оп ре де ля ет ся урав не ни ем

= λt – λt + λt –

– βt µ – γt – t. (9.4)
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где V — цен ность фир мы; V0 — на чаль ное зна че ние V. Обо зна чим рен та бель -
ность все го аван си ро ван но го ка пи та ла в от чет ном го ду че рез R1. Ес ли од на
де ся тая часть за ра бо тан ной в те че ние го да при бы ли бы ла вы пла че на в ви де
ди ви ден дов, ос таль ная часть ре ин ве с ти ро ва на:

α1 = R1 = · ,  δ1 = R,  δ1 = ,

то, пе ре хо дя к не пре рыв но му тем пу рос та сто и мо с ти ком па нии и па ра ме т -
ру не пре рыв но го по то ка ди ви ден дов, по лу чим

α = ln(1 + α1)
–1 год–1,  δ = год–1,

что ни чуть не про ти во ре чит пре ды ду щим со от но ше ни ям, так как в этом
слу чае ве ли чи на ди ви ден дов за год со ста вит

divid = δVdt = δV0e
αtdt = V0(eα – 1) = V0α1 = · R1V0 = δ1V0 = .

Из ме не ние об щей сто и мо с ти ма те ри аль ных ак ти вов ком па нии в ре зуль та -
те то го, что она за ра ба ты ва ет при быль, при на шем ми к ро опи са нии про ис хо -
дит скач ко об раз но, хо тя скач ки мел кие и ча с тые (вме с те с тем да же из ме не ние
сто и мо с ти в те че ние толь ко од но го ме ся ца уже хо ро шо ап прок си ми ру ет ся
нор маль ным рас пре де ле ни ем). В то же вре мя ры ноч ную цен ность ком па -
нии, на хо дя щей ся в бо лее или ме нее ста биль ных ус ло ви ях, при ня то опи сы -
вать с по мо щью не пре рыв ных сто ха с ти че с ких про цес сов, ча ще все го с по -
мо щью ге о ме т ри че с ко го бро унов ско го дви же ния, ес ли и до бав ляя
пу ас со нов скую со став ля ю щую, то лишь для опи са ния от но си тель но ред -
ких, но зна чи тель ных из ме не ний. В на шей ми к ро мо де ли кро ме ко ле ба ний
цен и раз ли чия меж ду ры ноч ной и ис то ри че с кой сто и мо с тя ми ак ти вов (от
это го в ста биль ной эко но ми че с кой си ту а ции лег ко тем или иным спо со бом
аб ст ра ги ро вать ся) не уч те на еще са мая су ще ст вен ная часть ры ноч ной цен -
но с ти ком па нии — сто и мость то го, что вся сум ма ее ма те ри аль ных ак ти вов
ра бо та ет как еди ное це лое и при но сит при быль. По-ви ди мо му, имен но это
сла га е мое цен но с ти фир мы, на зы ва е мое обыч но гуд вил лом, или де ло вой ре -
пу та ци ей, и обес пе чи ва ет сто ха с ти че с кую не пре рыв ность все го про цес са
из ме не ния сто и мо с ти во вре ме ни.

Оче вид но, что оцен ка пред при я тия как дей ст ву ю ще го, т.е. дис кон ти ро -
ван ная сум ма всех бу ду щих ожи да е мых до хо дов, все гда долж на сов па дать
с ры ноч ной оцен кой всех ак ти вов дан но го пред при я тия — «ма те ри аль ных
(ре аль ных и фи нан со вых) и не ма те ри аль ных, не за ви си мо от то го, как они
от ра же ны (и от ра же ны ли во об ще, что ка са ет ся не ма те ри аль ных ак ти вов)
в бух гал тер ском ба лан се пред при я тия»1. Дей ст ви тель но, ес ли Vt — сто и мость
пред при я тия в смыс ле ры ноч ной оцен ки всех его ак ти вов, то

dVt = αVtdt + σVtdw,

а RVtdt — уве ли че ние бо гат ст ва ак ци о не ров за ко рот кий про ме жу ток вре ме -
ни dt, скла ды ва ю ще е ся из уве ли че ния сто и мо с ти пред при я тия (capital gain)
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αVtdt и по то ка ди ви ден дов δVtdt так, что R = α + δ, где R — рен та бель ность
все го аван си ро ван но го ка пи та ла, точ нее го во ря, не пре рыв ный и при том
ста ти че с кий ана лог этой ве ли чи ны1 в пред по ло же нии, что пред при я тие обес-
пе чи ва ет тре бу е мую ак ци о не ра ми с уче том ри с ка ожи да е мую до ход ность.
Та ким об ра зом, ес ли взве шен ная сто и мость ка пи та ла ком па нии (WACC)
в точ но с ти рав на R, то сто и мость пред при я тия как дис кон ти ро ван ная сум -
ма ожи да е мых до хо дов в мо мент t

PVt = δVt e
α(τ – t)e–R(τ – t)dτ = = Vt.

Дис крет ный ва ри ант рас смо т ре ния, оче вид но, еще про ще:

PVn = + + ... = = Vn + 1,

где че рез R1 обо зна чен так же ста ти че с кий па ра метр рен та бель но с ти.
В мо де лях из па ра гра фов 7.6—7.8 под цен но с тью фир мы V по ни ма лась

ее ры ноч ная сто и мость как дей ст ву ю ще го пред при я тия. В мо де ли дан но го
под па ра гра фа под V, оче вид но, сле ду ет по ни мать толь ко сум му ры ноч ных
сто и мо с тей ее ма те ри аль ных ак ти вов, от ра жен ных в ба лан се, ко то рую,
не стро го сле дуя С. В. Вал дай це ву, бу дем на зы вать иму ще ст вен ной сто и мо -
с тью ком па нии, ли бо ва лю ту ба лан са. По сколь ку ре ше но аб ст ра ги ро вать ся
от вли я ния ин фля ции и ко ле ба ний уров ня цен, в дан ной мо де ли не очень
су ще ст вен но, рас сма т ри ва ет ся ли ста ти че с кая или ди на ми че с кая струк ту ра
ба лан са2. Но для это го слу чая чрез вы чай но важ но сле ду ю щее об сто я тель ст -
во. При ис поль зо ва нии ста ти че с ко го ба лан са в ус ло ви ях эф фек тив но го
рын ка ка пи та ла оцен ка ак ти вов ком па нии обя за тель но долж на вклю чать
и гуд вилл, т.е. стро ка «гуд вилл» обя за тель но долж на быть за пол не на («оце -
нен ный гуд вилл», ина че ба ланс не сой дет ся) и, та ким об ра зом, де ло вая ре -
пу та ция фир мы в лю бой мо мент ока зы ва ет ся оп ре де лен ной с по мо щью ба -
лан со во го ме то да. При ис поль зо ва нии ди на ми че с ко го ба лан са, на про тив,
стро ка «гуд вилл» ос та ет ся сво бод ной, по то му что в мо мент со зда ния пред -
при я тия у не го еще не мог ло быть ни ка кой де ло вой ре пу та ции.

В дан ной мо де ли в ка че ст ве един ст вен но го не ма те ри аль но го ак ти ва рас -
сма т ри ва ет ся де ло вая ре пу та ция, ко то рая при ис поль зо ва нии ди на ми че с -
кой струк ту ры ба лан са не от ра жа ет ся в ба лан се дей ст ву ю ще го пред при я -
тия. В этом слу чае стро ка «де ло вая ре пу та ция ор га ни за ции» за пол ня ет ся
уже фир мой-по ку па те лем и, кро ме то го, со дер жит гуд вилл куп лен ной фир -
мы, уве ли чен ный на ту часть си нер ге ти че с ко го эф фек та от сли я ния, ко то -
рую по лу чи ли соб ст вен ни ки про дан ной фир мы (а ес ли фир ма-по ку па тель
учи ты ва ет ак ти вы куп лен ной фир мы по ис то ри че с кой сто и мо с ти, то уве ли -
чен ную еще и на ве ли чи ну раз но сти меж ду ры ноч ной и ис то ри че с кой сто -
и мо с тя ми куп лен ных ак ти вов). Од на ко ана ли ти ки ра бо таю щей фир мы, ко -
то рые лег ко мо гут оце нить ее ры ноч ную сто и мость, мо гут так же лег ко
оп ре де лить и сто и мость де ло вой ре пу та ции фир мы.

δ1Vn(1 + R1)————————
δ1

δ1V1(1 + α1)
2

—————————
(1 + R1)

2

δ1Vn(1 + α1)————————
1 + R1

δVt————
R – α

+�

∫
t

270

——————————
1 Ины ми сло ва ми, ана лог по ня тия рен та бель но с ти для слу чая ис поль зо ва ния ста ти че с ко -

го ба лан са в не пре рыв ном ва ри ан те рас смо т ре ния (см.: Ко ва лев В. В. Фи нан со вый ме недж -
мент: те о рия и прак ти ка. М. : Про спект, 2007).

2 См.: Ко ва лев В. В. Указ. соч.



Бу дем пред по ла гать из ве ст ной ве ли чи ну от но ше ния ры ноч ной сто и мо -
с ти фир мы V к ве ли чи не ее иму ще ст вен ной сто и мо с ти  �V (ли бо к ва лю те ба -
лан са) на лю бом ко рот ком про ме жут ке вре ме ни и обо зна чать его т. Тог да
па ра ме т ры по то ка ди ви ден дов и во ла тиль но с ти для ры ноч ной и иму ще ст -

вен ной сто и мо с тей, оче вид но, свя за ны сле ду ю щим об ра зом: δ = , σ = �σ.

Тем са мым, ис поль зуя для оцен ки па ра ме т ров ми к ро эко но ми че с кую мо -
дель, ко то рая ра бо та ет с иму ще ст вен ной сто и мо с тью ком па нии, бу дем вво -
дить, где это не об хо ди мо, кор рек ти ру ю щий мно жи тель ς.

Сле ду ю щая оче ред ная цель — оце нить во ла тиль ность сто и мо с ти ком па -
нии. Най дем дис пер сию от но ше ния при бы ли за год к сто и мо с ти ком па нии
в на ча ле го да. В вы ра же нии (9.4) три по след них сла га е мых пред став ля ют
со бой ус лов но-по сто ян ные рас хо ды и не за ви сят от кон крет ных зна че ний
на ших слу чай ных ве ли чин, а слу чай ным из ме не ни ем сла га е мых, учи ты ва -
ю щих про цен ты к уп ла те и про цен ты к по лу че нию, пре не бре жем. Та ким об -

ра зом, по лу чим: D = λt . Од на ко нас ин те ре су ет во ла тиль ность

цен но с ти фир мы при ее не пре рыв ном опи са нии. По сколь ку не вся при -

быль, а толь ко ее до ля υ = не пре рыв но ре ин ве с ти ру ет ся, а цен ность ком -

па нии V в на ча ле те ку ще го пе ри о да из ве ст на и вы но сит ся из-под зна ка ус -
лов но го ма те ма ти че с ко го ожи да ния, име ем

Дан ная ми к ро эко но ми че с кая мо дель об ла да ет сле ду ю щим за ме ча тель -
ным свой ст вом: ес ли бу дем из ме нять обо ра чи ва е мость за па сов, ме няя па ра -
ме т ры µ и λ на оди на ко вую про цент ную ве ли чи ну, т.е. не из ме няя ве ли чи ну
траф фик-эф фек тив но с ти ρ = λ/µ, то ос та нем ся в том же са мом со сто я нии
ста ти с ти че с ко го рав но ве сия и с той же са мой ве ли чи ной сред не ожи да е мо го
ос тат ка на скла де. То же са мое ос та ет ся спра вед ли вым и для обо ра чи ва е мо с ти
де би тор ской и кре ди тор ской за дол жен но с тей, а так же де неж ных средств.
Это да ет воз мож ность во очию уви деть вли я ние ве ли чи ны обо ра чи ва е мо с -
ти крат ко сроч ных ак ти вов и пас си вов как на все ос нов ные по ка за те ли де я -
тель но с ти пред при я тия, так и на уча с тие дан но го пред при я тия в про цес сах
сли я ния-по гло ще ния. Про ил лю с т ри ру ем это на кон крет ном при ме ре.

При мер 9.2 (про дол же ние при ме ра 9.1). Пред по ла гая, что рас сма т ри ва е мая
фир ма на хо дит ся в со сто я нии ста ти с ти че с ко го рав но ве сия, мы оп ре де ли ли
ожи да е мые зна че ния всех ин те ре су ю щих нас ве ли чин. В рас сма т ри ва е мом при -
ме ре a = 400, A = 800, t = 52, F = 63,2. Сред няя ве ли чи на за па сов на скла де рав -
ня ет ся З = 9 пар тий = 36 000 руб.; сред няя ве ли чи на кре ди тор ской за дол жен но -
с ти со став ля ет КЗ = 18 пар тий = 72 000 руб.; сред няя ве ли чи на де би тор ской
за дол жен но с ти ДЗ = 18 пар тий = 144 000 руб.; а це ле вой ос та ток де неж ных
средств ДС = 36 000 руб. Ко эф фи ци ен ты обо ра чи ва е мо с ти рав ны со от вет ст вен -
но Kоб(З) = Kоб(ДС) = 26, Kоб(ДЗ) = Kоб(КЗ) = 13. Та ким об ра зом, обо рот ные ак -
ти вы на шей ком па нии со став ля ют ОА = 216 000 руб., а крат ко сроч ный долг
КД = 7200 руб. Пред по ло жим, что ве ли чи на дол го сроч но го дол га со став ля ет
ДД = 124 000 руб., сто и мость соб ст вен но го ка пи та ла в на ча ле го да рав ня лась
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СК = 120 000 руб., а вне обо рот ных ак ти вов ВОА = 100 000 руб. Та ким об ра зом,
сто и мость ком па нии на на ча ло го да со ста ви ла V0 = 316 000 руб. Ко эф фи ци ен ты
те ку щей лик вид но с ти и ле ве ри д жа на на ча ло го да рав ны со от вет ст вен но

Kтл = = 3, Kл = = 61,22%. Пред по ло жим, что про цент ная став ка по крат -

ко сроч но му дол гу рав на 0,3% в не де лю с не пре рыв ным на чис ле ни ем, т.е. 16,88%
го до вых, а пла те жа ми по дол го сроч но му дол гу пре не бре жем. Тог да ожи да е мая
в те че ние го да ве ли чи на про цен тов к уп ла те со ста вит 11 368,4 руб., а про цен тов
к по лу че нию — 22 736,75 руб. Ве ли чи на рас хо дов на мар ке тинг и рек ла му, как
не труд но про ве рить, со ста вит 20 800 руб., рас хо ды на со дер жа ние и об слу жи ва -
ние скла да — 18 720 руб., а по сто ян ные за тра ты — 32 864 руб. Ожи да е мый ва ло -
вой до ход ра вен 1 872 000 – 936 000 = 936 000 руб., а ожи да е мая за год ве ли чи -
на чи с той при бы ли — 874 990 руб. Та ким об ра зом, ожи да е мая ве ли чи на
рен та бель но с ти все го аван си ро ван но го ка пи та ла за от чет ный год

R = = 2,769.

Пусть к на шей фир ме об ра ти лась с дру же ст вен ным пред ло же ни ем о сли я -
нии-по гло ще нии дру гая фир ма. Оце ним па ра ме т ры, не об хо ди мые для оп ре де -
ле ния ве ли чи ны по ро го во го зна че ния це ны, ни же ко то ро го соб ст вен ни кам на -
шей фир мы нет смыс ла со гла шать ся на вы куп их ак ций дру гой фир мой.
По-преж не му пред по ла гая, что на ша фир ма вы пла чи ва ет лишь де ся тую часть
при бы ли ак ци о не рам в ви де ди ви ден дов, по лу чим

α1 = 0,9R = 2,492;  α = ln(1 + α1) = 1,250;  υ = 0,9;

δ = α = 0,139; δ1 = 0,1R = 0,2769;

До пу с тим, что ры ноч ная цен ность на шей фир мы в на ча ле от чет но го го да со -
глас но дан ным ана ли ти че с ко го от де ла пре вос хо дит ее ба лан со вую сто и мость
в ς = 1,2 ра за. Пред по ло жим так же, что по оцен кам экс пер тов для фир мы, про -
из во дя щей ут варь, во ла тиль ность цен но с ти про ек та по куп ки на шей фир мы
при мер но рав на во ла тиль но с ти цен но с ти на шей фир мы, па ра метр аль тер на тив -
ных из дер жек не ис пол не ния про ек та по куп ки при бли зи тель но ра вен па ра ме т ру
по то ка ди ви ден дов на шей фир мы, а связь ко ле ба ний цен но с ти про ек та и цен но -
с ти на шей фир мы оце не на как очень сла бая: ρ = 0,1, σD = σB = σ, δD = δB = δ, та -
ким об ра зом урав не ние (7.30) в этом слу чае при мет про стой вид

и, сле до ва тель но, ве ли чи на «кли на»

K = = = 1,61,

т.е. соб ст вен ни кам на шей фир мы сле ду ет при нять пред ло же ние о дру же ст вен -
ном по гло ще нии, ес ли це на I, пред ла га е мая по гло ща ю щей ком па ни ей, пре вос хо -
дит ры ноч ную сто и мость на шей фир мы не ме нее чем в 1,61 ра за, и от ка зать ся —
в про тив ном слу чае. Точ но так же по гло ща ю щей фир ме име ет смысл ку пить на -
шу фир му, ес ли чи с тая при ве ден ная сто и мость де неж ных по то ков от это го по -
гло ще ния пре вос хо дит це ну сдел ки не ме нее чем в 1,61 ра за, и от ка зать ся от по -
куп ки в про тив ном слу чае.
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Пред по ло жим те перь, что си ту а ция в го ро де N, где ра бо та ют обе рас сма т ри -
ва е мые фир мы, не мно го из ме ни лась, сред ние ин тен сив но с ти при бы тия то ва ров,
про даж, по га ше ния за дол жен но с тей уве ли чи лись при мер но на 10% и ста ли со -
от вет ст вен но: λ′ = 4,95 нед.–1, µ′ = 5,5 нед.–1, ν′ = 5,225 нед.–1, в ре зуль та те че го
так же на 10% уве ли чи лись ко эф фи ци ен ты обо ра чи ва е мо с ти за па сов, де би тор -
ской и кре ди тор ской за дол жен но с тей и де неж ных средств, со ста вив K′об(З) =
= K′об(ДС) = 28,6, K′об(ДЗ) = K′об(КЗ) = 14,3. Ожи да е мая ве ли чи на ва ло во го до хо -
да ста ла рав на 2 059 200 – 1 029 600 = 1 029 600 руб.; ожи да е мая ве ли чи на про -
цен тов к уп ла те — 11 355,9 руб., ожи да е мая ве ли чи на про цен тов к по лу че нию —
22 711,8 руб.; рас хо ды на мар ке тинг и рек ла му со ста ви ли 22 880 руб., на со дер -
жа ние и об слу жи ва ние скла да — 18 720 руб., по сто ян ные из держ ки —
32 864 руб. Та ким об ра зом, ожи да е мая чи с тая при быль ста ла 966 492 руб., ве ли -
чи на рен та бель но с ти

R = = 3,0585.

Со вер шен но ес те ст вен но, что ру ко вод ст во фир мы в но вых бо лее бла го при ят -
ных ус ло ви ях бу дет вы пла чи вать все ту же ве ли чи ну ди ви ден дов, ко то рая вы пла -
чи ва лась бы при обыч ной ве ли чи не обо ра чи ва е мо с ти крат ко сроч ных ак ти вов
и пас си вов, а все уве ли че ние при бы ли бу дет ре ин ве с ти ро вать. По лу чим δ1 = 0,2769;

α1 = R – δ1 = 3,0585 – 0,2769 = 2,7816; υ = = = 0,9095; α = ln(1 + α1) =

= 1,330; δ = α = 0,132, сле до ва тель но,

Тог да

и по это му ве ли чи на по ро га ста ла рав на K′ = = 1,68, т.е. она уве ли чи лась на

= 0,043 = 4,3%.�При этом ве ли чи на пре мии, ко то рую соб ст вен ни ки на -

шей фир мы тре бу ют от фир мы-по ку па тель ни цы сверх ры ноч ной сто и мо с ти
сво ей фир мы, уве ли чи лась с 61% ее сто и мо с ти до 68%, т.е. воз рос ла на 11,5%.
Ины ми сло ва ми, в на шем при ме ре эла с тич ность пе ре го вор ной си лы фир мы-ми -
ше ни по обо ра чи ва е мо с ти ее крат ко сроч ных ак ти вов и пас си вов со став ля ет при -
бли зи тель но 1,15%, что, как не труд но за ме тить, пред став ля ет со бой ве со мую
сто и мо ст ную ве ли чи ну.

9.4.4. За да ча о ме ха ни че с кой ма с тер ской

Рас смо т рим сле ду ю щую за да чу. Ме ха ни че с кая ма с тер ская ис поль зу ет
два стан ка, каж дый из ко то рых ло ма ет ся в сред нем один раз в день. Для по -
чин ки сло ман ной ма ши ны ну жен один ме ха ник, и в сред нем на ее ре монт
ухо дит так же один день.

Пред по ло жим, что для каж до го стан ка ве ро ят но ст ное рас пре де ле ние
вре ме ни его бе за ва рий ной ра бо ты оп ре де ля ет ся экс по нен ци аль ным за ко -
ном со сред ним «один день». Вре мя ре мон та так же оп ре де ля ет ся по экс по -
нен ци аль но му за ко ну со сред ним «один день». Тре бу ет ся оп ре де лить ста -
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ци о нар ную ве ро ят ность то го, что обе ма ши ны не ра бо та ют, ес ли в ма с тер -
ской име ют ся, со от вет ст вен но, i — один ме ха ник, ii — два ме ха ни ка.

Тре бу ет ся так же срав нить по лу чен ные ре зуль та ты со слу ча ем, ког да
про цесс ре мон та раз де лен на две от дель ные ста дии, пер вая из ко то рых со -
став ля ет соб ст вен но ре монт, а вто рая — пе ре на ст рой ку стан ка. Про дол жи -
тель но с ти этих ста дий не за ви си мы друг от дру га и рас пре де ле ны по экс по -
нен ци аль но му за ко ну со сред ним, рав ным по ло ви не дня.

1.�Сна ча ла рас смо т рим си ту а цию с од но пе ри од ным ре мон том и дву мя
ме ха ни ка ми. Ос таль ные ва ри ан ты бу дут рас смо т ре ны по ана ло гии. Воз -
мож ны че ты ре со сто я ния си с те мы в мо мент t (мо мент, ког да ста ци о нар -
ность си с те мы уже име ет ме с то):

1)�ма ши на A ра бо та ет, B ра бо та ет (со бы тие AB, ве ро ят ность pAB);
2)�1 ма ши на A не ра бо та ет, B ра бо та ет (AB, ве ро ят ность pAB);
3)�ма ши на A ра бо та ет, B не ра бо та ет (со бы тие AB, ве ро ят ность pAB);
4)�ма ши на A не ра бо та ет, B не ра бо та ет (A B, ве ро ят ность pA B).
За ма лый про ме жу ток вре ме ни ∆t из со сто я ния 4 в прин ци пе воз мо жен

пе ре ход в со сто я ния 1—4 со сле ду ю щи ми ве ро ят но с тя ми (при ве де ны ве ро -
ят но с ти со сто я ния в мо мент t – ∆t:

• в со сто я ние 1: p A B(1 – e–∆t)2 (каж дый из двух ме ха ни ков спра вил ся
с ре мон том за вре мя, не боль шее ∆t); име ем p A B(1 – e–∆t)2 = o(∆t), ∆t � 0;

• в со сто я ние 2: p A B(1 – e–∆t)e–∆t (один спра вил ся с ре мон том, дру гой —
нет);

• в со сто я ние 3: p A B(1 – e–∆t)e–∆t (один спра вил ся с ре мон том, дру гой —
нет);

• в со сто я ние 4: p A B e–2∆t (оба не спра ви лись).
За пи сав все ве ро ят но с ти по доб ным об ра зом с уче тов чле нов не бо лее

пер во го по ряд ка ма ло сти от но си тель но ∆t, ис поль зуя ста ци о нар ность, т.е.
не из мен ность ве ро ят но с тей при пе ре хо де от ∆t к t + ∆t, по лу чим:

или, по сле оче вид ных пре об ра зо ва ний, де ле ния на ∆t и пре дель но го пе ре хо -
да при ∆t � 0, в ма т рич ной фор ме:

Из со от но ше ния (9.5) с уче том ра вен ст ва pAB + p AB + pAB + p A B = 1 по лу -
чим, что ста ци о нар ная ве ро ят ность при двух ме ха ни ках в од но пе ри од ной си -
ту а ции ре мон та p A B = 0,25.

2.�Ре монт од но пе ри од ный, но ме ха ник один. Не ума ляя общ но с ти, счи та ем,
что в си ту а ции A B един ст вен ный ме ха ник все гда ра бо та ет над ма ши ной A,
по ка ее не ис пра вит, а ре мон том B за нят толь ко, ес ли A в ра бо чем со сто я -

(9.5)2
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нии. Та ким об ра зом, пе ре ход из A B в AB за пе ри од ∆t воз мо жен, толь ко ес -
ли за это вре мя:

• ме ха ник ус пел ис пра вить A;
• A сно ва ус пе ла сло мать ся;
• ме ха ник ус пел ис пра вить B,

т.е. с ве ро ят но с тью, рав ной o(∆t), ∆t � 0.
В ос таль ном рас суж де ния ана ло гич ны си ту а ции 1, при чем ес ли пред по -

ла гать, что двое ме ха ни ков ре мон ти ру ют ма ши ну не бы с т рее, чем один, ос -
таль ные ве ро ят но с ти не из мен ны с точ но с тью до o(∆t), ∆t � 0. Это оз на ча ет,
что лишь ма ши на A не ус пе ла быть от ре мон ти ро ван ной, а B так и ос та лась
не ра бо чей, в от ли чие от то го, что обе бы ли не от ре мон ти ро ва ны за пе ри од ∆t
в си ту а ции 1.

Окон ча тель но име ем

С уче том ра вен ст ва pAB + p AB + pAB + p A B = 1 по лу чим, что при од но пе ри -
од ном ре мон те и од ном ме ха ни ке ста ци о нар ная ве ро ят ность p A B = 0,4.

3.�Слу чаи двух пе ри од ных ре мон тов си ла ми од но го ме ха ни ка или двух
ме ха ни ков рас сма т ри ва ют ся ана ло гич но, с уче том то го что при хо дит ся вме -
с то со сто я ний AB, AB, A B рас сма т ри вать со сто я ния A1B, A2B, AB1, AB2, A1B1,
A2B1, A1B2, A2B2 (A1 оз на ча ет, что пер вая ма ши на не ра бо та ет, на хо дясь на
пер вой ста дии ре мон та). По сле на хож де ния ве ро ят но с тей (ста ци о нар ных)
по след них че ты рех из пе ре чис лен ных со сто я ний их сле ду ет сло жить для
по лу че ния ве ро ят но с ти то го, что обе ма ши ны не ра бо та ют.

При ве дем си с те мы урав не ний для слу ча ев од но и двух ме ха ни ков си ту -
а ции 3.

В слу чае двух ме ха ни ков име ем:

В слу чае од но го ме ха ни ка:
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В обо их слу ча ях вы пол ня ет ся ра вен ст во

По лу чим, что в слу чае двух пе ри од но го ре мон та ста ци о нар ная ве ро ят -
ность то го, что обе ма ши ны не ис прав ны, рав на

За да чи для са мо сто я тель но го ре ше ния
В за да чах 9.1—9.5 да ет ся сле ду ю щее за да ние. Пе ред ком па ни ей от кры ты ин ве с -

ти ци он ные воз мож но с ти в пре де лах 7 млн руб., пред став лен ные в таб ли це. Ме то -
дом вет вей и гра ниц или с по мо щью ди на ми че с ко го про грам ми ро ва ния тре бу ет ся
оп ре де лить оп ти маль ную ин ве с ти ци он ную про грам му.

9.1. 

9.2. 

9.3. 

9.4. 

9.5. 

9.6. Пусть ин тен сив ность спро са (в еди ни цу вре ме ни) со став ля ет β. На и выс ше -
го уров ня за пас до сти га ет в мо мент по став ки за ка за раз ме ром y. Уро вень за па са до -
сти га ет ну ля спу с тя y/β еди ниц вре ме ни по сле по лу че ния за ка за раз ме ром y. Пусть
K — за тра ты на оформ ле ние за ка за; h — за тра ты на хра не ние еди ни цы за па са в еди -
ни цу вре ме ни. Тог да сум мар ные за тра ты в еди ни цу вре ме ни на оформ ле ние за ка за
и хра не ние за па сов рав ны

T(y) = + h
y
–
2

K
–––
y/β

Инвестиционные возможности компании

Номер инвестиционного проекта 1 2 3 4 5

Инвестиции I, млн руб. 1 2 2 1 4

NPV, млн руб. 2 7 4 5 10

Инвестиционные возможности компании

Номер инвестиционного проекта 1 2 3 4 5

Инвестиции I, млн руб. 2 2 2 1 3

NPV, млн руб. 4 7 4 5 9

Инвестиционные возможности компании
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Номер инвестиционного проекта 1 2 3 4 5

Инвестиции I, млн руб. 1 2 1 2 2

NPV, млн руб. 3 3 4 5 7

Инвестиционные возможности компании

Номер инвестиционного проекта 1 2 3 4 5

Инвестиции I, млн руб. 1 1 2 2 3

NPV, млн руб. 2 3 4 5 6
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(так как про дол жи тель ность цик ла y/β, сред ний уро вень за па са y/2). Лег ко убе -
дить ся, что ми ни мум ве ли чи не T(y) до став ля ет раз мер за ка за y*, вы чис ля е мый по
фор му ле

Эта фор му ла на зы ва ет ся фор му лой эко но ми че с ко го раз ме ра за ка за Уил со на. Та -
ким об ра зом, оп ти маль ная стра те гия мо де ли пре ду с ма т ри ва ет за каз y* еди ниц про -
дук ции че рез каж дые t0

* = y*/β еди ниц вре ме ни. Оп ти маль ные (ми ни маль ные) за -
тра ты в еди ни цу вре ме ни T(y*), по лу ча е мые пу тем не по сред ст вен ной под ста нов ки,
со став ля ют  .

В каж дом из сле ду ю щих слу ча ев по пол не ние за па са про ис хо дит мгно вен но
и де фи цит не до пу с ка ет ся. Най ди те эко но ми че с кий раз мер за ка за, со от вет ст ву ю -
щие сум мар ные за тра ты и ин тер вал вре ме ни меж ду дву мя за ка за ми:

а)�K = 10 000 руб., h = 5 руб., β = 30 ед/день;
б)�K = 5000 руб., h = 5 руб., β = 30 ед/день;
в)�K = 10 000 руб., h = 1 руб., β = 40 ед/день;
г)�K = 10 000 руб., h = 4 руб., β = 20 ед/день.
9.7. Фир ма по пол ня ет за пас не ко то ро го из де лия, за ка зы вая его в ко ли че ст ве,

до ста точ ном для по кры тия од но ме сяч но го спро са. Го до вой спрос на из де лие ра вен
1500 ед. Каж дое раз ме ще ние за ка за оце ни ва ет ся за тра та ми в 20 долл. За тра ты на
хра не ние од но го из де лия в те че ние ме ся ца со став ля ют 2 долл., за дол жен ность не
до пу с ка ет ся.

1.�Оп ре де ли те оп ти маль ный раз мер за ка за и ин тер вал вре ме ни меж ду мо мен та -
ми раз ме ще ния за ка зов.

2.�Оп ре де ли те раз ли чие в го до вых за тра тах на хра не ние при оп ти маль ной
и при ме ня е мой стра те ги ях. При ме ня е мая стра те гия пре ду с ма т ри ва ет раз ме ще ние
за ка зов в раз ме ре ме сяч ной по треб но с ти еже ме сяч но в те че ние го да.

9.8. Фир ма хра нит из де лие, по треб ля е мое с ин тен сив но с тью 50 ед. в день. Она
не сет рас хо ды в 25 долл. при раз ме ще нии каж до го за ка за. Хра не ние од но го из де лия
в те че ние од ной не де ли об хо дит ся в 70 долл. Оп ре де ли те оп ти маль ное чис ло за ка -
зов (ок руг лен ное до бли жай ше го це ло го чис ла), ко то рое фир ма долж на раз ме щать
еже год но, пред по ла гая, что фир ма при дер жи ва ет ся стра те гии, не до пу с ка ю щей де -
фи ци та.

9.9. В за да че 9.6 для каж до го слу чая оп ре де ли те точ ку во зоб нов ле ния за ка за1,
пред по ла гая, что срок вы пол не ния за ка за ра вен: а) 14 дням; б) 40 дням.

9.10. За пас мо жет по пол нять ся мгно вен но по сле раз ме ще ния за ка за. Спрос име -
ет по сто ян ную ин тен сив ность 50 ед. в каж дую еди ни цу вре ме ни. Раз ме ще ние каж -
до го за ка за об хо дит ся в 4000 руб. Хо тя де фи цит и до пу с ка ет ся, его ве ли чи на в со -
от вет ст вии со стра те ги ей фир мы не долж на пре вы шать 20 ед. В то же вре мя
вслед ст вие бю д жет ных ог ра ни че ний еди но вре мен но мож но за ка зать не бо лее 200
ед. Оп ре де ли те вза и мо за ви си мость меж ду пред по ла га е мы ми за тра та ми на хра не -
ние и по те ря ми от де фи ци та на еди ни цу про дук ции при ис поль зо ва нии оп ти маль -
ной стра те гии.

9.11. Кли ен ты по сту па ют в об слу жи ва ю щую си с те му в со от вет ст вии с пу ас со -
нов ским рас пре де ле ни ем ве ро ят но с тей со сред ней ча с то той, рав ной двум кли ен там
в час. Тре бу ет ся вы чис лить:

а)�сред нее чис ло кли ен тов, при бы ва ю щих в об слу жи ва ю щую си с те му в те че ние
8 ч;

б)�ве ро ят ность то го, что в те че ние 1 ч в об слу жи ва ю щую си с те му по сту пит по
край ней ме ре один кли ент.

y
K
h

K h

* .=
2

2

β

β

y
K
h

K h

* .=
2

2

β

β

277

——————————
1 См.: Та ха Х. Указ. соч. Под па ра граф 13.3.1.



9.12. По се ти те ли при бы ва ют в ре с то ран в со от вет ст вии с пу ас со нов ским рас пре -
де ле ни ем со сред ней ча с то той 20 по се ти те лей в час. Ре с то ран от кры ва ет ся в 1100.
Тре бу ет ся вы чис лить:

а)�ве ро ят ность то го, что в 1112 в ре с то ра не ока жет ся 20 по се ти те лей, при ус ло -
вии что в 1107 в ре с то ра не бы ло 18 по се ти те лей;

б)�ве ро ят ность то го, что но вый по се ти тель при бу дет в ре с то ран в ин тер ва ле
меж ду 1128 и 1130, ес ли из ве ст но, что пре ды ду щий по се ти тель при был в ре с то ран
в 1125.

9.13. За ка зан ные уни вер си тет ской биб ли о те кой кни ги по сту па ют в со от вет ст -
вии с пу ас со нов ским рас пре де ле ни ем ве ро ят но с тей со сред ней ча с то той 25 книг
в день. На каж дой пол ке мож но раз ме с тить 100 книг. Тре бу ет ся вы чис лить:

а)�сред нее чис ло по лок, ко то рые ока жут ся за став лен ны ми кни га ми еже ме сяч но;
б)�ве ро ят ность то го, что еже ме сяч но для раз ме ще ния по сту па ю щих книг по тре -

бу ет ся бо лее 10 сек ций, ес ли из ве ст но, что каж дая сек ция со сто ит из пя ти по лок.
9.14. Офи ци ан ты N1 и N2 в ожи да нии по се ти те лей за ня ты сле ду ю щей иг рой: ес -

ли в те че ние од ной ми ну ты в ре с то ран не при хо дит ни один по се ти тель, то N1 пла -
тит 100 руб. N2; в про тив ном слу чае N2 пла тит 100 руб. N1. Тре бу ет ся вы чис лить
сред ний вы иг рыш офи ци ан та N1 на вось ми ча со вом ин тер ва ле вре ме ни в пред по ло -
же нии, что по ток по се ти те лей яв ля ет ся пу ас со нов ским со сред ней ча с то той, рав ной
од но му при бы тию в ми ну ту.

9.15. В ка фе те рии име ет ся воз мож ность обес пе че ния ме с та ми не бо лее 50 че ло -
век. По се ти те ли при бы ва ют в со от вет ст вии с пу ас со нов ским рас пре де ле ни ем ве ро -
ят но с тей со сред ней ча с то той 10 чел/ч. Сред няя ско рость об слу жи ва ния рав ня ет ся
12 чел/ч. Ка ко ва ве ро ят ность то го, что оче ред ной по се ти тель не смо жет по обе дать
в дан ном ка фе те рии по при чи не от сут ст вия сво бод ных мест?
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