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Изучена новая модифицированная двумерная квазигазодинамическая модель транспорт-
ных потоков. Выведены как достаточные, так и необходимые условия устойчивости гар-
монических по пространству возмущений по постоянному фону в линеаризованной поста-
новке.  
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A new modified two-dimensional quasi-gasdynamic model of traffic flows is studied. Both suffi-
cient and necessary conditions are derived for stability of perturbations harmonic in space with 
respect to a constant background in linearized statement. 
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 1. Введение. Квазигазодинамическая система уравнений с успехом применяется 
при математическом моделировании разнообразных задач газо- и гидродинамики [1,2]. 
В [3] была предложена новая двумерная квазигазодинамическая система для моделиро-
вания транспортных потоков, а совсем недавно в [4] эта модель была существенно мо-
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дифицирована. Вопросы устойчивости малых возмущений для квазигазодинамических 
систем уравнений исследовались в [5]-[8]. Модель [3] недавно была проанализирована в [9].  
 В настоящей работе изучается модель [4], в которой, в отличие от модели [3], боко-
вая скорость зависит от градиента неизвестных и старшие производные по пространст-
венным переменным имеют третий (а не второй) порядок, и модель уже не является па-
раболической. Выписывается соответствующая линеаризованная система уравнений для 
малых возмущений по постоянному фону. Для гармонических по пространству возму-
щений устанавливаются необходимое и достаточное условия устойчивости в случае ну-
левой фоновой скорости, а также соответствующие необходимые условия устойчивости 
в общем случае. 

 

 2. Модифицированная двумерная квазигазодинамическая модель транспорт-
ных потоков, ее линеаризация и устойчивость малых возмущений. ММооддииффиицциирроовваанн--
ннууюю  ддввууммееррннууюю  ккввааззииггааззооддииннааммииччеессккууюю  ссииссттееммуу  ууррааввннеенниийй  ттррааннссппооррттнныыхх  ппооттооккоовв  [[44]]   
ммоожжнноо  ззааппииссааттьь  вв  ссллееддууюющщеемм  ввииддее::    

 0( ) ( ) [ ]t x yu v R u∂ ρ + ∂ ρ + ∂ ρ = ρ, :=  

 2 2{ [ ( ) ( )} { [ ( ) ( ) ]},x x x y y y x y yu p uv uv v:= ∂ τ ∂ ρ + + ∂ ρ + ∂ τ ∂ ρ + ∂ ρ + κ∂ ρ   (1) 

 2
1( ) ( ) ( ) [ ]t x yu u p uv R u∂ ρ + ∂ ρ + + ∂ ρ = ρ, :=                                                                        (2) 

 3 2 2 2{ [ ( 3 ) ( )]} { [ ( ) ( ) ( )]}x x x y y y x y yu pu u v u v uv u:= ∂ τ ∂ ρ + + ∂ ρ + ∂ τ ∂ ρ + ∂ ρ + κ∂ ρ .  

ЭЭттии  ууррааввннеенниияя  ппррееддссттааввлляяюютт  ссооббоойй  ууррааввннееннииее  ббааллааннссаа  ммаассссыы  ии  ууррааввннееннииее  ииммппууллььссаа  ссоо--
ооттввееттссттввеенннноо..  ИИссккооммыыее  ффууннккццииии  ρρ==ρρ((xx,,yy,,tt))>>00  ии  uu==uu((xx,,yy,,tt))  ––  ппллооттннооссттьь  ии  ппррооддооллььннааяя  ссккоо--
ррооссттьь  ттррааннссппооррттаа,,  xx,,yy  ––  ккооооррддииннааттыы  ввддоолльь  ии  ппооппеерреекк  ммааггииссттррааллии,,  tt  ––  ввррееммяя..  ЧЧаассттнныыее  ппрроо--
ииззввоодднныыее  ппоо  xx,,yy,,tt  ооббооззннааччеенныы  ччеерреезз  ∂∂xx,,  ∂∂yy,,  ∂∂tt..  ППррееддппооллааггааееттссяя,,  ччттоо   

 
( ) 0 ( ) 0 ( ) 0 ( ) 0 ( ) 0

0 0

x x y y

y u y u

p p p u u

v k u k u k kρ ρ

′= ρ > , ρ > , κ = κ ρ > , τ = τ ρ, > , τ = τ ρ, > ,

= − ∂ ρ + ρ∂ , > , > .
 

ФФууннккцциияя  v  ––  ээттоо  ббооккооввааяя  ссккооррооссттьь..  ВВ  ууррааввннеенниияяхх  ооппуущщеенныы  ссллааггааееммыыее,,  ссввяяззаанннныыее  сс  уусс--
ккоорряяюющщеейй//ззааммееддлляяюющщеейй  ссииллоойй  ии  сс  ддввиижжееннииеемм  ддоо  ооппррееддееллеенннноойй  ццееллии..  СС  ддррууггоойй  ссттоорроонныы,,  

ффууннккццииии  pp,, x yκ,τ , τ   ввззяяттыы  вв  ббооллееее  ооббщщеемм  ввииддее,,  ччеемм  вв  [[44]] ;;  ооннии  ппррееддппооллааггааююттссяя  ггллааддккииммии..  

ФФууннккццииюю  vv  ттааккжжее  ммоожжнноо  ббыыллоо  ббыы  ввззяяттьь  вв  ссуущщеессттввеенннноо  ббооллееее  ооббщщеемм  ввииддее..   
  РРаассссммооттрриимм  ккллаассссииччеессккииее  рреешшеенниияя  ((ρρ,,uu))  ссииссттееммыы  ууррааввннеенниийй  ((11)),,  ((22)),,  ууддооввллееттввоорряяюю--
щщииее  иимм  ддлляя  ллююббыыхх  ((xx,,yy))  ии  tt>>00..  ППррееооббррааззууеемм  ууррааввннееннииее  ииммппууллььссаа  ((22))  сс  ппооммоощщььюю  ууррааввннее--
нниияя  ббааллааннссаа  ммаассссыы  ((11))  кк  ввииддуу    

 ( )1 0
1 1

[ ] [ ]t x y xu u u v u p R u R u u∂ + ∂ + ∂ + ∂ = ρ, − ρ, .
ρ ρ

                                                          (3) 

  РРаассссммооттрриимм  рреешшеенниияя  ссииссттееммыы  ((11)),,  ((33))  ввииддаа  ρ = ρ + δρ ,,  u u u= + δ ,,  ггддее  0,ρ >   u   ––  ппоо--

ссттоояянннныыее  ффооннооввыыее  ззннааччеенниияя  ннееииззввеессттнныыхх,,  аа  δδρρ,,  δδuu  ––  иихх  ммааллыыее  ввооззммуущщеенниияя..  ППооддссттааввиимм  
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ттааккииее  рреешшеенниияя  вв  ссииссттееммуу..  ООттббррооссиивв  ссллааггааееммыыее  ббооллееее  ввыыссооккооггоо,,  ччеемм  ппееррввыыйй,,  ппоорряяддккаа  ммаа--
ллооссттии  ооттннооссииттееллььнноо  ввооззммуущщеенниийй  ((ии  иихх  ппррооииззввоодднныыхх)),,  ввыыввееддеемм  ссллееддууюющщууюю  ллииннееааррииззоо--
ввааннннууюю  ссииссттееммуу  ддлляя  ввооззммуущщеенниийй::  

 

2 2

2 2 22

2 2

( )

       [( ( ) ) 2 ] ( )

        ( ) ( )

t x x y u y

x yx x y

x y x y u x y

u u k u k u

p u uu

u k u k u

ρ

ρ

∂ δρ + ∂ δρ + ρ∂ δ + ρ − ∂ δρ + ρ∂ δ =

′= ρ + ∂ δρ + ρ ∂ δ + κ ρ ∂ δρ +τ τ

+ + ρ − ∂ ∂ δρ + ρ∂ ∂ δ ,τ τ

 

 2 2 22( ) ( ) ( )
2 3 ( )x yt x x x x y

p p p
u u u u u uu

 ′ ′  ρ ρ ρ∂ δ + ∂ δ + ∂ δρ = ∂ δρ + + ∂ δ + κ ρ ∂ δ .τ τ  ρ ρ ρ  
  

ЗЗддеессьь  ( ),x x uτ = τ ρ,   ( ).y y uτ = τ ρ,   ДДлляя  ууппрроощщеенниияя  ооббооззннааччеенниийй  ууссллооввииммссяя  вв  рраассссуужжддее--

нниияяхх  нниижжее  ооппууссккааттьь  ччееррттуу  ннаадд  ффооннооввыыммии  ззннааччеенниияяммии  ввееллииччиинн  ии  ааррггууммееннтт  ρ   уу  ффууннккцциийй..   

  ЗЗааддаавв  ввееккттоорр--ссттооллббеецц  ввооззммуущщеенниийй  ( )uδ := δρ,δz   ии  ннооррммиирроовваавв  ввооззннииккааюющщииее  ммаатт--

ррииццыы,,  ппееррееппиишшеемм  ппооссллееддннюююю  ссииссттееммуу  ууррааввннеенниийй  вв  ввееккттооррнноойй  ффооррммее::    

 (1) (20) 2 (02) 2 (12) 2
t x x x y x yp B p A A p A′ ′ ′∂ δ + ∂ δ = τ ∂ δ + κ ∂ δ + τ ∂ ∂ δz z z z z                         (4) 

сс  ммааттррииццааммии    

 

2

(10) (20)

2

2
(02) (12)

ˆ ˆ ˆ1 2

               
3

ˆ ˆ2 ˆ

ˆ ˆˆ
   

0 0 0

y u u

y

u u u
p p

B A
p p

u u u

k u k k uuk
p pA A

 
 ρ ρ 
 
 
  

ρ ρ   +   ′ ′
   := , := ,
   ′ ′
   +

ρ ρ Γ      

ρ ρ τ + − − ′ ′:= , := . 
 τ  

� � ��

 

ЗЗддеессьь  ввввееддеенныы  ссллееддууюющщииее  ооббооззннааччеенниияя::   

 
( )

ˆ  ( )   
( )

u
x y u

k p k pu p
u kk

pp

ρ
ρ

′ρ ′′ ρρ ρτ := τ + τ , := , Γ ρ := , := , := .
ρ κ κ′

��  

ВВееллииччииннаа  ΓΓ((ρρ))  ––  ээттоо  ппееррввыыйй  ааддииааббааттииччеессккиийй  ппооккааззааттеелльь  ффууннккццииии  pp((ρρ))..   
  ССллееддууяя  [[88]] ,,  ппееррееййддеемм  кк  ннооррммииррооввааннннооммуу  ввееккттоорруу  ввооззммуущщеенниийй    

1ˆ
u

P
p

− δρ δδ := , = δ ,  ρ ′ 
z z  

состоящему из относительного возмущения плотности и возмущения скорости, от-
несенного к фоновой скорости звука; здесь P – диагональная матрица 2-го порядка с 
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диагональными элементами ρ и .p′  Умножим систему уравнений (4) слева на P−1 и 

преобразуем ее к эквивалентному виду  

 (20) (02) (12)(10) 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆˆt x x x y x yp p pB A A A′ ′ ′∂ δ + ∂ δ = τ ∂ δ + ∂ δ + τ ∂ ∂ δκz z z z z                   (5) 

сс  ммааттррииццааммии   

 

2

(10) (20)
2

2
(02) (12)

ˆ ˆ1 2ˆ 1 ˆˆ                3ˆ1 ˆ ˆ2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ   
0 0 0

y u u

y

u uu
B A

u u u

k u k k u k u
A A

 
ρ  ρ

 
  

 +
   = , = ,   +    Γ 

 τ + − −
= , = , 

τ   

� � � �

 

ппооллууччааюющщииммииссяя  иизз  ииссххоодднныыхх  сс  ппооммоощщььюю  ппррееооббррааззоовваанниияя  ппооддооббиияя  1ˆ ,C P CP−:=   (10)C B= ,   
(20) (02) (12).A A A, ,  

  ДДлляя  ааннааллииззаа  ууссттооййччииввооссттии  ссииссттееммыы  ууррааввннеенниийй  ((55))  рраассссммооттрриимм  ггааррммооннииччеессккииее  ппоо  
ппррооссттррааннссттввеенннныымм  ппееррееммеенннныымм  ккооммппллееккссннооззннааччнныыее  ффууннккццииии  ввииддаа    

 ˆ( ) exp    0x y t t x y
p

  ξ η δ , , = λ + + , ≠ ,   κ′   
z i c c  

ггддее  ii  ––  ммннииммааяя  ееддииннииццаа,,  аа  ξξ,,ηη  ––  ллююббыыее  ввеещщеессттввеенннныыее  ччииссллаа,,  ооддннооввррееммеенннноо  ннее  ррааввнныыее  00..  

ООннии  яяввлляяююттссяя  рреешшеенниияяммии  ссииссттееммыы  ((55))  ппррии  ккооммппллеекксснныыхх  λλ==λλ((ξξ,,ηη)),,  ууддооввллееттввоорряяюющщиихх  ххаа--
ррааккттееррииссттииччеессккооммуу  ууррааввннееннииюю    

 [ ]det ( ) ( ) 0I Aλ ξ,η + ξ,η = ,                                                                                               (6) 

ггддее  ккооммппллееккссннааяя  ммааттррииццаа  AA==AA((ξξ,,ηη))  ииммеееетт  ввиидд    

 2 (20) 2 (02) (10) 2 (12)ˆ ˆ ˆˆ( ) ( )x yA A A B Aξ,η := τ ξ + τ η + ξ + τη ,i  

аа  II   ––  ееддииннииччннааяя  ммааттррииццаа..  ЭЭллееммееннттыы  AA((ξξ,,ηη))  ттааккооввыы::    

 

2 2 2 2 2
11

2 2 2 2
12 21

2 2 2
22

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (1 ) ( )

ˆ ˆ ˆ( ) 2   ( ) 2

3
ˆ ˆ( )

x y

x u u x

x y

a u k u u k u

a u k k u a u

a u u

 
 ρ ρ 

 
 
 

ξ,η = τ + ξ + τ + η + ξ − τ ξη ,

ξ,η = τ ξ − η + ξ + τ ξη , ξ,η = τ ξ + ξ,

 ξ,η = τ + ξ + τ η + ξ. Γ 

i

i i

i

� �

� �  

  ССииссттееммуу  ууррааввннеенниийй  ((55))  ббууддеемм  ннааззыыввааттьь  ууссттооййччииввоойй  ооттннооссииттееллььнноо  ггааррммооннииччеессккиихх  
ввооззммуущщеенниийй,,  еессллии    

 2 2Re ( ) 0 при всех таких, что 0λ ξ,η < ξ,η ξ + η > .                                    (7) 
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  ППееррееппиишшеемм  ххааррааккттееррииссттииччеессккооее  ууррааввннееннииее  ((66))  вв  ссттааннддааррттнноомм  ввииддее   

 2
2( ) tr det 0p A Aλ := λ + λ + = ,  

ггддее  ttrrAA  ––  ээттоо  ссллеедд  AA.  ВВ  ссооооттввееттссттввииии  сс  [[1100]]   ддлляя  ааннааллииззаа  ввыыппооллннеенниияя  ссввооййссттвваа  ((77))  ооттддееллиимм  
ввеещщеессттввеенннныыее  ии  ммннииммыыее  ччаассттии  ttrrAA  ии  ddeettAA,,  тт..ее..  ззааппиишшеемм  иихх  вв  ввииддее    

 1 1 0 0tr    detA a b A a b= + , = +i i                                                                 (8) 

ии  рраассссммооттрриимм  ккввааддррааттнныыйй  ттррееххччллеенн  

 2
2 1 0 1 0( ) ( )p a b b a− α = α + + α + α − .i i i  

ВВыыппиишшеемм  ррееззууллььттааннтт  ммннооггооччллеенноовв,,  ссооссттааввлляяюющщиихх  ееггоо  ммннииммууюю  ии  ддееййссттввииттееллььннууюю  ччаассттии  
((ппррии  ввеещщеессттввеенннноомм  αα))::    

 

1 0

1 0 2 2
4 4 1 1 0 1 0 0

1 0

1 0

1 0

0 0
( ) det

0 1

0 0

b a

a b
V V a b b a a b

b a

a b

 
 
 
 
 
 
 
  

−

= ξ,η := = + − .
−

 

ООттммееттиимм,,  ччттоо  ееггоо  ггллааввнныыйй  ууггллооввоойй  ммиинноорр  22--ггоо  ппоорряяддккаа  ппооллоожжииттееллеенн::    

 1 2 2 2
2 1

1

1 3
ˆ ˆdet 1 2 (2 ) 0

0 x y
b

V a u k u
a

 
  ρ 
 

 := = = τ + + ξ + τ + η > Γ 
�                                    (9) 

ппррии  2 2 0ξ + η > ..  ТТеемм  ссааммыымм  ссооггллаасснноо  ооббооббщщееннннооммуу  ккррииттееррииюю  РРааууссаа--ГГууррввииццаа  [[1100]]   ккррииттее--

ррииеемм  ввыыппооллннеенниияя  ссввооййссттвваа  ((77))  ссллуужжиитт  ннееррааввееннссттввоо    

 2 2
4( ) 0 при всех таких, что 0V ξ,η > ξ,η ξ + η > .                                           (10) 

  ВВыыввееддеемм  ккаакк  ддооссттааттооччнныыее,,  ттаакк  ии  ннееооббххооддииммыыее  ууссллооввиияя  ссппррааввееддллииввооссттии  ээттооггоо  ннеерраа--
ввееннссттвваа,,  аа  ззннааччиитт  ии  ссввооййссттвваа  ууссттооййччииввооссттии  ((77))..   
 Утверждение 1. Пусть 0u = . Тогда для справедливости свойства устойчивости 
(7) необходимо и достаточно, чтобы выполнялось неравенство  

 
( )

1
2 ( )
u

y

k p′ρ ρ
≤ .

τ κ ρ
                                                                                                              (11) 

 Доказательство. При ˆ 0u =  матрица A существенно упрощается:  

 

2 2 2

2 2
( ) 3

x y u

x y

k
A

 
 
 
 
 
  

τ ξ + τ η − η + ξ
ξ,η = .

ξ τ ξ + τ η
Γ

i

i

�

 



Об устойчивости малых возмущений… транспортных потоков  115 

Ясно, что  

 2 2 2 2 2 2 2 23 3
tr 1 2    det ( )x y x y x y uA A k

 
 
 
 

 = τ + ξ + τ η , = τ ξ + τ η τ ξ + τ η + ξ + ξη Γ Γ 
i �  

и поэтому  

 
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 4
4

3 3
1 2 ( )x y x y x y uV k

    
    

        

 = τ + ξ + τ η τ ξ + τ η τ ξ + τ η + ξ − ξ η . Γ Γ 
�  

 Перепишем V4 в виде  

 
2

2 2 4 2 2 2 2 4 2 2
4 4

3 3
1 4 1 (4 ) ( )x x y y uV k r

 
 
 
  

   = ξ τ + ξ + τ τ + ξ η + τ − η + ξ ,η ,   Γ Γ   
�  

где полином 2 2
4( ) 0r ξ ,η >  при любых ξ,η, одновременно не равных 0, причем  

 2 2 2 2 4
4( ) ( ) при 0 0r O  

 
 

ξ ,η = ξ + η ξ → , η → .  

Очевидно, при условии 2 24 0y ukτ − ≥�  неравенство (10) выполнено. С другой стороны, 

рассмотрев 1+εξ η�  с некоторым ε∈(0,1), получим формулу  

 2 2 6 2 6 4
4 (4 ) при 0y uV k O+ ε + ε 

 
 

= τ − η + η η → ,�  

поэтому то же самое условие необходимо для выполнения неравенства (10). Указанное 
условие эквивалентно (11).  
 Утверждение 2. Пусть 0u ≥ . Тогда для справедливости свойства устойчивости 
(7) необходимо, чтобы выполнялось неравенство  

 
( )

1 1
2 ( ) ( )
u

y u

kk p u

k p

ρ ′ρ ρ
− ≤ .  τ κ ρ ′ ρ 

                                                                                  (12) 

Если ( ) 3,Γ ρ >  то необходимо также, чтобы выполнялось неравенство  

 
1 3

1 1
2 ( ) ( )

u

p

 − ≤ − . Γ ρ ′ ρ 
                                                                                       (13) 

 Доказательство. Вернемся к формулам (8) и вспомним выражение (9) для a1. 
Кроме того, нетрудно видеть, что при ξ→0, η→0 имеем также  

       2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 0 0 1 2ˆ ˆ ˆ2 ( ) (1 ) (( ) )   ( ) ( ( ))b u O a u O b a u a O= ξ + ξη , = − ξ + ξ + η , = ξ + + ξη ξ + η  

с 2 2
2 ˆ4 x ua u k:= − τ ξ + η� . Поэтому  
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2 2 2 2 2 2 4

4 1 1 2 1 2 1

2 2 2 2 2 4
1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ[ 2 ( ) ( ) (1 )] (( ) )

    ( ) (( ) )

V a u a u a a u a a u O

a a O

= ξ + − + + − + ξ + η =

= ξ − + ξ + η .
 

 Тем самым верна формула  

 2 4 2 2 4 2 2 4
4 11 12 222 ( )V c c c O   

   
   

= ξ ξ + ξ η + η + ξ + η  

с коэффициентами  

 
2

2 2 2 2 2
11 22

3
ˆ ˆ ˆ1 2 (4 )   (2 )x y uc u u c k u k

 
 

ρ 
  

 = τ + + − , = τ + − , Γ 
� �  

 2
12

3
ˆ ˆ ˆ1 2 (2 ) 4 0x y x uc u k u ukρ

 = τ + + τ + + τ > . Γ 
� �  

Для выполнения неравенства (10) необходимо, чтобы c11≥0, c22≥0, т.е.  

 23
ˆ ˆ1 2( 1) 0   2 ( ) 0y uu k k uρ− + − ≥ , τ − − ≥ .

Γ
� �  

Первое из неравенств выполнено при 0 3< Γ ≤  и эквивалентно (13) при Γ>3, а второе эк-
вивалентно (12).  
 Согласно доказательству выполнение неравенств (12) и (13) необходимо для спра-
ведливости свойства устойчивости (7) даже только в низкочастотном случае ξ≈0, η≈0.  
 Отметим, что в случае η=0 матрица A совпадает с соответствующей матрицей ли-
неаризованной одномерной квазигазодинамической системы в баротропном варианте 
[8]. Имеем  

 2 (20) (10) (20)ˆ ˆ( 0) где      x
a c

A A B A
c b

 
ξ, = τ ξ + ξ , = , 

 
i  

с 2ˆ1 ,a u= +  23
ˆ ,b u= +

Γ
 ˆ2c u= . Подсчет приводит к формуле  

 2 6 2 2
4 1 0( 0) ( )x xV c cξ, = τ ξ τ ξ +  

с коэффициентами  

 2 2 2 2 2 2
1 0( ) ( ) ( ) 4 ( ) 4( )c a b ab c c a b c a b ab c= + − , = + − = − + − .  

 Поэтому неравенство (10) при η=0 эквивалентно неравенству 2 0ab c− ≥  при a≠b 
либо ab−c2>0 при a=b. Ясно, что  

 2 4 2
0

1 3
ˆ ˆdet 3 1A ab c u u

 = − = + − + , Γ Γ 
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а условие a=b означает, что Γ=3. Если Γ<3, то ab−c2>0 с учетом того, что  

 
2

1 3 1 1 1
9 1 4 9 3

3
d     := − − ⋅ = − − .    Γ Γ Γ Γ    

 

При Γ=3 получаем условие ˆ 1u| |≠ . (Заметим, что при Γ=3, ˆ 1u =  имеем a=b=c=2 и поэто-

му 1( 0) 0,λ ξ, =  2
2( 0) 2( )xλ ξ, = − τ ξ + ξi ). При Γ>3 получаем условие  

 2 3 1
1ˆ

2 2

d
u

 − − ≥ . Γ 
 

 С другой стороны, в случае ξ=0 свойство устойчивости (7), очевидно, выполнено 
(т.к. 21(0 ) 0a ,η =  и поэтому 1 11(0 ) (0 ) 0,aλ ,η = − ,η <  2 22(0 ) (0 ) 0aλ ,η = − ,η <  при η≠0).   
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