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Глава 4. Различные динамические модели

В этой главе собраны несколько несвязанных между собой задач экономики. Все они, однако, дополняют примеры первых двух глав, еще раз демонстрируя технику линейного и нелинейного анализа, а также иллюстрируют разнообразие возможных подходов к моделированию динамических процессов. Открывает изложение задача прогнозирования цены фьючерса. На примере данных об экономическом состоянии нескольких стран выбирается наилучший в некотором смысле алгоритм прогнозирования на длительный интервал времени. Используются методы, приведенные в первой главе. Второй параграф посвящен динамическим и статическим задачам в международной торговле. Рассматривается одна модель оптимального протекционистского тарифа. Далее к задачам оценки реакции рекламы на продажу нового товара применяются необычные модели. Завершает главу применение моделей Лотки-Вольтерры к динамике продаж на внутреннем автомобильном рынке США. На базе реальных данных о продажах определяются временные лаги и остальные параметры конкурентной модели.
4.1. Прогнозирование курсов валют.

Ниже будут проанализированы обменные курсы трех стран (Италии, Англии и Германии) по отношению к США. Рассмотрены различные вычислительные процедуры, различные критерии выбора метода и исследована длина интервала идентификации модели. Цель прогноза - помощь при заключении форвардных сделок на покупку иностранной валюты, поэтому интервал прогнозирования - один год. Данные для расчетов получены автором в совместной работе c К. Вэйем над докладом [116].

4.1.1.
Формулировка проблемы

Предположим, что некоторая транснациональная промышленная компания имеет свои производственные филиалы в других странах. Например, это может быть шведская компания “Электролюкс” или немецкая “Хенкель”. Для большей определенности (а точнее из-за возможности получить статистические  данные) мы остановим свой выбор на некоторой крупной американской компании с производственными филиалами в Италии, Англии и Германии. В процессе анализа алгоритмов будем рассматривать покупку итальянской лиры на доллары, а результирующие утверждения отнесем и к английскому фунту, и к немецкой марке.

Итак, предположим, что компания, планируя свои финансовые операции на год вперед, хочет купить один миллиард итальянских лир в конце года. В начале года еще неизвестно, какой будет обменный курс в конце года. Неизвестно также годовое значение ставки по безрисковым государственным ценным бумагам (treasury bonds), которое определяет так называемый дискаунт-фактор, используемый при назначении форвардной цены. Компания обращается в коммерческий банк или другой соответствующий финансовый институт для заключения форвордной сделки на год вперед на покупку миллиарда лир. Банк каким-либо образом прогнозирует обменный курс на конец года и сообщает свой прогноз компании. Так как она может полученную в результате прогноза сумму разместить на год в различные ценные бумаги, спекулятивные операции, дать в кредит или инвестировать в какой-либо проект, что принесет прибыль, но и подвержено риску, то компания вычисляет возможную прибыль за год от прогнозируемой суммы с самым малым риском. Очевидно, существует еще и плата банку за выполнение операции, но это фиксированная величина и она не нуждается в анализе в рамках этой задачи.

Принимая во внимание дискаунт-фактор, выраженный через процентную ставку по безрисковым государственным облигациям США, получаем формулу форвордной цены:
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 — цена лиры в американских долларах в момент времени t и процентная ставка соответственно; T — срок форвардного контракта (в нашем случае это один год). Для того чтобы воспользоваться формулой (1), необходимо знать прогноз цены лиры l(t+T) и процентную ставку r(t) на всем интервале 
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. Таким образом, перед нами задача экстраполяции: по данным на интервале идентификации 
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 построить прогноз на интервал 
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. Здесь h - длина интервала идентификации.

Предположим, что банк имеет всю необходимую для нашего анализа информацию. Сначала для определенности в формулах будем считать длину интервала идентификации равной двум годам. Позже мы обсудим оптимизацию по этой длине.
Выражение (1) не предусматривает никаких гарантий или компенсаций банку за риск ошибочного прогноза. Более подробно это выглядит так. Функция  
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 для любых t является случайной величиной, так как l, r — случайные. Мы можем остановиться сначала на модели стационарного случайного процесса, поскольку идентифицировать более общую функцию распределения все равно не удается. Разброс значений вокруг соответствующего математического ожидания дает банку основание увеличить цену форвардной сделки на величину риска, которая также вычисляется в виде прогноза. Значит, целью прогнозной модели являются две случайные величины: тренд, как следствие выражения (1) и ширина полосы 90%-го разброса, соответствующего 90%-ому доверительному интервалу. Можно брать и другие условия гарантии, например, если взять 50%-ый доверительный интервал, то конечно плата за риск будет меньше, но вряд ли банк согласится на сделки, положительный исход которых может равным образом чередоваться с отрицательным.

В нашем распоряжении имеются следующие данные:

· валовой внутренний продукт (ВВП), номинальный и реальный (поквартально);

· процентная ставка безрисковых государственных облегаций, с учетом инфляции и без таковой (помесячно);

· индекс цен на потребительские товары (для США) и индекс стоимости жизни (для Италии, Англии и Германии) (помесячно);

· курсовая стоимость соответствующих валют в долларах США (помесячно),

для упомянутых четырех стран с 01.01.76 по 03.01.98.

Эти экономические параметры были выбраны, так как изначально предполагалось, что обменный курс валюты является следствием макро - экономических процессов в странах, чьи валюты участвуют в обмене. Так ВВП характеризует значимость страны в мировом экономическом порядке и внутреннее текущее состояние производства; процентная ставка государственных ценных бумаг коррелирует со ставкой рефинансирования Центрального банка, а последняя является одним из основных рычагов государственного управления (как в кейнсеанской теории, так и в монетаризме) деловой активностью (спросом на деньги). Индексы жизни определяют потребительские свойства общества и тесно связаны с инфляцией. Предполагается, что выбранные переменные экономики страны достаточно полно характеризуют ее динамику и, следовательно, определяют обменный курс валют. Мы не рассматриваем платежный баланс экспортно-импортного взаимодействия стран, поскольку сами страны выбраны непроизвольно: они все принадлежат группе промышленно развитых стран с высоким жизненным уровнем и большим влиянием на мировую политику. В этих странах уже много лет ведется открытая (до известных пределов) внешнеторговая политика, происходит перемешивание капиталов и трудовых ресурсов. В такой ситуации платежный баланс играет меньшую роль, чем мобильность факторов производства.
4.1.2. Критерии качества методов прогноза

Прежде чем приступить к обсуждению различных методов прогнозирования важно сформулировать критерий, с помощью которого можно оценивать качество модели. В первой главе объяснялось, что такое адекватность модели, адекватных моделей может быть много, и в этой ситуации необходимо дополнительное оценивание качества. Если, например, прогноз требует большого набора данных, а они стоят дорого, то предпочтение будет отдано более дешевому пути. Или при необходимости очень быстро принимать решение (в реальном масштабе времени на энергетических установках) предпочтение будет отдано более быстрому из двух одинаково точных. Также скорость ввода и обработки данных важны на биржевых торгах. В нашем случае упомянутые ограничения не играют никакой роли, и мы можем все внимание уделить точности прогнозирования. Но и на этом пути возможны различные формы функционала качества. Будем исходить из того, что нас интересует наилучшее приближение конечного результата — цены форвардного контракта, поэтому рассмотрим сумму ошибок расчетной и истинной цены по всем возможным данным:
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Здесь 
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 обозначены расчетные или модельные значения стоимости лиры и процентной ставки в отличие от не помеченных l,r. Так как компания, о которой идет речь, американская, то 
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 касаются в формуле (2) США. N - это длина анализируемых данных, в нашем случае это 21 год. Если переходя к дискретному времени (и заменяя интегралы соответствующими суммами) в качестве единицы выберем один месяц, то N=252. Если алгоритм потребует трехлетних данных для одного вычислительного цикла (T=12, h=24), то есть возможность получить среднюю ошибку по 216 экспериментам прогноза. Это достаточное число для того, чтобы поверить в результат. Функционал (2) дает нам величину ошибки (по всем анализируемым данным) цены фьючерса. Теоретически FPC (Futures Price Criterion) является оценкой случайной величины с некоторой функцией распределения, но как первый шаг исследования достаточно принимать во внимание только среднее значение модуля ошибки для всех методов прогнозирования. Практически величина FPC означает, что, если для данного метода прогнозорования лиры в долларах FPC=0.0001, то компания в среднем (за много раз повторенный контракт) теряет 0.01 цента за одну лиру или на каждый миллиард покупаемых лир потери составят 100,000$. Если другой метод имеет значение FPC=0.00001, то потери на таком же форвордном контракте составят 10,000$.

Критерий (2) хорош для оценки анализируемого метода, как для выбора одного из нескольких методов, так и для оптимизации по длине интервала идентификации, хотя последняя задача приведет к рассмотрению и других особенностей методов. Но если мы хотим учесть оплату риска, то необходимо получить функцию распределения (точнее оценку функции распределения) разницы между действительной и модельной ценой:
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где 
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. Предполагается, что стохастический процесс 
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 является стационарным, т.е. функция распределения
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 при любом t постоянна. В этом случае переменную t можно рассматривать как номер независимого эксперимента (это, конечно, очень сильное предположение для экономических взаимоотношений), который производится  (N-T-h) раз.

Таким образом, окончательный выбор метода и длины интервала идентификации делается из анализа 90%-ного доверительного интервала случайной величины 
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4.1.3. Обсуждение методов прогнозирования

Для всех методов в этом разделе идентификационный интервал предполагается равным 24 месяца, т.е. 
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. Мы также постараемся для каждого метода сформулировать ясные ограничения и предположения, на которых метод основан.

4.1.3.1. Непосредственная аппроксимация временных рядов

Простейший алгоритм прогнозирования временных рядов, как подробно излагалось в первой главе, состоит в подборе линейной комбинации функций из определенного набора. Предположим, что чуть-чуть сглаженный (например, с помощью скользящего среднего) временной ряд похож на комбинацию колебаний с высокими и низкими частотами, наложенных на некоторый полином. Тогда следующие функции могут быть использованы как базовые:
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Здесь многоточия означают, что последовательности функций могут быть продолжены. Далее мы будем  приводить формулы только с частью возможных функций. Итак, приближение, например, процентной ставки r(t) записывается в виде:
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Согласно объяснению в параграфе 1.2, если предположить, что:
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где ( - случайная величина с постоянной функцией распределения и нулевым математическим ожиданием. Тогда оценка, получаемая методом наименьших квадратов, будет несмещенной и с минимальной дисперсией.

Так как коэффициенты 
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 входят в (4) линейно, то легко для них построить систему уравнений: составим сумму квадратов отклонений:
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и решим относительно 
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 алгебраическую систему:
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Замечание 1. Частота колебаний 
[image: image24.wmf]v

 не входит в выражение для 
[image: image25.wmf]S

также, как коэффициенты a во второй степени. Поэтому ее неудобно рассматривать, как одну из переменных последней системы. Чтобы избежать этого, в вычислительной процедуре предусматривается простой перебор некоторого очевидного интервала, в котором (  может находиться, и для каждого значения частоты вычисляются оптимальные относительно функционала (5) коэффициенты a. Из всех полученных таким образом точек выбирается та, в которой 
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 принимает наименьшее значение. Это не дает точного решения задачи нахождения экстремума, но зато сама собой исчезает проблема большого числа локальных экстремумов, которая имела бы место при решении нелинейной задачи.
Замечание 2. Метод наименьших квадратов имеет дополнительные возможности, которые мы здесь не использовали. Например, введение весовых коэффициентов перед квадратами в сумме дает некоторое ранжирование значимости данных. Так это позволяет делать более удаленные данные временного ряда от начальной точки прогноза менее значимыми. В данной работе оптимизация по весовым коэффициентам не производилась.
Основная проблема в такого рода приближениях заключается в противоборстве желания применить полиномиальные функции, поскольку они хорошо изучены и дают сколь угодно точный результат в задаче интерполирования (например, ортогональное семейство полиномов Чебышева), с неустойчивым поведением полиномов вне интервала идентификации. Этот факт установлен в общем виде в параграфе 1.1.
На рис. 1. показан результат приближения стоимости доллара в лирах на протяжении 21 года функцией вида (4). Весь промежуток наблюдения разбит специальными разделителями (селекторами) на отрезки: двухлетний - идентификации и однолетний - прогноза.



Рис. 1. Приближение цены доллара в лирах с помощью

квадратичного полинома и одного колебания

Так как полином используется на монотонных участках, то чтобы устранить резкий рост полинома, предлагается добавить в функцию медленно меняющийся синус (и косинус), т.е. низкочастотное колебание. Результат показан на рис. 2:



Рис. 2. Приближение цены доллара в лирах с помощью

комбинации двух колебаний

Улучшение приближения более наглядно на других данных, а именно, на процентной ставке в США, как это показано на следующем рисунке (хотя большие отклонения прогноза все равно имеют место).



Рис. 3. Приближение процентной ставки США с помощью

квадратичного полинома и одного колебания

Быстрый рост отклонений может быть уменьшен применением двух колеблющихся функций, за исключением периода между 1979 и 1982 годами. Из графика видно, что только информация рассматриваемых данных не способна стать основанием более точного предсказания: на промежутке идентификации данные колеблются вокруг возрастающего среднего с возрастающей амплитудой (что и демонстрирует модель, как прогноз), но далее среднее начинает убывать, а колебания - уменьшать амплитуду, что никак не следует из данных интервала идентификации. Применение нескольких колебаний лишь отчасти решает проблему: просто рост модельной функции на интервале прогноза меньше.



Рис. 4. Приближение процентной ставки США с помощью

двух колебаний

Приведенные выше примеры показывают необходимость использования интегрального критерия FPC (или аналогичного ему), чтобы избежать субьективных визуальных оценок графиков данных, особенно потому что FPC содержит комбинацию сразу двух случайных величин. Вычисления дают следующий результат. Приближение квадратичным полиномом и одним колебанием соответствует 
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 а в случае двух колебаний - 
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 т.е. второй способ приближения является более точным. Таким образом, покупая один миллиард лир компания на годовам прогнозе имела бы средние потери 200,000$ при первом методе (с полиномом) и 130,000$ - используя второй путь (два колебания). Очевидно, годовая разница в 70,000$ стоит того, чтобы отказаться от полиномов.

4.1.3.2. Метод общей корреляции
Под названием метод общей корреляции мы имеем в виду построение векторной линейной авторегрессии по всем данным, имеющим отношение к обменному курсу. Оно более сложно в алгоритмическом плане, чем прямой непосредственный анализ скалярных временных рядов, но зато объединение макроэкономических параметров в одной системе создает возможность проявления более тонких экономических влияний одних данных на другие.
Рассмотрим вектор, состоящий из семи макроэкономических параметров: ВВП США, процентная ставка США, индекс цен на потребительские товары США, ВВП Италии, процентная ставка в Италии, индекс стоимости жизни в Италии, курсовая стоимость лиры в долларах.
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где
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. Наша задача состоит в получении последнего элемента вектора 
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 и среднего интегрального от второго элемента вектора 
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по значениям 
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. Этих приближений достаточно, чтобы вычислить цену форвардного контракта по формуле (1). Модель строится в виде линейной разностной системы, как простейшей формы зависимости:
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Матрица A и вектор B могут быть найдены с помощью метода наименьших квадратов и функционала
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Как было описано в параграфе 2.3. функционал (6) достигает своего минимума при следующих значениях параметров:
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где верхний индекс  “+” означает псевдообратную матрицу.

Ниже мы повторим некоторые формулы, полученные во второй главе. Обозначая 8 x 23 – матрицу
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получим ее скелетное разложение на произведение двух других матриц, размером 8 x r и r x 23:
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где 
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 Чтобы получить скелетное разложение, достаточно в качестве столбцов матрицы G взять любые r линейно независимые столбцы матрицы D. В этом случае любой столбец матрицы D является линейной комбинацией столбцов матрицы G с коэффициентами 
[image: image40.wmf]h

h

h

j

j

rj

1

2

,

,

.

.

.

,

. Эти коэффициенты составляют соответствующий столбец матрицы H.

Следующая формула в указанных обозначениях является основной  для алгоритма вычисления неизвестных параметров системы (5):
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Однако решение системы (5) определяется некоторым вектором начальных данных и сейчас возникает проблема, какой из векторов мог бы претендовать на роль начального. Это мог бы быть последний вектор наблюдений, или  первый, или средний в каком-либо смысле. Но в нашей задаче все векторы Xk имеют случайные элементы, поэтому не остается никаких оснований выбирать начальный вектор из множества идентификации. Это наталкивает на мысль продолжить оптимизацию среднеквадратичных отклонений при фиксированных A,B и неизвестном начальном векторе Z.

Частное решение  системы (5) записывается в форме:
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где Z- начальный вектор, и функционал отклонений на этом решении примет вид:
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Все члены внутри скобок, независящие от Z, обозначим как Y. Тогда наименьшее значение функционала достигается при
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Теперь алгоритм готов к использованию.

Прокомментируем результат предлагаемого моделирования на примере трехлетнего набора данных, начиная с 01.01.76. Все данные были трансформированы так, чтобы в вычислениях участвовали величины одного с единицей порядка:
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Здесь обозначения соответствуют аббревиатуре английских названий рассматриваемых переменных, индекс обозначает страну.

После идентификации модели (5) была получена следующая разностная система (значения коэффициентов округлялись):
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Оптимальное значение начального вектора для этого примера имеет вид:
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Подставляя элементы начального вектора в полученную разностную систему, можно оценить вклад каждого фактора в изменение соответствующих переменных на каждом шаге.
GA - реальный ВВП США имеет сильное влияние на все другие переменные, но в то же самое время его собственное изменение в наибольшей степени зависит только от него самого. Это вполне вероятно, т.к. ВВП США в двадцать раз превосходит ВВП Италии и к тому же экономика США разнообразна и самодостаточна настолько, чтобы небольшие изменения деловой активности и потребления не влияли существенно на изменение ВВП. Зависимость других промышленноразвитых стран от ВВП США объясняется большой политической и экономической зависимостью, что можно условно назвать зоной влияния доллара. Если, скажем, правительство США решит изъять из обращения часть долларовой массы с помощью увеличения процентной ставки, то это затронет не только американцев, но и всех, кто использует доллары в экономической деятельности, т.е. все рассматриваемые страны.

RA- процент выплат по государственным казначейским облигациям определяет спрос на деньги внутри США. Так как доллар в известном смысле является сильной мировой валютой, то большое число долларов участвует в мировой экономике. Поэтому RA, GI, GA  в большой степени зависят от RA .
CA - эта переменная, связанная инфляционными процессами в Америке, зависит в большей степени от себя самой и ВВП США.

GI - оказывается (согласно модели), что на изменение ВВП Италии наибольшее влияние создается самим ВВП Италии, а также ВВП США и процентной ставкой США (т.е. спросом на деньги с США).

RI  - эта переменная очень сильно зависит от ВВП США, ВВП Италии и обменного курса лиры и доллара.

CI  - здесь удивительный факт: индекс жизненного уровня в Италии в большей степени зависит от экономики Америки, т.е. от L, GA, RA, и в меньшей степени от ВВП Италии. Возможно, что инфляционные ожидания итальянских потребителей чутко реагируют на изменения мировой (и, в особенности, американской) экономики, поскольку собственные макро-параметры имеют поведение с большими отклонениями от среднего уровня, т.е. неустойчивое в широком понимании этого слова.

L - обменный курс (точнее, после преобразований, сделанных выше, стоимость 1000 лир в долларах) также сильно связан с GA и RA, но в меньшей степени с GI и RI .
Результаты, полученные с использованием метода общей корреляции, представлены на рисунках 5 и 6:



             Рис. 5. Модель общей корреляции переменных. Результат для

процентной ставки США


               Рис. 6. Модель общей корреляции переменных. Результат для

стоимости доллара в лирах
Эти графики отражают способность метода общей корреляции автоматически выявить иерархические зависимости между макро-параметрами и их общее влияние на обменный курс.

Давайте проверим по критерию FPC, как этот метод соотносится с прямым моделированием временных рядов, которое рассмотрено в предыдущем разделе. Используя весь набор данных, получим среднюю ошибку прогноза 
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 Это почти совпадает с двухчастотным экстраполированием. Результат в данном случае был предсказуем, так как разностная система седьмого порядка имеет характеристическое уравнение седьмого порядка, и следовательно, динамика решения может описываться в лучшем случае трехчастотными колебаниями (т.е. более богатый класс функций, чем при прямой экстраполяции). Но объединение семи экономических переменных в одну систему потребовало потратить появившиеся свободы выбора на удовлетворение особенностей всех переменных. Так оба ВВП имеют монотонно возрастающие составляющие, в то время как остальные переменные регулируются правительствами (и центральными банками) с целью удержания в определенных пределах. Появление двух монотонных составляющих у решения системы (5) влечет существование только двух пар комплексно-сопряженных корней соответствующего характеристического уравнения седьмой степени, т.е. существование только двухчастотных колебаний.

С вычислительной точки зрения, возможно некоторое улучшение процедуры моделирования в смысле оптимизации преобразований переменных, сделанных выше. Это обуславливается тем, что задачи большой размерности могут иметь чисто вычислительные проблемы. В качестве функционала такой оптимизации можно предложить сумму отклонений модулей корней матрицы A системы (5) от единицы. Фактически данные в рассматриваемых нами задачах таковы, что линейные вычислительные процедуры не являются жесткими. Можно предположить, что распространение соответствующих оптимальных преобразований на другие валюты (фунты и марки) невозможно, и, следовательно, необходимо подстраивать алгоритм под разные валюты.
4.1.4. Оптимизация длины интервала

Рассмотрим далее длину интервала идентификации как параметр методов, т.е. при таком взгяде FPC будет функцией длины интервала. Вычисления по всем данным с различными интервалами идентификации дают следующие результаты.

· Первый прямой метод, использующий полином и одно колебание имеет оптимальный интервал в смысле наименьшего FPC, равный 30 месяцам с FPC=0.00016.
· Второй прямой метод, использующий два колебания, не имеет четко выраженного экстремума FPC по длине интервала. Значения FPC слабо меняются около 0.000134, в то время, как длина интервала изменяется от 22 месяцев до 28. Так что двухлетний интервал идентификации можно считать вполне обоснованным.

· Метод общей корреляции имеет четкий минимум, FPC=0.000149, при 30-месячном интервале.
К сожалению, этот рассмотренный нами критерий не позволяет абсолютно уверенно выделить лучший метод. Следовательно, мы должны ввести нечто более общее, позволяющее распознать детали второго порядка моделирования. Так как нас все равно будет интересовать функция распределения ошибки, давайте в дополнение к FPC примем во внимание 90%-доверительные границы ошибки для каждого фиксированного интервала идентификации. Следующие три графика показывают зависимости 90%-ого доверительного интервала от продолжительности времени идентификации по трем обсуждаемым методам для стоимости 1000 лир в долларах ( точнее не для самой цены, а для разности реальной и модельной цен).


              Рис. 7. Модель с полиномом и одним колебанием
Область между верхним и нижним пределами и есть  90%-ая доверительная полоса для ошибки в прогнозе цены за 1000 лир в долларах, как функция длины интервала идентификации. По графику можно заметить, что наилучшее поведение полосы проявилось, когда длина была в пределах от 72 до 108 месяцев: среднее значение ошибки равно нулю и ширина минимальна. Этот вывод мы не могли бы получить только по FPC, т.к. последний имеет несколько экстремумов и к тому же не ясно, будет ошибка смещенной или нет. Но самое главное, что из последнего графика видна средняя цена за риск: 19 центов при покупке каждой тысячи лир.

Модель, построенная при другой длине данных дает либо большую цену риска, либо (смещаясь относительно нуля) вносит асимметрию между покупкой и продажей валюты. Все вышеизложенное позволяет выделить построение доверительной полосы, как особую графическую форму функционала качества (мы следим за шириной полосы и за симметрией относительно нуля). Назовем его RCC (“risk charge criterion”).


             Рис. 8. Модель с двумя колебаниями
На рис. 8 можно видеть, что оптимальная длина интервала идентификации лежит в отрезке [72,96] с 13 центами в качестве цены риска. Результат применения метода общей корреляции показан на рис. 9:



Рис. 9. Метод общей корреляции
Очевидно, 90%-ая полоса между доверительными границами сейчас более узкая, чем в двух предыдущих случаях. Она почти всегда симметрична относительно оси абсцисс и ее ширина постоянно убывает. И опять оптимальный интервал идентификации равен 72 месяцам (и более). В этом случае (т.е. в случае выбора 72 месяца данных и метод общей корреляции) рассматриваемая компания будет платить за риск 11 центов за каждые 1000 лир, т.е. RCC=0.11$.

Для сравнения с предыдущими рисунками продемонстрируем на двух примерах шестилетний интервал идентификации:




Рис. 10. Метод общей корреляции с оптимальным интервалом

идентификации для процентной ставки США



Рис. 11. Метод общей корреляции с оптимальным интервалом

идентификации для цены доллара в лирах
Здесь наблюдается более плавное прогнозирование, лучше отражающее основные изменения переменных.

4.1.5. Основные выводы из решения задачи

Были предложены несколько методов прогнозирования цены форвардной покупки валюты, проведен анализ на реальных данных о развитии экономик четырех стран. Использованы два критерия качества модели: FPC, характеризующий средний модуль ошибки, и RCC, определяющий стоимость риска 90%-ого доверительного интервала в оптимальной точке модели. Хотя второй критерий является более сложным и требующим глубокого понимания задачи, что затрудняет его широкое использование, мы сочли важным привести результаты вычислений цены риска для разных методов и разных стран:

                                                                            Таб. 5

Значения рисковых цен для различных методов и разных валют

	Методы
	RCC              для 1000 лир
	для фунта
	для марки

	Полином и одно колебание
	0.14 $
	0.43 $
	0.12$

	Два колебания
	0.12 $
	0.2 $
	0.09$

	Общая корреляция
	0.11 $
	0.16$
	0.06$


                                                                               Таб. 6

                 Оптимальные интервалы идентификации

	Методы
	Оптимальный интервал (месяцев)        для лиры
	для фунта
	для марки

	Полином и одно колебание
	72
	60
	60

	Два колебания
	72
	36
	36

	Метод общей корреляции
	72
	72
	72


Окончательно, в качестве лучшего выбран метод общей корреляции с интервалом идентификации 72 месяца. Заметим, что приведенные приращения стоимости валюты, как следует из графиков, действительны 3-4 года, следовательно, их можно использовать до 2001 года.

4.2. Задачи международной торговли
4.2.1.
Некоторые формализации международной торговли

Анализ международных отношений, выполненый на основе теории сравнительных преимуществ, в п. 3.2.4. может быть формализован математически различными путями. Используя аппарат теории общего равновесия в книге [105] получены ответы на многочисленные вопросы о структуре торговли между несколькими странами, объемах товарных потоков, распределении прибыли от введения тарифов между участниками процесса и др. В основном обсуждается статическая картина, т.е. когда равновесие в торговле уже достигнуто. Ниже мы составим некоторые количественные соотношения исходя из оптимальности поведения стран по отношению к собственным прибылям и ресурсам. И далее предложим нелинейную динамическую модель развития торговли в направлении равновесного состояния.

Итак, пусть в простейшем случае имеются две страны, производящие один товар с использованием двух производственных факторов - труда L и капитала K. В первой стране производится  x1 единиц товара из L1  единиц труда и K1 единиц капитала. Аналогично во второй стране:




Производственная функция G, общая для обеих стран, т.к. мы предполагаем, что технологически производство товара одно и то же, является однородной по обоим аргументам. В каждой стране без взаимной торговли спрос на товар удовлетворяется по одной цене p. И производство осуществляется оптимальными по прибыли затратами производственных факторов. Условия оптимальности дают две системы уравнений относительно затрат L1, K1 и L2, K2 (приложение 2.):
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Здесь w1, w2 - цена фактора труда (почасовая заработная плата) в первой и второй странах, r1, r2 -  цена капитала (процент кредита в коммерческих банках).

Предположим теперь, что одна из стран намерена обеспечить выпуск товара для потребителей в обеих странах:  

 Тогда прибыль первой страны  выражалась бы как:
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а прибыль второй страны соответственно:

                             
[image: image51.wmf].
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Разница этих двух величин и определит, какой из стран предпочтительнее взять на себя производство товара:
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Точнее говоря, важен только знак величины M. В силу однородности функции G  в последней формуле можно L,K заменить на L1, K1 . Действительно, т.к. для любого положительного числа t  справедливо равенство 

, то замечая, что 

, получим
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откуда и следует вывод о знаке M. Если в производстве товара интенсивно используется труд ( т.е. L1>K1 ) и  фактор труда в первой стране находится в относительном изобилии (т.е. w2>w1 ), то M>0 , т.е. первой стране более выгодно производить товар для потребителей обеих стран.

Естественно, что вторая страна в этом случае должна предложить взамен другой товар, с интенсивным использованием капитала. Таким образом, формализована теорема Хекшера-Олина.

4.2.2. Об одном из возможных подходов к анализу протекционизма
Одна из наиболее ярких работ по истории протекционизма принадлежит нашему великому соотечественнику Дмитрию Ивановичу Менделееву “Толковый тариф или исследование о развитии промышленности России в связи с ее общим таможенным тарифом 1891 года” [59]. В ней анализируются причины, по которым нельзя вслепую следовать за теоретиками свободной торговли. Хотя идеи Д. И. Менделеева мало обоснованы теоретически и слабо формализованы (мне, непример, не удалось понять, почему он предлагает тот или иной уровень тарифа), им сформулированы задачи протекционизма, т.е. определено, кто и сколько должен получать и куда эти средства направлять. С этих же позиций ведется анализ протекционизма в настоящей заметке. Но здесь приводятся также формализованные количественные соотношения. В результате могут быть получены как экономические критерии введения импортного тарифа, так и выбраны оптимальные, в том или ином смысле, размеры тарифа. Предпринята попытка рассмотреть динамическую модель протекционизма, учитывающая временные факторы в международной торговле. Включение в анализ такого параметра, как контрабанда, обуславливается простым наблюдением, что если барьер будет установлен слишком высоко, то импортеры найдут на границе проход за меньшие деньги. Эту мысль также высказывал Д. И. Менделеев.

Рассмотрим взаимосвязи между величиной импорта данного товара, объемом отечественного производстваа, различием таможенной пошлины и налогом на добавленную стоимость для отечественного производителя, объемом контрабанды данного товара и эффективностью таможенного контроля. Математическая модель строится на простейших предположениях, допускающих ясную экономическую интерпретацию.

Предположим, что на внутреннем рынке некоторый товар (или услуга) продается по цене 
[image: image54.wmf]p

, причем весь объем продаж состоит из трех частей: 
[image: image55.wmf]x

 — отечественного производства, 
[image: image56.wmf]y

 — импорта и 
[image: image57.wmf]z

 — контрабанды. Величины  измеряются в единицах продукта;  цена единицы продукта в стране, откуда производится импорт и контрабанда, измеряются  в условных единицах (например, доллар). Обозначим таможенную пошлину (, а налог на добавленную стоимость — 
[image: image58.wmf]s

.

Согласно введенным обозначениям, в бюджет страны из таможенного и налогового комитетов поступает
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где последнее слагаемое отражает реализацию по цене 
[image: image60.wmf]p

 внутри страны 
[image: image61.wmf]z
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 единиц контрабанды (
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 — коэффициент эффективности таможни).

Основное предположение. Будем считать, что население платит за данный продукт постоянную сумму 
[image: image63.wmf]M

, а ввозимый продукт незамещаемым.

Таким образом, кривая спроса имеет вид:
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Будем считать также, что импорт определяется выгодой импортера, способного менять величину в зависимости от условий на внутреннем рынке. Прибыль импортера будет вычисляться по формуле:
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Прибыль — это движущая сила контрабандистов:
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Мотивы изменений объема внутреннего производства могут быть самые различные: создание рабочих мест, формирование экспортного потенциала страны, укрепление производства, связанного с национальной безопасностью и т.д. В каждом случае будет действовать свой закон изменения величины 
[image: image67.wmf]x

 в зависимости от условий рынка.

Рассмотрим теперь простейшие задачи, с помощью которых можно провести небольшое аналитическое исследование.

Задача 1. Предположим, что 
[image: image68.wmf]0
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, т.е контрабанда остутствует, а внутреннее производство — величина постоянная. Тогда при фиксированной 
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 будут иметь место соотношения:
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Предположим, что импортер реализует наилучшую для себя стратегию, т.е. 
[image: image72.wmf])
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. Оптимальную стратегию получим из условия: 
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. Это уравнение имеет решение:
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Очевидно, что 
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. Цена на внутреннем рынке при этом условии вычисляется по формуле:
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Подставим теперь оптимальные 
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 в формулу расчета бюджетных прибылей:
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График динамики бюджетных прибылей 
[image: image80.wmf]t
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 имеет примерно следующий вид 
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Рис. 12. Примерный вид зависимости бюждетных прибылей от таможенного тарифа

Предположим, что государство устанавливает уровень таможенной пошлины 
[image: image81.wmf]t

 из условия наибольших отчислений в бюджет из налоговой и таможенной службы, т.е из достижения наибольшего значения функции 
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. Упростим последнюю функцию, сделав замену 
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Очевидно, что нам интересно, учитывая ограничения на 
[image: image85.wmf]t

, получить наибольшее значение 
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 определяется корнем уравнения:
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В заданных пределах корень существует, и является единственным корнем уравнения, в чем можно убедиться графически. Его можно вычислить по громоздкой формуле Кардано:




Рассмотрим сравнительно простой пример — производство и торговля телевизорами в России, который, однако, при детальном анализе может превратиться в громоздкое исследование. Все приведенные ниже предположения носят упрощенный характер.

Итак, в России в настоящее время (пример составлен для 1999 года) проживает около 40 млн семей, из которых почти половина находится за чертой бедности, т.е. даже не мечтает о покупке нового телевизора. Оставшиеся потенциальные покупатели могли бы купить 20 млн штук телевизоров. Предположим, что по различным причинам телевизор меняется один раз в 10 лет, тогда получим их ориентировочный годовой объем покупки. Конечно, существует много различных марок, имеющих несовпадающие характеристики, но для простоты примем, что в России половина продаж — отечественные (включая белорусские), а половина — импортные модели, и до введения импортных пошлин цена одного усредненного телевизора составляет 220 долл. Оценка оптовой цены импортируемых телевизоров в странах производителя затруднена, поэтому будем считать почти реальной (с учетом транспортировки) цену в 200 долл. Тогда 
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[млн шт. долл.]. Рассчитаем размер тарифа по указанному выше алгоритму. Он определяется экстремумом функции: 
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, который достигается при 
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, что соответствует тарифу 
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. И розничная цена, согласно модели, поднимется до 391 долл. Импорт упадет до 0.126 млн шт. При этом налоговая прибыль государства возрастет с 44 до 96.6 млн долл. Российские производители телевизоров получают дополнительно 171 млн долл. чистой прибыли в год, на которые можно построить новые заводы или выпустить современные модели телевизоров. Огромные потери понесет потребитель: почти 750 тыс. российских семей откажутся в течение года от покупки нового телевизора. Но это — отрицательные последствия любой формы протекционизма.

Задача 2. Предположим, что промышленность страны отвечает на рост цены расширением производства. Причем расширение производства, т. е. увеличение 
[image: image95.wmf]x

, может быть осуществлено только за счет средств, полученных от продажи дополнительно произведенного продукта по возросшим из-за пошлины ценам. Уравнение изменения будет иметь вид:
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где 
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 — цена, установившаяся после введения пошлины, 
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 — цена до введения пошлины (она отражает себестоимость, так как если бы по этой цене продавалось  
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 единиц продукта, значит 
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 — было бы выше себестоимости только на величину торговых, транспортных, налоговых и прочих добавок). Расширение производства (увеличение 
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 в соответствии с уравнением (12). Здесь 
[image: image103.wmf]c

 означает долю дохода, идущую на расширение производства. Из (12) видно, что его рост прекратится, когда 
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 цена, определяемая функцией спроса (8), будет падать до 
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, если только не изменит совего поведения импортер.

Предположим, что импортер продолжает ввозить 
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 единиц продукта, а производитель, получив кредит, сумел увеличить производство до 
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Более строгий подход требует учитывать время выплаты кредита и процент, либо следует предположить, что необходимая сумма получена в виде государственной дотации.

Указанные предположения позволяют определить прибыль государства из следующего выражения:
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Покажем, что прибыль государства больше, если 
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Оптимальное по 
[image: image114.wmf]s

,

t

 приращение прибыли иожет быть получено аналогично, однако более целесообразно рассматривать оптимизацию прибыли государства одновременно с влиянием на коэффициент 
[image: image115.wmf]c

 (расширением производства), так как получаемая прибыль сокращает инвестиции в производство. Например, уравнение (6) может иметь вид:
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где 
[image: image117.wmf])
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 — убывающая функция 
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Задача 3. Предположим, что существует ненулевая контрабанда. Это, очевидно, может быть только тогда, когда существует таможенный барьер. В противном случае нет смысла рисковать. Для упрощения предположим, что 
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. Если 
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 — показатель эффективности таможни, то из 
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 единиц данного продукта, предназначенных к контрабанде, 
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 задерживаются таможней, а 
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 попадают на внутренный рынок. Будем считать, что выполняются соотношения:
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где 
[image: image125.wmf]t
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 — оптимальная стратегия импортера. Тогда прибыль импортера равна:
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а контрабандиста —
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Из вышесказанного следуют три вывода: 1) если 
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 — контрабанда вообще невыгодна независимо от существования импорта;

2) если 
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 — т.е. контрабандой в сравнении с легальным импортом заниматься невыгодно;

3) если 
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, то контрабанда будет значительной (хотя, по-видимому, будут и честные импортеры).

Последние формулы позволяют решать задачи оптимизации уровня таможенных пошлин в различных постановках: с одной, с двумя или даже с тремя целевыми функциями. Например, оптимальное значение импорта 
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, как и ранее, получается из условия 
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Этой формулой можно воспользоваться для вычисления 
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 по известному 
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 известны, то можно вычислить оптимальные 
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Приведем еще один пример из туристического бизнеса (он выполнен в дипломной работе Соковой И. Н. (1998г.)). Товаром является туристическая путевка, называемая условно “Отдых у моря в течение двух недель”. Будем рассматривать курорты, отдых на которых является равноценным. Например, российские курорты и курорты Болгарии. Согласно основному предположению, население платит за данный продукт сумму 
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, которая в данном случае вычисляется по формуле: 
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 — цена путевки в Болгарию;
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 — годовое количество туристов в Болгарию;
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 — цена путевки на российские курорты;


[image: image147.wmf]y

 — годовое количество туристов на российские курорты.

Частичное обследование туристических фирм Санкт-Петербурга в 1997-1998 годах показало, что 
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Вычислим тариф по указанному выше алгоритму. А именно, его дает экстремум функции 
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, так как туристические путевки не облагаются налогом на добавленную стоимость.
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Наибольшее значение  
[image: image157.wmf]m
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 определяется корнем уравнения:
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где  
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. Корень этого уравнения вычислим по формуле Кардано, приведенной выше:
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[image: image162.wmf].
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Вычисления показали, что для государства из чисто фискальных соображений надо ввести таможенный тариф на путевки в Болгарию, сделав их цену порядка 2000$. Очевидно, за эти деньги  российские граждане не поедут ни в Болгарию, ни на свои курорты, а предпочтут Турцию, Испанию, Египет и другие курортные зоны мира. Т.е. при увеличении таможенного тарифа произойдут замещения товара другими, более дорогими до введения пошлины. Из этого отрицательного опыта использования алгоритма, очевидно, что следует дополнить его предположениями о замещаемости товаров другими.

4.3. Модель влияния рекламы на продажу нового товара
В данном разделе обсуждается математическая формализация такой трудной экономической деяельности, как рекламирование товара. Особенность здесь обусловлена следующими чертами.

· Многообразие форм рекламной деятельности. Это могут быть телевизионные или радиоролики (иногда большие программы), газетные материалы, рекламные щиты, презентации, индивидуальные беседы  у специальных стендов и т.д. Информация может содержать только упоминание о товаре, глубокое описание потребительских свойств или сравнение с другими товарами, предшествующими данному на рынке или конкурирующими с ним. Все формы, стремясь к большей осведомленности потребителей, сильно отличаются друг от друга с точки зрения абстрактных математических моделей. Поэтому наиболее перспективный вид модели (с нашей точки зрения) должен содержать интегрированные критерии и параметры процесса рекламирования.
· Другой отличительной чертой  рассматриваемого процесса является изменение товара (точнее изменение отношения к нему потребителей) в течение  времени  существования его на рынке: новый товар требует ознакомительной информации о себе, т.е. пространной и содержательной рекламы, а также информации о производителе, чтобы снять страх новизны у возможного потребителя. Традиционный товар нуждается в простом напоминании о нем, о его обычных постоянных и хороших качествах. Товар, доживающий свой век, ориентирован на консервативную (по разным причинам) часть населения, и это накладывает особый отпечаток на рекламу. Очевидно, математические модели во всех перечисленных ситуациях должны быть различны.
· К отрицательным особенностям рекламной деятельности следует отнести недостаток информации о затратах на рекламу и о результатах ее. В российском законодательстве расходы на рекламу отнесены к прибылям, и соответственно эти расходы облагаются более высоким налогом. Поэтому бухгалтерии стараются скрыть рекламные затраты и перенести их в издержки производств, чтобы впоследствии ввести в цену. По этой причине большинство предприятий не дает точных сведений о расходах. Таким образом, модели, описывающие влияние рекламы на продажи, как правило, не имеют аппробации с использованием реальных данных.
И тем не менее, экономическая наука все в большей степени привлекает математический аппарат для создания алгоритмов принятия решений в части рекламной деятельности. Так, например, в статье [119] Морис Сэзини рассматривает оптимальную стратегию рекламирования, которое осуществляется посредством почтовой рассылки рекламного издания некоторой фирмы в различных районах и с вариацией графика рассылки. Обсуждается ряд научных публикаций, предшествующих данной, на протяжении более чем 30 лет. Основным в работе является уравнение зависимости осведомленности (объема продаж) от уровня рекламы, как управления:
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где A - осведомленность о товаре, u - объем рекламы, и на функцию g (реакция на рекламу) накладываются следующие ограничения:

1. 
[image: image164.wmf]0
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, т.е. реакция на рекламу возрастает, если возрастают рекламные затраты.
2. 
[image: image165.wmf]0
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, т.е. реакция убывает при большей осведомленности потребителей о товаре.
3. 
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, т.е. скорость убывания реакции от увеличивающейся осведомленности также не возрастает.
4. Для любого уровня рекламы существует устойчивое равновесное состояние осведомленности.
5. Скорость возрастания реакции при увеличении объема рекламы убывает с увеличением осведомленности.
Эти свойства основного уравнения носят феноменологический характер, что, с одной стороны, делает модель привлекательной, но, с другой, ставит ее в большую зависимость от реального процесса рекламирования. Далее большинство авторов максимально упрощает функцию реакии g с сохранением перечисленных свойств и решает задачу оптимального управления на различных классах функций u(t).

Рассмотрим эту же проблему с другой позиции, попытаемся установить причинно-следственные связи (пусть даже обладающие теми же феноменологическими свойсвами) между экономическими характеристиками потребительского сообщества, где производится процесс рекламирования. Для определенности остановимся только на проблеме рекламирования только нового на рынке товара (или услуги).

Итак, пусть N - общее число возможных покупателей товара (например, население страны). Обозначим 

 ту часть населения, которая знает о существовании рассматриваемого товара; очевидно, 
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 Далее пусть 
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- та часть населения, которая хочет купить данный продукт (0<(<1). И часть населения, в конце концов сделавшая покупку, будет долей предыдущего количества: (((N, где также 0<(<1.  Будем считать, что в дискретный момент времени t общее число единиц продукта, купленных за все время его существования на рынке, M(t). Тогда имеет место балансовое соотношение:
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где h - время жизни товара. В последней формуле удобнее перейти к относительным величинам: 

, и тогда уравнение, определяющее количество используемых единиц товара, примет вид:
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Рассмотрим теперь подробно, от чего зависят параметры (,(,( . Они, очевидно, должны принимать значения в интервале 
[image: image171.wmf]].
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, так как характеризуют долю общего количества. (Мы не рассматриваем здесь случай, когда один потребитель покупает несколько единиц товара. Он требует некоторой модификации модели.)

Поскольку ( характеризует только осведомленность населения о новом товаре, то величина этого параметра зависит от уровня затрат на рекламу и от количества товара, уже используемого населением:
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Так как самый простой вид зависимости - это линейный закон, то примем следующую формулу для (:
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где все коэффициенты ( положительны. Второй параметр ( отражает интерес к покупке данного товара и зависит от уровня рекламы и благосостояния населения:
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где для характеристики благосостояния можно рассматривать, например, ВВП на душу населения. Здесь мы также ограничились линейной формой зависимости. Параметр (  показывает только факт покупки товара при том, что желание купить у потребителя уже есть, и поэтому в простейшем случае он зависит от цены и уровня благосостояния:
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Цена на товар, вообще говоря, не является независимой внешней переменной. Если абстрагироваться от замещаемости товара, от особенностей монопольного назначения цены и других усложняющих моделирование тонкостей, то кривую спроса выразим известным соотношением:
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Объединяя все это в одно выражение получим модель динамики покупок нового товара с дискретным временем t:
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    (19)
Модель с непрерывным временем легко трансформируется из разностного уравнения (19):
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                 (20)
Очевидно, это существенно нелинейное дифференциальное уравнение с распределенным запаздыванием. Выбирая различные комбинации положительных параметров (, ( ,( , можно получить определенные феноменологические свойства решений. Существенное ограничение модели состоит в том, что, взяв простейшие из функций: линейные, мы вынуждены использовать модель только локально, на короткие временные горизонты, так как в (20) должны соблюдаться следующие неравенства:


[image: image179.wmf](

)

.

1

)

(

0

,

1

0

,

1

)

(

)

(

0

2

1

0

2

1

0

1

0

<

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

<

<

+

+

<

<

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

<

ò

-

W

t

m

W

u

ds

s

m

s

u

t

h

t

g

g

g

b

b

b

a

a

a


Так как трудно представить себе поведение решения уравнения (20) или (19) при дискретном времени, приведем график решения с фиксированными параметрами при нескольких различных, постоянных u:

                


        


         Рис. 13. Зависимость относительного объема продаж от рекламы

Ясно, что для постоянных затрат на рекламу при малой продолжительности жизни товара при получении информации о новом товаре только через рекламу, имеют место те же феноменологические свойства, что и для уравнения (15). Однако модель (20) является гораздо более богатой в смысле поведения решений.

4.4. Задача конкуренции на автомобильном рынке США
В данном параграфе рассматривается задача моделирования конкурентной динамики на внутреннем рынке США легковых автомашин в течение нескольких последних десятилетий. Американские автомобили отечественного производства конкурируют с автомашинами иностранного производства. Предложена математическая динамическая модель в форме двух дифференциальных уравнений типа Лотки-Вольтерры. Приведены основные свойства модели: равновесные траектории, асимптотическое поведение, диссипативность и колебательность. Особое внимание уделено проблеме идентификации с одновременным получением параметров модели, как коэффициентов, так и временного лага. Анализ выбранной модели показал, что введение временного лага в данном случае приносит новую динамику по сравнению с моделью без лагов.

4.4.1. Введение

Мы ставим цель построить и проанализировать динамическую модель взаимодействия двух экономических агентов, принимая во внимание временные лаги и нелинейности. С экономической точки зрения эта задача относится к микроэкономике, поскольку мы не рассматриваем изменение цены на рынке как следствие изменения объемов производства. В качестве примера рассматривается американский внутренний рынок автомашин. Это сравнительно замкнутая система с хорошо информированными потребителями. На этом рынке действуют отечественные производители (GM, Chrysler, Ford) и много иностранных компаний (для нас не важно связаны ли они между собой общими капиталами). Для анализа мы будем использовать данные с американской Интернет - страницы правительственного Бюро экономического анализа о месячных продажах отечественных и иностранных машин с 1967 по 2005 год. Конечно, данные о продажах отличаются от данных производства автомобилей на величину экспортируемых машин. Однако экспорт американских машин не очень большой и к тому же с конца 70х годов общий экспорт Америки существенно снизился по сравнению с импортом. Поэтому мы предполагаем, что данные о продажах отражают данные производства с точностью до постоянного множителя (или, что то же самое, с точностью до единиц измерения). Таким образом, первый экономический агент это американская автомобильная промышленность с основными фондами K1(t) и общими продажами на своем внутреннем рынке Y1(t) (что соответствует выходу отечественной промышленности по предположению).


Второй экономический агент это все иностранные компании, участвующие в продажах на американском внутреннем рынке автомашин. Так как у нас имеются только данные по продажам импортных машин, необходимо предположить, что иностранные компании поставляют на этот рынок такое количество машин, которое допускается конкуренцией без уменьшения цены. Чтобы исключить из рассмотрения изменение цены в результате давления конкурентов мы предположим, что установилась некоторая постоянная цена p, определенная спросом, и в то же самое время конкурентное движение цены вниз будем рассматривать как рекламные действия, т.е. как некоторый вид издержек производства. Мы не будем принимать во внимание возможное замещения в спросе одного вида машин на другой, что, конечно же, происходит в реальности из-за моды, изменения цены на топливо или других причин. Также предположим, что все импортные машины подчинены одному и тому же закону динамики, независимо от страны или поставщика, и в соответствие с этим мы можем рассмотреть второго экономического агента с некоторыми условными параметрами: Y2(t) – условный выход (равный продажам импортированных машин) и K2(t) – соответствующие основной капитал.
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Рисунок 14: данные о продажах иностранных и отечественных

машин на американском рынке (в тыс. шт., помесячно)


Реальные данные о продажах машин на американском рынке, взятые на сайте БЭА, демонстрируют нам (см. Рис. 14) сложное взаимное поведение двух описанных выше экономических агентов. Кроме обычных ошибок измерения здесь ясно наблюдаются колебания сложной природы. Это наиболее важный факт для выбора математической модели. Очевидно, мы должны учесть нелинейность и существование временного лага во взаимодействии агентов. Такими свойствами обладают логистические уравнения с запаздыванием во времени, которые по сложившейся традиции носят имя моделей Лотки-Вольтерры. Они хорошо изучены и применялись для анализа динамики биологических популяций, а также в последнее время в экономике ([17, 78, 103, 112, 113, 121]). В нашей задаче основным нелинейным свойством является эффект насыщения рынка: покупатели не хотят покупать больше чем определенное количество машин, даже если цена несколько снижена. В процессе моделирования этот факт превращается в требование диссипативности модели. Предположим, что управляющий первого экономического агента (отечественное производство машин) принял решение резко увеличить выпуск автомобилей с помощью импульсного инвестирования. В этом случае даже с вытеснением импортных машин существует ограничение продаж из-за ограничения в спросе. Таким образом, рынок демпфирует неожиданные изменения в предложении, а, следовательно, в данных. Модели Лотки-Вольтерры достаточно исследованы и они обладают свойством диссипации, чтобы использовать их для описания конкурентной динамики.


Второе важное свойство данных это присутствие временного лага в причинно-следственных связях, которые лежат в основе моделирования. С экономической точки зрения временные лаги вполне естественны: в производстве время реакции на изменение спроса или стратегии конкурента не может быть очень маленьким, т.к. требуется время и капитал для расширения производства (то же самое для сокращения). С математической точки зрения введение временных лагов приводит к дифференциальным уравнениям с запаздыванием, которые имеют более сложный характер, чем без запаздывания. Это позволяет модели быть более адекватной реальным данным.


Все это подталкивает нас к использованию моделей Лотки-Вольтерры для описания динамики автомобильных продаж. Модель состоит из двух нелинейных однородных уравнений с полиномиальной правой частью второго порядка и запаздывающим аргументом. 
4.4.2. Вывод уравнений

Ниже мы повторим некоторые рассуждения и выводы из главы 3, поскольку они относятся теперь к конкретным отраслям промышленности.

Рассмотрим два экономических агента: американская автомобильная промышленность и промышленность остального мира. Мы выводим динамические уравнения в обычном виде. Сначала объясним уравнение в скалярной форме и затем распространим его на систему второго порядка. Предположим, что выход промышленности Y является функцией основного капитала K и фактора труда L, т.е. 
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. Для простоты предположим, что все функции линейны и L пропорциональна K , таким образом, Y=aK. Затем предположим, что весь выход Y делится на C – общие производственные затраты и I – общие инвестиции: Y=C+I. Обычно при этом предполагается C=sY. Таким образом, I=(1-s)Y. И последний шаг состоит во введении динамики: 
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. Заметим, что здесь всегда I является внутренней переменной, т.е. мы не предполагаем каких-либо внешних по отношению к данной промышленности. Окончательно имеем дифференциальное уравнение промышленной динамики:
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Но если мы принимаем во внимание эффект насыщения на рынке, где продукт промышленности продается, то тогда уравнение (21) станет более сложным: мы должны включить в (21) эффект насыщения. Это может быть сделано разными путями. Здесь хотели бы рассмотреть s (норму общих издержек) как функцию состояния рынка. Более детально величина sY(t) является частью выхода Y(t), которая возвращается в производство и процесс распределения. Если производство не испытывает давления со стороны конкурента, то оно может установить монопольную цену, платать зарплату в соответствие с соглашениями и высокие дивиденды акционерам и т. д. В этом случае sY>0, и I>0. В противном случае производство нуждается в некоторой внешней помощи или продажи основных фондов (имущества), может быть, выпуска облигаций, вывода из производства части основных фондов и сдаче их в аренду и т. д. Когда конкуренты приходят на рынок, то в значительной степени, обсуждаемая промышленность должна тратить деньги на рекламу или уменьшать цену, или уменьшать дивиденды, или как то иначе удерживать свое положение на рынке. Все эти действия мы можем суммировать одной функцией: s=s(K), или в простейшей, линейной форме s=s0 + s1 K. Возвращаясь к уравнению (21) подставим вновь полученную функцию и получим следующее нелинейное уравнение с некоторыми новыми параметрами:
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Обычно эффект насыщения имеет место, если 
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. Предположим, что на автомобильном рынке два разных экономических агента действуют с подобными динамическими уравнениями как (22). Следовательно, их общая динамика может быть выражена следующими уравнениями:
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где ai, bi – фиксированные параметры, K1 – капитал американской автомобильной промышленности, K2 – капитал заморских производителей, которые импортируют их машины на американский рынок.


К сожалению, система (23) не является реалистической потому, что динамические переменные K1 и K2 везде входят в один и тот же момент времени. В действительности есть несколько лагов в нашем предыдущем выводе. Первый лаг появляется между временем инвестирования и соответствующим временем выхода, обозначим его h>0. Второй лаг, который должен быть учтен, является разницей во времени между изменениями в рыночной ситуации и принятием решения с целью улучшения этой ситуации посредством изменения s. Этот лаг обозначим r>0. Таким образом, система (23) трансформируется следующим образом:
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Конечно, различные экономические системы имеют разные лаги, и, следовательно, каждое уравнение должно иметь собственные лаги, но это бы сделало задачу недоступной анализу. Далее мы будем полагать h=0. 


Система (24) имеет неопределенные параметры, которые мы должны идентифицировать, используя реальные данные. Вспоминая, что Y пропорциональна K , преобразуем систему (24) к окончательной форме:

               
[image: image188.wmf][

]

[

]

.

)

(

)

(

)

(

)

(

,

)

(

)

(

)

(

)

(

2

3

1

2

1

2

2

2

3

1

2

1

1

1

r

t

Y

b

r

t

Y

b

b

t

Y

t

Y

r

t

Y

a

r

t

Y

a

a

t

Y

t

Y

-

+

-

+

=

-

+

-

+

=

î

í

ì

&

&

                       (25)

Это более удобно для идентификации коэффициентов, т.к. мы имеем только данные о продажах машин.


Из смысла задачи, очевидно, что a1 и b1 должны быть положительны, потому что, когда Y1 и Y2 малы, ничего не препятствует росту продаж. Другие параметры могут иметь после идентификации любой знак. Намериваясь получить общий алгоритм для всевозможных случаев, мы будем при необходимости давать соответствующую экономическую интерпретацию. 

4.4.3. Идентификация и числительное приложение

В главе 3 подробно обсуждались качественные свойства систем типа (5). Для справедливого отнесения реальных процессов к тем или иным группам поведений, нам необходимо знать реальные коэффициенты системы (5). Кроме того, чтобы использовать эти модели для прогнозирования, также подразумевается процедура идентификации параметров, в частности, величины запаздывания. Однако мы оставим, по возможности, в стороне статистические проблемы, потому что они требуют значительного места для подробного анализа, но в тоже время не приносят нам более конструктивных алгоритмов, чем это получается без глубокого статистического анализа.


Наша конкретная задача идентификации заключается в получении вполне определенной системы дифференциальных уравнений с одним сосредоточенным запаздыванием (лагом). Эта определенность основывается на нашем субъективном выборе модели в форме уравнений Лотки-Вольтерры. Таким образом, после процедуры дискретизации, мы приходим к задаче идентификации нелинейной разностной системы со специальным видом лага, т.е. мы не можем использовать известные алгоритмы выбора оптимальной структуры распределенного лага. Таким алгоритмам посвящено много работ, например, назовем несколько последних публикаций: [109, 115, 120]. Эвристические посылки авторов проявляются при формализации задачи идентификации в следующих направлениях.

· Способ идентификации – параметрический или непараметрический. Первый способ более распространен и изучен. В научных журналах имеется немного работ по параметрическому подходу, тем не менее, наблюдается некоторое развитие, например, применение сплайнов в работе [108].

· Критерий качества модели – начиная с широко распространенного критерия «среднего квадрата ошибки» до различных «информационных» критериев есть много разных способов измерения качества прогноза. В последние годы исследователи сравнивали различные критерии, обобщали, развивали и находили лучший (см., например, работы [104, 109]), но окончательный выбор делался с помощью субъективного мнения или некоторого другого критерия.

· Следующая существенная разница между моделями состоит в предпочтениях исследователя к системе функций, среди которых выбирается наилучший представитель. Можно встретить очень простые классы, как линейные или полиномиальные функции, или очень сложные системы, подобно модели Хотеллинга (см. [117]), где обыкновенное дифференциальное уравнение комбинируется с уравнением в частных производных диффузии. Последняя модель отражает специфические свойства процесса, но при этом является настолько сложной, что никто не может применять ее к серьезным многомерным задачам. С нашей точки зрения было бы гораздо более плодотворно постепенное усложнение теории моделирование новыми инструментами и расширение класса привлекаемых функций хорошо изученными объектами, такими как уравнения Лотки-Вольтерры, а также уравнениями с запаздывающим аргументом. Примерно те же позиции можно встретить в [121] и других авторов.

Таким образом, наша задача состоит в идентификации коэффициентов модели. Для этой цели мы преобразуем систему (25) в интегральную форму:
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(Мы ввели другие переменные, чтобы не путать впоследствии разностный аналог с непрерывной исходной моделью.) Интегралы в последних выражениях могут быть приближены линейными функциями. В нашем случае единицей времени является месяц. По этой причине предполагаем, что r – целое число (количество месяцев), пока что неизвестное. В результате у нас имеется нелинейная разностная система с неизвестными параметрами:
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Неизвестные коэффициенты включены в (26) линейно, следовательно, мы можем использовать для их вычисления метод наименьших квадратов для различных значений r. После применения МНК оптимальные коэффициенты становятся функциями r: 
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. Чтобы оценить величину оптимального лага можно использовать часть данных (здесь используется двухлетний прогноз), сравнивая модельные и реальные данные.


Качество (адекватность) выбираемой модели проверяется в два этапа: для имеющихся данных (467 пары чисел) строим два функционала, зависящих от величины лага r: 
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Так как 
[image: image195.wmf]1
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 и 
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 квадратичные по неизвестным параметрам, то найти наименьшее значение не представляет труда. В результате получим оптимальные коэффициенты модели при произвольном r. На втором этапе, чтобы выбрать оптимальное r, воспользуемся остатком данных (24 пары чисел) и построим функционал, являющийся усредненным квадратом ошибки прогноза на двухгодичном интервале:


[image: image197.wmf](

)

(

)

2

466

23

1111122

443

1

(1)()(()(1)()(1))

2422

r

k

aa

DxkxkEXPaxkrxkrxkrxkr

=

éù

=+-+-+-++-+-++

êú

ëû

å



[image: image198.wmf](

)

(

)

2

23

2211122

(1)()(()(1)()(1))

22

bb

xkxkEXPbxkrxkrxkrxkr

éù

++-+-+-++-+-+

êú

ëû

.

Последний функционал зависит от r более сложным образом, чем это было в предыдущих случаях. Он может иметь один и более локальных минимумов. Поэтому простых формул вычисления оптимального лага мы предложить не можем. Однако вычислительный алгоритм в каждом конкретном случае осуществляется проверкой нескольких условий: оптимальная точка r=ropt должна доставлять локальный минимум функционалу Dr , соответствующие параметры a1(ropt) и b1(ropt) должны быть положительны и исследуемая стационарная точка модели должна иметь положительные координаты.


Но самое неприятное в нахождении ropt состоит в том, что данные, на которых основано построение модели, имеют случайную составляющую, распределение которой заранее неизвестно. Таким образом, все получаемые значения оптимальных коэффициентов, функционалов и лагов становятся функциями случайных величин. Определить соответствующие характеристики (математические ожидания и дисперсии) впрямую не представляется возможным. Поэтому мы примем следующий алгоритм выбора:

· визуально по зависимости Dr выделим несколько лагов, подозрительных на оптимальность с соблюдением указанных выше условий;

· проверим избранные точки на чувствительность сглаживая исходные данные с помощью скользящих средних;

· проверим избранные точки на чувствительность с помощью случайных возмущений;

· примем окончательное решение о величине лага.

Все последующие вычисления выполнены с применением пакета «Математика-5». 
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Рис. 15. На графике представлен функционал качества 
двухгодичного прогноза Dr , средний квадрат ошибки прогноза.


Для прогнозирования мы применим способ оптимизации начальных данных прогноза, описанный в параграфе 2.3.5 для задачи авторегрессии без временных лагов. Здесь вычисление прогнозируемых значений производится не по реальным данным, а по усредненным с прогнозными по оптимальной модели из ближайшего прошлого. Нижеследующая таблица демонстрирует значительное повышение качества прогноза для большинства учитываемых лагов.

Таблица 1111.

	Величина лага
	11
	31
	55
	67
	68
	73
	74
	80
	88
	89

	Средний квадрат ошибки

прогноза (обычные начальные данные)
	653
	747
	708
	600
	606
	538
	643
	603
	773
	798

	Средний квадрат ошибки

прогноза (смешанные

начальные данные)
	654
	617
	476
	401
	433
	486
	427
	421
	462
	477



Кроме этого из таблицы и графика функционала качества видно, что наилучшим можно считать лаг, равный 67 месяцам (или примерно 5 с половиной лет), и модель с оптимальными с точки зрения классического метода наименьших квадратов коэффициентами:
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где шкала времени имеет в качестве единицы один месяц. Далее, по порядку ухудшения качества двухлетнего прогноза следуют модели с лагами 80, 74, 68 и т.д.

Проверим чувствительность результата с помощью сглаженных данных, возмущенных данных, а также по количеству отвергнутых коэффициентов моделей. Сглаженные по два временные ряды сохранили локальные минимумы ошибок при лагах 11, 31, 67, 68, 74, 88, 89; сглаживание по три дает наилучшие модели с лагами 31 и 89, а сглаживание по четыре – только лаг 31.

Возмущение временных рядов проводится с помощью датчика равномерно распределенных случайных чисел с разбросом около нуля по 5, 15 и 25 единиц. Расчеты показали, что модель с лагом 67 сохраняет локальный минимум ошибки прогноза с высокой вероятностью. Остальные лаги менее устойчивы к возмущениям временных рядов.


В результате всех численных экспериментов окончательно считаем модель с лагов 67 наилучшей. Она имеет в качестве равновесной точки положение {603.284,179.548}. Модельная траектория колеблется вокруг равновесной точки с периодом примерно 30 лет. Приведенные графики демонстрируют расположение модельной кривой среди реальных данных, а также прогноз по избранной модели на 4 года.

[image: image201.wmf]2000

2001

2002

2003

2004

2005

2006

500

550

600

650


График 16. Результат моделирования для месячного объема продаж

американских автомобилей: сравнение реальных и модельных данных

в интервале от 2004 до 2006 года
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График 17. Результат моделирования для месячного объема продаж

иностранных автомобилей: сравнение реальных и модельных данных

в интервале от 2004 до 2006 года
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График 18. Прогнозирование месячного объема продаж

американских автомобилей от 2006 до 2010 года
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График 19. Прогнозирование месячного объема продаж

иностранных автомобилей от 2006 до 2010 года.

Замечание. Вопрос об устойчивости предлагаемой методики изучен численными методами и довольно поверхностно. Автора успокаивает только то, что субъективизм в выборе результата моделирования присутствует всегда в прогнозных задачах. Иногда, если это возможно, исследователи вводят предположения, которые позволяют им получить однозначный результат и доказать его свойства строго математически, но в таком подходе субъективизм вносится в процесс моделирования изначально, что ровным счетом тоже самое.

Экономическая интерпретация полученного результата:

· коэффициент воспроизводства американских автомобилей без учета эффекта насыщения a1 меньше соответствующего коэффициента b1 : - это значит, что промышленности Европы и Азии могут наращивать объемы продаж на американском рынке быстрее, чем промышленность Америки; наибольшее возможное увеличение поступлений автомобилей в год Америка может осуществить до 14%, а иностранные поставщики – до 24%.

· Коэффициенты a2, b2, b3 – отрицательны, а коэффициент a3 – положителен: все эти параметры отвечают в модели за уменьшение спроса при увеличении объемов продаж всеми поставщиками. Положительное влияние объема продаж иностранных машин на воспроизводство американских, по-видимому, объясняется национальными приоритетами правительства, т.е. на увеличение продаж импортного происхождения американское правительство отвечает стимуляцией собственного автомобильного сектора. 

· Временной лаг составляет примерно 5 с половиной лет: такая задержка в реакции высокотехнической промышленности соответствует времени перехода на новую продукцию, способную изменить конкурентную ситуацию на рынке. Очевидно, что автомобильная индустрия разных стран за разное время обновляет ассортимент, но в данном случае мы имеем дело со средним статистическим сроком. При этом речь не идет о принципиально новых решениях, таких как переход на новое топливо, введение новых материалов или обширная компьютеризацию автомобиля. Достаточно найти путь к сердцу потребителя.

· Равновесное состояние значительно выше текущих продаж американских автомобилей, в то время как продажи импортных авто колеблются около равновесной точки: в последние 20 лет на американском рынке продаж отечественная индустрия постепенно сдает позиции импорту (за указанное время в американской внешней торговле импорт на 20% превышает экспорт в целом). Поскольку модель строилась по продолжительному временному интервалу, с 1967 по 2005 год, на динамику продаж, очевидно, влияют другие, экзогенные по отношению к рассматриваемым экономическим агентам, факторы. Таким образом, прогноз будущего роста продаж автомобилей американского производства носит гипотетический характер: сначала необходимо устранить обще экономические причины доминирования импорта.
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Picture #2: The Lira is model of a constant and two oscillations

Picture #1 Lira$ model of a polinom and one oscillation

Picture #3 USA rate as a polynom and one oscillation

Picture #4 US rate as two oscillation model

Picture #5 US rate as common model

Picture #6 Dollar price in Liras

90% garantee lane for UK (2 osc.)

90% confidence lane for 1000 Lira (polynon and oscillation

90% confidence lane for 1000 Lira ( two oscillations)

90% confidence band for 1000 Lira (Common Correlation Method)

Common84.c calculations
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Picture #2: The Lira is model of a constant and two oscillations

Picture #1 Lira$ model of a polinom and one oscillation

Picture #3 USA rate as a polynom and one oscillation

Picture #4 US rate as two oscillation model

Picture #5 US rate as common model

Picture #6 Dollar price in Liras

90% garantee lane for UK (2 osc.)

90% confidence lane for 1000 Lira (polynon and oscillation

90% confidence lane for 1000 Lira ( two oscillations)

90% confidence band for 1000 Lira (Common Correlation Method)

Common84.c calculations

Program is analysis2.c

Program is analysi1.c
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Program is common1.c
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Picture #2: The Lira is model of a constant and two oscillations

Picture #1 Lira$ model of a polinom and one oscillation

Picture #3 USA rate as a polynom and one oscillation

Picture #4 US rate as two oscillation model

Picture #5 US rate as common model

Picture #6 Dollar price in Liras

90% garantee lane for UK (2 osc.)

90% confidence lane for 1000 Lira (polynon and oscillation

90% confidence lane for 1000 Lira ( two oscillations)

90% confidence band for 1000 Lira (Common Correlation Method)

Common84.c calculations

Program is analysis2.c

Program is analysi1.c

   analysi1.c

Program is analyse1.c

Program is analyse2.c
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Picture #2: The Lira is model of a constant and two oscillations

Picture #1 Lira$ model of a polinom and one oscillation

Picture #3 USA rate as a polynom and one oscillation

Picture #4 US rate as two oscillation model

Picture #5 US rate as common model

Picture #6 Dollar price in Liras

90% garantee lane for UK (2 osc.)

90% confidence lane for 1000 Lira (polynon and oscillation

90% confidence lane for 1000 Lira ( two oscillations)

90% confidence band for 1000 Lira (Common Correlation Method)

Common84.c calculations

Program is analysis2.c

Program is analysi1.c

   analysi1.c

Program is analyse1.c

Program is analyse2.c
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Program is common1.c
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Picture #2: The Lira is model of a constant and two oscillations

Picture #1 Lira$ model of a polinom and one oscillation

Picture #3 USA rate as a polynom and one oscillation

Picture #4 US rate as two oscillation model

Picture #5 US rate as common model

Picture #6 Dollar price in Liras

90% garantee lane for UK (2 osc.)

90% confidence lane for 1000 Lira (polynon and oscillation

90% confidence lane for 1000 Lira ( two oscillations)

90% confidence band for 1000 Lira (Common Correlation Method)

Common84.c calculations

Program is analysis2.c

Program is analysi1.c
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Picture #2: The Lira is model of a constant and two oscillations

Picture #1 Lira$ model of a polinom and one oscillation

Picture #3 USA rate as a polynom and one oscillation

Picture #4 US rate as two oscillation model

Picture #5 US rate as common model

Picture #6 Dollar price in Liras

90% garantee lane for UK (2 osc.)

90% confidence lane for 1000 Lira (polynon and oscillation

90% confidence lane for 1000 Lira ( two oscillations)

90% confidence band for 1000 Lira (Common Correlation Method)

Common84.c calculations
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Picture #2: The Lira is model of a constant and two oscillations

Picture #1 Lira$ model of a polinom and one oscillation

Picture #3 USA rate as a polynom and one oscillation

Picture #4 US rate as two oscillation model

Picture #5 US rate as common model

Picture #6 Dollar price in Liras

90% garantee lane for UK (2 osc.)

90% confidence lane for 1000 Lira (polynon and oscillation

90% confidence lane for 1000 Lira ( two oscillations)

90% confidence band for 1000 Lira (Common Correlation Method)

Common84.c calculations

Program is analysis2.c

Program is analysi1.c

   analysi1.c

Program is analyse1.c

Program is analyse2.c

Program is common1.c

Program is common1.c

Program is common84.c
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Picture #2: The Lira is model of a constant and two oscillations

Picture #1 Lira$ model of a polinom and one oscillation

Picture #3 USA rate as a polynom and one oscillation

Picture #4 US rate as two oscillation model

Picture #5 US rate as common model

Picture #6 Dollar price in Liras

90% garantee lane for UK (2 osc.)

90% confidence lane for 1000 Lira (polynon and oscillation

90% confidence lane for 1000 Lira ( two oscillations)

90% confidence band for 1000 Lira (Common Correlation Method)

Common84.c calculations

Program is analysis2.c

Program is analysi1.c

   analysi1.c

Program is analyse1.c

Program is analyse2.c

Program is common1.c

Program is common1.c

Program is common84.c
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Picture #2: The Lira is model of a constant and two oscillations

Picture #1 Lira$ model of a polinom and one oscillation

Picture #3 USA rate as a polynom and one oscillation

Picture #4 US rate as two oscillation model

Picture #5 US rate as common model

Picture #6 Dollar price in Liras

90% garantee lane for UK (2 osc.)

90% confidence lane for 1000 Lira (polynon and oscillation

90% confidence lane for 1000 Lira ( two oscillations)

90% confidence band for 1000 Lira (Common Correlation Method)

Common84.c calculations

Program is analysis2.c

Program is analysi1.c

   analysi1.c

Program is analyse1.c

Program is analyse2.c

Program is common1.c

Program is common1.c

Program is common84.c
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Picture #2: The Lira is model of a constant and two oscillations

Picture #1 Lira$ model of a polinom and one oscillation

Picture #3 USA rate as a polynom and one oscillation

Picture #4 US rate as two oscillation model

Picture #5 US rate as common model

Picture #6 Dollar price in Liras

90% garantee lane for UK (2 osc.)

90% confidence lane for 1000 Lira (polynon and oscillation

90% confidence lane for 1000 Lira ( two oscillations)

90% confidence band for 1000 Lira (Common Correlation Method)

Common84.c calculations
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Picture #2: The Lira is model of a constant and two oscillations

Picture #1 Lira$ model of a polinom and one oscillation

Picture #3 USA rate as a polynom and one oscillation

Picture #4 US rate as two oscillation model

Picture #5 US rate as common model

Picture #6 Dollar price in Liras

90% garantee lane for UK (2 osc.)

90% confidence lane for 1000 Lira (polynon and oscillation

90% confidence lane for 1000 Lira ( two oscillations)

90% confidence band for 1000 Lira (Common Correlation Method)

Common84.c calculations
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