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Àííîòàöèÿ. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òîáû ñëîåíèå êîðàçìåðíî-
ñòè q íà n -ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ äîïóñêàëî òðàíñ-
âåðñàëüíóþ èíâàðèàíòíóþ ïñåâäîðèìàíîâó ìåòðèêó çàäàííîé ñèãíàòóðû, ïàðàëëåëüíóþ îò-
íîñèòåëüíî ýòîé ñâÿçíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åí êðèòåðèé ðèìàíîâîñòè ñëîåíèÿ ñ òðàíñâåð-
ñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñëîåíèå, ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü, ãðóïïà ãîëîíîìèè ñâÿçíîñòè, ðîñòêîâàÿ
ãðóïïà ãîëîíîìèè ñëîÿ

1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðèìàíîâû ñëîåíèÿ îáðàçóþò íàèáîëåå ãëóáîêî èçó÷åííûé êëàññ
ñðåäè ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëüíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè. Ðàáîòû Á. Ðåéíõàðòà,
À. Õåôëèãåðà, Ý. Æèñà, È. Êàðüåðà, Å. Ñàëåì, Â. Ñåðãååâñêîãî è ìíîãèõ äðóãèõ, à òàêæå
èçâåñòíûå ìîíîãðàôèè Ï. Ìîëèíî [1], Ô. Òîíäåóðà [2] è Â. Ðîâåíñêîãî [3] ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ñóùåñòâåííûé âêëàä â èññëåäîâàíèå ðèìàíîâûõ ñëîåíèé.

Ð.À. Âîëàê â [4] ïîñòàâèë âîïðîñ î íàõîæäåíèè óñëîâèé, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ
ñëîåíèå ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâûì.

Ð.À. Âîëàêîì äîêàçàíî, ÷òî ëþáîå ïîëíîå êîìïàêòíîå G -ñëîåíèå êîíå÷íîãî òèïà ÿâ-
ëÿåòÿñÿ ðèìàíîâûì [4]. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ ñëîåíèé, äîïóñêàþùèõ
òðàíñâåðñàëüíóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðîèçâîëüíîãî
ïîðÿäêà [5] è äëÿ ïîëíûõ êàðòàíîâûõ ñëîåíèé [6]. Â ([7], òåîðåìà 5) óêàçàí ðÿä óñëîâèé,
ýêâèâàëåíòíûõ ðèìàíîâîñòè ãëàäêîãî êîìïàêòíîãî ñëîåíèÿ.

Èçâåñòåí êðèòåðèé ðèìàíîâîñòè äëÿ êîíôîðìíûõ ñëîåíèé (M,F ) êîðàçìåðíîñòè q ,
q ≥ 3 , ñîãëàñíî êîòîðîìó ñëîåíèå (M,F ) ðèìàíîâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åãî
ãðóïïû ãîëîíîìèè îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíû ([8], Òåîðåìà 1). Ýòîò ðåçóëüòàò âåðåí è äëÿ
áîëåå øèðîêîãî êëàññà ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëüíîé ïàðàáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèåé ðàíãà îäèí
([9], Òåîðåìà 3).

Ïñåâäîðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ êîðåííûì îáðàçîì îòëè÷àåòñÿ îò ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè [10],
[11]. Îäíà èç ïðè÷èí � íåêîìïàêòíîñòü ïñåâäîîðòîãîíàëüíîé ãðóïïû O(k, n − k) , ñîîò-
âåòñòâóþùåé n -ìåðíîé ïñåâäîðèìàíîâîé ãåîìåòðèè, â îòëè÷èå îò îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû
O(n) , ñîîòâåòñòâóþùåé ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïñåâäîðèìàíîâû ñëîå-
íèÿ îáðàçóþò ìàëî èññëåäîâàííûé êëàññ ñëîåíèé.

Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå (N,∇N) -
êîöèêëîì, ïðè÷åì ñâÿçíîñòü ìîæåò èìåòü êðó÷åíèå (ñì. îïðåäåëåíèå 2.1.), êîðàçìåðíîñòü
ñëîåíèÿ (M,F ) ðàâíà q, à M � n -ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, 0 ≤ q ≤ n.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé äëÿ
òîãî, ÷òîáû ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ áûëî ïñåâäîðèìàíîâûì è
ðèìàíîâûì.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç G = GL(q,R)×Rq ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îáùåé ëèíåéíîé ãðóïïû
GL(q,R) è âåêòîðíîé ãðóïïû Rq. Ãðóïïó G ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ãðóïïó âñåõ
àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé Aff(Aq) q -ìåðíîãî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà Aq, à H =
= GL(q, R) êàê ñòàöèîíàðíóþ ïîäãðóïïó àôôèííîé ãðóïïû Aff(Aq) â íåêîòîðîé òî÷êå.

Êàê èçâåñòíî, ëþáîå ñëîåíèå (M,F ) ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ
êàðòàíîâûì ñëîåíèåì òèïà (G,H) (ñì. [12]). Äëÿ íåãî îïðåäåëåíî ñëîåíîå ðàññëîåíèå, êî-
òîðîå íàçûâàåòñÿ ñëîåíûì ðàññëîåíèåì òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ. Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ãëàâíîå GL(q, R) -ðàññëîåíèå c ïðîåêöèåé π : R →M , ñî ñëîåíèåì (R,F) è èíäóöèðîâàí-
íîé GL(q, R) -ñâÿçíîñòüþ Q , îáëàäàþùåå äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè (Ïðåäëîæåíèå
4.1.). Ïðè ýòîì ñëîåíèå (R,F) íàçûâàåòñÿ ïîäíÿòûì ñëîåíèåì ïî îòíîøåíèþ ê (M,F ) .
Ñëîåíîå ðàññëîåíèå òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ èñïîëüçóåòñÿ íàìè äàëåå â ýòîé ðàáîòå.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè q ñ
òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå (N,∇N) -êîöèêëîì, à Q � èíäóöèðî-
âàííàÿ ñâÿçíîñòü â ñëîåíîì ðàññëîåíèè òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ R(M,H) . Òîãäà äëÿ
òîãî, ÷òîáû ñëîåíèå (M,F ) áûëî ïñåâäîðèìàíîâûì, çàäàííûì (N, gN) -êîöèêëîì, ãäå
gN � ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà ñèãíàòóðû (k, q − k), 0 ≤ k ≤ q , ïàðàëëåëüíàÿ îòíîñè-
òåëüíî ñâÿçíîñòè ∇N , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè u ∈ R òàêîé,
÷òî ãðóïïà ãîëîíîìèè Φ(u) ñâÿçíîñòè Q ñ îïîðíîé òî÷êîé u ïðèíàäëåæèò ïñåâäîîð-
òîãîíàëüíîé ïîäãðóïïå O(k, q − k) ãðóïïû GL(q, R) .

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.1. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè q ñ
òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå (N,∇N) -êîöèêëîì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
(M,F ) áûëî ëîðåíöåâûì ñëîåíèåì, çàäàííûì (N, gN) -êîöèêëîì, ãäå ëîðåíöåâà ìåòðè-
êà gN ïàðàëëåëüíà îòíîñèòåëüíî ∇N , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ãðóïïà ãîëîíî-
ìèè Φ(u), u ∈ R , ðàññëîåíèÿ òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ R(M,H) áûëà ïîäãðóïïîé ãðóïïû
O(1, q − 1) .

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.2. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè q ñ
òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå (N,∇N) -êîöèêëîì. Ñëîåíèå (M,F ) ÿâ-
ëÿåòñÿ ðèìàíîâûì, çàäàííûì (N, g) êîöèêëîì, ãäå ∇g = 0 , òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ãðóïïà ãîëîíîìèè Φ(u), u ∈ R , ðàññëîåíèÿ òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ R(M,H) ÿâëÿåòñÿ
îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû Ëè GL(q, R) .

Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ∇ íà ïñåâäîðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (M, g) íàçû-
âàåòñÿ ìåòðè÷åñêîé, åñëè ìåòðèêà g ïàðàëëåëüíà îòíîñèòåëüíà ýòîé ñâÿçíîñòè, òî åñòü,
åñëè ∇g = 0 .

Â ñëó÷àå, êîãäà (M,F ) � íóëüìåðíîå ñëîåíèå, èç Òåîðåìû 1.1. âûòåêàåò ñëåäóþùèé
êðèòåðèé Á.Ã. Øìèäòà [13] äëÿ ñâÿçíîñòè áåç êðó÷åíèÿ.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.3. Ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü áåç êðó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêîé
ñâÿçíîñòüþ ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêè çàäàííîé ñèãíàòóðû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà ãðóïïà ãîëîíîìèè ýòîé ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ïñåâäîîðòîãîíàëüíîé ãðóïïû
äàííîé ñèãíàòóðû.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà V ñëîåíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M îáúåäèíåíèå
N(Ui) ñëîåâ ñëîåíèÿ (M,F ) , ïåðåñåêàþùèõ V , íàçûâàåòñÿ íàñûùåíèåì ìíîæåñòâà V .

Ïóñòü (U,φ) � êàðòà íà ìíîãîîáðàçèè M , àäàïòèðîâàííàÿ ê ñëîåíèþ (M,F ), φ(U) =
Rk × Rq , ïðè÷åì φ−1(Rk × {c}) � ëîêàëüíûå ñëîè ñëîåíèÿ. Ïðè ýòîì ïîäìíîãîîáðàçèå
D× = φ−1(Rk × {0}) íàçûâàåòñÿ òðàíñâåðñàëüíûì äèñêîì â U .
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Äëÿ ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùèé êðè-
òåðèé ïñåâäîðèìàíîâîñòè, íîñÿùèé ëîêàëüíî-ãëîáàëüíûé õàðàêòåð: ãëîáàëüíûé ïî ñëîÿì
è ëîêàëüíûé ïî òðàíñâåðñàëÿì.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè q ñ òðàíñâåðñàëüíîé
ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, (U,φ) � ïðîèçâîëüíàÿ àäàïòèðîâàííàÿ êàðòà ìíîãîîáðàçèÿ M
è D � òðàíñâåðñàëüíûé äèñê â U . Ñëîåíèå (N(U), F ) , èíäóöèðîâàííîå íà íàñûùåíèè
N(U) ìíîæåñòâà U , ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîðèìàíîâûì îòíîñèòåëüíî òðàíñâåðñàëüíîé ïñåâ-
äîðèìàíîâîé ìåòðèêè ñèãíàòóðû (k, q − k) , ïàðàëëåëüíîé îòíîñèòåëüíî òðàíñâåðñàëü-
íîé ñâÿçíîñòè, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå s : D → R òàêîå, ÷òî
äëÿ ëþáîé òî÷êè u ∈ s(D) ïîäãðóïïà H(u) ãðóïïû H = GL(q,R) , îñòàâëÿþùàÿ èí-
âàðèàíòíûì ñëîé L(u) ïîäíÿòîãî ñëîåíèÿ, ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå O(k, q − k) ãðóïïû
H .

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.1. Åñëè äëÿ ñëîåíèÿ (M,F ) ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿç-
íîñòüþ ñóùåñòâóåò àäàïòèðîâàííàÿ êàðòà (U,φ) ìíîãîîáðàçèÿ M , îáëàäàþùàÿ ñâîé-
ñòâàìè:

1) ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå s : D → R òðàíñâåðñàëüíîãî äèñêà D â U òàêîå, ÷òî äëÿ
ëþáîé òî÷êè u ∈ s(D) ïîäãðóïïà H(u) ãðóïïû H = GL(q, R) , îñòàâëÿþùàÿ èíâàðè-
àíòíûì ñëîé L(u) ïîäíÿòîãî ñëîåíèÿ, ïðèíàäëåæèò O(k, q − k) ;

2) êàæäûé ñëîé ñëîåíèÿ ïåðåñåêàåò U ;
òî (M,F ) � ïñåâäîðèìàíîâî ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé èíâàðèàíòíîé ïñåâäîðèìà-

íîâîé ìåòðèêîé ñèãíàòóðû (k, q − k) , ïðè÷åì ýòà ìåòðèêà ïàðàëëåëüía îòíîñèòåëüíî
èñõîäíîé òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.2. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè q ñ òðàíñâåðñàëü-
íîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, (U,φ) � ïðîèçâîëüíàÿ àäàïòèðîâàííàÿ êàðòà ìíîãîîáðàçèÿ
M è D � òðàíñâåðñàëüíûé äèñê â U . Ñëîåíèå (N(U), F ) , èíäóöèðîâàííîå íà íàñûùå-
íèè N(U) ìíîæåñòâà U , ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâó-
åò ñå÷åíèå s : D → R òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè u ∈ s(D) ïîäãðóïïà H(u) ãðóïïû
H = GL(q,R) , îñòàâëÿþùàÿ èíâàðèàíòíûì ñëîé L(u) ïîäíÿòîãî ñëîåíèÿ, ïðèíàäëå-
æèò îðòîãîíàëüíîé ïîäãðóïïå O(q) ãðóïïû H .

Ñëåäóÿ [14], ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç P (N,H) ãëàâíîå H -ðàññëîåíèå ñ ïðîåêöèåé P → N .
×åðåç X(M) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé, à ÷åðåç F(M) � àë-

ãåáðà ãëàäêèõ ôóíêöèé íà ìíîãîîáðàçèè M . Åñëè M � ãëàäêîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíî-
ãîîáðàçèè M , òî ÷åðåç XM(M) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé íà M,
êàñàòåëüíûõ ê M .

Ïóñòü f : K → M � ñóáìåðñèÿ ìíîãîîáðàçèé è M � ðàñïðåäåëåíèå íà M , òî ÷å-
ðåç M̃ = f ∗M îáîçíà÷àåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå íà K òàêîå, ÷òî M̃ := {M̃u | u ∈ M}, ãäå
M̃u := {X ∈ TuK | f∗u(X) ∈ Mx, x = f(u)} , f∗u � äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå
u .
Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò � 16-01-00312, è Ïðî-
ãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ â 2016 ãîäó, ïðîåêò � 98.

2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

2.1. Çàäàíèå ñëîåíèÿ N -êîöèêëîì

Ïóñòü N � q -ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå è M � ãëàäêîå n -ìåðíîå ( 0 ≤ q ≤ n ) ìíîãîîá-
ðàçèå. Â îòëè÷èå îò M ñâÿçíîñòü òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà N íå ïðåäïîëàãàåòñÿ.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 2



Êðèòåðèé ïñåâäîðèìàíîâîñòè ñëîåíèÿ ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ 33

N -êîöèêëîì íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî {Ui, fi, {γij}}i,j∈I , îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè:

• Ìíîæåñòâî {Ui | i ∈ I} îáðàçóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå M .

• Îòîáðàæåíèÿ fi : Ui → N ÿâëÿþòñÿ ñóáìåðñèÿìè íà Vi = fi(Ui) ⊂ N ñî ñâÿçíûìè
ñëîÿìè.

• Åñëè Ui ∩ Uj ̸= ∅, òî ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì γij : fi(Ui ∩ Uj) → fj(Ui ∩ Uj),
óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó fi = γij ◦ fj äëÿ âñåõ x ∈ Ui ∩ Uj .

Ñåìåéñòâî âñåõ ëîêàëüíûõ ñëîåâ ñóáìåðñèé fi èç ìàêñèìàëüíîãî N -êîöèêëà, ñîäåðæà-
ùåãî äàííûé N -êîöèêë {Ui, fi, {γij}}i,j∈I , îáðàçóåò áàçó íîâîé òîïîëîãèè ζ â M. Êîì-
ïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè La, a ∈ A, òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M, ζ) îáðàçó-
þò ðàçáèåíèå F ìíîãîîáðàçèÿ M, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ñëîåíèåì, çàäàííûì N -êîöèêëîì
{Ui, fi, {γij}}i,j∈I .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Åñëè íà ìíîãîîáðàçèè N ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïñåâäîðè-
ìàíîâà ìåòðèêà gN ñèãíàòóðû (k, q − k) , ÷òî êàæäîå ëîêàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå γij
ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, èíäóöèðîâàííûõ íà îòêðûòûõ
ïîäìíîæåñòâàõ, òî ñëîåíèå (M,F ) íàçûâàåòñÿ ïñåâäîðèìàíîâûì ñëîåíèåì òðàíñâåð-
ñàëüíîé ñèãíàòóðû (k, q − k) , à ìåòðèêà gN íàçûâàåòñÿ òðàíñâåðñàëüíîé ìåòðèêîé.
Åñëè ïðè ýòîì gN � ðèìàíîâà ìåòðèêà, òî ñëîåíèå (M,F ) íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâûì.

2.2. Îïðåäåëåíèå ñëîåíèÿ ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ

Çàäàíèå ñâÿçíîñòè â ãëàâíîì ðàññëîåíèè ëèíåéíûõ ðåïåðîâ ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ
îïåðàòîðà

∇ : X(M)× X(M) → X(M) : (X, Y ) 7→ ∇XY,

ãäå ∇XY � êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ Y âäîëü X [14]. Ïàðà
(M,∇) íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ëèíåéíîé èëè àôôèííîé ñâÿçíîñòè, à ∇ � ëèíåéíîé
ñâÿçíîñòüþ íà M .

Äèôôåîìîðôèçì f : M (1) → M (2) íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì ìíîãîîáðàçèé ëèíåéíîé
ñâÿçíîñòè (M (1),∇(1)) è (M (2),∇(2)) , åñëè

f∗(∇(1)
X Y ) = ∇(2)

f∗X
f∗Y

äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X, Y ∈ X(M (1)) , ãäå f∗ � äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ f .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. Ïóñòü ñëîåíèå (M,F ) çàäàíî N -êîöèêëîì
{Ui, fi, {γij}}i,j∈I . Åñëè íà ìíîãîîáðàçèè N ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ∇
òàêàÿ, ÷òî êàæäûé ëîêàëüíûé äèôôåîìîðôèçì γij ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ëèíåéíûõ
ñâÿçíîñòåé, èíäóöèðîâàííûõ ∇ íà îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâàõ fi(Ui ∩Uj) è fj(Ui ∩Uj),
òî ãîâîðÿò, ÷òî (M,F ) � ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå
(N,∇) -êîöèêëîì {Ui, fi, {γij}}i,j∈I .

3. Ïîñëîéíàÿ ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà â àññîöèèðîâàííîì âåê-
òîðíîì ðàññëîåíèè

Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè, êàê è âûøå, GL(m,R) ÷åðåç H . Ïóñòü P (K,H) � ãëàâíîå
H -ðàññëîåíèå ñ ïðîåêöèåé p : P → K íàä m -ìåðíûì ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì K .
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òî÷êó x ∈ Rm êàê îäíîñòîëáöîâóþ ìàòðèöó èç êîîðäèíàò â
ñòàíäàðòîì áàçèñå. Îïðåäåëèì ëåâîå äåéñòâèe îáùåé ëèíåéíîé ãðóïïû GL(m,R) íà Rm

ñëåäóþùèì îáðàçîì
ρ : H × Rq → Rq : (A, x) 7→ Ax, (3.1)

ãäå A ∈ H � íåâûðîæäåííàÿ m -ìåðíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, à Ax � ïðîèçâåäåíèå
ìàòðèö.

Îïðåäåëèì ïðàâîå äåéñòâèå ãðóïïû H íà ïðîèçâåäåíèè P × Rm ðàâåíñòâîì (u, ξ)·
·a× = (u · a, ρ(a−1) · ξ) , ãäå (u, ξ) ∈ P ×Rm , a ∈ H . Íà ïðîñòðàíñòâå îðáèò E = P ×H Rm

åñòåñòâåííûì îáðàçîì èíäóöèðóåòñÿ ñòðóêòóðà ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, à îòîáðàæåíèå
πE : E → K : (u, ξ) · H 7→ u · H îïðåäåëÿåò ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå âåêòîðíîå ðàññëîå-
íèå ñî ñòàíäàðòíûì ñëîåì Rm , êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç E(K,Rm, H, P ) è íàçûâàåòñÿ
àññîöèèðîâàííûì c H -ðàññëîåíèåì P (K,H) .

Â ñòàíäàðòíîì ñëîå Rm îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî ôîðìóëå

g0(ξ, η) := −ξ1η1 − ...− ξkηk + ξk+1ηk+1 + ...+ ξmηm (3.2)

äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ ξ , η èç Rm , ãäå ξT = (ξ1, ..., ξm) , ηT = (η1, ..., ηm) .
Íàïîìíèì, ÷òî Em

k = (Rm, g0) � ïñåâäîåâêëèäîâî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî èíäåêñà k
ñèãíàòóðû (k,m− k) , à

O(k,m) := {a ∈ H | g0(aξ, aη) = g0(ξ, η) ξ, η ∈ |Rm}−

ïñåâäîîðòîãîíàëüíàÿ ïîäãðóïïà (òîãî æå èíäåêñà è ñèãíàòóðû) ãðóïïû H = GL(m,R) .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â àññîöèèðîâàííîì âåêòîðíîì ðàññëîåíèè E(K,Rm, H, P ) çàäàíà

ïîñëîéíàÿ ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà g . Îáîçíà÷èì ÷åðåç P̂ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê u ∈ P
òàêèõ, ÷òî g(u(ξ), u(η)) = g0(ξ, η) , ãäå u : Rm → TxK , x = πE(u) , ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
îòîáðàæåíèå âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, îïðåäåëåííîå ïî ðàâåíñòâó êîîðäèíàò âåêòîðîâ â
áàçèñå u è â ñòàíäàðòíîì áàçèñå â Rm ñîîòâåòñòâåííî. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî P̂ �
ïðîñòðàíñòâî ðåäóöèðîâàííîãî ïîäðàññëîåíèÿ ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé O(k,m− k) .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî Ïðåäëîæåíèþ 1.5 Ãëàâû III èç [14].
Îíî èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 1.1.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.1. Ïóñòü g � ïîñëîéíàÿ ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà â âåê-
òîðíîì ðàññëîåíèè E(K,Rm, H, P ) è P̂ (M,O(k,m−k)) � ðåäóöèðîâàííîå ïîäðàññëîåíèå

â P (K,H) , îïðåäåëÿåìîå óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì ïðè ïîìîùè g . Ñâÿçíîñòü Q̂ â P̂
ðåäóöèðîâàííà ê ñâÿçíîñòè Q â P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìåòðèêà g ïàðàëëåëüíà
îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîñòè ∇ â E , èíäóöèðîâàííîé H -ñâÿçíîñòüþ Q .

4. Ñëîåíîå ðàññëîåíèå òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ

Ïóñòü, êàê è âûøå, N � âîçìîæíî íåñâÿçíîå q -ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, (M,F )
� ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå (N,∇N) -êîöèêëîì
{Ui, fi, {γij}}i,j∈I , íà n -ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M .

Ïîëîæèì äëÿ êðàòêîñòè GL(q, R) = H . Ïóñòü P = P (N,GL(q, R)) � ãëàâíîå H -
ðàññëîåíèå ðåïåðîâ íàä N ñ ïðîåêöèåé p : P → N . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pi× = p−1(Vi) � ïîä-
ðàññëîåíèå H -ðàññëîåíèÿ P, ãäå Vi× = fi(Ui) , è Ri× = f ∗

i Pi = {(x, z) ∈ Ui × Pi | fi(x) =
= p(z)} � ïðîîáðàç ðàññëîåíèÿ Pi îòíîñèòåëüíî ñóáìåðñèè fi . Òîãäà îïðåäåëåíû ïðîåê-
öèè pi : Ri → Ui : (x, z) 7→ x è fi : Ri → Pi : (x, z) 7→ z, ãäå (x, z) ∈ Ri . Ïðåäïîëîæèì,
÷òî íà ìíîãîîáðàçèè M çàäàíî q -ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå M, òðàíñâåðñàëüíîå ñëîåíèþ
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F, òî åñòü TxM = TxF ⊕Mx äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ M. Îòîæäåñòâèì âåêòîðíîå ôàêòîð-
ðàññëîåíèå TM/TF ñ ðàñïðåäåëåíèåì M.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðåïåð z = {εi} , i = 1, q , â òî÷êå v ∈ N , εi ∈ TvN , êàê îòîá-
ðàæåíèå z : Rq → TvN : λiEi 7→ λiεi , ãäå Ei � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â Rq , à ïî i èäåò
ñóììèðîâàíèå îò 1 äî q . Òî÷êó (x, z) ∈ Ri ìû ðàññìàòðèâàåì êàê òàêîé áàçèñ {eα} â
ïðîñòðàíñòâå Mx, ÷òî fi∗xeα = ϵα, ãäå α = 1, ..., q, {ϵα} = z � ðåïåð â òî÷êå v = fi(x) ∈ N.
Íàçîâåì ïàðó (x, z) M -ðåïåðîì èëè òðàíñâåðñàëüíûì ðåïåðîì â òî÷êå x .

Â íåñâÿçíîé ñóììå Y = ⊔i∈IRi ââåäåì áèíàðíîå îòíîøåíèå S ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Äëÿ (x, z) ∈ Ri, (x̃, z̃) ∈ Rj ïîëîæèì (x, z) = S(x̃, z̃), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà
óñëîâèÿ: 1) x = x̃ ∈ Ui ∩ Uj è 2) z̃ = γij∗x ◦ z, ãäå γij∗x � äèôôåðåíöèàë ëîêàëüíîãî
äèôôåîìîðôèçìà γij òî÷êå x .

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ââåäåííîå îòíîøåíèå S ÿâëÿåòñÿ îòíî-
øåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè â Y . Îáîçíà÷èì ÷åðåç R = Y/S ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî ïî
S è ÷åðåç f : Y → R ñîîòâåòñòâóþùåå ôàêòîð-îòîáðàæåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ñóæåíèå
f|Ri

: Ri → Ũi := f(Ri) ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé äëÿ êàæäîãî i ∈ I . Òðåáîâàíèåì, ÷òîáû âñå
ñóæåíèÿ f |Ri

áûëè äèôôåîìîðôèçìàìè, ìû îïðåäåëèì ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ
â R.

Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî {Ũi, f̃i, {Γij}}i,j∈I , ãäå f̃i := fi ◦ (f |Ri
)−1 : Ũi → Pi è Γij :

f̃j(Ũi ∩ Ũj) → f̃i(Ũi ∩ Ũj) : z 7→ γij∗x ◦ z , äëÿ êàæäîãî z ∈ f̃j(Ũi ∩ Ũj) ÿâëÿåòñÿ P -
êîöèêëîì, îïðåäåëÿþùèì íåêîòîðîå ñëîåíèå (R,F) , ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ
ðàçìåðíîñòüþ ñëîåíèÿ (M,F ) .

Çàìåòèì, ÷òî R(M,H) � ãëàâíîå H -ðàññëîåíèå ñ ïðîåêöèåé π : R →M . Èç îïðåäå-
ëåíèÿ ñëîåíèÿ (R,F) âûòåêàåò, ÷òî ñëîè (R,F) ïîñðåäñòâîì π íàêðûâàþò ñîîòâåòñòâó-

þùèå ñëîè ñëîåíèÿ (M,F ) . Ïðè ýòîì ðàñïðåäåëåíèå M̃ := π∗M òðàíñâåðñàëüíî ñëîåíèþ
(R,F) .

Ñâÿçíîñòü ∇N íà N èíäóöèðóåò ñâÿçíîñòü Q0 â H -ðàññëîåíèè P (N,H) . Ïóñòü β0
� h -çíà÷íàÿ 1 -ôîðìà, à θ0 � êàíîíè÷åñêàÿ 1 -ôîðìà ñâÿçíîñòè Q0 íà P . Ðàâåíñòâà
β|Ũi

:= f̃ ∗
i β0 è θ|Ũi

:= f̃ ∗
i θ0, ãäå i ∈ I, îïðåäåëÿþò h -çíà÷íóþ 1 -ôîðìó β è Rp -çíà÷íóþ

1 -ôîðìó θ íà ìíîãîîáðàçèè R. H -ýêâèâàðèàíòíîñòü 1 -ôîðì β0 è θ0 íà P âëå÷åò
H -ýêâèâàðèàíòíîñòü 1 -ôîðì β è θ íà R .

Ïóñòü, êàê è âûøå, G = H n Rq � ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïïû H è àáåëåâîé
ãðóïïû Rq , à g � àëãåáðà Ëè ãðóïïû Ëè G . Ðàâåíñòâî ω(X)× = β(X) + θ(X) , ãäå
X ∈ X(R) , îïðåäåëÿåò g -çíà÷íóþ H -ýêâèâàðèàíòíóþ 1 -ôîðìó ω íà R . Èç îïðåäåëåíèÿ
β è θ ñëåäóåò, ÷òî ýòè 1 -ôîðìû ïðîåêòèðóåìû îòíîñèòåëüíî ñëîåíèÿ (R,F) . Ïîýòîìó
ω � òàêæå ïðîåêòèðóåìàÿ 1 -ôîðìà, òî åñòü LXω = 0 äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X ∈
XTF(R).

Ðàâåíñòâî Q|Ũi
× = f̃ ∗

i (Q0) ∀i ∈ I îïðåäåëÿåò ñâÿçíîñòü Q â H -ðàññëîåíèè R(M,H) .
Çàôèêñèðóåì áàçèñ Eα àëãåáðû Ëè g ãðóïïû Ëè G = H n Rq . Òîãäà â ëþáîé òî÷êå

u ∈ R îïðåäåëåí òðàíñâåðñàëüíûé ðåïåð Xα× = (ω|M̃u
)−1(Eα) . Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäå-

ëåíî òàêîå ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå X ∈ XM̃(R) , ÷òî ω(Xα) = Eα . Âåêòîðíûå ïîëÿ Xα

îïðåäåëÿþò òðàíñâåðñàëüíóþ ïàðàëëåëèçàöèþ ñëîåíèÿ (R,F) , ïîýòîìó (R,F) ÿâëÿåòñÿ
òðàíñâåðñàëüíî ïàðàëëåëèçóåìûì èëè e -ñëîåíèåì.

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 4.1. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè q ñ òðàíñ-
âåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå (N,∇N)− êîöèêëîì. Ïóñòü H = GL(q,R) ,
G = HnRq , à h , g � àëãåáðû Ëè ãðóïï Ëè H è G ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà îïðåäåëåíû:

1) ãëàâíîå H -ðàññëîåíèå π : R →M ;
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2) H -èíâàðèàíòíîå e -ñëîåíèå (R,F) , ñëîè êîòîðîãî ïîñðåäñòâîì π íàêðûâàþò ñî-
îòâåòñòâóþùèå ñëîè ñëîåíèÿ (M,F ) ;

3) h -çíà÷íàÿ 1-ôîðìà β è g -çíà÷íàÿ 1-ôîðìà ω íà R , îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

(i) β(A∗) = A äëÿ ëþáîãî A ∈ g, ãäå A∗ � ôóíäàìåíòàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå,
ñîîòâåòñòâóþùåå ýëåìåíòó A ;

(ii) ðàâåíñòâî R∗
aβ = AdG(a

−1)ω âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî a ∈ H , ãäå AdG �
ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ëè G â åå àëãåáðå Ëè g ;

(iii) ïðîèçâîäíàÿ Ëè LXω ðàâíà íóëþ äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X ∈ XTF(R) ;

(iv) β � 1 -ôîðìîé ñâÿçíîñòè Q , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî ïðîåêòèðóå-
ìóþ îòíîñèòåëüíî (R,F) , â H -ðàññëîåíèè R(M,H) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 4.1. Ãëàâíîå H -ðàññëîåíèå π : R → M , óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå ïðåäëîæåíèþ 4.1., íàçûâàåòñÿ ñëîåíûì ðàññëîåíèåì òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ, à e -
ñëîåíèå (R,F) íàçûâàåòñÿ ïîäíÿòûì ñëîåíèåì [15].

Ñîõðàíèì ââåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ.
Ç à ì å ÷ à í è å. Çàìåòèì, ÷òî ñëîåíèå (M,F ) ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé

ñâÿçíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ êàðòàíîâûì ñëîåíèåì ñ òðàíñâåðñàëüíîé êàðòàíîâîé ãåîìåòðèåé
ξ = (P (N,H), ω0) , ãäå ω0 = β0 + θ0 � g -çíà÷íàÿ 1 -ôîðìà êàðòàíîâîé ñâÿçíîñòè íà
ìíîãîîáðàçèè P [12].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 1.1.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ çà-

äàííîå (N,∇N) -êîöèêëîì {Ui, fi, γij}i,j ∈ I .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (M,F ) ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîðèìàíîâûì ñëîåíèåì, çàäàííûì (N, gN)

êîöèêëîì, ãäå gN � ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà ïðîèçâîëüíîé ñèãíàòóðû (k, q − k) , ïàðàë-
ëåëüíàÿ îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîñòè ∇N . Áóäåì ðàññìàòðèâàòü gN êàê ïîñëîéíóþ ìåòðèêó
â àññîöèèðîâàííîì âåêòîðíîì ðàññëîåíèè, êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëü-
íûì ðàññëîåíèåì ê ìíîãîîáðàçèþ N . Ìåòðèêà gN îïðåäåëÿåò óêàçàííûì âûøå îáðàçîì
ðåäóêöèþ P̂ (N,O(k, q − k)) H -ðàññëîåíèÿ P (N,H) ê çàìêíóòîé ïîäãðóïïå O(k, q − k) .

Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 3.1. â ýòîì ñëó÷àå, áëàãîäàðÿ âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ ∇NgN =
= 0 , ñâÿçíîñòü Q0 â H -ðàññëîåíèè P (N,H) ðåäóöèðóåìà ê ñâÿçíîñòè Q̂0 â O(k, q− k) -

ðàññëîåíèè P̂ . Òàê êàê ñëîåíèå (M,F ) ïñåâäîðèìàíîâî, çàäàííîå (N, gN) êîöèêëîì, òî
êàæäûé ëîêàëüíûé äèôôåîìîðôèçì

γij : fj(Ui ∩ Uj) → fi(Ui ∩ Uj) i, j ∈ I,

ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé èçîìåòðèåé ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé (fj(Ui ∩ Uj), gfj(Ui∩Uj)) è
(fi(Ui ∩ Uj), gfi(Ui∩Uj)) c èíäóöèðîâàííûìè ïñåâäîðèìàíîâûìè ìåòðèêàìè.

Ìû ïî-ïðåæíåìó ôèêñèðóåì q -ìåðíîå ãëàäêîå ðàñïðåäåëåíèå M , òðàíñâåðñàëüíîå
ñëîåíèþ (M,F ) , êîòîðîå îòîæäåñòâëåíî ñ âåêòîðíûì ôàêòîð ðàññëîåíèåì TM/TF .

Èñïîëüçóÿ âåêòîðíîå ðàññëîåíèå P̂ (N,O(k, q−k)) , òàêæå êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå Ïðåä-
ëîæåíèÿ 4.1. ìû ñòðîèì ñëîåíîå ðàññëîåíèå R̂(M,O(k, q−k)) ñî ñëîåíèåì (R̂, F̂) è ñòðóê-

òóðíîé ãðóïïîé Ĥ = O(k, q−k) , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåäóêöèåé H -ðàññëîåíèÿ R ê çàìêíó-

òîé ïîäãðóïïå O(k, q − k) . Èç ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñëîåíèå F̂ ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì

ñëîåíèÿ F íà ïîäìíîãîîáðàçèå R̂ .
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Êàê èçâåñòíî ([14], Ãëàâà III), H -ñâÿçíîñòü Q â ãëàâíîì ðàññëîåíèè R(M,H) îïðå-
äåëÿåò ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü

∇ : X(M)× XM(M) → XM(M) (4.3)

â àññîöèèðîâàííîì âåêòîðíîì ðàññëîåíèè E(M,Rq, H,R) .
Òàê êàê fi∗x : Mx → TvN , ãäå v = fi(x) , i ∈ I ,� èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ,

òî íà Mx ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà gx òàêàÿ, ÷òî fi∗x � èçîìåò-
ðèÿ ïñåâäîåâêëèäîâûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ (Mx, gx) è (TvN, g

N
v ) . Ïîñêîëüêó êàæäîå

γij , i, j ∈ I , ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé, ìåòðèêà gx íå çàâèñèò îò âûáîðà ñóáìåðñèè fi : Ui → Vi
èç óêàçàííîãî (N, gN) -êîöèêëà. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå ∇NgN = 0 è îïðåäåëåíèå ìåòðèêè g ,
íåòðóäíî ïîêàçàòü âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà ∇g = 0.

Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäîì ñëîå Mx = π−1
E (x) , x ∈ M , âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ

E(M,Rq, H,R) îïðåäåëåíà ìåòðèêà gx , êîòîðàÿ ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíî-
ñå îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîñòè ∇ , óêàçàííîé â (4.3). Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 3.1. ïðè ýòîì

ñâÿçíîñòü Q â ãëàâíîì ðàññëîåíèè R(M,H) ðåäóöèðóåòñÿ ê ñâÿçíîñòè Q̂ â ðåäóöèðî-

âàííîì ðàññëîåíèè R̂(M,O(k, q − k)) . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè u ∈ R ãðóïïà
ãîëîíîìèè Φ(u) óäîâëåòâîðÿåò âêëþ÷åíèþ Φ(u) ⊂ O(k, q − k).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè q ñ òðàíñ-
âåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå (N,∇N) -êîöèêëîì è R(M,H) åãî ðàññëîåíèå
òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ. Ïóñòü Q � H -èíâàðèàíòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà R , óäîâëåòâî-
ðÿþùåå óñëîâèþ Ïðåäëîæåíèÿ 4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà u , ÷òî
ãðóïïà ãîëîíîìèè Φ(u) ñâÿçíîñòè Q ñ îïîðíîé òî÷êîé u ïðèíàäëåæèò ïñåâäîîðòîãî-
íàëüíîé ïîäãðóïïå O(k, q − k) ãðóïïû H . Ñîãëàñíî ([14], Ãëàâà 2, Òåîðåìà 7.1) ñóùå-

ñòâóåò ðåäóêöèÿ R̂(M,Φ(u)) H -ðàññëîåíèÿ R(M,H) ê ïîäãðóïïå Ëè Φ(u) ãðóïïû H .

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñâÿçíîñòü Q ðåäóöèðóåòñÿ ê ñâÿçíîñòè Q̂ íà R̂ .
Íàïîìíèì, ÷òî êóñî÷íî ãëàäêàÿ êðèâàÿ â R íàçûâàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé, åñëè êàæ-

äûé åå ãëàäêèé êóñîê ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé ðàñïðåäåëåíèÿ Q . Êàê èçâåñòíî,
ìíîãîîáðàçèå R̂ îáðàçîâàíî âñåìè òî÷êàìè èç R , êîòîðûå ìîæíî ñîåäèíèòü ñ òî÷êîé u
ãîðèçîíòàëüíîé êðèâîé.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëîåíèÿ (R,F) âûòåêàåò âêëþ÷åíèå TF ⊂ Q , ïîýòîìó ëþáûå äâå
òî÷êè ïðîèçâîëüíîãî ñëîÿ ñëîåíèÿ (R,F) ìîæíî ñîåäèíèòü ãîðèçîíòàëüíîé êðèâîé. Ñëå-

äîâàòåëüíî, åñëè z ∈ R̂, òî ñëîé L(z) , ïðîõîäÿùèé ÷åðåç z , ïðèíàäëåæèò R̂ . Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî R̂(M,Φ(u)) ÿâëÿåòñÿ ñëîåíûì ðàññëîåíèåì è T F̂ ⊂ Q̂ äëÿ èíäóöèðîâàííîãî

ñëîåíèÿ (R̂, F̂) .
Ïóñòü ∇ : X(M) × XM(M) → XM(M) � ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü â àññîöèèðîâàííîì ñ

R̂(M,Φ(u)) âåêòîðíîì ðàññëîåíèè Ê(M,Rq,Φ(u),R) , ïîñòðîåííîì ñ ïîìîùüþ ëåâîãî äåé-
ñòâèÿ ρ̂ = ρ|Φ(u)×Rq , ãäå ρ îïðåäåëåíî âûøå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψx0 ãðóïïó ãîëîíîìèè
ñâÿçíîñòè ∇ â òî÷êå x0 = π(u) , ïðè÷åì u � òî÷êà èç R , â êîòîðîé ïî óñëîâèþ òåîðåìû
âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå Φ(u) ⊂ O(k, q − k) .

Ïîñêîëüêó ðåïåð u ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíûé èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ u : Mx0 → Rm , òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïñåâäîåâêëèäîâà ìåòðèêà gx0 ñèãíà-
òóðû (k, q−k) â Mx0 òàêàÿ, ÷òî u : (Mx0 , gx0) → (Rm, g0) � èçîìåòðèÿ ïñåâäîåâêëèäîâûõ
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ãðóïïà Ψx0 îáðàçîâàíà ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Mx0 ,
îïðåäåëåííûìè ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì âåêòîðîâ X ∈ Mx0 âäîëü êóñî÷íî ãëàäêèõ ïå-
òåëü, çàìêíóòûõ â x0 , îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ∇ . Èç âûïîëíåíèÿ âêëþ÷åíèÿ
Φ(u) ⊂ O(k, q − k) âûòåêàåò, ÷òî îïðåäåëåííàÿ âûøå ïñåâäîåâêëèäîâà ìåòðèêà g0 â âåê-
òîðíîì ïðîñòðàíñòâå Mx0 èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ãîëîíîìèè Ψx0 .
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Ñîåäèíèì òî÷êó x0 ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷êîé x êóñî÷íî ãëàäêîé êðèâîé h : [0, 1] →M ,
h(0) = x0 è h(1) = x . Îáîçíà÷èì ÷åðåç τh : Mx0 → Mx ëèíåéíûé èçîìîðôèçì ïðî-
ñòðàíñòâ, çàäàííûé ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì âåêòîðîâ âäîëü êðèâîé h . Òðåáîâàíèåì,
÷òîáû τh áûëî èçîìåòðèåé, ìû îïðåäåëÿåì ïñåâäîðèìàíîâó ìåòðèêó ñèãíàòóðû (k, q−k)
â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Mx . Èñïîëüçóÿ èíâàðèàíòíîñòü g0 îòíîñèòåëüíî Ψx0 , íåòðóä-
íî ïðîâåðèòü, ÷òî ìåòðèêà gx íå çàâèñèò îò âûáîðà ïóòè h , ñîåäèíÿþùåãî x0 ñ x .

Òàêèì îáðàçîì, â àññîöèèðîâàííîì âåêòîðíîì ðàññëîåíèè Ê(M,Rq,Φ(u),R) îïðåäå-
ëåíà ïîñëîéíàÿ ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà g , êîòîðàÿ, ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ, ïàðàëëåëüíà
îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ∇ .

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ìåòðèêè g âäîëü ëþáîãî ïóòè, ïðèíàäëåæà-
ùåãî êàêîìó-ëèáî ëîêàëüíîìó ñëîþ ñëîåíèÿ (M,F ) â îêðåñòíîñòè Ui , i ∈ I , ýêâèâàëåí-
òåí ïðîåêòèðóåìîñòè g âäîëü ýòîãî ñëîÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìåòðèêà g òðàíñâåðñàëüíî
ïðîåêòèðóåìà îòíîñèòåëüíî ñëîåíèÿ (M,F ) . Áëàãîäàðÿ ýòîìó, ñóáìåðñèè fi : Ui → Vi
òðåáîâàíèåì, ÷òîáû ëèíåéíûå èçîìîðôèçìû fi∗x : Mx → TvN , ãäå v = fi(x) , áûëè èçî-
ìåòðèÿìè, îïðåäåëÿþò ïñåâäîðèìàíîâó ìåòðèêó gN ñèãíàòóðû (k, q−k) íà ìíîãîîáðàçèè
N , îòíîñèòåëüíî êîòîðîé âñå γij � ëîêàëüíûå èçîìåòðèè.

Ïîñêîëüêó ñëîåíèå (R̂, F̂) ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì ñëîåíèÿ (R,F) íà R̂ , à ñâÿçíîñòü

Q̂ � ñóæåíèåì H -ñâÿçíîñòè Q íà R̂ , òî íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðîåêòèðóå-
ìîñòü Q îòíîñèòåëüíî ñëîåíèÿ (R,F) âëå÷åò ïðîåêòèðóåìîñòü Q̂ îòíîñèòåëüíî ñëîåíèÿ

(R̂, F̂) . Ñëåäîâàòåëüíî, ñâÿçíîñòü Q̂ èíäóöèðóåò O(k, q−k) -ñâÿçíîñòü Q̂0 íà P̂ , êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ ðåäóêöèåé H -ñâÿçíîñòè Q0 íà P . Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 3.1. ýòî ýêâèâàëåíò-
íî ïàðàëëåëüíîñòè ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêè gN îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ∇N ,
òî åñòü ∇NgN = 0.

Òàêèì îáðàçîì, (M,F ) � ïñåâäîðèìàíîâî ñëîåíèå òðàíñâåðñàëüíîé ñèãíàòóðû (k, q−
k) , à åãî òðàíñâåðñàëüíàÿ ìåòðèêà ïàðàëëåëüíà îòíîñèòåëüíî òðàíñâåðñàëüíîé ñâÿçíîñòè
∇N .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ñ ë å ä ñ ò â è ÿ 1.2. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëü-
íîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, à R(M,H) ñî ñëîåíèåì (R,F) îáðàçóåò ñëîåíîå ðàññëîåíèå
òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ íàä (M,F ) . Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò òî÷êà u ∈ R , äëÿ êîòî-
ðîé ãðóïïà ãîëîíîìèè Φ(u) ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíîé ïîäãðóïïîé â ãðóïïå Ëè
H = GL(q, R) . Ñëåäîâàòåëüíî, Φ(u) ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé ìàêñèìàëüíîé êîìïàêòíîé
ïîäãðóïïå K ãðóïïû H . Òàê êàê îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà O(q) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé
êîìïàêòíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû H , òî îíà ñîïðÿæåíà ñ K . Ïóñòü x = π(u) . Êîãäà u
ïðîáåãàåò ñëîé π−1(x) , ãðóïïà Φ(u) ïðîáåãàåò âåñü êëàññ ïîäãðóïï, ñîïðÿæåííûõ ñ ãðóï-
ïîé K . Ïîñêîëüêó â ýòîì êëàññå ñîäåðæèòñÿ O(q) , íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà û ∈ π−1(x) , ÷òî
Φ(û) ⊂ O(q).

Ðàññìàòðèâàÿ O(q) êàê ãðóïïó O(k, q − k) ïðè k = 0 è ïðèìåíÿÿ Òåîðåìó 1.1., ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî (M,F ) � ðèìàíîâî ñëîåíèå.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ò å î ð å ì û 1.2.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (M,F ) � ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ.
Ïóñòü U � êîîðäèíàòíàÿ îêðåñòíîñòü àäàïòèðîâàííîé êàðòû (U,φ) ìíîãîîáðàçèÿ M ,

D � òðàíñâåðñàëüíûé äèñê â U è s : D → R � ñå÷åíèå, îáëàäàþùåå óêàçàííûì â òåîðåìå
ñâîéñòâîì. Îáîçíà÷èì òîé æå áóêâîé ñëîåíîå ñå÷åíèå s : U → R , ÿâëÿþùååñÿ ïðîäîë-
æåíèå ñå÷åíèÿ s : D → R , ïðè êîòîðîì ëîêàëüíûå ñëîè ñëîåíèÿ (M,F ) îòîáðàæàþòñÿ
â ëîêàëüíûå ñëîè ïîäíÿòîãî ñëîåíèÿ (R,F) . Áëàãîäàðÿ ëîêàëüíîìó ðàññìîòðåíèþ òàêîå
ñå÷åíèå ñóùåñòâóåò. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òðèâèàëèçàöèÿ
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h : π−1(U) → U ×H ðàññëîåíèÿ òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ π : R → M â îêðåñòíîñòè U ,
ïðè êîòîðîé h(s(U)) = U × {e} , ãäå e � åäèíèöà ãðóïïû H .

Ïîëîæèì W = h−1(U × O(k, q − k)) . Ïîêàæåì, ÷òî íàñûùåíèå N(W ) ìíîæåñòâà W
îòíîñèòåëüíî ïîäíÿòîãî ñëîåíèÿ (R,F) ÿâëÿåòñÿ ñëîåíûì O(k, q − k) -ðàññëîåíèåì äëÿ
ñëîåíèÿ (N(U), F ) . Ïîñêîëüêó íàñûùåíèå îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà îòêðûòî, N(W ) �
îòêðûòîå ïîäìíîãîîáðàçèå â R .

Ïîêàæåì, ÷òî π−1(U)∩N(W ) = W . Äëÿ ëþáîãî ñëîÿ L(u) , u ∈ R , ïîäíÿòîãî ñëîåíèÿ
÷åðåç H(u) = {a ∈ H |RaL(u) = L(u)} îáîçíà÷àåòñÿ ïîäãðóïïà ñòðóêòóðíîé ãðóïïû
H , îñòàâëÿþùàÿ ýòîò ñëîé èíâàðèàíòíûì. Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû äëÿ ëþáîé òî÷êè
u ∈ s(D) âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå H(u) ⊂ O(k, q − k) è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòî âêëþ÷åíèå
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé òî÷êè u ∈ s(U) . Ïîýòîìó π−1(x) ∩ L(u) ⊂ W äëÿ ëþáîé òî÷êè
x ∈ U è u = s(x) . Ïóñòü òåïåðü v � ëþáàÿ òî÷êà èç W . Òàê êàê W := h−1(U×O(k, q−k)) ,
òî íàéäóòñÿ a ∈ O(k, q−k) è u ∈ s(U) òàêèå, ÷òî v = ua . Â ýòîì ñëó÷àå H(v) = a−1H(u)a ,
ñëåäîâàòåëüíî, H(v) ⊂ O(k, q − k) äëÿ ëþáîé òî÷êè v ∈ W . Ïîñêîëüêó W èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî ãðóïïû O(k, q − k) , ýòî âëå÷åò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî π−1(U) ∩ N(W ) = W .
Èñïîëüçóÿ ýòî ðàâåíñòâî, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî N(W ) ÿâëÿåòñÿ ðåäóêöèåé ðàññëîåíèÿ
ðåïåðîâ íàä M ê çàìêíóòîé ïîäãðóïïå O(k, q − k) ãðóïïû H .

Òàêèì îáðàçîì, πN(W ) : N(W ) → N(U) � ïðîåêöèÿ ñëîåíîãî O(k, q − k) -ðàññëîåíèÿ
íàä (N(U), F ) . Çàìåòèì, ÷òî ñóæåíèå ôîðìû ñâÿçíîñòè β íà W ÿâëÿåòÿ so(k, q − k) -
çíà÷íîé 1 -ôîðìîé ðèìàíîâîé ñâÿçíîñòè íà W , òðàíñâåðñàëüíî ïðîåêòèðóåìîé îòíîñè-
òåëüíî ñëîåíèÿ (N(W ),F) . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (N(U), F ) � ïñåâäîðèìàíîâî ñëîåíèå òðàíñ-
âåðñàëüíîé ñèãíàòóðû (k, q − k) .

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î
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A criterion for foliations with transverse linear connection

to be pseudo-Riemannian

c⃝ N. I. Zhukova3, K. I. Sheina4,

Abstract. We obtain necessary and su�cient conditions for a foliation of codimension q on n -
dimensional manifold with transverse linear connection to admit a transverse invariant pseudo-
Riemannian metric of a given signature which is parallel with the respect to the indicated
connection. In particular we obtain a criterion for a foliation with transverse linear connection
to be Riemannian foliation.
Key Words: foliation, linear connection, holonomy group of a connection, the germ holonomy
group of a leaf
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