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В этой работе методами степенной геометрии
находятся асимптотические разложения решений
пятого уравнения Пенлеве при x → 0 для всех зна�
чений его четырех комплексных параметров. По�
лучено 30 семейств разложений решений уравне�
ния; 22 из них получены из опубликованных раз�
ложений решений шестого уравнения Пенлеве;
среди остальных восьми семейств одно было из�
вестно, еще два могут быть получены из разложе�
ний решений третьего уравнения Пенлеве. Новы�
ми являются три семейства полуэкзотических и
два семейства сложных разложений. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пятое уравнение Пенлеве имеет вид

(1)

где α, β, γ, δ – комплексные параметры, x – неза�
висимая, y – зависимая комплексные перемен�

ные, y' = . Уравнение (1) имеет две особые точ�

ки x = 0 и x = ∞. 

В этой работе методами двумерной степенной
геометрии [1–4] ищем все асимптотические раз�
ложения решений уравнения (1) при x → 0 вида 

(2)

где cr(x), cs(x), r, s ∈ �, K ⊂ {s: Res > Rer}, множество
K счетно. Различаем пять типов разложений (2).

Ти п  1. С т е п е н н ы е  р а з л о ж е н и я: cr и
cs – постоянные.
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Ти п  2. С т е п е н н о�л о г а р и ф м и ч е с к и е
р а з л о ж е н и я: cr – постоянный коэффициент,
cs = cs(x) – многочлены от lnx.

Ти п  3. С л о ж н ы е  р а з л о ж е н и я: cr = cr(x)
и cs = cs(x) – ряды по убывающим степеням lnx.

Ти п  4. Э к з о т и ч е с к и е  р а з л о ж е н и я:
cr(x) и cs(x) – ряды по степеням xi, в cr содержится
счетное число слагаемых и показатели степени xi

ограничены либо сверху, либо снизу.
Ти п  5. П о л у э к з о т и ч е с к и е  р а з л о ж е �

н и я: cr(x) – конечная сумма степеней xi с ком�
плексными коэффициентами и cs(x) – ряды по
степеням xi. 

Представим уравнение (1) в виде дифференци�
альной суммы. Для этого умножим его на x2y(y – 1)
и перенесем все члены уравнения в правую часть.
Получим уравнение 

(3)
Уравнения (1) и (3) инвариантны относительно
замены (симметрии) 

(4)

При αβγδ ≠ 0 носитель S( f ) уравнения (3), много�

угольник Γ( f ) и его ребра  изображены на рис. 1.
Поскольку мы рассматриваем случай x → 0, то ко�
нус задачи � = {p1 ≤ 0}, т.е. нас интересуют только

вершины  = (0, 0),  = (0, 5) и ребро .
Укороченные уравнения, соответствующие верши�
нам, являются алгебраическими и, согласно заме�

чанию 1.1 из [1], не дают решений. Ребру  соот�
ветствуют укороченное уравнение 

(5)

f x y,( ) = x2y y 1–( )y''– x2 3
2
��y 1

2
��–⎝ ⎠

⎛ ⎞ y'( )2 xy y 1–( )y'–+ +

+ y 1–( )3 αy2 β+( ) γxy2 y 1–( ) δx2y2 y 1+( )+ + 0.=

def

x y α β γ δ, , , , ,( ) x̃ 1
ỹ
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и нормальный конус  = {λ(–1, 0), λ > 0}. Ищем
решение уравнения (5) в виде y = c, c = const ∈ �,
c ≠ 0; получаем определяющее уравнение 

(6)
Его решениями являются c = 1, при α ≠ 0 также

c1, 2 = ± , а при α = β = 0 – любое c. Первая ва�

риация суммы (5) при подстановке y = c, равна

�(x) = –x2c(c – 1)  – xc(c – 1)  + (c – 1)2(5αc2 +

+ β). Для c ≠ 0 этот оператор равен нулевому толь�
ко при c = 1, поэтому c = 1 является единствен�
ным решением уравнения (6), обращающим опе�
ратор �(x) в нулевой. 

Сделав в уравнении (3) замену y = 1 + z, полу�
чаем уравнение

(7)

При αβγδ ≠ 0 носитель S(g) уравнения (7), мно�

гоугольник Γ(g) и его ребра  изображены на

рис. 2. Внешние нормали Nj к ребрам  – это
N1 = (1, 0), N2 = (1, 1), N3 = (–1, 0), N4 = (–1, –1).

Поскольку мы рассматриваем случай x → 0, то ко�
нус задачи � = {p1 ≤ 0}, а значит, нас интересуют толь�

ко вершины  = (2, 0),  = (0, 5),  = (0, 2) и
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ребра , . Вершинам  и  соответ�
ствуют алгебраические укороченные уравнения,

которые не дают решений. Вершина  лежит на

ребре .

2. РАЗЛОЖЕНИЯ,

СООТВЕТСТВУЮЩИЕ РЕБРУ 

Ребру  многоугольника Γ(g) (рис. 2) соот�
ветствуют укороченное уравнение 

(8)

и нормальный конус  = {λ(–1, –1), λ > 0}.
Ищем решение уравнения (8) в виде z = c1x. Полу�

чаем c1 = – , т.е. z = – . Первая вариация

суммы (8) равна 

(9)

Характеристический многочлен значения опера�

тора (9) при z = c1x равен ν(k) = (k – 1)2 +  его

корни k1, 2 = 1 ± . Конус задачи – это � = {k:

Rek ≥ 1, k ≠ 1}. 
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Рис. 1. Носитель S( f ) уравнения (3), многоугольник

Γ( f ) и его ребра .Γj
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Рис. 2. Носитель S(g) уравнения (7), многоугольник

Γ(g) и его ребра . Gj
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С л у ч а й  Rek1, 2 ≠ 1. Введем обозначение a =

= ; имеется единственное

критическое число k = 1 + a. Рассмотрим следую�
щие два подслучая: 

1) a ∉ �. Получаем семейство степенных раз�
ложений 

(10)

где K = {s: s = l + m + ma, l, m ∈ �, l, m ≥ 0, l + m > 0},
ca + 1 – произвольная константа, остальные коэф�
фициенты cs однозначно определены. При a ∈ �
разложение (10) сходится по теореме 1.7.2 из [4]; 

2) a ∈ �. Получаем семейство степенно�лога�
рифмических разложений 

(11)

где cs – постоянные для 1 ≤ s ≤ a и cs – многочлены
от lnx с однозначно определенными коэффици�
ентами для s ≥ a + 2, ca + 1 = A lnx + C, где C – про�
извольная постоянная. Например, если a = 1, то 

После степенного преобразования 

и сокращения на x2 уравнение (8) принимает вид 

(12)

нормальный конус  переходит в U* = {λ(–1, 0),
λ > 0}. Решим уравнение (12). Для этого сделаем
логарифмическое преобразование 

и получим уравнение 

(13)

Здесь и далее точка обозначает дифференцирова�
ние по переменной ξ. 

Первый интеграл уравнения (13)

(14)

где C – произвольная постоянная. 

Предположим сначала, что γδ ≠ 0 и рассмотрим
следующие три случая. 

1�й  с л у ч а й. C = 0. Проинтегрировав уравне�
ние (14), получаем [8] 
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откуда 

где C1 – произвольная постоянная. Это решение
соответствует нормальному конусу U*. 

2�й  с л у ч а й. Дискриминант квадратного
трехчлена, стоящего под знаком корня, равен ну�

лю, т.е. C = – . Проинтегрировав уравнение

(14), получаем 

Это решение соответствует нормальному конусу

U* только при  ∈ �. В этом случае Rek1, 2 = 1,

где k1, 2 – корни характеристического многочлена
ν(k) оператора (9). 

3�й  с л у ч а й. C ≠ 0 и дискриминант не равен ну�

лю, т.е. C ≠ . Решения уравнения (14) имеют вид 

Эти решения соответствуют нормальному конусу
U* только при вещественном отрицательном C,
т.е. C < 0. 

Пусть теперь γ ≠ 0, δ = 0. Тогда случай 2 невоз�
можен, а случаи 1 и 3 сохраняются, только в соот�
ветствующие формулы надо подставить δ = 0. 

Пусть теперь γ = 0, δ ≠ 0. Уравнение (14) при�
нимает вид 

(15)

Случай 2 опять невозможен; в случае 1, проинте�
грировав уравнение (15), получаем решения 

Эти решения соответствуют конусу U*. В случае 3
решения сохраняются, только надо подставить
γ = 0. 

Если γ = δ = 0, то ребро  (рис. 2) отсутству�
ет, зато уравнение (7) имеет двукратное решение
z = 0, т.е. уравнение (1) имеет решение y = 1. 

Теперь продолжим найденные решения укоро�
ченного уравнения (8) как разложения решений
полного уравнения (3). Согласно критерию из [2],
в случае 1 решения укороченного уравнения (8)
продолжаются в виде сложных разложений; в
случаях 2 и 3 – в виде полуэкзотических разложе�
ний согласно [3]. 
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Сформулируем все эти результаты в виде тео�
ремы. 

Те о р е м а  1. При x → 0 в случае γδ ≠ 0 решения
уравнения (3) образуют: 

семейство степенных разложений �1 (10);

семейство степенно-логарифмических разложе-
ний �2 (11);

семейство сложных разложений 

(16)

где C – произвольная комплексная постоянная, ϕp –
ряды по убывающим степеням lnx с однозначно
определенными комплексными коэффициентами;

три семейства полуэкзотических разложений 

(17)

r и cr – произвольные постоянные. Семейства �1,

, �2 и �3 – однопараметрические, а семейство
�4 двухпараметрическое (по cr и r). 

В случае γ ≠ 0, δ = 0 имеются (однопараметриче-
ское) семейство сложных разложений �3 (16) и (двух-
параметрическое) семейство полуэкзотических
разложений �4 (17) (в эти формулы надо подста-
вить δ = 0). 

В случае γ = 0, δ ≠ 0 имеются два (однопарамет-
рических) семействa сложных разложений 

где C – произвольная комплексная постоянная, ϕp –
ряды по lnx с однозначно определенными комплекс-
ными коэффициентами и (двухпараметрическое)
семейство полуэкзотических разложений �4 (17)
(в формулу (17) надо подставить δ = 0). 

Итак, ребру  (рис. 2) соответствуют восемь

семейств разложений �1 – �6, . Семейства
�1 – �3 аналогичны семействам, найденным для
нижнего ребра многоугольника третьего уравне�
ния Пенлеве [5, 6]. 
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3. РАЗЛОЖЕНИЯ, СООТВЕТСТВУЮЩИЕ 

РЕБРУ  И ЕГО ВЕРШИНАМ

Рассмотрим ребро . Ему соответствует уко�
роченное уравнение 

(18)

Л е м м а  1. После замены (y, a, c) = (–z, –α, β)
и деления на 2z уравнение (2.3.1) из [4], которое
имеет вид 

(19)

перейдет в уравнение (18). 
Таким образом, мы можем получить первый

член и узнать характер разложений, соответствую�

щих ребру , вершине  = (0, 2), а также вер�

шине  = (0, 3) в случае α = 0. Поскольку нор�
мальные конусы этих вершин для многоугольников
пятого и шестого уравнений Пенлеве совпадают, а
также совпадают базисы решеток носителей урав�
нений, то из леммы 1 этой работы и теорем 2.2.1,
2.3.1, 3.2.1 и 3.4.1 из [4] следует 

Те о р е м а  2. При x → 0 существуют следую-
щие 22 семейства локальных разложений решений
исходного уравнения (3):

�0 – степенное, двухпараметрическое, суще-
ствует при всех значениях параметров α, β, γ, δ,
имеет вид 

где 0 < Rer < 1, если |γ| + |δ| ≠ 0 и 0 < Rer, если γ = δ = 0; 

, τ = ±1 – экзотические, двухпараметриче-
ские, при α ≠ 0;

�1 – степенное, при αβ ≠ 0, α+ β ≠ 0, Re(  –

– ) ∉ �;

�2 – степенное, при αβ ≠ 0, α+ β ≠ 0, Re(  +

+ ) ∉ � или αβ ≠ 0, α+ β ≠ 0;

�1 – степенно-логарифмическое, однопарамет-

рическое, при αβ ≠ 0, α+ β ≠ 0, Re(  – ) ∈
∈ �\{0};

�2 – степенно-логарифмическое, однопарамет-

рическое, при αβ ≠ 0, α+ β ≠ 0, Re(  + ) ∈
∈ �\{0} или αβ ≠ 0, α+ β ≠ 0;

, τ = ±1, j = 1, 2, – экзотические, однопара-

метрические, при αβ ≠ 0, α+ β ≠ 0, Re(  +

+ (⎯1)j ) = 0;
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�3 – сложное, однопараметрическое, суще-
ствует при αβ ≠ 0, α+ β ≠ 0;

�4, �5 – сложные, однопараметрические, при
αβ ≠ 0, α+ β ≠ 0;

�6 – степенное, однопараметрическое, при α ≠ 0,

β = 0, Re  ≠ 0;

, τ = ±1 – экзотические, однопараметриче-

ские, при α ≠ 0, β = 0, Re  = 0;

, τ = ±1, – экзотические, двухпараметриче-
ские, при α = 0;

�8, �9 – степенные, однопараметрические, при
α = 0, β ≠ 0;

�10 – степенное, однопараметрическое, при α =
= β = 0;

�1 (семейство, обозначенное через  в работе
[4]) – степенное, однопараметрическое, при α = 0;

�2 – степенное, однопараметрическое, при β = 0,
получается симметрией (4) из семейства �1. 

З а м е ч а н и е  1. В [4] доказательства суще�
ствования всех семейств, указанных в теореме 2,
кроме семейства �10, используют только свойства
укороченного уравнения (19), которое эквива�
лентно уравнению (18). Поэтому существование
этих семейств у пятого уравнения Пенлеве следу�
ет из леммы 1. Только доказательство существова�
ния семейства �10 для шестого уравнения Пенле�
ве в [4] использует дифференциальные мономы,
которые не входят в укороченное уравнение (19).
Поэтому существование семейства �10 пятого
уравнения Пенлеве не следует из леммы 1. Но до�
казательство существования семейства �10 для

пятого уравнения Пенлеве дословно повторяет
аналогичное доказательство из [4]. 

Кроме того, при α = 0 и при β = 0 имеются ис�
ключительные решения уравнения (7): y = ∞ и y = 0
соответственно. 

Асимптотические разложения решений пятого
уравнения Пенлеве при x → ∞ изучены в [7]. По�
дробные выкладки и доказательства по этому
сообщению см. в [8]. Ранее известные разложения
решений пятого уравнения Пенлеве изложены в
книге [9]. 

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского фонда фундаментальных исследова�
ний (проект 11–01–00023).
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