
áÌÇÅÂÒÁ É ÁÎÁÌÉÚ�ÏÍ 20 (2008), �2�åïòéñ ðòåäó�á÷ìåîéê áìçåâòù(íïäéæéãéòï÷áîîïçï) õòá÷îåîéñï�òáöåîéê GL(m|n) �éðá© ä. é. çõòå÷éþ, ð. î. ðñ�ï÷, ð. á. óáðïîï÷ðÕÓÔØ R : V ⊗2 → V ⊗2 ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ñÎÇÁ{âÁËÓÔÅÒÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ çÅËËÅ. �ÏÇÄÁ ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ{ðÕ-ÁÎËÁÒÅ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ R-×ÎÅÛÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ m É n. íÙ ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ R ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ çÅËËÅ GL(m|n) ÔÉ�Á.ðÒÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ R ÍÙÓÔÒÏÉÍ ÖÅÓÔËÕÀ Ë×ÁÚÉÔÅÎÚÏÒÎÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ SW(V(m|n)), �ÏÒÏÖÄÅÎ-ÎÕÀ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ V É ÄÕÁÌØÎÙÍ Ë ÎÅÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ V ∗, É ×Ù-ÞÉÓÌÑÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÏÂßÅËÔÏ× ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏ-ÒÉÉ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅ-ÎÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÇÏ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ R, ÍÙ ××ÏÄÉÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ Ô×ÉÓÔÏ×ÁÎÎÏÊÂÉÁÌÇÅÂÒÙ É ÓÔÒÏÉÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ×ËÁÔÅÇÏÒÉÉ SW(V(m|n)).äÌÑ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ R, Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÇÒÕ�-�ÏÊ Uq(sl(m)), ÍÙ �ÒÅÄßÑ×ÌÑÅÍ ðÕÁÓÓÏÎÏ×Õ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÕÀ× Ë×ÁÚÉËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ �ÒÅÄÅÌÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÏÔÒÁÖÅÎÉÊ, É ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÑ, Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÍÏÇÏ ËÁÔÅÇÏÒÎÙÍ (Ë×ÁÎÔÏ×ÙÍ) ÓÌÅÄÏÍ.
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅáÌÇÅÂÒÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÔÅ-ÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÓÉÓÔÅÍ Ó ÇÒÁÎÉ�ÅÊ. ïÎÁ �ÏÌÕÞÉÌÁ Ó×ÏÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÏÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ,Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÅÇÏ ÆÁËÔÏÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÒÁÓÓÅÑÎÉÅ ÞÁÓÔÉ� ÎÁ �ÏÌÕ�ÒÑÍÏÊ (ÓÍ. ÒÁ-ÂÏÔÕ [C℄, × ËÏÔÏÒÏÊ ×�ÅÒ×ÙÅ �ÏÑ×ÉÌÏÓØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅÏÔ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÇÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ).ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÁÌÇÅÂÒÁ (ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ, Ô×ÉÓÔ, ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÑ çÅËËÅ, ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ{ðÕÁÎËÁÒÅ, ÂÉ-ÒÁÎÇ, ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ûÕÒÁ{÷ÅÊÌÑ, (Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ)ÓÌÅÄ, (Ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, Ô×ÉÓÔÏ×ÁÎÎÁÑ ÂÉÁÌÇÅÂÒÁ.òÁÂÏÔÁ ä. çÕÒÅ×ÉÞÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÏÍ ANR-05-BLAN-0029-01, ÒÁÂÏÔÁð. ðÑÔÏ×Á É ð. óÁ�ÏÎÏ×Á ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÆÉÎÁÎÓÉÒÏ×ÁÌÁÓØ ÚÁ ÓÞÅÔ ÇÒÁÎÔÁ òææé 05-01-01086.70



�åïòéñ ðòåäó�á÷ìåîéê áìçåâòù 71óÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÅÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (ÓÍ. [KS℄), ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ1 K, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ lji , 1 ≤ i; j ≤ N , ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÄÞÉÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞ-ÎÙÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍR12L1R12L1 = L1R12L1R12:úÄÅÓØ L1 = L⊗ I, ÇÄÅ L = ‖lji ‖ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÉÚ ÇÅÎÅ-ÒÁÔÏÒÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ. ìÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ R : V ⊗2 →V ⊗2 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ñÎÇÁ-âÁËÓÔÅÒÁ (Ô×ÉÓÔ) R12R23R12 = R23R12R23 ; (1.1)ÇÄÅ V ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K, dimK V =N . éÎÄÅËÓÙ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ R ÎÕÍÅÒÕÀÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (ÉÌÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á), ×ËÏÔÏÒÙÈ ÄÁÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, R12 É R23× ×ÙÛÅ�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍ ÒÁ×ÅÓÔ×Å ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÔÁËÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ × ÔÅÎÚÏÒÎÏÊÓÔÅ�ÅÎÉ V ⊗3: R12 = R⊗ I, R23 = I ⊗R.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ (ÓÍ. [KS℄), ÉÍÅÀÝÉÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅÉ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. áÌÇÅÂÒÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÁÑÓ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ Uq(sl(m)), ×ÏÚÎÉËÁÅÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ q-ÁÎÁÌÏÇÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��ÁÈ GL(m) É SL(m) (ÓÍ.[FP℄). ÷ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÏÎÁ ÔÒÁËÔÕÅÔÓÑ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÄ×É-ÇÏ×, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ q-ÁÎÁÌÏÇÁÍÉ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÌÅ×ÏÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÌÅÊ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÇÒÕ��Å.÷ �ÒÉÍÅÒÅ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÍ Ó Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ Uq(g), ÇÄÅ g ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁìÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù ìÉ G, ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ ÆÁËÔÏÒ ÁÌÇÅÂÒÙÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌØ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÉ (Ë×ÁÎÔÏ×ÁÎÉÑ) ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á K[G℄. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÓËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÂÙÌÁ ××ÅÄÅÎÁí. óÅÍÅÎÏ×ÙÍ-�ÑÎØ-ûÁÎÓËÉÍ.21÷ ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó �ÏÌÅÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ K = C, ÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù É × ÓÌÕÞÁÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÏÌÑ K = R.2úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÆÕÎË�ÉÊ ÌÀÂÏÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù ìÉG ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÒÕ-ÇÁÑ ÓËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ, ÏÔËÒÙÔÁÑ å. óËÌÑÎÉÎÙÍ. ë×ÁÎÔÏ×ÁÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÜÔÏÊÓËÏÂËÏÊ ÄÁÅÔ ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒÕ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ RTT (ÓÍ. [FRT℄). üÔÉ Ä×Á Ë×ÁÎ-ÔÏ×ÙÈ ÁÎÁÌÏÇÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á K[G℄ Ó×ÑÚÁÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ (,,transmu-tation pro
edure\), ××ÅÄÅÎÎÙÍ û. íÁÄÖÉÄÏÍ (ÓÍ. ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÀ [M℄ É ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅÓÑ ÔÁÍÓÓÙÌËÉ). ÷ ÒÁÂÏÔÅ [IOP℄ ÂÙÌ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ ÅÄÉÎÙÊ �ÏÄÈÏÄ Ë Ï�ÉÓÁÎÉÀ �ÏÄÏÂÎÙÈ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈÁÌÇÅÂÒ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ �ÏÎÑÔÉÉ �ÁÒÙ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÈ R-ÍÁÔÒÉ� (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [GPS1, GPS2℄,ÇÄÅ ÜÔÏÔ �ÏÄÈÏÄ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÓÕ�ÅÒ-ÁÌÇÅÂÒ).



72 ä. é. çõòå÷éþ, ð. î. ðñ�ï÷, ð. á. óáðïîï÷÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ñÎÇÁ{âÁËÓÔÅÒÁ (1.1), ÏÔÎÏÓÑÝÉÍÉÓÑ Ë çÅËËÅ×ÓËÏÍÕ ÔÉ�Õ, Ô.Å. ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉ-ÍÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ(R− q I)(R + q−1 I) = 0 ; (1.2)ÇÄÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ �ÁÒÁÍÅÔÒ q ∈ K �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ×ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ q ÎÅ �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÉÔ ÓÞÅÔÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù, Ô.Å.qk 6= 1, k = 2; 3; : : : , ÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ q = 1 ÎÅ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÏ. ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÜÔÏÇÏ×ÙÂÏÒÁ q-ÁÎÁÌÏÇÉ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑkq := qk − q−kq − q−1 6= 0; ∀ k ∈ N :÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÌÀÂÏÊ Ô×ÉÓÔ R, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ (1.2), ÂÕÄÅÔ ÎÁ-ÚÙ×ÁÔØÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ çÅËËÅ.ïÓÏÂÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ ÄÌÑ ÎÁÓ ÂÕÄÕÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ çÅË-ËÅ Rq, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ q × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉÅÄÉÎÉ�Ù ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ �ÏÌÑ 1 ∈ K, É ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ �ÒÉ q = 1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑÓÉÍÍÅÔÒÉÑ R = R1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ R2 = I.èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÄÁÅÔÓÑ R-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ äÒÉÎ-ÆÅÌØÄÁ{äÖÉÍÂÏ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÅÊ ÉÚ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù Uq(sl(m))Rq = m
∑i;j=1 qÆij hji ⊗ hij + m

∑i<j (q − q−1)hii ⊗ hjj (1.3)ÇÄÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ hji ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÏ× End(V ) hji (xk) = Æjk xi ;ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÄÁÎÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ {xk} �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ�ÒÉ q = 1 �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ ×ÙÛÅ Ô×ÉÓÔ Rq �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÏÂÙÞÎÕÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×-ËÕ P .óÉÍÍÅÔÒÉÀ çÅËËÅ (1.3) É ×ÓÅ Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÎÅÊ ÏÂßÅËÔÙ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁ-ÚÙ×ÁÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ çÅËËÅ, ÎÅÔÏÌØËÏ ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ, ÎÏ ÄÁÖÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÄÅÆÏÒÍÁ-�ÉÑÍÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, Ô.Å. R1 6= P (ÓÍ. [G3℄).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊUq(sl(m)) ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ çÅËËÅ (1.3). õ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÍÅÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅ ÅÅ ÏÔ ÁÌÇÅÂÒ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÄÒÕÇÉÍÉË×ÁÎÔÏ×ÙÍÉ ÇÒÕ��ÁÍÉ Uq(g), g 6= sl(m).



�åïòéñ ðòåäó�á÷ìåîéê áìçåâòù 73ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ q-ÄÅÆÏÒ-ÍÁ�ÉÀ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Sym (gl(m)) = K[gl(m)∗℄. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ-×ÁÍÉ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÎÅ ÎÁÌÁÇÁÑ ÎÉËÁËÉÈ ÄÏ�ÏÌ-ÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ×Ù�ÏÌÎÑÑ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÓÄ×ÉÇ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ(�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÎÏ×ÏÍÕ �ÁÒÁÍÅÔÒÕ ~) ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏ× ÁÌÇÅ-ÂÒÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ, ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÑÍ ÄÌÑ ÓÄ×ÉÎÕÔÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ × ÔÁËÏÍ ÂÁÚÉÓÅÁÌÇÅÂÒÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÔÒÁËÔÏ×ÁÔØÓÑ ËÁË ,,Ä×ÏÊÎÁÑ ÄÅÆÏÒ-ÍÁ�ÉÑ\ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ K[gl(m)∗℄, �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÍÁÑ qÉ ~. üÔÕ ÆÏÒÍÕ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ L(Rq; ~). ðÏÌÁÇÁÑ �ÁÒÁÍÅÔÒ ÓÄ×ÉÇÁ ~ = 0,ÍÙ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÍÓÑ Ë ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÅÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ
L(Rq).æÉËÓÁ�ÉÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ q × ÅÄÉÎÉ�Å �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÁÌÇÅÂÒÕ L(Rq; ~) × ÕÎÉ×ÅÒ-ÓÁÌØÎÕÀ ÏÂÅÒÔÙ×ÁÀÝÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ U(gl(m)~), ÇÄÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ g~ ÏÔÒÁÖÁÅÔÚÁÍÅÎÕ ÓËÏÂËÉ ìÉ [ ; ℄ ÁÌÇÅÂÒÙ g ÎÁ ÓËÏÂËÕ ~[ ; ℄. éÓÈÏÄÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ K[gl(m)∗℄ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉ Ä×ÏÊÎÏÊ Ó�Å�ÉÁÌÉÚÁ�ÉÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×ÁÌÇÅÂÒÙ L(Rq; ~) × ÔÏÞËÁÈ ~ = 0 É q = 1.áÌÇÅÂÒÁ L(Rq; ~) (ËÁË É L(Rq)) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅ×ÒÁÝÅÎÁ × ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄUq(sl(m)). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ L(Rq; ~) ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑUq(sl(m))-ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ (ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅË×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔ-ÒÁÖÅÎÉÊM(x · y) =M(1)(x) ·M(2)(y) ; ∀M ∈ Uq(sl(m)) ; ∀x; y ∈ L(Rq; ~);ÇÄÅ ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ó×ÉÄÌÅÒÁ ÄÌÑ ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × Ë×ÁÎ-ÔÏ×ÏÊ ÇÒÕ��Å: �(M) =M(1) ⊗M(2).÷ Ë×ÁÚÉËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ �ÒÅÄÅÌÅ Õ�ÏÍÑÎÕÔÁÑ ×ÙÛÅ Ä×ÏÊÎÁÑ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÑÁÌÇÅÂÒÙ K[gl(m)∗℄ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ �ÕÞÏË ÓËÏÂÏË ðÕÁÓÓÏÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÉÄÁ:

{ ; }PL;r = a { ; }PL + b { ; }r ; a; b ∈ K; (1.4)ÇÄÅ { ; }PL Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓËÏÂËÏÊ ðÕÁÓÓÏÎÁ{ìÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ÁÌÇÅ-ÂÒÏÊ gl(m), Á { ; }r �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓËÏÂËÉóÅÍÅÎÏ×Á-�ÑÎØ-ûÁÎÓËÏÇÏ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï gl(m)∗.ðÕÁÓÓÏÎÏ×Ù ÓÔÒÕËÔÕÒÙ (1.4) ÄÅÔÁÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ × §7 ÎÁÓÔÏÑÝÅÊÒÁÂÏÔÙ. �ÁÍ ÖÅ ËÒÁÔËÏ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ ÉÈ ÒÏÌØ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ,,Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈÏÒÂÉÔ\ O ⊂ gl(m)∗. ïÂÝÉÊ ÍÅÔÏÄ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÏÄÏÂÎÙÈ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÏÒÂÉÔÍÙ ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÎÁ �ÒÉÍÅÒÅ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ. ÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÄÒÕÇÉÈÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, × ÎÁÛÅÍ �ÏÄÈÏÄÅ Ë×ÁÎ-ÔÏ×ÙÅ ÏÒÂÉÔÙ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ËÁË ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÁËÔÏÒÙ ÁÌÇÅÂÒÙ L(Rq; ~) É �Ï



74 ä. é. çõòå÷éþ, ð. î. ðñ�ï÷, ð. á. óáðïîï÷Ó×ÏÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ×Ï ÍÎÏÇÏÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ,,fuzzy\ ÓÆÅÒÅ:
SL
(~) = U(su(2)~)=〈C − 
〉;ÇÄÅ C ÅÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ëÁÚÉÍÉÒÁ ÏÂÅÒÔÙ×ÁÀÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙU(su(2)~). îÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÁË ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ, ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ 
k ∈ K �ÁÒÁÍÅÔÒÁ 
 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏÌÀÂÁÑ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒ SL
k(~) ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × ÌÉÎÅÊ-ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Vk, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ SL
k(~) → End(Vk) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ su(2)-ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔÓÑ É Õ Õ�ÏÍÑÎÕÔÙÈ ×ÙÛÅ ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒ ÁÌÇÅÂÒÙ L(Rq; ~) Ó ÔÅÍ ÏÔÌÉÞÉÅÍ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á Vk Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂßÅËÔÁÍÉ Ë×ÁÚÉÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ÷ Ë×ÁÚÉÔÅÎ-ÚÏÒÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ ÏÂßÅËÔÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔÓÑ ÉÈ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏ-ÓÔØÀ, ËÏÔÏÒÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÁÔÅÇÏÒÎÙÊ (Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ) ÓÌÅÄ. îÅÏÂÈÏ-ÄÉÍÏÓÔØ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÏÂÙÞÎÏÇÏ ÓÌÅÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÏÓÏÂÅÎ-ÎÏÓÔÅÊ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ Ë Ï�ÉÓÁÎÉÀ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×. ÷ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉ §7 Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊÞÌÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÇÏ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÍ ÓÌÅÄÏÍ × ÓÌÕÞÁÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ çÅËËÅ.÷ ÏÂÝÉÈ ÞÅÒÔÁÈ × ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÔÒÉ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ �ÒÏ-ÂÌÅÍÙ. ðÅÒ×ÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ×ÓÅÈ (ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉ-ÍÙÈ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ çÅËËÅ R : V ⊗2 → V ⊗2. ëÌÀÞÅ×ÏÊ ÏÂßÅËÔ × ÒÅÛÅÎÉÉÜÔÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÙ | ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ{ðÕÁÎËÁÒÅ P−(t), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÔÁË ÎÁÚÙ-×ÁÅÍÏÊ ,,R-×ÎÅÛÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÅ\ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V (ÔÏÞÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÉ-×ÅÄÅÎÏ × §3). èÏÔÑ ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÀÝÁÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÆÏÒÍÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ �ÏËÁ ÎÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ{ðÕÁÎËÁÒÅ P−(t) ÌÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ çÅËËÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ3 [H, D℄. õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÕÀ �ÁÒÕ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (m|n), ÇÄÅ m(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ n) ÅÓÔØ ÓÔÅ�ÅÎØ �ÏÌÉÎÏÍÁ N(t) × ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ P−(t) (ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ D(t) × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ P−(t)), ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÂÉ-ÒÁÎÇÏÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ R (ÉÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ). âÉ-ÒÁÎÇ,× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÈÏÄÉÔ × ÎÁÛÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ Ë×ÁÚÉÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉûÕÒÁ{÷ÅÊÌÑ SW(V(m|n)), �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ V .3åÓÌÉ ÒÑÄ P−(t) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ R ÞÅÔÎÏÊ.üÔÏÔ �ÏÌÉÎÏÍ ÍÏÖÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ (1 + t)n, n = dimV , ÏÔ×Å-ÞÁÀÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ R ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÙÞÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÒÁÂÏÔÅ [G3℄ËÌÁÓÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÙ ×ÓÅ ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ çÅËËÅ Ó ÒÑÄÏÍ P−(t) = 1 + nt + t2.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ ÍÅÔÏÄ ,,ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÑ\ ÔÁËÉÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ, ËÏÔÏÒÙÊÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÓÔÒÏÉÔØ ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ çÅËËÅ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙ-ÍÉ ÒÑÄÁÍÉ çÉÌØÂÅÒÔÁ{ðÕÁÎËÁÒÅ.



�åïòéñ ðòåäó�á÷ìåîéê áìçåâòù 75ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ûÕÒÁ{÷ÅÊÌÑ SW(V(m|n)) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÔÏÒÏÊ �ÒÏ-ÂÌÅÍÏÊ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ × ÎÁÛÅÊ ÓÔÁÔØÅ. ïÂßÅËÔÁÍÉ ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÓÌÕ-ÖÁÔ �ÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V� ⊗ V ∗� . úÄÅÓØ V ÅÓÔØ ÉÓ-ÈÏÄÎÏÅ (ÂÁÚÉÓÎÏÅ) ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Ó×ÑÚÁÎÎÏÅ Ó ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍÏÊÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ çÅËËÅ R, V ∗ | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÄÕÁÌØÎÏÅ Ë V , ÓÉÍ×ÏÌÙ � É� ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ (ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ) ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈÞÉÓÅÌ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V → V� �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÆÕÎËÔÏÒ ûÕÒÁ, ÏÔ×ÅÞÁ-ÀÝÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ çÅËËÅ R (ÅÇÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ×ÅÒÓÉÑ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ × ÒÁÂÏ-ÔÅ [FH℄). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V ∗ → V ∗� Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏÍÏÎÏÉÄÁÌØÎÁÑ Ë×ÁÚÉÔÅÎÚÏÒÎÁÑ ÖÅÓÔËÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ SW(V(m|n)) (ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÅ × [CP℄) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ.íÙ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÏÂßÅËÔÏ× ËÁÔÅÇÏ-ÒÉÉ SW(V(m|n)), × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (ËÁË ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ, ÔÁË ÉË×ÁÎÔÏ×ÙÅ). ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ËÏÎËÒÅÔ-ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ çÅËËÅ É Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÏÔ ËÏÒÎÅÊ �ÏÌÉÎÏ-ÍÏ× N(t) É D(t), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ. ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÚÁ×É-ÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÂÉ-ÒÁÎÇÁ (m|n). ÷ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ËÁÔÅÇÏÒÉÑSW(V(m|n)) �ÏÈÏÖÁ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÎÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ U(gl(m|n))-ÍÏÄÕÌÅÊ.�ÒÅÔØÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ, ÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÎÁÛÅÊ ÒÁÂÏÔÅ, ÚÁ-ËÌÀÞÁÅÔÓÑ × �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÔÅÏÒÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎ-ÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ L(Rq; ~) × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ SW(V(m|n)). ðÏÓËÏÌØËÕÄÌÑ q 6= 1 ÁÌÇÅÂÒÙ L(Rq; ~) É L(Rq) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ (ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ, ÍÙ ÉÍÅÅÍÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÕÀ × Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÁÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÇÅ-ÎÅÒÁÔÏÒÏ×), ÍÙ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÅÏÒÉÀ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ4 L(Rq).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÉ�Ù �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔ-ÒÁÖÅÎÉÊ ÕÖÅ ÉÚÕÞÅÎÙ, ÇÌÁ×ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÞÅÔÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉçÅËËÅ (ÂÉ-ÒÁÎÇ (m|0)) [K, Mu1, GS2, S℄. ÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ �ÒÏ�ÉÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈÒÁÂÏÔ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÏÔÒÁÖÅÎÉÊ L(Rq; ~), ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ Ó ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ çÅË-ËÅ ÏÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ (Ô.Å. ÉÍÅÀÝÅÊ ÂÉ-ÒÁÎÇ (m|n)), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÁÌ-ÇÅÂÒÙ L(Rq; ~) ÎÁ ÏÂßÅËÔÁÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ SW(V(m|n)) ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ (ÓÍ. §6).÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÒÁÚÂÅÒÅÍ �ÒÉÍÅÒ ,,�ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÇÏ\ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ,Ô.Å. �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ �ad ÁÌÇÅÂÒÙ L(Rq; ~) × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÅÅ ÇÅÎÅÒÁÔÏ-ÒÏ×. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ çÅËËÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÓÕ�ÅÒ-�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ×4÷ ÔÏÞËÅ q = 1 ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ L(Rq; ~) ∼= L(Rq) ÒÁÚÒÕÛÁÅÔÓÑ, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÞÉÔÁ-ÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ L(Rq ; ~) É L(Rq) ÏÔÄÅÌØÎÏ É ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÎÉÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅÎÁÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÑ.



76 ä. é. çõòå÷éþ, ð. î. ðñ�ï÷, ð. á. óáðïîï÷Z2-ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å VR : V ⊗2 → V ⊗2 ; R(x⊗ y) = (−1)x yy ⊗ x ;ÇÄÅ x É y ÅÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V É ÓÉÍ-×ÏÌ �z ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÞÅÔÎÏÓÔØ (ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÕ) ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ z, ÁÌÇÅ-ÂÒÁ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØ-ÎÏÊ ÏÂÅÒÔÙ×ÁÀÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ U(gl(m|n)). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÛÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ�ad ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÙÞÎÏÍÕ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ. üÔÏÔ ÆÁËÔÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ �ÒÉÞÉÎ, �Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÁÌÇÅÂÒÕ L(Rq; ~) �ÏÄ-ÈÏÄÑÝÉÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÏÂÅÒÔÙ×ÁÀÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, × ÓÌÕÞÁÅ ÉÎ×ÏÌÀ-ÔÉ×ÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ çÅËËÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÏÂÅÒÔÙ×ÁÀÝÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÏÂÏÂÝÅÎ-ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ End(V ) (ÓÍ. §5). ðÏÄÏÂÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÂÙÌÉ××ÅÄÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÅ [G1℄, ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙìÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕ�ÅÒ-ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ.äÒÕÇÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÕËÁÚÙ×ÁÀÝÉÍ ÎÁ ÓÈÏÄÓÔ×Ï ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ-×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ É ÏÂÅÒÔÙ×ÁÀÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÁÌ-ÇÅÂÒÙ ìÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ Ô×ÉÓÔÏ×ÁÎÎÏÊ ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ. äÁÎÎÁÑ ÓÔÒÕË-ÔÕÒÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ � É ËÏÅÄÉÎÉ�ÅÊ ". ÷×ÏÄÑ ÍÁÔÒÉ�Õ L,ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÕÖÁÔ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÙ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÄÉÆÉ-�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ (ÓÍ. §6), ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÇÅ-ÎÅÒÁÔÏÒÁÈ ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ �ÒÁ×ÉÌÏÍ:�(L) = L⊗ 1 + 1⊗ L− (q − q−1)L⊗ L :ðÒÉ q = 1 �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁÈ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÏÂÅÒÔÙ×ÁÀÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ (ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ) ÁÌÇÅ-ÂÒÙ ìÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÍÙ É ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÁÎÔÉ�ÏÄÁ× ÁÌÇÅÂÒÅ L(Rq; ~), ËÁÔÅÇÏÒÉÑ SW(V(m|n)) ÅÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÚÁÍËÎÕÔÏÊ.÷ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÓÔÒÕËÔÕÒÅ L(Rq; ~)-ÍÏÄÕÌÑ ÎÁ ÏÂßÅËÔÁÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ûÕ-ÒÁ{÷ÅÊÌÑ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ çÅËËÅ (1.3), ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù Uq(sl(m)). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, q-ÁÎÁÌÏÇÉ ÓÕ-�ÅÒ-ÇÒÕ�� (ÓÍ. [KT℄) ÔÁËÖÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊËÁÔÅÇÏÒÉÉûÕÒÁ{÷ÅÊÌÑ.5 ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ çÅËËÅ ÏÂ-ÝÅÇÏ ×ÉÄÁ ÁÌÇÅÂÒÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÒÕ��Ï×ÏÇÏ ÔÉ�Á ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ,6 ÔÏÇÄÁ ËÁË ÁÌ-ÇÅÂÒÁ (ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ××ÅÄÅÎÁÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ çÅËËÅ.5÷ ÒÁÂÏÔÅ [Z℄ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ ÄÒÕÇÏÊ �ÕÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ q-ÄÅÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÈÁÌÇÅÂÒ U(gl(m|n)), ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ.6ðÏ�ÙÔËÁ Ñ×ÎÏÇÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÁËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÞÅÔÎÙÈ ÎÅË×ÁÚÉËÌÁÓÓÉ-ÞÅÓËÉÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ çÅËËÅ ÂÙÌÁ �ÒÅÄ�ÒÉÎÑÔÁ × ÒÁÂÏÔÅ [AG℄.



�åïòéñ ðòåäó�á÷ìåîéê áìçåâòù 77áÌÇÅÂÒÁ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÝÅ ÏÄ-ÎÉÍ �ÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×ÏÍ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ É ÅÅ ÓÕ�ÅÒ-ÁÎÁ-ÌÏÇÁÍÉ. ïÎÁ ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÁ ÄÌÑ Ñ×ÎÏÇÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊÎÁÄ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÍÉ ÏÒÂÉÔÁÍÉ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÍÉ ÒÁÍËÁÈ ÍÅÔÏÄÁ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏ-ÇÏ × ÒÁÂÏÔÁÈ [GS1, GS3℄. íÙ �ÌÁÎÉÒÕÅÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÜÔÉ ×Ï�ÒÏÓÙ × ÓÌÕÞÁÅÏÂÝÅÊ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÞÅÔÎÏÊ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ çÅËËÅ × �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ �ÕÂÌÉËÁ-�ÉÑÈ.÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÔÍÅÔÉÍ ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ñÎÇÁ{âÁËÓÔÅÒÁ çÅËËÅ×ÓËÏÇÏ ÔÉ�Á É ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÔÉ�Á âÉÒÍÁÎÁ{÷ÅÎ�ÌÑ{íÕÒÁËÁ-ÍÉ (Ë ÜÔÏÍÕ ÔÉ�Õ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÅÛÅÎÉÑ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ �ÒÉË×ÁÎÔÏ×ÁÎÉÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ�� ÓÅÒÉÊ Bn, Cn É Dn). èÏÔÑ × �ÏÓÌÅÄÎÅÍÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÖÅ ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÔÒÕÄÁ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ,,Ô×ÉÓÔÏ×ÁÎÎÕÀ ÓËÏÂËÕìÉ\ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å End(V ) (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [DGG℄) É ××ÅÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÕÀ ,,ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ ÏÂÅÒÔÙ×ÁÀÝÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ\, ÔÁËÁÑ ,,ÏÂÅÒÔÙ×ÁÀÝÁÑÁÌÇÅÂÒÁ\ ÎÅ ÂÕÄÅÔ, ÏÄÎÁËÏ, ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ Ó×ÏÅÇÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇÁ É�ÏÜÔÏÍÕ, Ó ÎÁÛÅÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÁ.óÔÁÔØÑ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.÷ §2 ÍÙ ×ÏÓ�ÒÏÉÚ×ÏÄÉÍ ÆÏÒÍÕÌÙR-ÔÅÈÎÉËÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÁÚÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ-ÛÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÞÉÓÌÏ×ÙÈÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÉÚÕÞÁÅÍÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× (ÞÁÓÔØ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁÉ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÎÅÓÅÎÙ × �ÒÉÌÏÖÅÎÉÅ). §3 �ÏÓ×ÑÝÅÎËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ çÅËËÅ. ÷ §4 ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ ËÁÔÅÇÏ-ÒÉÀ ûÕÒÁ{÷ÅÊÌÑ SW(V(m|n)), �ÏÒÏÖÄÁÅÍÕÀ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ V . ïÓÎÏ×ÎÏÊÏÂßÅËÔ ÎÁÛÅÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ | ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÏÔÒÁÖÅÎÉÊ | ××ÏÄÉÔÓÑ × §5, × ËÏÔÏÒÏÍ ÔÁËÖÅ ÉÓÓÌÅÄÕÀÔÓÑ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÏÎ-ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. ÷ §6 ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ-×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ Ô×ÉÓÔÏ×ÁÎÎÏÊ ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ, ÞÔÏ�ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÍ ÚÁÄÁÔØ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁ-ÖÅÎÉÊ L(Rq; ~) ÎÁ ×ÓÅÈ ÏÂßÅËÔÁÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ SW(V(m|n)). �ÁÍ ÖÅ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÁ ÎÁÛÁ ÔÏÞËÁ ÚÒÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÏÂÌÅÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ô×ÉÓÔÏ×ÁÎÎÙÈ (Ë×ÁÎÔÏ-×ÙÈ) ÁÌÇÅÂÒ ìÉ. §7 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÁÎÁÌÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ë×ÁÚÉËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÒÕË-ÔÕÒ.
âÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉ. á×ÔÏÒÁÍ �ÒÉÑÔÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ Ó×ÏÀ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ ÓÏ-ÔÒÕÄÎÉËÁÍ É ÇÏÓÔÑÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ éÎÓÔÉÔÕÔÁ ÉÍ. íÁËÓÁ ðÌÁÎËÁ ×âÏÎÎÅ, ÇÄÅ ÂÙÌÁ ÎÁ�ÉÓÁÎÁ ÜÔÁ ÒÁÂÏÔÁ, ÚÁ ÇÏÓÔÅ�ÒÉÉÍÓÔ×Ï É Ô×ÏÒÞÅÓËÕÀÁÔÍÏÓÆÅÒÕ.



78 ä. é. çõòå÷éþ, ð. î. ðñ�ï÷, ð. á. óáðïîï÷§2. üÌÅÍÅÎÔÙ R-ÔÅÈÎÉËÉðÏÄ ÔÅÒÍÉÎÏÍ ,,R-ÔÅÈÎÉËÁ\ ÍÙ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÍÅÔÏ-ÄÙ, ÂÁÚÉÒÕÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÓÁÍÙÈ ÏÂÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÒÅÛÅÎÉÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ ñÎÇÁ{âÁËÓÔÅÒÁ (1.1) (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ çÅËËÅ), ×ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉ-ÍÏÓÔÉ ÏÔ ÉÈ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ. ÷ ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÎ-ÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÍÉ ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ, �ÏÓËÏÌØËÕ× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÍÎÏÇÉÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÞÉÓÌÏ-×ÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ çÅËËÅ É Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÎÉÍÉ ÏÂßÅËÔÏ×.�×ÉÓÔ R (ÓÍ. (1.1)) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÎÄÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ 	 : V ⊗2 → V ⊗2, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏTr(2)R12	23 = P13 = Tr(2)	12R23 ; (2.1)ÇÄÅ ÓÉÍ×ÏÌ Tr(2) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÌÅÄÁ �Ï ÍÁÔÒÉÞÎÙÍ ÉÎÄÅËÓÁÍ, ÏÔ×Å-ÞÁÀÝÉÍ ×ÔÏÒÏÍÕ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÀ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ V ⊗3. ÷ ÄÁÌØÎÅÊ-ÛÅÍ ÍÁÔÒÉ�Á P ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÏÂÙÞÎÕÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ P (x⊗y) = y⊗x.úÁÆÉËÓÉÒÏ×Á× ÂÁÚÉÓÙ {xi} É {xi ⊗ xj} × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ V É V ⊗2 ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ R (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 	) Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ
‖Rklij‖ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ‖	klij‖):R(xi ⊗ xj) = xk ⊗ xlRklij ; (2.2)ÇÄÅ ×ÅÒÈÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÓÔÒÏËÁÍ ÍÁÔÒÉ�, ÎÉÖÎÉÅ | Ë ÓÔÏÌÂ�ÁÍ,É ×ÓÀÄÕ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ �Ï �Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÍÓÑ ÉÎÄÅËÓÁÍ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÍ-ÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ. ÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÁÔÒÉ� ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (2.1) ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ÆÏÒÍÅRiajb	blak = ÆikÆlj = 	iajbRblak :ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Ó �ÏÍÏÝØÀ 	 Ä×Á ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁ B É C �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á VB(xi) = xjBji ; C(xi) = xjCji ;�Ï �ÒÁ×ÉÌÕ Bji := 	kjki ; Cji := 	jkik ; (2.3)Ô.Å. B := Tr(1)	 ; C := Tr(2)	 :åÓÌÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒ B (ÉÌÉ C) ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ Ô×ÉÓÔ R ÂÕ-ÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÔÒÏÇÏ ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍÙÍ. ëÁË ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ × [O℄, Ô×ÉÓÔR ÓÔÒÏÇÏ ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Ô×ÉÓÔ R−1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍÙÍ É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ B ×ÌÅÞÅÔ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ C ÉÎÁÏÂÏÒÏÔ.



�åïòéñ ðòåäó�á÷ìåîéê áìçåâòù 79èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ ÓÔÒÏÇÏ ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ Ô×ÉÓÔÁ ÄÁÅÔÓÑ ÓÕ�ÅÒ-�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÎÁ ÓÕ�ÅÒ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V = V0 ⊕ V1, ÇÄÅ V0 É V1 ÅÓÔØ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÅÔÎÁÑ É ÎÅÞÅÔÎÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . ÷ ÜÔÏÍ �ÒÉÍÅ-ÒÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ B É C ÎÏÓÑÔ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÞÅÔÎÏÓÔÉ É ÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ z ∈ V Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉB(z) = C(z) = z0 − z1; z = z0 + z1 :úÄÅÓØ ÓÉÍ×ÏÌ z0(z1) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÞÅÔÎÕÀ (ÎÅÞÅÔÎÕÀ) ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ ×ÅËÔÏÒÁz. ðÕÓÔØ R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍÙÍ Ô×ÉÓÔÏÍ. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �Ï-ÌÅÚÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× 	, B É C.(1) TrB = TrC;Tr(2)B2R21 = Tr(2) C2R12 = I1 ; (2.4)ÇÄÅ I �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á V . üÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ(2.1) É (2.3).(2) üÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ B É C ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ É ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÓËÁ-ÌÑÒÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ BC = C B = � I ; (2.5)ÇÄÅ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ � ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ Ô×ÉÓÔ R ÓÔÒÏÇÏ ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÏÇÄÁ RÑ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ çÅËËÅ).(3) íÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ B É C ÒÅÁÌÉÚÕÀÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ RTT ÁÌÇÅÂÒÙ, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ Ó R [FRT℄R12B1B2 = B1B2R12; R12C1C2 = C1C2R12 : (2.6)ðÒÑÍÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ×ÙÛÅ�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÓÌÅÄÏ×Tr(12)(B1B2R12X12R−112 ) = Tr(12)(B1B2R−112 X12R12) = Tr(12)(B1B2X12);Tr(12)(C1C2R12X12R−112 ) = Tr(12)(C1C2R−112 X12R12) = Tr(12)(C1C2X12) ;ÇÄÅ X ∈ End(V ⊗2) ÅÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ É Tr(12)(: : : ) =Tr(1)(Tr(2)(: : : )).(4) ÷ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ ÂÕÄÕÔ ÉÇÒÁÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ(ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÍ. × [I, O℄)B1	12 = R−121 B2; 	12B1 = B2R−121 ;C2	12 = R−121 C1; 	12C2 = C1R−121 ; (2.7)



80 ä. é. çõòå÷éþ, ð. î. ðñ�ï÷, ð. á. óáðïîï÷ÇÄÅ R21 = PR12P . ÷ ÓÌÕÞÁÅ � 6= 0, ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÉÚ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ×ÙÛÅ ÓÔÒÏË ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁ × ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ (2.5).ðÏÌØÚÕÑÓØ (2.7) É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁ 	, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×ÁÖÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:Tr(1)(B1R12X2R−112 ) = Tr(1)(B1R−112 X2R12) = Tr(BX) I2;Tr(2)(C2R12X1R−112 ) = Tr(2)(C2R−112 X1R12) = Tr(CX) I1; (2.8)ÇÄÅ X ∈ End(V ) ÅÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V .îÁ ÜÔÏÍ ÍÙ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÍ Ó×ÏÄËÕ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ × ÔÅËÓÔÅ ÓÔÁÔØÉ.§3. ïÂÝÁÑ ÆÏÒÍÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ çÅËËÅ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÏÂÒÁÝÁÅÍÓÑ Ë �ÒÏÂÌÅÍÅ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ (ËÏÓÏ-ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ çÅËËÅ. ïÓÎÏ×ÏÊ ÎÁÛÅÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ ÂÕÄÕÔ ÓÌÕÖÉÔØÔÅÏÒÉÑ ÁÌÇÅÂÒ çÅËËÅ ÓÅÒÉÉ Ak−1 É ÉÈ R-ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. èÏÒÏ-ÛÉÊ ÏÂÚÏÒ ÜÔÉÈ ×Ï�ÒÏÓÏ×, ËÁË É ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÓÓÙÌËÉ ÎÁ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÙÅÒÁÂÏÔÙ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [OP1℄. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÞÉÔÁÔÅÌÑ, ÍÙ �ÒÉ×ÅÌÉ × �ÒÉ-ÌÏÖÅÎÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÆÁËÔÙ Õ�ÏÍÑÎÕÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅÄÌÑ �ÏÎÉÍÁÎÉÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ çÅËËÅ R : V ⊗2 → V ⊗2 É ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ R-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ �+(V ) É R-ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ �−(V ) ÁÌÇÅÂÒÙ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , ËÏÔÏÒÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÁË ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒÙÓ×ÏÂÏÄÎÏÊ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ T (V ):�±(V ) := T (V )=〈(Im(q±1 I12 ∓R12)〉; I12 = I ⊗ I : (3.1)óÉÍ×ÏÌ 〈J〉 ÂÕÄÅÔ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ × T (V ),�ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ J ⊂ T (V ).óÏÓÔÁ×ÉÍ ÄÁÌÅÅ ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ{ðÕÁÎËÁÒÅ ÁÌÇÅÂÒ �±(V ):P±(t) := ∑k≥0 tk dim �k±(V ) ; (3.2)ÇÄÅ �k±(V ) ⊂ �±(V ) ÅÓÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ k.ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÎÉÖÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÉÇÒÁÅÔ ÒÅÛÁÀÝÕÀ ÒÏÌØ × ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ-�ÉÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÆÏÒÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ çÅËËÅ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ R ÅÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ çÅËËÅ, ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ (1.1) É (1.2) �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÝÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ�ÁÒÁÍÅÔÒÁ q (ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÏÓÌÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (1.2)). �ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.



�åïòéñ ðòåäó�á÷ìåîéê áìçåâòù 811. òÑÄÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ{ðÕÁÎËÁÒÅ P±(t) Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍP+(t)P−(−t) = 1:2. òÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ{ðÕÁÎËÁÒÅ P−(t) (É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ P+(t)) �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ×ÉÄÁP−(t) = N(t)D(t) = 1 + a1 t+ :::+ am tm1− b1 t+ :::+ (−1)n bn tn = ∏mi=1(1 + xit)
∏nj=1(1− yjt) ; (3.3)ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ai É bi ÅÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, �ÏÌÉÎÏÍÙN(t) É D(t) ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ É ×ÓÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ xi É yiÑ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ.3. åÓÌÉ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ çÅËËÅ R ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍÁ, ÔÏ �ÏÌÉ-ÎÏÍÙ N(t) É D(−t) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÍÉ.7ðÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ × �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 1 Ó�ÉÓËÁ ÂÙÌÏ ÄÏ-ËÁÚÁÎÏ × ÒÁÂÏÔÅ [G2℄, ×ÔÏÒÏÅ É ÔÒÅÔØÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × ÒÁÂÏÔÁÈ [H, Da℄É [DH℄.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ R : V ⊗2 → V ⊗2 ÅÓÔØ ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑçÅËËÅ, É �ÕÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ m É n �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ, ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× N(t) É D(t) × ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ P−(t). õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÕÀ �ÁÒÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ(m|n) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÂÉ-ÒÁÎÇÏÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ R. åÓÌÉ n = 0 (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-ÎÏ m = 0), ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ çÅËËÅ ÂÕÄÅÔ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÑ ÞÅÔÎÏÊ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏÎÅÞÅÔÎÏÊ). åÓÌÉ ÏÂÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÂÉ-ÒÁÎÇÁ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÍÙ ÂÕÄÅÍÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ R ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÔÉ�Õ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. ÷ Ó×ÅÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 2 ÌÀÂÁÑ ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑçÅËËÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÓÕ�ÅÒ-�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÑÄ çÉÌØ-ÂÅÒÔÁ{ðÕÁÎËÁÒÅ, ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ P−(t) = (1+t)m(1−t)−n, ÇÄÅm =dim V0 É n = dim V1 | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÞÅÔÎÏÊ É ÎÅÞÅÔÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÓÕ�ÅÒ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. �ÁËÁÑ ÔÒÁËÔÏ×ËÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ çÅËËÅ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ÁÎÁ ÔÁËÖÅ ÉÓÈÏÄÓÔ×ÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ ûÕÒÁ{÷ÅÊÌÑ (ÓÍ. ÎÉÖÅ).ïÂÒÁÔÉÍÓÑ ÔÅ�ÅÒØ Ë ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ×ÁÖÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.ðÕÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ çÅËËÅ R ÉÍÅÅÔ ÂÉ-ÒÁÎÇ (m|n). ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, Ó �ÏÍÏÝØÀÓÉÍÍÅÔÒÉÉ R ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ �R ÁÌÇÅÂÒ çÅËËÅ Hk(q) ÓÅ-ÒÉÉ Ak−1 (ÄÌÑ k ≥ 2) × ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÈ V ⊗p ⊂ T (V ) ÄÌÑ ×ÓÅÈp ≥ k: �R : Hk(q)→ End(V ⊗p); p ≥ k :7îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÏÌÉÎÏÍ p(t) = 
0+
1t+· · ·+
ntn Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ
i ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÏÚ×ÒÁÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ p(t) = tnp(t−1) ÉÌÉ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ, 
i = 
n−i, 0 ≤ i ≤ n.



82 ä. é. çõòå÷éþ, ð. î. ðñ�ï÷, ð. á. óáðïîï÷÷ Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ ÜÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ × �ÒÉÌÏÖÅÎÉÉ (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ(A.3)).÷ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ �R �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÅ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ çÅËËÅ e�a ∈Hk(q), � ⊢ k, �ÒÅ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ × �ÒÏÅË�ÉÏÎÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙE�a (R) = �R(e�a) ∈ End(V ⊗p); p ≥ k ; (3.4)ÉÎÄÅËÓ a �ÅÒÅÞÉÓÌÑÅÔ ×ÓÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÔÁÂÌÉ�Ù àÎÇÁ (�; a), ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏ-ÇÕÔ ÂÙÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ �Ï ÄÁÎÎÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ � ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k. ïÂ-ÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÁÂÌÉ�, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ �, ÂÕÄÅÍÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ d�.÷ÓÑËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ⊗p, p ≥ 2, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÏ × �ÒÑÍÕÀÓÕÍÍÕ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ �ÒÏÅËÔÏÒÏ×V ⊗p = ⊕�⊢p d�
⊕a=1 V(�;a); V(�;a) = Im(E�a ) : (3.5)÷ ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (A.2), �ÒÏÅËÔÏÒÙ E�a , ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÅÍ ÉÎÄÅËÓÁ a, Ó×ÑÚÁÎÙ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,×ÓÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V(�;a) Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ � É ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ a ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.ðÒÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ q ÉÚ ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁ çÅËËÅ Hk(q)ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ K[Sk℄ [We℄. ï�ÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ, ÍÙÍÏÖÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ [GLS1, H℄:V(�;a) ⊗ V(�;b) = ⊕� ⊕dab∈Iab V(�;dab) ∼= ⊕� 
��� V(�;d0);� ⊢ p; � ⊢ k ; � ⊢ (p+ k); (3.6)ÇÄÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ 
��� �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙìÉÔÔÌ×ÕÄÁ{òÉÞÁÒÄÓÏÎÁ (ÓÍ. [Ma
℄), ÉÎÄÅËÓ dab ÔÁÂÌÉ� àÎÇÁ �ÒÉÎÉÍÁÅÔÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á Iab ⊂ {1; 2; : : : ; d�}, ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁ×É-ÓÉÔ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ× a É b. þÉÓÌÏ d0 × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÅÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÉÎÄÅËÓÕ ÌÀÂÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù àÎÇÁ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á(�; d), 1 ≤ d ≤ d� . óÍÙÓÌ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. èÏÔÑ ÓÌÁ-ÇÁÅÍÙÅ V(�;dab) �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÉÎÄÅËÓÏ×a É b �ÅÒÅÍÎÏÖÁÅÍÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÜÔÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ (ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Iab) ÏÔ a É b ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ, �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ-ÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ �, � É � É ÒÁ×ÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ ìÉÔÔÌ×ÕÄÁ{òÉ-ÞÁÒÄÓÏÎÁ 
���. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ Õ�ÏÍÑÎÕÔÏÍÕ ×ÙÛÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÕV(�;dab) ∼= V(�;d0), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÓÕÍÍÕ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× �Ï ÉÎÄÅË-ÓÕ dab �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁ 
��� ËÏ�ÉÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁV(�;d0) (ÓÍ. [GLS1℄).



�åïòéñ ðòåäó�á÷ìåîéê áìçåâòù 83ðÒÉÍÅÒÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V(�;a) ÓÌÕÖÁÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ�k+(V )É �k−(V ) ÁÌÇÅÂÒ �±(V ) (3.1). ïÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÚÁÍÉ �ÒÏÅËÔÏÒÏ× E(k)É E(1k), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÏÄÎÏÓÔÒÏÞÎÙÍ É ÏÄÎÏÓÔÏÌÂ�Ï×ÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ (k) É(1k) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. üÔÏÔ ×ÁÖÎÙÊ ÆÁËÔ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏ-ÓÔÉ ÎÁÄ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ �ÏÌÅÍ K ×ÓÅÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V(�;a), �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÒÑÄçÉÌØÂÅÒÔÁ{ðÕÁÎËÁÒÅ P−(t) ÉÚ×ÅÓÔÅÎ. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V(�;a),ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ � ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÉÈ
K-ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ dimV�.þÔÏÂÙ �ÒÏÄ×ÉÎÕÔØÓÑ ÄÁÌØÛÅ, ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÎÉÖÅÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4. ðÕÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ çÅËËÅ R ÉÍÅÅÔ ÂÉ-ÒÁÎÇ (m|n), É ÒÑÄçÉÌØÂÅÒÔÁ-ðÕÁÎËÁÒÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ �−(V ) ÄÁÅÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅ-ÎÉÅÍ (3.3). �ÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V(k) É V(1k), Ï�ÒÅÄÅÌÑÅ-ÍÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ (k) É (1k) ÄÌÑ ×ÓÅÈ k ∈ N, ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉdimV(k) = s(k)(x|y) := k

∑i=0 hi(x)ek−i(y); (3.7)dimV(1k) = s(1k)(x|y) := k
∑i=0 ei(x)hk−i(y) ; (3.8)ÇÄÅ hi É ei Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �ÏÌÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ É ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ Ó×ÏÉÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÏÌØËÏ �ÅÒ×ÕÀ ÉÚ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅÆÏÒÍÕÌ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÓÏ×ÅÒ-ÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.ðÏÓËÏÌØËÕ, ËÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ ×ÙÛÅ, V(k) = �k+(V ), ÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V(k) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÁ �ÕÔÅÍ k-ËÒÁÔÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ-×ÁÎÉÑ ÒÑÄÁ P+(t) × ÔÏÞËÅ t = 0dimV(k) = 1k! dkdtkP+(t)|t=0 :ðÏÌØÚÕÑÓØ Ó×ÑÚØÀ P+(t)P−(−t) = 1 (ÓÍ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1) É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ(3.3), �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÒÑÄ P+(t) × ×ÉÄÅP+(t) = n

∏i=1(1 + yit) m
∏j=1 1(1− xjt) = E(y|t)H(x|t);



84 ä. é. çõòå÷éþ, ð. î. ðñ�ï÷, ð. á. óáðïîï÷ÇÄÅ E(·) É H(·) ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ É�ÏÌÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÁÒ-ÇÕÍÅÎÔÏ× [Ma
℄:ek(y) = ∑1≤i1<···<ik≤n yi1 : : : yik = 1k! dkdtk E(y|t)|t=0hk(x) = ∑1≤j1≤···≤jk≤mxj1 : : : xjk = 1k! dkdtkH(x|t)|t=0 :÷ÙÞÉÓÌÑÑ k-À �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÏÔ P+(t) × ÔÏÞËÅ t = 0 Ó ÕÞÅÔÏÍ ÜÔÉÈ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÊ, ÍÙ �ÒÉÄÅÍ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (3.7). �ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÌÉÎÏÍÙ s(k)(x|y) É s(1k)(x|y), Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á-ÍÉ (3.7) É (3.8), �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ËÌÁÓÓÕ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÓÕ�ÅÒ-ÓÉÍÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÉÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÏÔ ÎÁÂÏÒÏ× ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× {xi} É {yj}. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ[St℄, �ÏÌÉÎÏÍ p(u|v) ÏÔ Ä×ÕÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕ�ÅÒ-ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÁÒ-ÇÕÍÅÎÔÏ× ×ÎÕÔÒÉ ÎÁÂÏÒÏ× {ui} É {vj} É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ Ó�Å�ÉÆÉËÁ�ÉÑu1 = v1 = t �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÍÕ ÏÔ t. ðÏÌÉÎÏÍÙ s(k)(x|y)É s(1k)(x|y), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÜÔÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, u = x, v = −y (�ÒÑÍÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ÷ÒÏÎÓËÏÇÏ).ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁÂÏÒ �ÏÌÉÎÏÍÏ× s(k)(x|y) (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ s(1k)(x|y)) ÄÌÑ×ÓÅÈ k ∈ N, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕ�ÅÒ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÎÁÂÏÒÁ �ÏÌÎÙÈ ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ) ÆÕÎË�ÉÊËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÂÏÒ ÔÁËÉÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÇÅÎÅ-ÒÉÒÕÅÔ ×ÓÅ ËÏÌØ�Ï ÓÕ�ÅÒ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ×, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ {xi} É {yj}. üÔÏ ËÏÌØ�Ï ÏÂÌÁÄÁÅÔ Z-ÂÁÚÉÓÏÍ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÍ ÓÕ�ÅÒ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ûÕÒÁ s�(x|y), ËÏÔÏÒÙÅ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ × ÔÅÒ-ÍÉÎÁÈ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏ× s(k)(x|y) (ÉÌÉ s(1k)(x|y)) �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÙÈÔÏÖÄÅÓÔ× ñËÏÂÉ-�ÒÕÄÉ [Ma
℄.óÕ�ÅÒ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ûÕÒÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏ-ÓÔÅÊ dimV�. äÌÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ, ÎÁÍ ÎÅÏÂ-ÈÏÄÉÍÏ ÅÝÅ ÏÄÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5 (ÓÍ. [BR℄). úÁÆÉËÓÉÒÏ×Á× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁm ≥ 0 É n ≥ 0, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ � = (�1; �2; : : : ), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÀ �m+1 ≤ n. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÔØ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ H(m;n) É ÌÀÂÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ � ∈ H(m;n) ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÒÀËÏÍ ÔÉ�Á H(m;n).



�åïòéñ ðòåäó�á÷ìåîéê áìçåâòù 85ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6 (ÓÍ. [H℄). ðÕÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ çÅËËÅ R ÉÍÅÅÔ ÂÉ-ÒÁÎÇ(m|n). �ÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ dimV� �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÒÁÚÌÏÖÅ-ÎÉÅ (3.5), Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ �ÒÁ×ÉÌÁÍÉ:1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ � = (�1; : : : ; �k) ∈ H(m;n) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØdimV� 6= 0 É ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊdimV� = s�(x|y) : (3.9)úÄÅÓØ s�(x|y) = det ‖s(�i−i+j)(x|y)‖1≤i;j≤k ;ÇÄÅ �ÒÉ k ≥ 0 ÓÕ�ÅÒ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ s(k)(x|y) Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÅÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ (3.7), Á �ÒÉ k < 0 s(k) := 0.2. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ � ÉÍÅÅÍdimV� = 0 ⇔ � 6∈ H(m;n) :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉÎÉÍÁÑ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏdim(U ⊗W ) = dimU dimW; dim(U ⊕W ) = dimU + dimWÉ ×ÙÞÉÓÌÑÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÑÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (3.6), ÎÁ-ÈÏÄÉÍ dimV� dimV� = ∑� 
��� dimV� :ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (3.9) ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ�ÒÏÓÔÙÍ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÙÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅÍ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å óÌÅÄÓÔ×ÉÑ 4 (�ÏÄÒÏÂÎÏ-ÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÒÁÂÏÔÅ [GPS2℄).÷ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ × ÕÓÌÏ×ÉÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6, ×Ù-ÔÅËÁÅÔ ÉÚ Ó×ÏÊÓÔ× ÓÕ�ÅÒ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ûÕÒÁ s�(x|y), ÕÓÔÁÎÏ-×ÌÅÎÎÙÈ × [BR℄ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÒÁÂÏÔÕ [H℄). �÷ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ ÒÁÚÄÅÌÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ×ÁÖÎÕÀ ÞÉÓÌÏ×ÕÀ ÈÁÒÁË-ÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ çÅËËÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÁ ÞÅÒÅÚ ÅÅ ÂÉ-ÒÁÎÇ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7. ðÕÓÔØ ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ çÅËËÅ R ÉÍÅÅÔ ÂÉ-ÒÁÎÇ (m|n). �ÏÇÄÁ TrB = TrC = qn−m(m− n)q : (3.10)ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÒÏÍÏÚÄ-ËÉÍÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ, �ÏÜÔÏÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÙÎÅÓÅÎÏ × �ÒÉÌÏÖÅÎÉÅ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 8. äÌÑ ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ çÅËËÅ, ÉÍÅÀÝÅÊ ÂÉ-ÒÁÎÇ(m|n), ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ � × ÆÏÒÍÕÌÅ (2.5) ÒÁ×ÅÎ q2(n−m), ÔÏ ÅÓÔØBC = CB = q2(n−m)I :



86 ä. é. çõòå÷éþ, ð. î. ðñ�ï÷, ð. á. óáðïîï÷äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ R ÅÓÔØ ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉ-ÍÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ çÅËËÅ, ÔÏ ÜÔÏ ÖÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï É × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁR21 = PR12P . ðÏÜÔÏÍÕ R−121 = R21 − (q − q−1) I21 :÷ÙÞÉÓÌÑÑ Tr(2) ÏÔ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á B1	12 = R−121 B2 (ÓÍ. (2.7)),�ÏÌÕÞÁÅÍB1C1 = Tr(2) (B1	12) = Tr(2)(R−121 B2)= Tr(2)((R21 − (q − q−1) I21)B2) = I1 − (q − q−1) I1Tr(B) = q2(n−m) I1:
�§4. ë×ÁÚÉÔÅÎÚÏÒÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ SW(V(m|n))îÁÛÁ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ �ÅÌØ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ Ë×ÁÚÉÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ËÁÔÅ-ÇÏÒÉÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊûÕÒÁ{÷ÅÊÌÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ SW(V(m|n)). ÷ ÓÉÍ×ÏÌØÎÏÍ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÅÎÉÉ ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÏÔÒÁÖÅÎ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒ-ÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ V , Ó×ÑÚÁÎÎÙÍ Ó ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ çÅËËÅR : V ⊗2 → V ⊗2, ÉÍÅÀÝÅÊ ÂÉ-ÒÁÎÇ (m|n). ïÂßÅËÔÙ ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÎÁÄÅ-ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÁÑÂÕÄÅÔ ÄÅÔÁÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÁ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÉ.ðÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ SW(V(m|n)) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ �ÕÔÉ, ÉÚ-ÌÏÖÅÎÎÏÍÕ × ÒÁÂÏÔÅ [GLS1℄, ÇÄÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÂÙÌÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÁÄÌÑ ÞÅÔÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ çÅËËÅ ÂÉ-ÒÁÎÇÁ (m|0). ïÔÌÉÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏ-ÓÔØÀ ÞÅÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ∗, ÄÕÁÌØÎÏÅË �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ V , ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó ÏÂßÅËÔÏÍ V(1m−1) ËÁÔÅÇÏÒÉÉSW(V(m|0)) (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V� ÄÁÎÏ × (3.5)). üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÇÁ-ÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÖÅÓÔËÏÓÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ûÕÒÁ{÷ÅÊÌÑ × ÞÅÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.8äÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÂÉ-ÒÁÎÇÁ (m|n) ÄÁÎÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ,É ÍÙ ×ÙÎÕÖÄÅÎÙ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ, ÄÏÂÁ×ÌÑÑ ÄÕÁÌØÎÙÅ ËÏ ×ÓÅÍ ÅÅÏÂßÅËÔÁÍ É Ï�ÒÅÄÅÌÑÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÌÅ×ÙÅ É �ÒÁ×ÙÅ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÑ. üÔÁÚÁÄÁÞÁ ÔÒÅÂÕÅÔ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÎÙÈ Ô×ÉÓÔÏ× ÎÁ ÄÕ-ÁÌØÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ É ÏÂÅÓ�ÅÞÅÎÉÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÊ. îÁÓÔÏÑÝÉÊ�ÁÒÁÇÒÁÆ �ÏÓ×ÑÝÅÎ ÒÅÛÅÎÉÀ ÜÔÉÈ �ÒÏÂÌÅÍ.éÔÁË, �ÕÓÔØ ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ çÅËËÅ R ÉÍÅÅÔ ÂÉ-ÒÁÎÇ (m|n).úÁÆÉËÓÉÒÏ×Á× × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓ {xi}1≤i≤N , ÇÄÅ N =8îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ (Ë×ÁÚÉ)ÔÅÎÚÏÒÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÖÅÓÔËÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÌÀÂÙÍÉ ÅÅ ÏÂßÅËÔÏÍ U × ËÌÁÓÓÅ ÏÂßÅËÔÏ× ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ É ÄÕ-ÁÌØÎÙÊ ÏÂßÅËÔ U∗ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ U ⊗ U∗ → K É U∗ ⊗ U → K �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔËÌÁÓÓÕ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ËÁÔÅÇÏÒÉÉ.



�åïòéñ ðòåäó�á÷ìåîéê áìçåâòù 87dimV , �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ R ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ (2.2). ëÒÏ-ÍÅ ÔÏÇÏ, ××ÅÄÅÍ ÄÕÁÌØÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ∗ É ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ×ÎÅÍ ÂÁÚÉÓ {xi}1≤i≤N , ÄÕÁÌØÎÙÊ Ë ÂÁÚÉÓÕ {xi} �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÅ
〈 ; 〉r : V ⊗ V ∗ → K ; 〈xi; xj〉r = Æji : (4.1)éÎÄÅËÓ r (ÏÔ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ ÔÅÒÍÉÎÁ ,,right\) ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë �ÏÒÑÄËÕ ÓÌÅÄÏ×Á-ÎÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× × ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÅ 〈 ; 〉r: ×ÅËÔÏÒÁ ÄÕÁÌØÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á V ∗ ÓÔÏÑÔ Ó�ÒÁ×Á ÏÔ ×ÅËÔÏÒÏ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V .ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÄÕÁÌØÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Ë ÔÅÎÚÏÒÎÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀU ⊗W ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W ∗ ⊗ U∗:
〈U ⊗W;W ∗ ⊗ U∗〉r := 〈W;W ∗〉r〈U;U∗〉r :÷ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÔÁËÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ, ÎÕÍÅÒÁ�ÉÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ V ∗⊗kÏÂÒÁÔÎÁ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ V ⊗k:V ∗⊗k := V ∗k ⊗ : : : V ∗2 ⊗ V ∗1 ; V ⊗k := V1 ⊗ V2 ⊗ · · · ⊗ Vk :äÁÎÎÕÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ×ÓÅÇÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÍÅÔØ ××ÉÄÕ �ÒÉ ÒÁÂÏÔÅ Ó Ï�ÅÒÁÔÏ-ÒÁÍÉ, �ÏÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÉ ÄÅÊ-ÓÔ×ÕÀÔ (ËÁË × ÆÏÒÍÕÌÅ (1.1) É ÄÒÕÇÉÈ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÈ).òÁÓÛÉÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ Ô×ÉÓÔ (2.2) ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ∗ ⊗ V ∗. îÉÖÅ ÂÕÄÅÔ�ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ É ÉÎ×ÁÒÉ-ÁÎÔÎÏÓÔÉ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÑ (4.1) �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ×ÙÂÏÒÕR(xi ⊗ xj) = xr ⊗ xsRjisr : (4.2)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑÍ ÒÁÚÄÅÌÁ 3 ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÄÁÔØ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒ çÅËËÅ Hk(q) × ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÑÈ V ∗⊗k ÄÌÑ ×ÓÅÈk ∈ K, ÚÁÔÅÍ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÒÏÅËÔÏÒÙ E�a É ××ÅÓÔÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ∗(�;a) ⊂V ∗⊗k ËÁË ÏÂÒÁÚÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÜÔÉÈ �ÒÏÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÔÅÎÚÏÒ-ÎÙÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ∗ (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÙ (3.4){(3.6)). ðÒÉÎÉÍÁÑ ×Ï ×ÎÉ-ÍÁÎÉÅ ÓÄÅÌÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ Ï ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ, ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�Å àÎÇÁ (�; a)ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÁÂÌÉ�Á àÎÇÁ (�; a′) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á V(�;a) É V ∗(�;a′) ÄÕÁÌØÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ (4.1).ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÌÁÓÓ ÏÂßÅËÔÏ× ËÁÔÅÇÏÒÉÉ SW(V(m|n)) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ�ÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ×ÉÄÁ V� ⊗ V ∗� É V ∗� ⊗ V�, ÇÄÅ � É � Ñ×ÌÑÀÔÓÑ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. îÕÌÅ×ÏÅ ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÂÁÚÉÓÎÏÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ V0 := V ÉÌÉ ÄÕÁÌØÎÏÍÕ ËÎÅÍÕ V ∗0 := V ∗. þÉÓÌÏ×ÏÅ �ÏÌÅ K, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á



88 ä. é. çõòå÷éþ, ð. î. ðñ�ï÷, ð. á. óáðïîï÷V É V ∗, ÔÁËÖÅ ×ËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ËÌÁÓÓ ÏÂßÅËÔÏ× É ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏÏÂßÅËÔÁ ÎÁÛÅÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ
K⊗ V = V = V ⊗K:ïÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÌÁÓÓÁ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ËÁÔÅÇÏÒÉÉ SW(V(m|n)).ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ÏÂßÅËÔÏ× U É W ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÚÁÄÁÔØ Ô×ÉÓÔRU;W , ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ U ⊗W ∼= W ⊗ U . �×ÉÓÔÙ ×ÉÄÁ RV�;V� ÉRV ∗� ;V ∗� �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÏ×ÙÍÉ Ô×ÉÓÔÁÍÉ RV;V É RV ∗;V ∗ , ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÎÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (2.2) É (4.2). ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÎÁÊ-ÔÉ ÓÁÍÏÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ RV;V ∗ É RV ∗;V , �ÏÓËÏÌØËÕ �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏÔ×ÉÓÔÙ RV�;V ∗� É RV ∗� ;V� ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ ÎÁ ÉÈ ÏÓÎÏ×Å �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ô×ÉÓÔÁÍ RV�;V� É RV ∗� ;V ∗� (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,[GLS1℄).õÓÌÏ×ÉÅ ÓÁÍÏÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ RV;V ∗ É RV ∗;V ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÍ. ðÏÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ Ô×ÉÓÔÏ×, ÍÙ ÆÁËÔÉÞÅ-ÓËÉ �ÏÌÕÞÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (V ⊕V ∗)⊗2. îÁÛÉ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑ Ô×ÉÓÔÏ× ÂÕÄÕÔ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ, ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÔØ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ñÎÇÁ{âÁËÓÔÅÒÁ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (V ⊕V ∗)⊗3.üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÁÅÔÓÑ × �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍ ÎÉÖÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 9. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏÉÄÅÑ ÔÁËÏÇÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÷. ìÀÂÁÛÅÎËÏ (ÓÍ. ÒÁÂÏÔÕ [LS℄ ÉÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅÓÑ × ÎÅÊ ÓÓÙÌËÉ).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9. ðÕÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ 	 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÓÏÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ËÏÓÏ-ÏÂÒÁÔÉÍÏÍÕ Ô×ÉÓÔÕ R (ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (2.1)). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ RÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁR : (V ⊕ V ∗)⊗2 → (V ⊕ V ∗)⊗2(ÓÏÈÒÁÎÉ× ÄÌÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ) × ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó �ÒÁ×ÉÌÁÍÉV ⊗ V ∗ → V ∗ ⊗ V : R(xi ⊗ xj) = xk ⊗ xl (R−1)ljki ;V ∗ ⊗ V → V ⊗ V ∗ : R(xj ⊗ xi) = xk ⊗ xl	kjli ;V ∗ ⊗ V ∗ → V ∗ ⊗ V ∗ : R(xi ⊗ xj) = xk ⊗ xlRjilk ;V ⊗ V → V ⊗ V : R(xi ⊗ xj) = xk ⊗ xlRklij : (4.3)�ÏÇÄÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ R ÂÕÄÅÔ Ô×ÉÓÔÏÍ, ÔÏ ÅÓÔØ, ÂÕÄÅÔ ÒÅÛÅ-ÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ñÎÇÁ{âÁËÓÔÅÒÁ (1.1) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (V ⊕ V ∗)⊗3.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ R ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÄÏËÁÚÁÔØ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ×ÅËÔÏÒÁÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (V ⊕ V ∗)⊗3. üÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ,



�åïòéñ ðòåäó�á÷ìåîéê áìçåâòù 89ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ×ÏÓØÍÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÏÔ V ⊗V ⊗V ÄÏ V ∗⊗V ∗ ⊗ V ∗ É �ÒÏ×ÅÒËÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁÈËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅÓÌÏÖÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍ ÎÁÏÓÎÏ×Å ÆÏÒÍÕÌ (4.3). �ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÅ, �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ É ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÁÔÅÇÏÒÎÙÈÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁÛÅÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ.äÁÌÅÅ, ÓÌÅÄÕÑ [T℄, ÍÙ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ �ÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÏÂÌÁ-ÄÁÌÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ (ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× f : U → U ′ É g :W →W ′ ÄÏÌÖÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ(g ⊗ f) ◦RU;W = RU ′;W ′ ◦ (f ⊗ g) :ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅf : U → U ′ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ:(idW⊗f)◦RU;W = RU ′;W ◦(f⊗idW); (f⊗idW )◦RW;U = RW;U ′◦(idW⊗f) :(4.4)åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÍÙ ÂÕ-ÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÅÇÏ R-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÏÊÍÏÒÆÉÚÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ SW(V(m|n)) ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ R-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅÍ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10. ðÕÓÔØ Ô×ÉÓÔ R ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ (4.3).�ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.1. ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÅ (4.1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ R-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ.2. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �r : K → V ∗ ⊗ V , �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÉÅÍ 1 �r7→ N
∑i=1 xi ⊗ xi ; (4.5)ÔÁËÖÅ R-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 1 ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ-ÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ �ÒÏÓÔÅÊÛÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (4.4), �ÏÌÁÇÁÑ × ÎÅÊ W =



90 ä. é. çõòå÷éþ, ð. î. ðñ�ï÷, ð. á. óáðïîï÷V ÉÌÉ W = V ∗. üÔÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÏÂßÅËÔÏ× ËÁÔÅ-ÇÏÒÉÉ SW(V(m|n)). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-ÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ(V ⊗ V ∗)⊗ V # (4:3)
←→ V # ⊗ (V ⊗ V ∗)

〈 ; 〉r ⊗ id ↓ ↓ id⊗ 〈 ; 〉r
K⊗ V # = V # ⊗K ; (4.6)ÇÄÅ ÓÉÍ×ÏÌ V # ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÌÉÂÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V , ÌÉÂÏ V ∗. ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×-ÎÏÓÔØ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ �ÒÑÍÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (4.3), Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÊ (4.1) É (2.1), Á ÔÁËÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù R−1.äÁÌÅÅ, ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ Ó×ÅÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÑ 2 ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ Ë �ÒÏ×ÅÒËÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ �ÒÉ-×ÅÄÅÎÎÏÊ ÎÉÖÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ(V ∗ ⊗ V )⊗ V # (4:3)

←→ V # ⊗ (V ∗ ⊗ V )�r ⊗ id ↑ ↑ id⊗ �r
K⊗ V # = V # ⊗K ;ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 11. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ R-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (4.1) É(4.5) ÓÌÕÖÉÔ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ËÏÊ ÄÌÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ (4.3) ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ Ô×ÉÓÔÁ R.íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ.÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÒÑÄÕ Ó �ÒÁ×ÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ (4.1) ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕ-ÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÌÅ×ÁÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ
〈 ; 〉l : V ∗ ⊗ V → K ;�ÒÉÞÅÍ ÌÅ×ÏÅ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÅ ÔÏÖÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ R-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ. üÔÏ ÕÓÌÏ-×ÉÅ ÎÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÍ �ÒÏÓÔÏ �ÏÌÏÖÉÔØ 〈xi; xj〉l = Æij , �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÏÅ Ó�Á-ÒÉ×ÁÎÉÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ R-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ (ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ(4.3)).÷ÙÂÅÒÅÍ ÆÏÒÍÕ 〈 ; 〉l ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÂÅÓ�ÅÞÉÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-ÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ:V ∗ ⊗ V (4:3)

−→ V ⊗ V ∗

〈 ; 〉l ↓ ↓ 〈 ; 〉r
K = K : (4.7)



�åïòéñ ðòåäó�á÷ìåîéê áìçåâòù 91îÅÓÌÏÖÎÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å (4.7) �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë Ñ×ÎÏÍÕ ×ÉÄÕ ÌÅ×ÏÊ ÆÏÒ-ÍÙ
〈xi; xj〉l = Bij ; (4.8)ÇÄÅ ÍÁÔÒÉ�Á ‖Bij‖ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × (2.3). óÄÅÌÁÎÎÙÊ ×ÙÂÏÒ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ R-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÌÅ×ÏÇÏ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÑ 〈 ; 〉l. ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÅÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ (ÓÈÏÄÎÏÊ Ó ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ (4.6)) ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏ-ÝØÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (4.3) É (2.7).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 12. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁV ∗ ⊗ V (4:3)

←− V ⊗ V ∗

〈 ; 〉l ↓ ↓ 〈 ; 〉r
K = K : (4.9)ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ (4.8). ÷ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ËÁÔÅÇÏ-ÒÉÉ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÌÅ×ÏÅ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÏÂÅÄÉÁÇÒÁÍÍÙ (4.7) É (4.9) ÂÕÄÕÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙ, ÔÏÇÄÁ ËÁË × Ë×ÁÚÉÔÅÎÚÏÒ-ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ SW(V(m|n))) ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.äÁÎÎÙÊ ÆÁËÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÎÅÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÓÔÉ Ô×ÉÓÔÁ R: R2 6= I.÷ �ÒÉÎ�É�Å, Ï�ÒÅÄÅÌÑÑ ÌÅ×ÏÅ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÅ, ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, Á ÎÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ (4.7).ðÒÉ ÔÁËÏÍ ×ÙÂÏÒÅ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (4.8) �ÏÑ×ÉÌÓÑ ÂÙ ÄÏ�ÏÌ-ÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ q2(m−n). ïÄÎÁËÏ ÏÂÁ ×ÁÒÉÁÎÔÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ É ×ÙÂÏÒ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÄÅÌÏ ×ËÕÓÁ.�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ∗ ÄÒÕÇÏÊ ÂÁÚÉÓ {ix}1≤i≤N , ËÏ-ÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÔ ÄÕÁÌÅÎ ÂÁÚÉÓÕ {xi}1≤i≤n �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÅ×ÏÊÆÏÒÍÙ ix := q2(m−n) Cij xj ; ⇒ 〈ix; xj〉l = Æij : (4.10)îÏÒÍÉÒÏ×ÏÞÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ix ×ÙÂÒÁÎ ×ÓÏÇÌÁÓÉÉ ÓÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ 8.éÔÁË, ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÌÉ �ÒÁ×ÕÀ É ÌÅ×ÕÀ R-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒ-ÍÙ É ÎÁÛÌÉ Ä×Á ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÎÁÂÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÏ× {xi} É {ix} �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ∗,ËÏÔÏÒÙÅ ÄÕÁÌØÎÙ ÂÁÚÉÓÕ {xi} �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë �ÒÁ×ÏÊ ÉÌÅ×ÏÊ ÆÏÒÍÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (ÓÍ. (4.1) É (4.10)). ðÏ ÜÔÏÊ �ÒÉÞÉÎÅ ÍÙÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÅËÔÏÒÁ {xi} É {ix}) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÁ×ÙÍ ÉÌÅ×ÙÍ ÂÁ-ÚÉÓÁÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ∗.ðÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (2.7), �ÅÒÅ�ÉÛÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (4.3) × ÔÅÒÍÉÎÁÈÌÅ×ÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ.



92 ä. é. çõòå÷éþ, ð. î. ðñ�ï÷, ð. á. óáðïîï÷óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 13. ÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÌÅ×ÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ {ix}1≤i≤N �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ∗ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Ô×ÉÓÔÁ R, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ (4.3), �ÒÉÎÉÍÁÅÔÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ R(xi ⊗ jx) = kx⊗ xl	jlik ;R(jx⊗ xi) = xk ⊗ lx (R−1)jkil ;R(ix⊗ jx) = kx⊗ lxRjilk ;R(xi ⊗ xj) = xk ⊗ xlRklij : (4:3 ′)ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �l : K → V ⊗ V ∗, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ 1 �l7→ N
∑i=1 xi ⊗ ix ; (4.11)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ R-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÔÏÌØËÏ �ÅÒ×ÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÉÚ Ó�ÉÓËÁ (4.3 ′), �Ï-ÓËÏÌØËÕ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.ðÏÌØÚÕÑÓØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÌÅ×ÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ (4.10) É �ÅÒ×ÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÉÚÓ�ÉÓËÁ (4.3), �ÏÌÕÞÁÅÍ (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �Ï �Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÍÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍ ÉÎ-ÄÅËÓÁÍ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ)R(xi ⊗ jx) = xu ⊗ xl q2(m−n) Cjs(R−1)lsui = kx⊗ xl q2(m−n)Cjs(R−1)lsuiBuk ;ÇÄÅ × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÍÙ ×ÅÒÎÕÌÉÓØ ÏÔ �ÒÁ×ÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Ë ÌÅ×ÏÍÕ Ó�ÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë (4.10):xu = Buk kx :äÁÌÅÅ, ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (2.7) É óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 8 (ÎÏÒ-ÍÉÒÏ×ÏÞÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ) �ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õq2(m−n)C1R−121 B2 = 	12 ;ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÍÅÎÕ × �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ×ÙÛÅ �Å�ÏÞ-ËÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ:q2(m−n)Cjs(R−1)lsuiBuk = 	jlik :éÔÁË, ÉÍÅÅÍ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏR(xi ⊗ jx) = kx⊗ xl	jlik ;ÞÔÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ × �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÅ Ó�ÉÓËÁ (4.3 ′).



�åïòéñ ðòåäó�á÷ìåîéê áìçåâòù 93äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï R-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �l �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÎÅ�Ï-ÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (4.3) ÉÌÉ (4.3 ′) ÔÁ-ËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁË É �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å R-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑ (4.5). ��Å�ÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏ×Ù Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÌÁÓÓ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ËÁÔÅÇÏÒÉÉ SW(V(m|n)).÷ÍÅÓÔÅ Ó ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÏÂßÅËÔÏ×, ËÌÁÓÓ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÓÏ-ÄÅÒÖÉÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (4.1), (4.5), (4.8), (4.11) É (4.3) (ÉÌÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀÉÈ ÆÏÒÍÕ (4.3 ′)). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ ×ÙÛÅ, ÌÀÂÁÑ ÌÉÎÅÊ-ÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ), ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ É �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÁÔÅÇÏÒÎÙÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÁÔÅÇÏÒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 14. äÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ Ô×ÉÓÔÏ× R ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ R-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ-ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÛÉÒÅ, ÞÅÍ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÁÔÅÇÏÒÎÙÈÍÏÒÆÉÚÍÏ×. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÓÕ�ÅÒ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V = V0 ⊕ V1 �ÒÏÅË�ÉÉV → V0 É V → V1 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ R-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ.÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÏÌØÛÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ÎÁÓ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÂßÅËÔÙ ×ÉÄÁV ∗⊗V É V ⊗V ∗, ËÏÔÏÒÙÅ, ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ End(V )×ÓÅÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . æÉËÓÁ�ÉÑ ÂÁÚÉÓÁ xi × V , ÄÁÅÔ ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ hji = xi ⊗ jx × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ⊗ V ∗. ï�ÒÅÄÅÌÑÑ ÏÂÙÞÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ v ⊗ v∗ ∈ V ⊗ V ∗ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ u ∈ V(v ⊗ v∗)(u) := v〈v∗; u〉l ;ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× hji × ×ÉÄÅhji (xk) = Æjk xi :ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁÂÌÉ�Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× hji , ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈËÁË ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V :hji ◦ hsk = Æjk hsi :÷ÙÂÒÁ× × V ∗ �ÒÁ×ÙÊ ÂÁÚÉÓ {xi}, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÄÒÕÇÏÊ ÂÁÚÉÓ lji = xi ⊗ xj�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ⊗ V ∗, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÍÙÊ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (ÓÍ. (4.8))lii(xk) = Bjk xi; lji ◦ lsk = Bjk lsi : (4.12)õÞÉÔÙ×ÁÑ (4.10), ÎÁÈÏÄÉÍ Ó×ÑÚØ Ä×ÕÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ×hji = q2(m−n) Cjklki : (4.13)÷×ÅÄÅÍ × ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ TrR : End(V ) → K, ÚÁ-ÄÁÎÎÏÅ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ËÁÔÅÇÏÒÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ (4.1)TrR(lij) = 〈xj ; xi〉r = Æij : (4.14)



94 ä. é. çõòå÷éþ, ð. î. ðñ�ï÷, ð. á. óáðïîï÷üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ R-ÓÌÅÄÏÍ. ÷ ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (4.13),R-ÓÌÅÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F ∈ End(V ) ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕTrR(F) = q2(m−n) Tr(F · C) ; (4.15)ÇÄÅ F ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F × ÂÁÚÉÓÅ {xi}.÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÒÁÚÄÅÌÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ R-ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÂß-ÅËÔÏ× V� ÎÁÛÅÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, R-ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÏÂßÅËÔÁ V� ⊂V ⊗k, � ⊢ k, ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊdimR V� := TrR(idV�) = q2k(m−n)Tr(1:::k)(C1 : : : CkE�a ) : (4.16)ï�ÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÕ (A.2), ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÁ a. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, R-ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, ËÁË É ËÌÁÓ-ÓÉÞÅÓËÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏ-ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÙÍ ÆÕÎË�É-ÏÎÁÌÏÍ ÎÁ ËÌÁÓÓÅ ÏÂßÅËÔÏ× ËÁÔÅÇÏÒÉÉdimR(U ⊗W ) = dimR U dimRW ; dimR(U ⊕W ) = dimR U + dimRW :ï�ÒÅÄÅÌÉÍ R-ÁÎÁÌÏÇÉ Q±(t) ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ-ðÕÁÎËÁÒÅ P±(t) (3.2) �Ï�ÒÁ×ÉÌÕ Q±(t) = ∑k≥0 tk dimR �k±(V ) :ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15. ðÕÓÔØ ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ çÅËËÅ ÉÍÅÅÔ ÂÉ-ÒÁÎÇ (m|n). �ÏÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÅÊ ÒÑÄÙ Q± ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉÓ×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:(1) åÓÌÉ m− n = 0, ÔÏ dimR V� = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ � 6= 0 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,Q+(t) = Q−(t) = 1.(2) åÓÌÉ m− n > 0, ÔÏdimR V� = dimR V�∗ = s�(qm−n−1; qm−n−3; :::; q1−m+n);É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,Q−(t) = m−n
∑k=0 (m− nk )qtk ; (pk)q := pq(p− 1)q : : : (p− k + 1)qkq(k − 1)q : : : 2q1q :(3) åÓÌÉ m− n < 0, ÔÏdimR V� = dimR V�∗ = s�∗(qn−m−1; qn−m−3; :::; q1−n+m) ;ÇÄÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ �∗ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÏ Ë �, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,Q+(t) = n−m

∑k=0 (n−mk )qtk :



�åïòéñ ðòåäó�á÷ìåîéê áìçåâòù 95äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉÎÁ ÏÓÎÏ×Å Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (4.16). ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ ÓÌÕÞÁÀÞÅÔÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ çÅËËÅ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [GLS1℄). �ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÒÑÄÙ Q±(t) ÚÁ×ÉÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÂÉ-ÒÁÎÇÁ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÉ çÅËËÅ R, ÔÏÇÄÁ ËÁË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÑÄÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ{ðÕÁÎËÁÒÅP±(t) ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÜÔÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ.§5. áÌÇÅÂÒÁ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ: Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁåÓÌÉ R �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÕÀ (R2 = I) ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍÕÀÓÉÍÍÅÔÒÉÀ, ÔÏ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å End(V ) ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÏÂÏÂ-ÝÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ [G1, G3℄. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÏÂÅÒÔÙ×ÁÀÝÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁUR(End(V )) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒÁUR(End(V )) = T (End(V ))=〈JR〉 ; (5.1)ÇÄÅ 〈JR〉 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÍ ÉÄÅÁÌÏÍ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙT (End(V )), �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ JR ⊂ T (End(V )) ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ×ÉÄÁ
JR = {X⊗Y−REnd(X⊗Y )−X◦Y+◦REnd(X⊗Y ) | ∀X;Y ∈ End(V )} : (5.2)úÄÅÓØ ÓÉÍ×ÏÌ ◦ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅEnd(V ) ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V . ìÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒ REnd : End(V )⊗2 → End(V )⊗2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ Ô×ÉÓÔÁ R ÎÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï End(V )⊗2. ñ×ÎÙÊ ×ÉÄ ÜÔÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕ-ÞÅÎ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (4.3).ó ÜÔÏÊ �ÅÌØÀ ÍÙ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÂÁÚÉÓ lij = xj⊗xi × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å End(V ) É�ÒÉÍÅÎÑÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ (4.3) ÄÌÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ Ä×ÕÈ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× REnd(lij ⊗ lks ) = la1b1 ⊗ la2b2 (R−1)b2
1a1
2 Rb1
2jr1 Rkr2a2
1 	r1ir2s : (5.3)þÔÏÂÙ �ÒÉÄÁÔØ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÚÒÁÞÎÙÊ ×ÉÄ, ××ÅÄÅÍ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÅÍ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ �ÒÉÍÅÎÑÔØ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ N × N ÍÁÔÒÉ�Õ L (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ N = dimV ), ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÉÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÕÖÁÔ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÁ ljiL ji = lji ; (5.4)ÇÄÅ �ÅÒ×ÙÊ (ÎÉÖÎÉÊ) ÉÎÄÅËÓ ÍÁÔÒÉ�Ù L ÎÕÍÅÒÕÅÔ ÅÅ ÓÔÒÏËÉ, Á ×ÔÏÒÏÊ(×ÅÒÈÎÉÊ) ÉÎÄÅËÓ | ÓÔÏÌÂ�Ù. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �R ÍÁÔÒÉ�Õ, ÔÒÁÎÓ-�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ Ë ÍÁÔÒÉ�Å Ô×ÉÓÔÁ�R j1j2i1i2 = Rj1j2i1i2 ;



96 ä. é. çõòå÷éþ, ð. î. ðñ�ï÷, ð. á. óáðïîï÷Á ÔÁËÖÅ ××ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ "ËÏ�ÉÊ" ÍÁÔÒÉ�Ù LL�1 = L⊗ I; L�2 = �R12L�1 �R−112 : (5.5)ðÏÓÌÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (5.3) ÎÁ R É R−1 É ÕÞÅÔÁ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑ (2.1) ÍÁÔÒÉ�Ù 	, ÆÏÒÍÕÌÁ (5.3) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ËÏÍ-�ÁËÔÎÏÍ ×ÉÄÅ REnd(L�1 ⊗ L�2) = L�2 ⊗ L�1 ; (5.6)ÇÄÅ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÍÁ-ÔÒÉÞÎÙÍ ÉÎÄÅËÓÁÍ.úÁÍÅÔÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ �ÒÑÍÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (5.1){(5.2) Ó Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÅÍ (5.6) ÏÔ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÉ çÅËËÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÁÌÇÅÂÒÅ Ó ÎÅÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÄÅÆÏÒÍÁ�É-ÏÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ É ÂÅÄÎÏÊ ÔÅÏÒÉÅÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÄÌÑÌÀÂÏÊ ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ çÅËËÅ R ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÒÕÇÏÊ �ÕÔØ ÏÂÏÂ-ÝÅÎÉÑ ÏÂÅÒÔÙ×ÁÀÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ UR(End(V )) (5.1), ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔÕ Ó ÈÏÒÏÛÉÍÉ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 20) ÉÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÅÒÔÙ×ÁÀÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ (5.1), ÅÓÌÉ R | ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÁÑ ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÑ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 16. áÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ eLÉ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁÍÉ lji ; 1 ≤ i; j ≤ N , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÍÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍRklij lmk Rpqml lrp − lai Rb
aj ldb Rrqd
 − ~(Raqij lra − lbi Rrqbj) = 0 ; (5.7)ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ (ÓÍ. [KS℄), ÅÓÌÉ ~ = 0,É ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ, ÅÓÌÉ ~ 6= 0. äÌÑÁÌÇÅÂÒÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ �ÒÉÍÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ L(Rq), ÄÌÑ ÍÏÄÉÆÉ-�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔÁ | L(Rq; ~).íÁÔÒÉÞÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ××ÅÄÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (5.7) × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ�R12L1 �R12L1 − L1 �R12L1 �R12 − ~( �R12 L1 − L1 �R12) = 0 : (5.8)úÁÍÅÞÁÎÉÅ 17. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÏ×ÅÒÛÉ× ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÎÁÂÏÒÁÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏ× lji 7→ mji (�ÒÉ q 6= ±1) ×ÉÄÁM = IeL − !~
−1L; ! = q − q−1 ; M = ‖mji‖ ;ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (5.8):�R12M1 �R12M1 −M1 �R12M1 �R12 = 0 : (5.9)



�åïòéñ ðòåäó�á÷ìåîéê áìçåâòù 97üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÙ L(Rq; ~) É L(Rq) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ q 6= ±1. âÁÚÉÓ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏ× Ó �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÍÉ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÑÍÉ (5.8) ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÅÎ �ÒÉ ÔÒÁËÔÏ×ËÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ËÁË ÁÎÁÌÏÇÁ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÏÂÅÒÔÙ×ÁÀÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙU(gl(m|n)).äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (5.8) ÓÏÇÌÁÓÏ×Á-ÎÙ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ SW(V(m|n)) × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ. áÌÇÅÂÒÁÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÏÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊÁÌÇÅÂÒÙ T (V ⊗ V ∗) �Ï Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÍÕ ÉÄÅÁÌÕ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÑÍÉ (5.8) ÉÌÉ, ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ, (5.9). ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÂÕÄÕÔ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ Ä×Õ-ÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ ÂÕÄÅÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÅÎ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÄÅÊÓÔ×ÉÀ Ô×ÉÓÔÏ×ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÅ ÓÏ-ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑR-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 18. ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (5.8) R-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (5.8), �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÉÄÅÁÌ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ �ÒÉ ÉÈ ËÏÍ-ÍÕÔÁ�ÉÉ Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ V É V ∗ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ Ô×ÉÓÔÏ× ËÁÔÅÇÏÒÉÉSW(V(m|n)). üÔÏ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ ÎÁÏÓÎÏ×Å ÆÏÒÍÕÌ (4.3) É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ lji = xi ⊗ xj . ÷ �ÅÌÑÈ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ ×Ù-ËÌÁÄÏË ÕÄÏÂÎÅÅ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏ× mji (5.9).îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÆÉËÓÉÒÕÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ xi ∈ V É �ÒÉÍÅÎÑÑÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (4.3), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:R(xi1⊗mj2i2 ) = �R a1a2i1i2 mb1a1( �R−1) 
1j2b1a2 ⊗x
1 ÉÌÉ R(x1⊗M2) = �R12M1 �R−112 ⊗x1 ;ÇÄÅ ÓÉÍ×ÏÌ R ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Ô×ÉÓÔ ÏÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ, ÆÏÒÍÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÔÅËÓÔÏÍ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅ-ÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ R = RV;V⊗V ∗ .�Å�ÅÒØ, �ÒÉÍÅÎÑÑ Ä×ÁÖÄÙ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÍÙ ÓÒÁÚÕ �Ï-ÌÕÞÁÅÍ ÖÅÌÁÅÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:x1 ⊗ ( �R23M2 �R23M2 −M2 �R23M2 �R23) R
→�R12 �R23( �R12M1 �R12M1 −M1 �R12M1 �R12) �R−123 �R−112 ⊗ x1 :ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ V ∗ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 19. ðÕÓÔØ R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÊ ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍÏÊÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ. �ÏÇÄÁ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁ-ÍÉ {lji } ÁÌÇÅÂÒÙ UR(End(V )) (5.1) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ (5.8) �ÒÉ
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~ = 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 16, ÁÌÇÅÂÒÁ (5.1) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔÓ ÁÌÇÅÂÒÏÊ Lq(R; 1) ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÍ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ R =R−1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁÔÒÉ�Á L2 (ÓÍ. (5.5)) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎÁ ËÁË L2 =�R12L1 �R12. üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ REnd, ÚÁÄÁÎÎÏÅÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (5.6), × ÎÏ×ÏÊ ÆÏÒÍÅ:REnd(L1 ⊗ �R12L1 �R12) = �R12L1 �R12 ⊗ L1 :�Å�ÅÒØ, �ÏÌÁÇÁÑ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ (5.2) X = L1, Y = �R12L1 �R12 É �ÒÉÎÉÍÁÑ ×Ï×ÎÉÍÁÎÉÅ ÔÁÂÌÉ�Õ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏ× lji (4.12), �ÏÌÕÞÁÅÍX ◦ Y = L1R12 ; ◦REnd(X ⊗ Y ) = R12L1 :÷ÍÅÓÔÅ Ó ×Ù�ÉÓÁÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÎÏ×ÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÄÌÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁREnd ÜÔÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ �ÒÉ×ÏÄÑÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï JR (5.2) Ë ×ÉÄÕ (5.8) Ó ~ = 1. �ïÓÎÏ×ÎÏÅ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÏ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 20. ðÕÓÔØ R ÅÓÔØ ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÁÑ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÑ çÅËËÅ R2 = I, Á U ⊂ K | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉ�Ù × �ÏÌÅ
K: 1 ∈ U . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ çÅËËÅ Rq,ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ q ∈ U É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÇÒÁÎÉÞÎÏÍÕ ÕÓÌÏ-×ÉÀ R1 = R. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ k-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÁÌÇÅÂÒÙ
L(Rq) ÓÉÍ×ÏÌÏÍ L(k)(Rq). �ÏÇÄÁ, �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ q ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÏÂÝÅÍ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.1. dim L(k)(Rq) = dim L(k)(R); ∀ k ≥ 0 :2. GrL(Rq; ~) ∼= L(Rq) ;ÇÄÅ GrL(Rq; ~) ÅÓÔØ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÁÑÓ ÆÉÌØÔÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ L(Rq; ~).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏ×ÅÒËÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 1 ÏÓÎÏ×ÁÎÁ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÎÁ-ÂÌÀÄÅÎÉÉ. îÉÖÅ ÂÕÄÅÔ �ÏÓÔÒÏÅÎ �ÒÏÅË�ÉÏÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ S(3) : (Span(lji ))⊗3 →
L(3)(Rq). ñ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÜÔÏÇÏ �ÒÏÅËÔÏÒÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏÒÁÎÇ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ q ∈ U (× ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ). óÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, dim L(3)(Rq) = dim L(3)(R) : (5.10)÷ ÓÌÕÞÁÅ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ R ÁÌÇÅÂÒÁ L(R) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Span(lji ), ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ



�åïòéñ ðòåäó�á÷ìåîéê áìçåâòù 99Ô×ÉÓÔ REnd. üÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ëÏÛÕÌÅ×ÏÊ9. ëÏÛÕÌÅ×Ï Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÁÌÇÅ-ÂÒÙ L(R) ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁëÏÛÕÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ × ÒÁÂÏÔÅ [G3℄.�Å�ÅÒØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ [PP℄, ÏÂÏÂÝÁÀÝÉÅ ÒÁÂÏÔÕ[Dr℄, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ëÏÛÕÌÅ×Ï Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÁÌÇÅÂÒÙ L(R) ×ÍÅÓÔÅ ÓÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (5.10) × ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÈ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ×ÌÅÞÅÔ ×Ù-�ÏÌÎÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ×Ï ×ÓÅÈ ÓÔÁÒÛÉÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎ-ÔÁÈ, ÞÔÏ É ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1 ÎÁÛÅÇÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÂÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ q ∈ U ÁÌÇÅÂÒÁ L(Rq)ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ëÏÛÕÌÅ×ÏÊ.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 2 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ [ ; ℄, ÓÏ�Ï-ÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ (5.7) ÅÇÏ �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ. ëÁË �ÏËÁÚÁÎÏ× ÒÁÂÏÔÅ [G4℄, ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ñËÏÂÉ ×ÆÏÒÍÅ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÊ × [PP℄. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÏÂÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÂÁÚÉÓÅðÕÁÎËÁÒÅ{âÉÒËÇÏÆÁ{÷ÉÔÔÁ ÉÚ [PP℄ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÒÁÂÏÔÕ [BG℄), ÍÙ �ÒÉÄÅÍË ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 2. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 21. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ çÅË-ËÅ Ó ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ çÉÌØÂÅÒÔÁ-ðÕÁÎËÁÒÅ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ �Ï ÍÅ-ÔÏÄÁÍ ÒÁÂÏÔÙ [G3℄, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ q × ÎÅËÏÔÏÒÏÊÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ 1.ðÒÉÓÔÕ�ÉÍ ÔÅ�ÅÒØ Ë ËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÎÉÀ �ÒÏÅËÔÏÒÁ S(3), Õ�ÏÍÑÎÕÔÏÇÏ ×ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 20. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ L(Rq) ((5.8) �ÒÉ ~ = 0) × ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÏÊ ÆÏÒÍÅ �R12L�1L�2 − L�1L�2 �R12 = 0 : (5.11)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ L Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ, Ó×ÏÂÏÄÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀÎÁÄ �ÏÌÅÍ K ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁÍÉ lji
L = K〈lji 〉 1 ≤ i; j ≤ N :áÌÇÅÂÒÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ L(Rq) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ L �ÏÄ×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÍÕ ÉÄÅÁÌÕ 〈I−〉, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ(5.11)

L(Rq) = L=〈I−〉; I− = L1L2 − �R12L1L2 �R−112 : (5.12)ëÁË (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ) ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÁÌÇÅÂÒÁ L ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÒÁÚÌÏÖÅÎÁ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ
L = ⊕k≥0 Lk; L0 ∼= K ;9ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ �ÏÎÑÔÉÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × [PP℄.



100 ä. é. çõòå÷éþ, ð. î. ðñ�ï÷, ð. á. óáðïîï÷ÇÄÅ ËÁÖÄÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ Lk ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ×ÓÅÈ ÍÏÎÏÍÏ× k-ÇÏ �Ï-ÒÑÄËÁ �Ï ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁÍ lji .÷×ÅÄÅÍ ÕÄÏÂÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÈ
Lk = Span[L1L2 : : : Lk℄ : (5.13)ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Lk ÅÓÔØ ÌÉ-ÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÔÏÑÝÅÊ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù.íÁÔÒÉ�Ù Lm Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÏÍ:L�1 = L⊗ I; Lk+1 = �RkLk �R−1k ; k ≥ 1 ; (5.14)ÇÄÅ ÍÙ ××ÅÌÉ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ Rk := Rk k+1, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÔ �Ï-ÓÔÏÑÎÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÎÉÖÅ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 22. óÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ (5.11), (5.14) É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ñÎÇÁ-âÁËÓÔÅÒÁ ÄÌÑ R Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á�RkLkLk+1 = LkLk+1 �Rk ; ∀ k ≥ 1 : (5.15)óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ×ÉÄÁ (5.15) ÔÉ�ÉÞÎÙ ÄÌÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÍÁ-ÔÒÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÏÔÒÁÖÅÎÉÊ. ðÏÄÒÏÂÎÏÅ ÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ×Ï�ÒÏÓÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × [IOP℄.äÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ L(Rq) ÉÍÅÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏ-ÖÅÎÉÅ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×

L(Rq) = ⊕k≥0 Lk; L0 ∼= K; Lk ⊂ Lk :ðÒÉ×ÅÄÅÍ Ñ×ÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ ÄÌÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Lk. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÁÊ-ÄÅÍ ÎÁÂÏÒ �ÒÏÅË�ÉÏÎÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× Sk : Lk → Lk ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÏÍ ImSk = Lk ⊂ Lk :íÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÔÁËÉÅ �ÒÏÅËÔÏÒÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ×ÔÏÒÏÊ É ÔÒÅ-ÔØÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Lk, k = 2; 3.÷×ÅÄÅÍ × ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Q : L2 → L2, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ�Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ: Q(L1L2) := �R1L1L2 �R−11 (5.16)ÉÌÉ, × ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏÍ ×ÉÄÅ, Q = �R1 ◦ �R−11 . ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ �R ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ñÎÇÁ-âÁËÓÔÅÒÁ, ÜÔÏ ÖÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï É × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉÏ�ÅÒÁÔÏÒÁ Q Q1Q2Q1 = Q2Q1Q2 ; (5.17)ÇÄÅ Q1 = Q⊗ id É Q2 = id⊗Q ÅÓÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ QÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L3.



�åïòéñ ðòåäó�á÷ìåîéê áìçåâòù 101äÁÌÅÅ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (1.2) ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ çÅËËÅ R, ÎÁÈÏÄÉÍÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ �ÏÌÉÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ Q(Q+ q2 I)(Q+ q−2 I)(Q− I) = 0; I := I ◦ I : (5.18)óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (5.18) �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Q �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏÊ É ÉÍÅÅÔÔÒÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å L2. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÅ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
L2 × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ Q:

L2 = L(−q2) ⊕ L(1) ⊕ L(−q−2) :õÓÌÏ×ÉÅ çÅËËÅ (1.2) �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÓÔÒÏÉÔØ Ñ×ÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÈ �ÒÏÅËÔÏÒÏ×
P(−q2) = P+(R) ◦ P−(R)
P(−q−2) = P−(R) ◦ P+(R)
P(1) = P+(R) ◦ P+(R) + P−(R) ◦ P−(R) ; (5.19)ÇÄÅ P±(R) = q∓1I ± �R2q :äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÎÅÓÌÏÖÎÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏQP(a) = P(a)Q = aP(a); a = −q±2; 1 ;É Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ P(a) ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÌÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÒÏÅËÔÏ-ÒÏ× ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å L2:

P(a)P(b) = Æab P(a); P(−q2) + P(1) + P(−q−2) = I :úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (5.11) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ(Q− I)(L1L2) = 0:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ L2 ÁÌÇÅÂÒÙ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ (ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï) Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ L(1) ⊂ L2 Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ Q, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÀ 1.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÁÒÕ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÒÏÅËÔÏÒÏ× ÎÁ L2
S := P(1); A := P(−q2) + P(−q−2); SA = AS = 0; S +A = I:



102 ä. é. çõòå÷éþ, ð. î. ðñ�ï÷, ð. á. óáðïîï÷üÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ Q
S = 122q ((q2 + q−2) I+Q+Q−1) ; (5.20)
A = 122q (2 I−Q−Q−1) ;ÇÄÅ ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Q−1 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (5.18)Q−1 = Q2 + (q2 − 1 + q−2)Q− (q2 − 1 + q−2)I :íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × L2 Span(I−) = ImA ;ÇÄÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï I− Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ × (5.12).ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÌÕÖÁÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 23. ïÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ L2 ÁÌÇÅÂÒÙÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ L(Rq) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ (ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï)Ó ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÏÅËÔÏÒÁ S
L2 = ImS = L2=ImA: (5.21)ïÂÒÁÔÉÍÓÑ ÔÅ�ÅÒØ Ë �ÒÏÂÌÅÍÅ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ �ÒÏÅËÔÏÒÁ ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ L3 ⊂ L3 ÔÒÅÔØÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ

L(Rq).òÁÓÛÉÒÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ �ÒÏÅËÔÏÒÏ× S É A ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L3. ðÒÏÅË-ÔÏÒÕ S ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ Ä×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ S1 É S2 �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ (ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ(5.19))
S1 := P(1)(R1); S2 := P(1)(R2) ;ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÜÔÉÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

L3
S1(xyz) := (S(xy))z; S2(xyz) := x(S(yz)); ∀xyz ∈ L3 :æÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ A ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ.îÁ ÄÁÎÎÏÍ ÜÔÁ�Å �ÒÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ �ÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Á ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ Ó�Å�É-ÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ (5.13). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ËÏÍ�Ï-ÎÅÎÔÁ L2 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÌÏÖÅÎÁ × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L3 ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ �ÕÔÑÍÉ,ÎÏ Ä×Á �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ Ó�ÏÓÏÂÁ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÁÖÎÙ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÅÎÉÑ:

L2 · L1 ⊂ L3 É L1 · L2 ⊂ L3 :



�åïòéñ ðòåäó�á÷ìåîéê áìçåâòù 103ëÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (5.11), (5.15) É ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 23, ÜÔÉ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÙ Ó ÏÂÒÁÚÁÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× S1 É S2:
L2 · L1 = S1(L3) ; L1 · L2 = S2(L3) :óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÉÇÒÁÅÔ ËÌÀÞÅ×ÕÀ ÒÏÌØ ×Ï ×ÓÅÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ.ìÅÍÍÁ 24. ðÒÏÅË�ÉÏÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ S ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÓÏ-ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ �ÑÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å L3:

S1S2S1S2S1 − aS1S2S1 + bS1 = S2S1S2S1S2 − aS2S1S2 + bS2 ; (5.22)ÇÄÅ a = (q4 + q2 + 4 + q−2 + q−4)=24q b = 42q=28q : (5.23)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉ-ÑÍÉ. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ Õ�ÒÏÝÁÀÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ S �ÏÌØÚÏ-×ÁÔØÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ (5.20) ×ÍÅÓÔÏ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (5.19). �úÁÄÁÄÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ S(3) : L3 → L3 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ
S(3) = 26q4 · 32q (S1S2S1S2S1 − aS1S2S1 + bS1) ; (5.24)ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ a É b Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ × (5.23). ÷ ÓÉÌÕ (5.22) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÚÁ�ÉÓÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ S(3):
S(3) = 26q4 · 32q (S2S1S2S1S2 − aS2S1S2 + bS2) : (5.25)ëÁË ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, Ï�ÅÒÁÔÏÒ S(3) É ÅÓÔØ ÉÓËÏÍÙÊ ÎÁÍÉ �ÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ ÏÄÎÏ-ÒÏÄÎÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ ÔÒÅÔØÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ L3 ⊂ L3 ÁÌÇÅÂÒÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁ-ÖÅÎÉÊ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 25. ïÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÔÒÅÔØÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ L3 ÁÌÇÅ-ÂÒÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ L(Rq) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÏÅË�ÉÏÎÎÏÇÏ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÁ S(3) �ÒÉ ÅÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L3

L3 = ImS(3) :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �Ï, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ S(3) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÏÒÏÍ, ÔÏ ÅÓÔØ(S(3))2 = S(3), �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÏÅË�ÉÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (5.12) ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ËÏÍ-�ÏÎÅÎÔÕ ÔÒÅÔØÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ:
L3 = L3=〈I−〉3; 〈I−〉3 = L1 · ImA2 ∪ ImA1 · L1 : (5.26)éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× (5.24) É (5.25) ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ 〈I−〉3 ⊆ KerS(3) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ImS(3) ⊆ L3.



104 ä. é. çõòå÷éþ, ð. î. ðñ�ï÷, ð. á. óáðïîï÷ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ �ÏÌÎÏÔÙ S+A = I, ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (5.26)ÄÌÑ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L3 ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ
L3 = L1 · ImS2 ∩ ImS1 · L1 :óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕ ÚÁ�ÉÓÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L3 ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏ-ÒÁ S(3), �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ × (5.24) É (5.25), ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ImS(3) ⊇ L3. üÔÏÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÏÂÒÁÔÎÙÍ ×ËÌÀÞÅÎÉÅÍ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÍ ÒÁÎÅÅ, ×ÌÅÞÅÔÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï L3 = ImS(3). �§6. óÔÒÕËÔÕÒÁ Ô×ÉÓÔÏ×ÁÎÎÏÊ ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ É ÔÅÏÒÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ÷ ÄÁÎÎÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ (5.8) × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ SW(V(m|n)).îÁ �ÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ×ÓÅÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ ÍÙ �ÏÌÁÇÁÅÍ ~ = 1 × �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÈÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ (5.8).ïÂÒÁÔÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÞÉÔÁÔÅÌÑ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÛÉÒÅ: ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÎ ×ËÌÀÞÁÅÔ ÂÏÌØÛÏÅÞÉÓÌÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÒÕ��Ï×ÏÊUq(sl(m)) R-ÍÁÔÒÉ�Ù ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ×ÓÅÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ �Ï-ÌÕÞÅÎÁ × [Mu1℄. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÜÔÏÍ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ Uq(sl(m)), ÔÁË ËÁËÁÌÇÅÂÒÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ (ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ) × Ë×ÁÎÔÏ×ÕÀÇÒÕ��Õ.òÁÚ×É×ÁÅÍÁÑ ÎÉÖÅ ÔÅÏÒÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ×ÙÂÏÒÁ R-ÍÁÔÒÉ�Ù É �ÒÉÍÅÎÉÍÁ × ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, ËÏÇÄÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÇÒÕ�-�Á ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ïÄÎÏÊ ÉÚ ×ÁÖÎÙÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍÏÊ ÔÅÏÒÉÉÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ �U ÁÌÇÅ-ÂÒÙ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ × ÌÉÎÅÊÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅU ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅEnd(V )→ End(U) : lji 7→ �U (lji )Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ SW(V(m|n)).ó×ÏÊÓÔ×Ï ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ×ÁÖÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ,ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÁÎ ÍÏÄÕÌØW Ó ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ �W : L(Rq; 1) → End(W ), ÔÏÇÄÁÄÉÁÇÒÁÍÍÁ U ⊗ (A⊗W ) R

←→ (A⊗W )⊗ U
↓ id⊗ �W �W ⊗ id ↓U ⊗W R

←→ W ⊗ U (6.1)



�åïòéñ ðòåäó�á÷ìåîéê áìçåâòù 105ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ U ËÁÔÅÇÏÒÉÉ SW(V(m|n)) É ÌÀÂÏÇÏ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á A ⊂ L(Rq; 1). ó×ÏÊÓÔ×Ï ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ× ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÅÅ ÍÏÄÕÌÅÊ.äÌÑ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÞÅÔÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ çÅËËÅ ÂÉ-ÒÁÎÇÁ (m|0) ÜË×É×ÁÒÉ-ÁÎÔÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ Ó ÜÔÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÁÌÇÅ-ÂÒÙ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊÔÅÏÒÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÏÂÅÒÔÙ×ÁÀÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ U(sl(m)). ÷ÎÁÞÁÌÅ ÒÁÚÄÅÌÁ 4 Õ�ÏÍÉÎÁÌÁÓØ ÏÄÎÁ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÞÅÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ: × ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ûÕÒÁ-÷ÅÊÌÑ SW(V(m|0)) ÄÕÁÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏV ∗ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ Ó ÏÂßÅËÔÏÍ V(1m−1). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÚÁÍËÎÕ-ÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÏÄÕÌØ-ÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V É ×ÓÅÈ ÅÇÏ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÓÔÅ-�ÅÎÑÈ V ⊗k. ìÀÂÁÑ ÔÅÎÚÏÒÎÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ V ⊗k ÅÓÔØ ×�ÏÌÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÏ-ÄÕÌØ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ É × ÓÉÌÕÜÔÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ (3.5) ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ× V�; �ÏÄÒÏÂÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ×Ï�ÒÏÓÏ× ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÒÁÂÏÔÁÈ[GS2, S℄.ïÄÎÁËÏ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ çÅËËÅ ÂÉ-ÒÁÎÇÁ (m|n) ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ ×[GS2, S℄ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÊ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÁÌ-ÇÅÂÒÙ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ V ∗⊗kÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ × V ⊗k. ãÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ�ÒÏÂÌÅÍÏÊ ×ÓÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ×ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÍÏÄÕÌÅÊ ×ÉÄÁ V� ⊗ V ∗� .÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÕÀ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ, ËÏÔÏ-ÒÁÑ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÂÉ-ÒÁÎÇÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ çÅËËÅ. ÷ ÞÅÔÎÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ (ÂÉ-ÒÁÎÇ (m|0)) ×ÏÓ�ÒÏÉÚ×ÏÄÑÔÓÑ ÒÁÎÅÅ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÂÏÔ[GS2, S℄. õËÁÚÁÎÎÁÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÂÁÚÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ Ô×ÉÓÔÏ×ÁÎÎÏÊ ÂÉ-ÁÌÇÅÂÒÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÏÔÒÁÖÅÎÉÊ.ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ Ô×ÉÓÔÏ×ÁÎÎÏÊ ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÅ �, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÝÅÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ-×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ × ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÕÀ Ô×ÉÓÔÏ×ÁÎÎÕÀÁÌÇÅÂÒÕ L(Rq), Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ �ÅÒÅÊÄÅÍ.
• ëÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K ÁÌÇÅÂÒÁ L(Rq) ÉÚÏÍÏÒÆ-ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ Ä×ÕÈ ËÏ�ÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎ-ÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊL(Rq) = L(Rq; 1) ⊗ L(Rq; 1) :
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• ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × ÁÌÇÅÂÒÅ ? : L(Rq)⊗2 → L(Rq) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÒÁ×É-ÌÏÍ:(a1 ⊗ b1) ? (a2 ⊗ b2) := a1a′2 ⊗ b′1b2 ; ai ⊗ bi ∈ L(Rq) ; (6.2)ÇÄÅ a1a′2 É b1b′2 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂÙÞÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ, Á a′1 É b′1ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ Ô×ÉÓÔÁ REnd (ÓÍ. (5.6)) ÎÁ ×ÅËÔÏÒ b1 ⊗ a2a′2 ⊗ b′1 := REnd(b1 ⊗ a2) : (6.3)óÌÅÄÕÅÔ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (6.2). äÌÑ ÜÔÏÊ �Å-ÌÉ ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÁÑ ÌÅÍÍÁ.ìÅÍÍÁ 26. äÌÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ËÏ�ÉÊ ÍÁÔÒÉ�Ù L, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ × (5.14),×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑREnd(Lk ⊗ Lp) = Lp ⊗ Lk ; k < p; ∀ k; p ∈ N : (6.4)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ �ÒÑÍÙÍÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (5.6), �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÎÎÏÇÏ × ×ÉÄÅREnd(L1 �R12 ⊗ L1) = �R12L1 �R−112 ⊗ L1 �R12 ;Á ÔÁËÖÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ñÎÇÁ-âÁËÓÔÅÒÁ (1.1), ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÔØ�Å�ÏÞËÉR-ÍÁÔÒÉ�, ×ÈÏÄÑÝÉÊ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ËÏ�ÉÊ Lk É Lp. �ðÏÌØÚÕÑÓØ ÌÅÍÍÏÊ 26, ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ(6.2) ÎÁ ÏÂßÅËÔÁÈXir;s := Li : : : Li+r−1 ⊗ Li+r : : : Li+r+s−1 ;ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ �ÏÌÉÎÏÍÙ�Ï ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁÍ ÁÌÇÅÂÒÙ L(Rq; 1). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎ-ÔÁÈ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÍÙ �ÏÌØÚÕÅÍÓÑÂÁÚÉÓÏÍ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÂÁÚÉÓÕ (5.13).ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÒÏÊËÉ ÏÂßÅËÔÏ×Xi1r1;s1 ,Xi2r2;s2 ÉXi3r3;s3 ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖ-ÎÏ ×ÙÂÉÒÁÔØ i1, i2 É i3 ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏi3 ≥ i2 + r2 + s2 ≥ i1 + r1 + s1 ;ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ(Xi1r1;s1 ? Xi2r2;s2) ? Xi3r3;s3 = Xi1r1;s1 ? (Xi2r2;s2 ? Xi3r3;s3)ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 26. �ÁË ËÁË ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ L(Rq)�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅ-ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× X(i)r;s , ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÚÁËÌÀÞÅÎÉÀ, ÞÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ (6.2)Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × ÁÌÇÅÂÒÅ L(Rq).



�åïòéñ ðòåäó�á÷ìåîéê áìçåâòù 107ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÎÁ ÌÀÂÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ �ÏÄÁÌÇÅÂÒ L(Rq), �ÏÌÕÞÁÅÍÙÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ×ÌÏÖÅ-ÎÉÑÍÉ a 7→ eL ⊗ a ÉÌÉ a 7→ a⊗ eL ;ÇÄÅ eL ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ L(Rq; 1). üÔÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÉ�Á eL ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÌÀÂÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍa ∈ L(Rq; 1) �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ Ô×ÉÓÔÁ REnd. ðÏÜÔÏÍÕ(eL ⊗ a1) ? (eL ⊗ a2) = (eL ⊗ a1a2) É (a1 ⊗ eL) ? (a2 ⊗ eL) = (a1a2 ⊗ eL) :ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : L(Rq; 1) → L(Rq) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ�ÒÁ×ÉÌÏÍ: �(eL) := eL ⊗ eL�(lji ) := lji ⊗ eL + eL ⊗ lji − (q − q−1)∑k lki ⊗ ljk�(ab) := �(a) ?�(b) ∀ a; b ∈ L(Rq; 1) : (6.5)÷×ÅÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ " : L(Rq; 1)→ K"(eL) := 1"(lji ) := 0"(ab) := "(a)"(b) ∀ a; b ∈ L(Rq; 1) : (6.6)ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 27. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � É ", ÚÁÄÁÎÎÙÅ × (6.5) É (6.6), Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ É ËÏÅÄÉÎÉ�ÅÊ Ô×ÉÓÔÏ×ÁÎÎÏÊ ÂÉ-ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔ-ÒÁÖÅÎÉÊ L(Rq; 1).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, �ÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � ÚÁÄÁÅÔÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ L(Rq; 1) → L(Rq). ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÇÌÑÄÑÔ �ÒÏÝÅ ×ÂÁÚÉÓÅ ÓÄ×ÉÎÕÔÙÈ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏ× mji , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ × ÚÁÍÅÞÁÎÉÉ 17. ÷ ÔÅÒ-ÍÉÎÁÈ ÜÔÉÈ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏ× ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ�(mji ) = ∑s msi ⊗mjs ; (6.7)ÉÌÉ, �ÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÚÁ�ÉÓÉ,�(Mk) =Mk ⊗Mk ∀ k ≥ 1 :ðÒÉÎÉÍÁÑ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (6.2) É (5.6), ÎÁÈÏÄÉÍ�(M1M2) = �(M1) ?�(M2) =M1M2 ⊗M1M2 :



108 ä. é. çõòå÷éþ, ð. î. ðñ�ï÷, ð. á. óáðïîï÷óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÜÔÏ Ó (5.9), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏR12�(M1M2) = �(M1M2)R12 ;ÔÏ ÅÓÔØ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏÔ×ÉÓÔÏ×ÁÎÎÏÅ ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÅ (6.7) ÂÙÌÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÏ × [M℄.�ÒÅÂÕÅÍÁÑ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚØ " É �(id⊗ ")� = id = ("⊗ id)��ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ. �òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ L(Rq)ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ, ÏÓÎÏ×Ù×ÁÑÓØ ÎÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÈ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ-×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ. ÷ÙÂÒÁ× Ä×Á ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ U É W Ó �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÑÍÉ �U : L(Rq; 1) → End(U) É �W : L(Rq; 1) → End(W ), �ÏÓÔÒÏÉÍÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �U⊗W : L(Rq)→ End(U ⊗W ) �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ:�U⊗W (a⊗ b). (u⊗w) = (�U (a).u′)⊗ (�W (b′).w) ; a⊗ b ∈ L(Rq) ; (6.8)ÇÄÅ ÓÉÍ×ÏÌ . ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ, Á ÜÌÅÍÅÎÔ(Ù) b′ É ×ÅËÔÏÒ(Á)u′ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ Ô×ÉÓÔÁ (ÚÁ×ÉÓÑÝÅÇÏ ÏÔ b É u)ËÁÔÅÇÏÒÉÉ SW(V(m|n)) u′ ⊗ b′ := R(b⊗ u) :÷ ÓÉÌÕ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 18 Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (6.8) ÓÁÍÏÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ, ÔÁË ËÁË ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ b 7→ �W (b′) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ L(Rq; 1).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 28. äÅÊÓÔ×ÉÅ (6.8) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙL(Rq).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ L(Rq)Xi = (ai ⊗ bi) ∈ L(Rq); i = 1; 2 :îÁÍ ÎÕÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ u⊗ w ∈ U ⊗W ×Ù�ÏÌÎÅÎÏÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ�U⊗W (X1 ? X2) . (u⊗ w) = �U⊗W (X1) . (�U⊗W (X2) . (u⊗ w)) : (6.9)÷ ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (6.9) ÓÔÏÑÔ, ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ, Ä×Á ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÕ(a1 ⊗ b1)⊗ (a2 ⊗ b2)⊗ (u⊗ w)ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ×ÅËÔÏÒ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ⊗ W . íÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÜÔÉÈ (Á�ÒÉÏÒÉ ÒÁÚÎÙÈ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Ë ÕËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-ÎÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ.



�åïòéñ ðòåäó�á÷ìåîéê áìçåâòù 109÷×ÅÄÅÍ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑR(b1 ⊗ a2) = a′2 ⊗ b′1 ; R(b2 ⊗ u) = u′ ⊗ b′2 ; R(b′1 ⊗ u′) = u′′ ⊗ b′′1 :ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (6.2) É (6.8) ÄÁÀÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØÆÏÒÍÕÌÙ (6.9) × ×ÉÄÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×:(a1 ⊗ b1)⊗ (a2 ⊗ b2)⊗ (u⊗ w) 7→ (a1 ⊗ a′2)⊗ (b′1 ⊗ b2)⊗ (u⊗w)
7→ (a1a′2 ⊗ b′1b2)⊗ (u⊗ w) 7→ (a1a′2 ⊗ u′′)⊗ (b′′1b′2 ⊗ w)
7→ (�U (a1a′2) . u′′)⊗ (�W (b′′1b′2) . w) :õÞÔÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ (6.1) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ �U É �W . üÔÏÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ËÁÔÅÇÏÒÎÙÈ Ô×ÉÓÔÏ× ×ÅËÔÏÒ �U (a).u�ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ Ó ÌÀÂÙÍ ÏÂßÅËÔÏÍ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁË É ÜÌÅÍÅÎÔ a⊗u.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (6.9) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ,�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ × ×ÉÄÅ ÔÁËÏÊ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×(a1 ⊗ b1)⊗ (a2 ⊗ b2)⊗ (u⊗ w) 7→ (a1 ⊗ b1)⊗ (a2 ⊗ u′)⊗ (b′2 ⊗ w)
7→ (a1 ⊗ b1)⊗ (�U (a2) . u′ ⊗ �W (b′2) . w)
7→ (a1 ⊗ �U (a′2) . u′′)⊗ (b′′1 ⊗ �W (b′2) . w)
7→ (�U (a1) . �U (a′2) . u′′)⊗ (�W (b′′1) . �W (b′2) . w)
7→ (�U (a1a′2) . u′′)⊗ (�W (b′′1b′2) . w) :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ × ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÆÏÒÍÕÌÙ (6.9) ÏÄ-ÎÏÍÕ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ×ÅËÔÏÒ × �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å U ⊗W . üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÉÄÅÎÔÉÞÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 29. ðÕÓÔØ U É W Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×ÕÍÑ ÍÏÄÕÌÑÍÉ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÏÊ

L(Rq; 1) Ó ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ �U É �W . �ÏÇÄÁ ÜË×É×ÁÒÉ-ÁÎÔÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ L(Rq; 1)→ End(U ⊗W ) ÚÁÄÁÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌÏÍa 7→ �U⊗W (�(a)) ; ∀ a ∈ L(Rq; 1) ; (6.10)ÇÄÅ ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÅ � É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �U⊗W Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (6.5)É (6.8) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅ-ÎÉÊ 27 É 28. �ëÁË ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ × ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ, ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ L(Rq; 1) ×�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ V�, � ⊢ k ∈ N, ÂÙÌÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ × [GS2, S℄. �ÅÍ ÖÅ ÍÅÔÏÄÏÍÓÔÒÏÑÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ V ∗� . ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (6.10)



110 ä. é. çõòå÷éþ, ð. î. ðñ�ï÷, ð. á. óáðïîï÷�ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÍÏÄÕÌØÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÏÄÉÆÉ-�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÎÁ ×ÓÅ ÏÂßÅËÔÙ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ SW(V(m|n)).äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÞÉÔÁÔÅÌÑ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ËÒÁÔËÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÂÏÔ[GS2, S℄ É ÄÏËÁÖÅÍ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ∗.÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÞÅÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ çÅËËÅ ÏÂÝÅÇÏ ÂÉ-ÒÁÎÇÁ ÜË×É-×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ × ÄÕÁÌØÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ V ∗� ÄÏÌÖÎÁ ÄÏËÁ-ÚÙ×ÁÔØÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ V�.âÁÚÉÓÎÏÅ ÌÅ×ÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ L(Rq; 1) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÚÁÄÁ-ÅÔÓÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ B�1(lji ) . xk = Bjkxi: (6.11)÷ ÒÁÂÏÔÅ [S℄ ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �2 : L(Rq; 1) → End(V ⊗2)×ÉÄÁ�2(lji ).(xk1⊗xk2) = (�1(lji ).xk1)⊗xk2+(R−1◦(�1(lji )⊗I)◦R−1).(xk1⊗xk2)ÄÁÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ L(Rq; 1). òÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÑ ÄÏ ÓÔÁÒÛÉÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ �p : L(Rq; 1) → End(V ⊗p), p ≥ 3, Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (ÓÍ. [S℄). îÅÓÌÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÒÅ�Å�ÔÏÍ (6.10).÷Ù�ÉÓÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×�ÏÌÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍÉ: �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ⊗p ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×V�, ÎÕÍÅÒÕÅÍÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ � ⊢ p. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ �p ÎÁ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V� ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÒÏÅËÔÏÒÏ×E�a (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÙ (3.4) É (3.5))��;a = E�a ◦ �p ◦ E�a ; (6.12)�ÒÉÞÅÍ ÍÏÄÕÌÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÉÎÄÅËÓÁ a, ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÙ.âÁÚÉÓÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ �∗1 : L(Rq; 1)→ End(V ∗) ÄÁÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌÏÍ:�∗1(lji ) . xk = −xr �R kjri : (6.13)äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÅÇÏ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ.ìÅÍÍÁ 30. ðÕÓÔØ R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ çÅËËÅ. �ÏÇÄÁÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V ⊗ V ∗ → V ∗ ⊗ V : xi ⊗ xj 7→ xk ⊗ xlRljki (6.14)ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ûÕÒÁ-÷ÅÊÌÑ.



�åïòéñ ðòåäó�á÷ìåîéê áìçåâòù 111äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ çÅËËÅ R = R−1 + (q − q−1)I ×ÓÉÌÕ (1.2). ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × (6.14)xi ⊗ xj 7→ xk ⊗ xl (R−1)ljki + (q − q−1) Æji xk ⊗ xk ;ÍÙ ÏÂÎÁÒÕÖÉÍ, ÞÔÏ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (6.14) ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍ-ÂÉÎÁ�ÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÚ Ó�ÉÓËÁ (4.3) É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ×ÉÄÁxi ⊗ xj 7→ Æji xk ⊗ xk :üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÍÏÒ-ÆÉÚÍÏ× ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ûÕÒÁ-÷ÅÊÌÑxi ⊗ xj 〈 ; 〉r
7→ Æji 1 �r7→ Æji xk ⊗ xk ;ÇÄÅ ÍÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÌÉ ËÁÔÅÇÏÒÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ (4.1) É (4.5).éÔÁË, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (6.14) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉÍÏÒÆÉÚÍÏ× ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ûÕÒÁ{÷ÅÊÌÑ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÏ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑËÁÔÅÇÏÒÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÌÁÓÓÁ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×. �ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 31. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (6.13) ÁÌÇÅÂÒÙ L(Rq; 1) × �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å V ∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ �∗1 ÍÙÄÏÌÖÎÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �∗1 : L(Rq; 1) → End(V ∗) ÅÓÔØ ÍÏÒ-ÆÉÚÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ûÕÒÁ{÷ÅÊÌÑ.ïÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÑ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒ lji Ó ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ xi⊗ xj , ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÔÒÁËÔÏ×ÁÔØÌÀÂÏÅ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÌÅ×ÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁ lji ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ×ÅËÔÏÒxk ∈ V ∗ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V ⊗ V ∗ ⊗ V ∗ → V ∗:ðÏÓÔÒÏÉÍ �ÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ × ×ÉÄÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÍÏÒÆÉÚ-ÍÏ× V ⊗ V ∗ ⊗ V ∗ (6:14)⊗I

−→ V ∗ ⊗ V ⊗ V ∗ I⊗〈 ; 〉r
−→ V ∗ ⊗K ∼= V ∗ ;ÉÌÉ, × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×,lji . xk = Rkjri xr = xr �R kjri :ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓÎÏÅ ÌÅ×ÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (6.13) ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ �Ï-ÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁËÏÍ. �òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÄÒÏÂÎÏ ×ÁÖÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ ,,�ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÇÏ\ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ × ÌÉ-ÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏ× lji ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. ðÏÓËÏÌØËÕSpan(lji ) ∼= V ⊗ V ∗ ;



112 ä. é. çõòå÷éþ, ð. î. ðñ�ï÷, ð. á. óáðïîï÷ÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ �Ï ÏÂÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ (6.10),ËÏÔÏÒÁÑ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄlji 7→ �V⊗V ∗(�(lji )) ;ÇÄÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å �V (lji ) É �V ∗(lji ) ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÚÑÔØ ÂÁÚÉÓÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ(6.11) É (6.13) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ï�ÕÓËÁÑ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ×ÙËÌÁÄËÉ, �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÉÍ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ × ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ�V⊗V ∗(L1) . L2 = L1R12 −R12L1: (6.15)ëÏÕÍÎÏÖÅÎÉÅ � (6.5) �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÜÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ó ÌÉÎÅÊÎÏÊÏÂÏÌÏÞËÉ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅ-ÎÉÊ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÅÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ (6.15) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó L-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÞÁÓÔØÀÏ�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (5.8) ÁÌÇÅÂÒÙ L(Rq; 1), ÅÓÌÉÉÈ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ × ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅL1L2 −R−112 L1L2R12 = L1R12 −R12L1 :÷ ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ (6.15) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÍÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÀ ÁÌ-ÇÅÂÒÙ ìÉ g ÎÁ ÅÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÏÂÅÒÔÙ×ÁÀÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÅ U(g), ËÏÔÏÒÏÅÔÏÖÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ �Ï ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁÍ ÞÁÓÔØÀ ÓËÏÂËÉ ìÉ É ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁ-ÎÑÅÔÓÑ Ó ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÎÁ ÓÔÁÒÛÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ U(g) Ó�ÏÍÏÝØÀ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.÷ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×Ï�ÒÏÓ ÏÂ ,,sl-ÒÅÄÕË�ÉÉ\, Ô.Å. Ï�ÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÁÌÇÅÂÒÙ L(Rq; 1) Ë ÅÅ ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒÅ SL(Rq)
SL(Rq) := L(Rq; 1)=〈`〉 ; ` := TrRL := Tr(CL) : (6.16)üÌÅÍÅÎÔ ` �ÅÎÔÒÁÌÅÎ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅ-ÎÉÊ, ÞÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÅÎÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ R-ÓÌÅÄÁ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÁÔÒÉÞÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (5.8). ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÎÁÏÓÎÏ×Å ÆÏÒÍÕÌ (2.8).äÌÑ Ñ×ÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒÙ SL(Rq) �ÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÎÏ×ÏÍÕ ÎÁÂÏ-ÒÕ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏ× {f ji ; `}, Ó×ÑÚÁÎÎÏÍÕ Ó �ÒÅÖÎÉÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ:lji = f ji + (Tr(C))−1Æji ` ÉÌÉ L = F + (Tr(C))−1I ` ; (6.17)ÇÄÅ F = ‖f ji ‖. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ TrRF = 0. ïÂÒÁÔÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ(3.10) �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ÓÄ×ÉÇ ×ÏÚÍÏÖÅÎ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ m 6= n.



�åïòéñ ðòåäó�á÷ìåîéê áìçåâòù 113÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÎÏ×ÙÈ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏ× �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ
L(Rq; 1) ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ







�R12F1 �R12F1 − F1 �R12F1 �R12 = (eL − !Tr(C) `)( �R12F1 − F1 �R12)` F = F ` ; TrRF = 0 ;ÇÄÅ ! := q − q−1. �Å�ÅÒØ ÌÅÇËÏ �ÏÌÕÞÉÔØ Ñ×ÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÆÁËÔÏÒÁ (6.16) ×ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏ× É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÁ ÎÉÈ. íÁÔÒÉ�Á F = ‖f ji ‖, ÓÏÓÔÁ-×ÌÅÎÎÁÑ ÉÚ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ SL(Rq), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÅÍ ÖÅ �ÅÒÅÓÔÁ-ÎÏ×ÏÞÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ (5.8), ÞÔÏ É ÍÁÔÒÉ�Á L:�R12F1 �R12F1 − F1 �R12F1 �R12 = �R12F1 − F1 �R12 ; TrRF = 0 ; (6.18)ÎÏ ÅÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ f ji ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ × ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑTrRF = Tr(CF ) = 0.îÅÔÒÕÄÎÏ ÔÁËÖÅ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (6.15) × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÇÅÎÅÒÁ-ÔÏÒÏ× f ji É `. õÞÉÔÙ×ÁÑ Ó×ÑÚØ (6.17), ÎÁÈÏÄÉÍ �ÏÓÌÅ ÎÅÂÏÌØÛÉÈ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÊ: �V⊗V ∗(`) . ` = 0; �V⊗V ∗(F1) . ` = 0 ;�V⊗V ∗(`) . F1 = −! Tr(C)F1�V⊗V ∗(F1) . F2 = F1 �R12 − �R12F1 + ! �R12F1 �R−112 : (6.19)ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (6.19) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ "�ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÅ" �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒÙ SL(Rq), ÎÏ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÁÍÏÊÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ L(Rq; 1), �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÅ ÅÅ ÆÁËÔÏÒÁ SL(Rq) ÎÅ ÄÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÈ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (6.18).÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ × �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ � : L(Rq; 1) → End(U) ÜÌÅÍÅÎÔ` ËÒÁÔÅÎ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÉ) �(`) = � IU ; � ∈ K ;ÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ~� : SL(Rq)→ End(U)�Ï �ÒÁ×ÉÌÕ [S℄~�(f ji ) = 1� (�(lji )− (Tr(C))−1�(`) Æji ) ; � = 1− (q − q−1)(Tr(C))−1� :(6.20)



114 ä. é. çõòå÷éþ, ð. î. ðñ�ï÷, ð. á. óáðïîï÷áÌÇÅÂÒÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ (5.9) ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÅÒÉÀ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×M 7→ zM Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ z ∈ K. îÁ ÕÒÏ×ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÁÌÇÅ-ÂÒÙ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÜÔÉ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ �ÒÉ-ÎÉÍÁÀÔ ×ÉÄ (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ~ = 1)�U (lji ) 7→ �zU (lji ) = z�U (lji ) + Æji (1− z)(q − q−1)−1 IU :ðÏÌØÚÕÑÓØ (6.20), ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ~�U ÁÌÇÅÂÒÙ SL(Rq),�ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å �zU , ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ z. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ×ÅÓØ ËÌÁÓÓ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ �zU , Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍÉ ×ÙÛÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ, �Å-ÒÅÈÏÄÉÔ × ÏÄÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒÙ SL(Rq).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 32. ÷ Ó×ÅÔÅ ×ÙÛÅÉÚÌÏÖÅÎÎÙÈ ÆÁËÔÏ× ÍÙ ÈÏÔÅÌÉ ÂÙ ÏÂÓÕÄÉÔØ�ÒÏÂÌÅÍÕ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ô×ÉÓÔÏ×ÁÎÎÏÊ (× ÄÒÕÇÉÈ ÔÅÒÍÉ-ÎÁÈ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÉÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ) ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ. ÷�ÅÒ×ÙÅ ÔÁËÏÊ ÏÂßÅËÔ ÂÙÌ××ÅÄÅÎ × ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ × ÒÁÂÏÔÅ [G1℄ ËÁË ÎÁÂÏÒ ÄÁÎÎÙÈ (g; �; [ ; ℄), ÇÄÅ gÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : g⊗2 → g⊗2 Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ, Á Ï�ÅÒÁÔÏÒ [ ; ℄ : g⊗2 → g ("Ô×ÉÓÔÏ×ÁÎÎÁÑÓËÏÂËÁ ìÉ") ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ(1) [ ; ℄� = −[ ; ℄(2) �[ ; ℄23 = [ ; ℄12�23�12(3) [ ; ℄[ ; ℄23(I + �12�23 + �23�12) = 0.�ÒÅÔØÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÉÚ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ Ó�ÉÓËÁ Ó×ÏÊÓÔ× (ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÅÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ñËÏÂÉ) ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÅ[ ; ℄[ ; ℄12 = [ ; ℄[ ; ℄23(I − �12) : (6.21)�É�ÉÞÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÄÁÅÔÓÑ ×ÙÂÏÒÏÍ
g = End(V ) ; � = REnd ; [ ; ℄ = ◦(I − �)× ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÒÁÚÄÅÌÁ 5. äÒÕÇÏÊ �ÒÉÍÅÒ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ �ÒÉ-×ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÂÅÓÓÌÅÄÏ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÁÌÇÅÂÒÙ End(V ). õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÏÂÅÒÔÙ×ÁÀÝÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÅÉÈ Ô×ÉÓÔÏ×ÁÎ-ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (5.1).úÁÍÅÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (6.21) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÆÏÒÍÕ (6.15), ÅÓÌÉ�ÏÌÏÖÉÔØ

g = Span(lji ) ; �(L1L2) = R−112 L1L2R12 ; [L1; L2℄ = L1R12 −R12L1 :(6.22)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÍÙ �Ï�ÒÏÂÕÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ Ô×ÉÓÔÏ×ÁÎÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕìÉ Ó ÔÁËÉÍÉ g, � É [ ; ℄, ÔÏ ÔÒÅÔØÑ ÁËÓÉÏÍÁ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ Ó�ÉÓËÁ (××ÉÄÅ (6.21)) ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ. îÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÉÚ �ÕÎËÔÏ× 1 É 2 ÎÁÒÕÛÁÔÓÑ É,



�åïòéñ ðòåäó�á÷ìåîéê áìçåâòù 115ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÈ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÉÚ�ÕÎËÔÁ 1 ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:[ ; ℄S = 0 ;ÇÄÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒ S (q-ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÔÏÒ) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ × (5.20). ðÒÏ×ÅÒËÁ Ó�ÒÁ×ÅÄ-ÌÉ×ÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÄÌÑ ÎÁÂÏÒÁ ÄÁÎÎÙÈ (6.22) �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ �ÒÑÍÙÍÉ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ É ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.þÔÏ ÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ �ÕÎËÔÁ 2, ÔÏ ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÅÅ × ÎÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÚÁÍÅÎÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ REnd. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÓËÏÂËÁ [ ; ℄ × (6.22) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ SW(V(m|n)).ïÄÎÁËÏ, �ÏÓÌÅ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÊ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÂÅÓÓÌÅÄÏ×ÕÀ ÞÁÓÔØ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á g �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÎÁÒÕÛÅÎÉÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (6.21).éÔÁË, �Ï�ÙÔËÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ô×ÉÓÔÏ×ÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅEnd(V ), ÇÄÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ËÏÓÏÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ çÅË-ËÅ, Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÔÒÅÈ ÁËÓÉÏÍ, �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ, ×ÎÕÔÒÅÎÎÅ �ÒÏÔÉ-×ÏÒÅÞÉ×Á. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [Wo, GM℄)Ô×ÉÓÔÏ×ÁÎÎÙÅ (Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ) ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÎÅÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÍÉÔ×ÉÓÔÁÍÉ, ××ÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÉÈ ÁËÓÉÏÍ ÉÌÉ ÉÈ ÎÅÚÎÁÞÉ-ÔÅÌØÎÙÈ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÊ. ðÒÉÎÉÍÁÑ × ÒÁÓÞÅÔ ÎÁÛÉ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ (ÓÍ. ××ÅÄÅÎÉÅ)Ï ,,Ô×ÉÓÔÏ×ÁÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ ìÉ\, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó Ô×ÉÓÔÁÍÉ âÉÒÍÁÎÁ{÷ÅÎ�ÌÑ{íÕÒÁËÁÍÉ, ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÚÁËÌÀÞÅÎÉÀ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ,,Ô×ÉÓÔÏ×ÁÎ-ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ\, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÌÉ ÂÙ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÓÉÓÔÅÍÅÁËÓÉÏÍ É, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÈ ÏÂÅÒÔÙ×ÁÀÝÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÌÁÄÁÌÉ ÂÙ ÈÏ-ÒÏÛÉÍÉ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.§7. ë×ÁÎÔÏ×ÁÎÉÅ Ó ÄÅÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÓÌÅÄÏÍ÷ ÄÁÎÎÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ Ë×ÁÚÉËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ,×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ
L(Rq; ~) (5.8), Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ Uq(sl(m)) ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ çÅËËÅ (1.3).÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÁÌÇÅÂÒÁ L(Rq; ~) ÍÏÖÅÔ ÔÒÁËÔÏ×ÁÔØÓÑ ËÁË Ä×ÕÈ�ÁÒÁÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÁÑ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ K[gl(m)∗℄. íÙ ×ÙÑÓÎÑÅÍ ÍÅ-ÓÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ðÕÁÓÓÏÎÏ×ÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ÷ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ ÉÎÆÉÎÉÔÅ-ÚÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÄÅÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ R-ÓÌÅÄÁ.ðÏÌØÚÕÑÓØ Ñ×ÎÙÍ ×ÉÄÏÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ çÅËËÅ R, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ �ÕÞÏËÓËÏÂÏË ðÕÁÓÓÏÎÁ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÓÏÂÏÊ Ë×ÁÚÉËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÏÇ Ä×ÕÈ-�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ L(Rq; ~). ðÏÌÁÇÁÑ Ó ÜÔÏÊ �ÅÌØÀ q = 1 × ×ÙÒÁÖÅ-ÎÉÉ (1.3), ÍÙ �ÅÒÅÊÄÅÍ ÏÔ ÁÌÇÅÂÒÙ L(Rq; ~) Ë ÁÌÇÅÂÒÅ U(gl(m)~). óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, ÓËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÉ �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ ~ ÅÓÔØÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ{ìÉ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ gl(m)∗.



116 ä. é. çõòå÷éþ, ð. î. ðñ�ï÷, ð. á. óáðïîï÷þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ×ÔÏÒÕÀ ÓËÏÂËÕ ðÕÁÓÓÏÎÁ, ÇÅÎÅÒÉÒÕÀÝÕÀ �ÕÞÏË, �ÏÌÏÖÉÍ
~ = 0 × ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ (5.8), �ÅÒÅÈÏÄÑ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ Ë ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÅÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ-×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ. ÷×ÏÄÑ ÍÁÔÒÉ�Õ R = RP

R = m
∑i;j qÆijhii ⊗ hjj + (q − q−1) m

∑i<j hji ⊗ hij ;�ÅÒÅ�ÉÛÅÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ L(Rq; ~) × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊÆÏÒÍÅ (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÞÅÒÔÁ ÎÁÄ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ÍÁÔÒÉ�Ù ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÒÁÎÓ�Ï-ÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ): �R12 L1 �R21 L2 − L2 �R12 L1 �R21 = 0 : (7.1)ðÏÌÏÖÉ× q = e� ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ � ∈ K É ÚÁÍÅÔÉ×, ÞÔÏ R = I �ÒÉq = 1, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù R × ÒÑÄ �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ �: R =1 + � r+O(�2), ÇÄÅ r = m
∑i=1 hii ⊗ hii + 2 m

∑i<j hji ⊗ hij ; (7.2)ÅÓÔØ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ sl(m) r-ÍÁÔÒÉ�Á[r12; r13℄ + [r12; r23℄ + [r13; r23℄ = 0 :÷ÙÄÅÌÉ× × (7.1) ÌÉÎÅÊÎÕÀ �Ï � ÞÁÓÔØ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ×ÔÏÒÕÀ ÓËÏÂËÕ ðÕÁÓ-ÓÏÎÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K[gl(m)∗℄:
{L1; L2}r = L2L1�r21 −�r12L1L2 + L2�r12L1 − L1�r21L2: (7.3)ðÏËÁ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÌÉÛØ ÎÁ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ lji ÍÁÔÒÉ�ÙL, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å gl(m)∗.òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓËÏÂËÉ (7.3) ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ �ÏÌÉÎÏÍÙ ÏÔ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏ× lji�ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÌÅÊ ÎÁ gl(m)∗. äÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÕËÁ-ÚÁÎÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÁÔÒÉ�Ùr± = 12 (r12 ± r21) :éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (7.2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÎÏ×Ø ××ÅÄÅÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù r± Ñ×ÌÑÀÔÓÑÏÂÒÁÚÁÍÉ ÍÁÔÒÉ�r− = m

∑i<j (eji⊗eij−eij⊗eji ) := m
∑i<j eji∧eij ; r+ = m

∑i;j eji⊗eij ; r± ∈ gl(m)⊗2(7.4)ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ eji 7→ hji , ÇÄÅÜÌÅÍÅÎÔÙ eji ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ gl(m)[eji ; erk℄ = Æjk eri − Æri ejk :



�åïòéñ ðòåäó�á÷ìåîéê áìçåâòù 117òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ gl(m) ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K[gl(m)∗℄�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÌÅ×ÙÈ, �ÒÁ×ÙÈ É �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ�ÏÌÅÊeji . lsk := Æjk lsi ; lsk / eji := Æsi ljk ; ad eji (lsk) = eji . lsk − lsk / eji ; (7.5)ËÏÔÏÒÏÅ ÒÁÓÛÉÒÑÅÔÓÑ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ �ÏÌÉÎÏÍ ÏÔ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏ× lji Ó �Ï-ÍÏÝØÀ �ÒÁ×ÉÌÁ ìÅÊÂÎÉ�Á. �ÏÇÄÁ, �ÒÉÎÉÍÁÑ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÁ-ÔÒÉ� r±, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ (7.3) × ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ
{f; g}r = ◦ rl;r+ (f ⊗ g)− ◦ rr;l+ (f ⊗ g)− ◦ rad;ad− (f ⊗ g); ∀ f; g ∈ K[gl(m)∗℄:(7.6)úÄÅÓØ ◦ : K[gl(m)∗℄⊗2 → K[gl(m)∗℄ ÓÉÍ×ÏÌÉÚÉÒÕÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ �ÏÔÏ-ÞÅÞÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ gl(m)∗, Á ×ÅÒÈÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÍÁÔÒÉ� r± ÕËÁ-ÚÙ×ÁÀÔ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÉ�Ù ÄÅÊÓÔ×ÉÑrad;ad− (f ⊗ g) := m

∑i<j ad eji (f) ∧ ad eij(g); rl;r+ (f ⊗ g) := ∑i;j (eji . f)⊗ (g / eij) :(7.7)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓËÏÂËÉ
{f; g}− = ◦ rad;ad− (f ⊗ g) É {f; g}+ = ◦ rl;r+ (f ⊗ g)− ◦ rr;l+ (f ⊗ g)�Ï ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ðÕÁÓÓÏÎÏ×ÙÍÉ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÎÉÈ ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ñËÏÂÉ.óËÏÂÏÞÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ { }+ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ gl(m)-ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØadX({f; g}+) = {adX(f); g}++{f; adX(g)}+; ∀f; g ∈ K[gl(m)∗℄; X ∈ gl(m) :óËÏÂËÁ (7.6) ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÕÀ GL(m)-ÏÒÂÉÔÕ O ⊂ gl(m)∗, ÔÁËËÁË ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ IO, ÇÄÅ IO ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌ ÆÕÎË�ÉÊ, ÚÁÎÕÌÑÀÝÉÈÓÑÎÁ ÏÒÂÉÔÅ, É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g ∈ K[gl(m)∗℄ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï

{f; g}r ∈ IO :ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ ÄÌÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ { }−, �ÏÓËÏÌØ-ËÕ ÜÔÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÏÌÑ. äÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÌÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ { }+ �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ × [D℄. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓËÏÂËÁ(7.6) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ 
1 := ∑ lii = 
, ÇÄÅ 
 ∈ KÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. ðÏÌÁÇÁÑ 
 = 0, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÓËÏÂËÕ ðÕÁÓÓÏÎÁÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÆÕÎË�ÉÊ K[sl(m)∗℄.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 33. âÕÄÕÞÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ K[g∗℄, ÇÄÅ g = sl(m),ÓËÏÂËÁ { }+ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÀ [G4, D℄. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ



118 ä. é. çõòå÷éþ, ð. î. ðñ�ï÷, ð. á. óáðïîï÷�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï g⊗2 ËÁË �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÊ g-ÍÏÄÕÌØ. ïÎÏ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × �ÒÑ-ÍÕÀ ÓÕÍÍÕ �ÏÄÍÏÄÕÌÅÊ
g⊗2 = gs ⊕ ga ;ÇÄÅ gs(ga) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ (ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ) �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÏÍ × g⊗2. äÌÑ m > 2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á g+ ⊂ gs É g− ⊂ ga,ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÓÁÍÏÍÕ g ËÁË �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ g-ÍÏÄÕÌÉ. óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ) ÎÅÔÒÉ×É-ÁÌØÎÙÊ g-ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ � : g⊗2 → g⊗2, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ g− × g+.�ÁË ËÁË �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ g∗, ÎÁÄÅÌÅÎÎÏÅ ÓËÏÂËÏÊðÕÁÓÓÏÎÁ-ìÉ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÁÌÇÅÂÒÅ g, ÍÏÒÆÉÚÍ � Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÅÔÓÑ ÎÁ ×ÓÅÊ ÁÌÇÅÂÒÅ K[g∗℄ (�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ �ÒÁ×ÉÌÁ ìÅÊÂÎÉ�Á) É �ÒÉ×ÏÄÉÔË ÓËÏÂËÅ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÅÊ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ) ÓÏ ÓËÏÂËÏÊ { }+. úÁ-ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ m = 2 ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ g+ ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ É �ÏÜÔÏÍÕ ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÂËÁ { }+.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 34. óËÏÂËÁ (7.6) ÓÏ×ÍÅÓÔÎÁ ÓÏ ÓËÏÂËÏÊ ðÕÁÓÓÏÎÁ-ìÉ (ÉÈÓËÏÂËÁ óÈÏÕÔÅÎÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (1.4) Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÅÔ �ÕÞÏË ÓËÏÂÏË ðÕÁÓÓÏÎÁ.èÏÔÑ, × �ÒÉÎ�É�Å, ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÁÌÇÅÂÒ L(Rq; ~) ÅÓÔØ Ä×ÕÈ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÄÅÆÏÒ-ÍÁ�ÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ K[gl(m)∗℄, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ É �ÒÑÍÙ-ÍÉ ÒÁÓÞÅÔÁÍÉ [D℄.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ m = 2 ÂÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ. ëÁË ÕÖÅ Õ�ÏÍÉÎÁÌÏÓØ ×Ù-ÛÅ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ { }+ ÓËÏÂËÉ ðÕÁÓÓÏÎÁ { }r ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ É ÍÙÉÍÅÅÍ { }r = { }−. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ {H;E; F} ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÙ ëÁÒÔÁÎÁ-ûÅ×ÁÌØÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ sl(2). �ÏÇÄÁ r− = E∧F (ÓÍ. (7.4)) É ÓËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ(7.6) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ:

{a; b}r = −adE(a) adF (b) + adF (a) adE(b) :÷ÙÂÅÒÅÍ × ÁÌÇÅÂÒÅ K[sl(2)∗℄ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÙ {e; f; h}, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁÍ ëÁÒÔÁÎÁ-ûÅ×ÁÌØÅ �ÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ sl(2) É ÁÌÇÅ-ÂÒÙ ìÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å sl(2)∗. îÅÓÌÏÖÎÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÎÁ ÏÓÎÏ×Å (7.5) ÄÁÅÔ
{h; e}r = −2eh ; {h; f}r = 2fh ; {e; f}r = −h2 :÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÓËÏÂËÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÓËÏÂÏË ðÕÁÓÓÏÎÁ-ìÉ ÔÏÌØËÏ ÍÎÏ-ÖÉÔÅÌÅÍ −h É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÏÊ ÌÉÓÔ ÓËÏÂËÉ { }r ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÍ ÌÉÓÔÅ ÓËÏÂËÉ ðÕÁÓÓÏÎÁ-ìÉ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÜÌÅÍÅÎÔ 
2 = h2=2 + 2ef�ÅÎÔÒÁÌÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÅÉÈ ÓËÏÂÏË, �ÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ �ÕÞÏËÓËÏÂÏË ðÕÁÓÓÏÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒÕ K[sl(2)∗℄=〈
2− 
〉 �ÒÉÌÀÂÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ 
 ∈ K.



�åïòéñ ðòåäó�á÷ìåîéê áìçåâòù 119ðÏÌÏÖÉÍ K = C É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÙ ÁÌÇÅÂÒÙ su(2)x = 12 (e− f); y = i2 (e+ f); z = i2 h :÷ ÜÔÉÈ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁÈ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÕÞÏË ÓËÏÂÏË ðÕÁÓÓÏÎÁ ×ÉÄÁ
{x; y}PL = z; {y; z}PL = x; {z; x}PL = y;
{x; y}r = z2; {y; z}r = xz; {z; x}r = yz :úÄÅÓØ ÍÙ �ÅÒÅÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÌÉ ÓËÏÂËÕ { }r, �ÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÁ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÎÅ ×ÌÉ-ÑÅÔ ÎÁ �ÕÞÏË. ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ
2 = x2 + y2 + z2.þÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÓËÏÂËÉ ÉÚ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ �ÕÞËÁ (Á ÉÍÅÎÎÏ, { }PL −

{}r) �ÏÑ×ÌÑÌÓÑ × ÓÔÁÔØÅ [Sh℄ (ÓÍ. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ Ë ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÅ J.-H.Lu É á. ÷ÁÊÎÛÔÅÊÎÏÍ) �ÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ Ë×ÁÚÉËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇÁ Ë×ÁÎ-ÔÏ×ÏÊ ÓÆÅÒÙ. ÷ [Sh℄ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÓÆÅÒÅ ÂÙÌÉ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÙ ËÁËÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. üÔÏÔ �ÏÄÈÏÄ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔÁÈ ÓÔÁÔØÉ [P℄, ÇÄÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÓÆÅÒÁ ÔÒÁËÔÏ×ÁÌÁÓØ ËÁË C∗-ÁÌÇÅÂÒÁÉ ÅÅ ÂÙÌÉ ËÌÁÓÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÙ ÅÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ (ËÁË C∗-ÁÌÇÅÂÒÙ). ÷ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÔÏÇÅ, Ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÓÆÅÒÁ × [Sh℄ ÂÙÌÁ Ï�ÉÓÁÎÁ × ÔÅÒ-ÍÉÎÁÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ.íÙ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ÄÒÕÇÏÊ ÍÅÔÏÄ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÓÆÅÒÙ (ÉÌÉ Ë×ÁÎ-ÔÏ×ÏÇÏ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ
K = C). ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÍÙ Ë×ÁÎÔÕÅÍ ÓËÏÂËÕ ëÉÒÉÌÌÏ×Á-ëÏÓÔÁÎÔÁ-óÕÒØÅ10(ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏ ëëó) ÎÁ ÓÆÅÒÅ É ÒÅÁÌÉÚÕÅÍ Ë×ÁÎÔÏ×ÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ × ×ÉÄÅ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÇÏ ÆÁËÔÏÒÁU(su(2)~)=〈x2 + y2 + z2 − 
〉 ; 
 ∈ K ; 
 6= 0 : (7.8)äÁÌÅÅ ÍÙ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÍÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ ÄÁÎÎÏÊ ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒÙ. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÂÏÒ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ 
(k) =
−~

2k(k + 2)=4, k ∈ N, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒÁ (7.8) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏ-ÍÅÒÎÙÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ 
 = 
(k) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k ∈ N.÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁÍ ÁÌÇÅÂÒÙ sl(2), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÄÎÏ�ÁÒÁÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÁÌÇÅÂÒ
SL
(~) = U(sl(2)~)=〈12 H2 +EF + FE − 
〉 :îÁ ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ SL
(~) ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á (ËÁË É ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ SL
 =

K[sl(2)∗℄=〈h22 + ef + fe− 
〉) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ10îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÓËÏÂËÉ ðÕÁÓÓÏÎÁ-ìÉ ÎÁ ÏÒÂÉÔÕ ËÏ-�ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù ìÉ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÕÀ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÄÕÁÌØÎÏÍ Ë ÅÅÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ.



120 ä. é. çõòå÷éþ, ð. î. ðñ�ï÷, ð. á. óáðïîï÷sl(2). ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ SL
 É SL
(~) ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔ-ÓÑ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ sl(2)-ÍÏÄÕÌÅÊ, Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁ-ÀÝÅÊ ÅÄÉÎÉ�Ù:
SL
 ∼= ⊕k≥0 Vk(ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ SL
(~)).ðÕÓÔØ � : SL
 → SL
(~) ÅÓÔØ sl(2)-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏ�Ï-ÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ×ÅÓÁ e⊗k ∈ SL
 ÜÌÅÍÅÎÔ E⊗k ∈ SL
(~).üÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �. �Å�ÅÒØ × ËÏÍÍÕÔÁ-ÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ SL
 ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÎÏ×ÏÅ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ?,�ÒÉÈÏÄÑÝÅÅ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ SL
(~)f ?~ g = �−1(�(f) ◦ �(g)); f; g ∈ SL
 ; (7.9)ÇÄÅ ◦ ÓÉÍ×ÏÌÉÚÉÒÕÅÔ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ SL
(~). �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÒÏË×ÁÎÔÏ×ÁÌÉ ÓËÏÂËÕ ëëó ÎÁ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÅ 
2 = 
 × ÄÕÈÅÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ Ë×ÁÎÔÏ×ÁÎÉÑ | ÞÅÒÅÚ ××ÅÄÅÎÉÅ ÎÏ×ÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÑ × ÉÓÈÏÄÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó [R℄, ÎÁÛÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÁÎÉÅ ÎÅ ÒÁÓÛÉÒÑÅÔÓÑ ÎÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ C∞[S2℄.äÅÆÏÒÍÉÒÕÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÁÌÇÅÂÒÕ K[sl(2)∗℄ "×ÄÏÌØ" �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× q É ~ ÏÄ-ÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. íÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ L(Rq; ~) ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ (5.8) Ó R-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ (1.3), ÇÄÅ ÓÌÅÄÕÅÔ �ÏÌÏÖÉÔØ m = 2.÷ÙÄÅÌÑÑ R-ÂÅÓÓÌÅÄÏ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ ÞÅÔÙÒÅÈ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏ× ÁÌÇÅ-ÂÒÙ L(Rq; ~), �ÒÉÄÅÍ Ë ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊÔÒÅÍÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ {Ĥ; Ê; F̂ }, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍÉ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ×ÉÄÁq2ĤÊ − ÊĤ = 2q~ Ê ;ĤF̂ − q2F̂ Ĥ = −2q~ F̂ ;q(ÊF̂ − F̂ Ê) = Ĥ(

~−
(q2 − 1)2q Ĥ) :âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÜÔÕ ÁÌÇÅÂÒÕ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ SL(q; ~). åÅ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅ-ÍÅÎÔ Cq = Ĥ22q +q−1ÊF̂ +qF̂ Ê ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Ô×ÉÓÔÏ×ÁÎÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍëÁÚÉÍÉÒÁ. ðÏÌÏÖÉÍ

SL
(q; ~) = SL(q; ~)=〈Cq − 
〉 :äÁÎÎÕÀ ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒÕ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÍ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÏÍ ÉÌÉ,ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÅÇÏ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K = C, | Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÓÆÅÒÏÊ. üÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ



�åïòéñ ðòåäó�á÷ìåîéê áìçåâòù 121�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ Ä×ÕÈ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÀ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÏÍÍÕ-ÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ SL
. äÌÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ q ÉÚ ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �q : SL
 → SL
(q; ~),ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ � (ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÏ-ÓÔÉ) É �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÎÏ×ÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × ÁÌÇÅÂÒÅ SL
 ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÀ (7.9).ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÁÌÇÅÂÒÙ (7.8), ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÑÄ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ
 = 
k, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒÁ SL
k(q; ~) ÏÂÌÁÄÁÅÔËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ, Ï�ÉÓÁÎÎÙÍ × ÒÁÚÄÅÌÅ6. ðÒÉ q → 1 ÏÎÏ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ SL
k(~). ÷ ÏÔÌÉÞÉÅÏÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ, ÔÅÏÒÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÓÆÅÒÙ,�ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÁÑ × ÒÁÂÏÔÅ [P℄, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÉÞÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ËÏÎÅÞÎÏ-ÍÅÒÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ sl(2) (ÉÌÉ su(2)).÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, Ë×ÁÎÔÕÑ ÓËÏÂËÕ ëëó ÎÁ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏÊ ÏÒÂÉÔÅ, ÍÙ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÅÍ Ë×ÁÎÔÏ×ÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ × ×ÉÄÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÁËÔÏÒÁ ÏÂÅÒÔÙ×ÁÀÝÅÊÁÌÇÅÂÒÙ U(g~), ÇÄÅ g = gl(m) ÉÌÉ sl(m). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÁÑÏÒÂÉÔÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÂÉÔÏÊ ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑÏ�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÏÒÂÉÔÙ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÏÎËÏÓÔÉ (ÓÍ. �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ × [DM℄). é, ÎÁËÏÎÅ�, ÍÙ ÄÏ-�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÆÏÒÍÉÒÕÅÍ ÜÔÕ ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒÕ × "q-ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ" É �ÒÉ-ÈÏÄÉÍ Ë ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒÅ ÁÌÇÅÂÒÙ L(q; ~).îÁ ÏÒÂÉÔÅ ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å g∗, ÇÄÅ g ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏ-ÒÁÑ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÓËÏ-ÂÏË ðÕÁÓÓÏÎÁ, �ÒÉ×ÏÄÑÝÉÈ �ÏÓÌÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÁÎÉÑ Ë Uq(g)-ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÁÌ-ÇÅÂÒÁÍ. ïÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ | ÒÅÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÓËÏÂËÁ óËÌÑÎÉÎÁ. ïÎÁ ÞÁÓÔÏ Ï�É-ÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ âÒÀÁ [LW℄. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈÓËÏÂÏË É ÉÈ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ Ë×ÁÎÔÏ×ÁÎÉÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÁ × [DGS℄ É [D℄. òÅ-ÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÓËÏÂËÁ óËÌÑÎÉÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÁËÖÅ �ÒÏË×ÁÎÔÏ×ÁÎÁ × ÔÅÒ-ÍÉÎÁÈ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ èÏ�ÆÁ{çÁÌÕÁ [DGH℄.ïÄÎÁËÏ, �ÏÓÌÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÕÀ ÏÒÂÉÔÕ, ÉÚ ×ÓÅÇÏ Õ�ÏÍÑ-ÎÕÔÏÇÏ ×ÙÛÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÓËÏÂÏË ÔÏÌØËÏ ÓËÏÂËÁ ×ÉÄÁ (7.6) ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÁ ÓÏÓËÏÂËÏÊ ëëó, É Ë×ÁÎÔÏ×ÁÎÉÅ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÉÍÉ �ÕÞËÁ ÓËÏÂÏË ðÕÁÓÓÏÎÁÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ï�ÉÓÁÎÏ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÔÏ ÅÓÔØ, × ÔÅÒ-ÍÉÎÁÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏ× É �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÁ ÎÉÈ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÆÅÒÅ (ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÅ) ÒÅÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÓËÏÂËÁ óËÌÑ-ÎÉÎÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓËÏÂÏË �ÕÞËÁ { ; }KKS;r (ÜÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÉÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÏÒÂÉÔÙ). ðÏÜÔÏÍÕ, ÓËÏÂËÁ óËÌÑÎÉÎÁ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ �ÒÏË×ÁÎÔÏ×ÁÎÁ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÄÈÏÄÁÈ. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ m > 2 É ÄÌÑÏÒÂÉÔ ÓÔÁÒÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ �ÏÎÑÔÉÅ ,,Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÏÒÂÉÔÙ\ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ



122 ä. é. çõòå÷éþ, ð. î. ðñ�ï÷, ð. á. óáðïîï÷ÕÔÏÞÎÅÎÏ. ïÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÉ�Á ÓËÏÂËÉ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅÆÕÎË�ÉÊ, �ÏÄÌÅÖÁÝÅÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÁÎÉÀ.þÔÏ ÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÄÒÕÇÉÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙÈ ÁÌÇÅÂÒ g, ÏÔÎÏÓÑ-ÝÉÈÓÑ Ë ÓÅÒÉÑÍ B, C ÉÌÉ D, Ä×ÕÈ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ
K[g∗℄ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ [D℄. èÏÔÑ ÍÙ É ÍÏÖÅÍ × ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÅ L(Rq; ~) (�ÏÄÒÏÂ-ÎÏÓÔÉ ÓÍ. × [DGG℄), ÎÏ ÎÉ ÜÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÎÉ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ Ó ÎÅÊ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈÏÂßÅËÔÏ×.÷ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ ÒÁÚÄÅÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ë×ÁÚÉËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ �ÒÅÄÅÌ Ë×ÁÎÔÏ×Ï-ÇÏ ÓÌÅÄÁ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÊ × [G2℄. ÷ �ÒÏ�ÉÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ �ÕÞËÉ ÓËÏÂÏË ðÕÁÓÓÏÎÁ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÁ×ÛÉÍÓÑ×ÙÛÅ, ÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉ r-ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ, ËÏ-ÔÏÒÙÅ �ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÍ Ô×ÉÓÔÁÍ. áÌÇÅÂÒÁ, �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ × [G2℄"Ä×ÏÊÎÙÍ Ë×ÁÎÔÏ×ÁÎÉÅÍ" �ÕÞËÁ ÓËÏÂÏË ðÕÁÓÓÏÎÁ ÔÒÁËÔÏ×ÁÌÁÓØ ËÁË ÏÂÅÒ-ÔÙ×ÁÀÝÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ É ÅÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏ×Ù×ÁÌÉ ÔÅÎÚÏÒÎÕÀ (Á ÎÅ Ë×ÁÚÉÔÅÎÚÏÒÎÕÀ) ËÁÔÅÇÏÒÉÀ.ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÍÅÒÁ ìÉÕ×ÉÌÌÑ (ÉÌÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ, ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÍÅÒÁ) d�, ÏÂÌÁÄÁÀ-ÝÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ

∫

{f; g}d� = 0 :÷ ÒÁÍËÁÈ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ Ë×ÁÎÔÏ×ÁÎÉÑ ÜÔÁ ÍÅÒÁ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ × Ë×ÁÎÔÏ-×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ×ÚÑÔÉÑ ÓÌÅÄÁ Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ [GR℄. éÍÅÎÎÏË ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ ÓËÏÂËÉ ëëó ÎÁ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏÊ ÏÒÂÉÔÅ.äÌÑ ÎÅÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÓËÏÂËÉ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÏÂÙÞÎÏ ÓÔÁÒÁÀÔÓÑ Ï�ÉÓÁÔØ ÅÅÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ ÌÉÓÔÙ É Ë×ÁÎÔÏ×ÁÔØ ÉÈ ÏÔÄÅÌØÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ, �ÏÓÔÒÏÉÔØÓ×ÏÀ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÌÉÓÔÁ.÷ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍÏÍ �ÏÄÈÏÄÅ ÍÙ ÎÅ ÚÁÎÉÍÁÅÍÓÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÁÎÉÅÍ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉ-ÞÅÓËÉÈ ÌÉÓÔÏ× ÓËÏÂËÉ { ; }r (ÉÌÉ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÓËÏÂËÉ ÉÚ �ÕÞËÁ { ; }KKS;r),×ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÍÙ Ë×ÁÎÔÕÅÍ ×ÅÓØ �ÕÞÏË ÓËÏÂÏË ðÕÁÓÓÏÎÁ ËÁË �ÅÌÏÅ. äÒÕÇÉ-ÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ q-ÄÅÆÏÒÍÉÒÕÅÍ ×ÓÅ ÁÌÇÅÂÒÙ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ× �ÒÏ�ÅÓÓÅ "~-Ë×ÁÎÔÏ×ÁÎÉÑ" É �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÄÅÆÏÒÍÉ-ÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÓÌÅÄÏÍ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÕÞÏË ÓËÏÂÏË ðÕÁÓÓÏÎÁ { ; }KKS;r ÎÁ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏÊ ÏÒÂÉÔÅ
O ⊂ su(m)∗. óËÏÂËÁ { ; }r ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍ�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ, �ÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ �ÕÞÏË ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÍÅÒÏÊ ìÉÕ×ÉÌÌÑ ÎÁ ×ÓÅÊ ÏÒÂÉÔÅ (�ÏÈÏÖÉÊÓÌÕÞÁÊ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ × [G2℄). ïÄÎÁËÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ùr, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ.



�åïòéñ ðòåäó�á÷ìåîéê áìçåâòù 123ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 35. ðÕÓÔØ { ; }KKS;r ÅÓÔØ �ÕÞÏË ÓËÏÂÏË ðÕÁÓÓÏÎÁ ÎÁ �Ï-ÌÕ�ÒÏÓÔÏÊ ÏÒÂÉÔÅ O ⊂ g∗, ÇÄÅ g = su(m) ÉÌÉ ÅÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÑ, Á d�| ÍÅÒÁ ìÉÕ×ÉÌÌÑ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÓËÏÂËÅ { ; }KKS. �ÏÇÄÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ
〈a; b〉 = ∫

O
{a; b}r d� (7.10)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏ�ÉËÌÏÍ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÓËÏÂËÅ { ; }KKS, Ô.Å.

〈a; {b; 
}KKS〉+ 〈b; {
; a}KKS〉+ 〈
; {a; b}KKS〉 = 0 :äÁÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ÓËÏÂËÉ { ; }KKS É { ; }rÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÍÉ. ëÏ�ÉËÌ (7.10) ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ÉÎÆÉÎÉÔÅ-ÚÉÍÁÌØÎÙÊ ÞÌÅÎ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÉ Ó�ÁÒÉ×ÁÎÉÑ a⊗ b 7→ ∫

O ab d� [G2℄.óÈÏÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÕÅÍ ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÙÊ ÞÌÅÎ Ó�Á-ÒÉ×ÁÎÉÑ A⊗B 7→ Tr(A ◦B). ó ÜÔÏÊ �ÅÌØÀ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍTrR ◦ (R12L1R21L2 − L2R12L1R21) = 0ÇÄÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ� L1 É L2 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÁÌÇÅÂÒÅ End(V ),ÓÉÍ×ÏÌ ◦ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (4.12) ×ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, Á Ï�ÅÒÁ�ÉÑ TrR �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÍÁÔÒÉÞÎÏÍÕ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÕ. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Á TrR lji = Æji .òÁÚÌÁÇÁÑ R-ÍÁÔÒÉ�Ù É R-ÓÌÅÄ × ÒÑÄ �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ � (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏq = e�):
R = I + � r+O(�2) ; TrR = Tr + � b+O(�2) ;ÇÄÅ ÍÁÔÒÉ�Á r �ÒÉ×ÅÄÅÎÁ × (7.2), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ b◦ÎÁ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ∧2(End(V ))b ◦ (L1 ⊗ L2 − L2 ⊗ L1) = −Tr ◦ (r12L1L2 + L1r21L2 − L2r12L1 − L2L1r21) :ï�ÒÅÄÅÌÉ× ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ b◦ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ, ÎÅÔÒÕÄÎÏÎÁÊÔÉ ÏÂÝÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (�Ï �Ï×ÏÄÕ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÍ. (7.4){(7.7))b◦(A⊗B−B⊗A) = Tr◦(−rad;ad− (A⊗B)−rr;l+ (A⊗B)+rl;r+ (A⊗B)); A;B ∈ End(V ) :(7.11)éÔÁË, ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÌÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÞÌÅÎ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÉÓ�ÁÒÉ×ÁÎÉÑ A⊗B 7→ Tr(A ◦B) :ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 36. ÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ 〈A;B〉 = −b ◦ (A⊗B−B⊗A) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔËÏ�ÉËÌ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ gl(m), ÔÏ ÅÓÔØ,
〈A; [B;C℄〉 + 〈B; [C;A℄〉 + 〈C; [A;B℄〉 = 0 :äÁÎÎÙÊ ËÏ�ÉËÌ ÒÅÄÕ�ÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ sl(m).



124 ä. é. çõòå÷éþ, ð. î. ðñ�ï÷, ð. á. óáðïîï÷îÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÏ�ÉËÌ 〈A;B〉 × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ�ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÏÊ É ÔÒÅÔÉÊ ÞÌÅÎÙ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (7.11) ÎÅÄÁÀÔ ×ËÌÁÄÁ × ÜÔÏÔ ËÏ�ÉËÌ É, �ÏÌØÚÕÑÓØ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÙÞÎÏÇÏÓÌÅÄÁ, �ÏÌÕÞÁÅÍ
〈A;B〉 = Tr ([A;B℄ ◦∑�>0[X�;X−�℄) = Tr ([A;B℄ ◦∑�>0H�) ;ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄÅÔÓÑ �Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÁÌ-ÇÅÂÒÙ ìÉ. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ÷ ÄÁÎÎÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÓÏÂÒÁÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÆÁËÔÙ ÉÚ ÔÅÏ-ÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒ çÅËËÅ ÓÅÒÉÉ Ak−1, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÔÅËÓÔÅÓÔÁÔØÉ. ðÏÄÒÏÂÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÂÚÏÒÅ [OP1℄.îÁ �ÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ×ÓÅÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÙ. ÷ ËÏÎ�Å �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 7, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ × ÒÁÚÄÅÌÅ 2.ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÁÌÇÅÂÒÏÊ çÅËËÅ ÓÅÒÉÉ Ak−1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×-ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ Hk(q) ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ �i,1 ≤ i ≤ k−1, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÍ ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÑÍ: �i�i+1�i = �i+1�i�i+1 1 ≤ i ≤ k − 2�i�j = �j�i |i− j| ≥ 2�2i = 1H − (q − q−1)�i 1 ≤ i ≤ k − 1 :úÄÅÓØ 1H ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÅÄÉÎÉ�Õ ÁÌÇÅÂÒÙ, q ∈ K | ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÓÎÏ×-ÎÏÇÏ �ÏÌÑ. äÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÌÁÇÁÔØ �ÏÌÅ K �ÏÌÅÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ CÉÌÉ �ÏÌÅÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ C(q) ÏÔ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ q.ðÒÉ ÏÂÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ q ÁÌÇÅÂÒÁ çÅËËÅ Hp(q) �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÁ É ÉÚÏÍÏÒÆ-ÎÁ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ K[Sk℄ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù k-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ [We℄.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÁË ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ Hk(q)-ÍÏÄÕÌØ ÁÌÇÅÂÒÁ çÅË-ËÅ Hk(q) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ × ×ÉÄÅ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ �ÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×(ÔÅÏÒÅÍÁ ÷ÅÄÄÅÒÂÅÒÎÁ{áÒÔÉÎÁ)Hk(q) = ⊕�⊢k M� ;ÎÕÍÅÒÕÅÍÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ � ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÅ×ÏÇÏ(�ÒÁ×ÏÇÏ) ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ çÅËËÅ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÅ �ÏÄÍÏÄÕÌÉM� Ñ×ÌÑÀÔÓÑ



�åïòéñ ðòåäó�á÷ìåîéê áìçåâòù 125�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍÉ É ÄÏ�ÕÓËÁÀÔ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ (ÌÅ×ÙÈ ÉÌÉ �ÒÁ×ÙÈ) �ÏÄ-ÍÏÄÕÌÅÊ M� = d�
⊕a=1M (�;a)l(r) ;ÇÄÅ d� ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÁÂÌÉ� àÎÇÁ (�; a), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÈ ÄÁÎÎÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ � [Ma
℄. éÎÄÅËÓ a ÎÕÍÅÒÕÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÔÁÂÌÉ-�Ù × ÒÁÍËÁÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÉÑ, ××ÅÄÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÔÁÂÌÉ�.÷ ËÁÖÄÏÍ ÉÄÅÁÌÅ M� ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÉÚ "ÍÁÔÒÉÞÎÙÈÅÄÉÎÉ�" e�ab Ó ÔÁÂÌÉ�ÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑe�ab e�
d = Æ��Æb
 e�ad :ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï e�ab, 1 ≤ b ≤ d�, (Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÎ-ÄÅËÓÁ) ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÂÁÚÉÓ �ÒÁ×ÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑM (�;a)r , ÔÏÇÄÁ ËÁË ÆÉËÓÁ�ÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏÉÎÄÅËÓÁ ÄÁÅÔ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÎÁÂÏÒ × ÌÅ×ÏÍ ÍÏÄÕÌÅ M (�;b)l .äÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ e�aa, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ËÒÁÔËÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ e�a ,ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÈ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ çÅËËÅ Hk(q).éÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÙ e�a Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ �ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× à�ÉÓÁ-íÅÒÆÉ Jp, 1 ≤ p ≤ k, (�ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ. × [OP1℄), ËÏÔÏÒÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑÉÔÅÒÁÔÉ×ÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÏÍ

J1 = 1H ; Jp+1 = �p Jp �p :íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× à�ÉÓÁ-íÅÒÆÉ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÂÁÚÉÓ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÙ ÁÌÇÅÂÒÙ çÅËËÅ Hk(q). ÷ÁÖÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÜÔÉÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ
Jp e�a = e�a Jp = jp(�; a)e�a ; jp(�; a) = q2(
p−rp) ∈ K : (A.1)úÄÅÓØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ 
p É rp �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÎÏÍÅÒÁ ËÏÌÏÎËÉ ÉÒÑÄÁ ÔÁÂÌÉ�Ù àÎÇÁ (�; a), ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ËÌÅÔËÁ ÓÞÉÓÌÏÍ p. îÉÖÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎ �ÒÉÍÅÒ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÔÁÂÌÉ� àÎÇÁ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈÒÁÚÂÉÅÎÉÀ � = (3; 2; 1):1 3 42 65 ⇒

j1 = 1 j4 = q4j2 = q−2 j5 = q−4j3 = q2 j6 = 1ìÀÂÙÅ Ä×Á ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÁ e�a É e�b , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÔÁÂÌÉ�ÁÍ(�; a) É (�; b) ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ � ⊢ k ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÙÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×



126 ä. é. çõòå÷éþ, ð. î. ðñ�ï÷, ð. á. óáðïîï÷ÁÌÇÅÂÒÙ çÅËËÅ Hk(q) [OP1℄e�a = x�ab e�b y�ab ; x�ab; y�ab ∈ Hk(q) : (A.2)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ çÅËËÅ R : V ⊗2 → V ⊗2 É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Ó ÅÅ �ÏÍÏ-ÝØÀ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ �R ÁÌÇÅÂÒÙ çÅËËÅ Hk(q) × ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ V ⊗p, p ≥ k, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ �ÒÁ×ÉÌÏÍ (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Ri := Rii+1):�R(1H) = id⊗pV ;�R(�i) = id⊗(i−1)V ⊗Ri ⊗ id⊗(p−i−1)V ; 1 ≤ i ≤ k − 1;�R(xy) = �R(x)�R(y); ∀x; y ∈ Hk(q) : (A.3)�Ï, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ, ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ(1.1) É (1.2).ðÕÓÔØ ÂÉ-ÒÁÎÇ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ R ÉÍÅÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ (m|n) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ-ðÕÁÎËÁÒÅ P−(t) ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (3.3).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ�m;n := ((n+ 1)m+1) �m;n ⊢ (m+ 1)(n+ 1)�−m;n := ((n+ 1)m; n) �−m;n ⊢ mn+m+ n : (A.4)çÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ �m;n �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ Óm+1 ÓÔÒÏËÁÍÉ, ÄÌÉÎÏÊ n+1 ËÌÅÔÏË ËÁÖÄÁÑ, Á ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ �−m;n �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑÉÚ ÎÅÅ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÉ × �ÒÁ×ÏÍ ÎÉÖÎÅÍ ÕÇÌÕ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �−m;n ∈ H(m;n), × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ �m;n Ñ×ÌÑÅÔÓÑÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ, ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍ ËÒÀËÕ H(m;n) (ÓÍ. Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÅ 5).îÉÖÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÙ Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ �R, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÑ-ÍÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.i) ïÂÒÁÚÙ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÏ× E�a = �R(e�a) 6= 0, e�a ∈ Hk(q), ÄÌÑ ×ÓÅÈ 2 ≤k < (m+ 1)(n+ 1);ii) ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ �R ÁÌÇÅÂÒÙ H(m+1)(n+1)(q) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÑÄÒÏÍ, �ÏÒÏ-ÖÄÅÎÎÙÍ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÁÍÉ e�m;na�R(e�m;na ) = 0; 1 ≤ a ≤ d�m;n ;�ÒÉ ÜÔÏÍ �R(e�a ) 6= 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ � ⊢ (m+ 1)(n+ 1), � 6= �m;n;iii) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p ≥ (m + 1)(n + 1) É ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ� ⊢ p Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï Ó×ÏÊÓÔ×Ï�R(e�a) = 0 ⇔ �m;n ⊂ � ;ÇÄÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ � = (�1; �2; : : : ) ⊂ � = (�1; �2; : : : ) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ�i ≤ �i ∀ i.



�åïòéñ ðòåäó�á÷ìåîéê áìçåâòù 127äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 7. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ p := (m + 1)(n + 1) ÄÌÑÂÏÌÅÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÏÒÍÕÌ. ÷ÙÄÅÌÉÍ × ÁÌÇÅÂÒÅ çÅË-ËÅ Hp(q) �ÏÄÁÌÇÅÂÒÕ Hp−1(q) ⊂ Hp(q), �ÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁÍÉ �i ∈Hp(q), 1 ≤ i ≤ p−2. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÔÁÂÌÉ�Õ àÎÇÁ(�m;n; a) (ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (A.4), ÄÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎ-ÔÙ e�−m;na− ∈ Hp−1(q) É e�m;na ∈ Hp(q). ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ (�−m;n; a−) �ÏÄÞÅÒËÉ-×ÁÅÔ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÊ ×ÙÂÏÒ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÔÁÂÌÉ�Ù àÎÇÁ: ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÔÁÂÌÉ�Ù (�m;n; a). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �ÅÌÙÅÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ p − 1 ÚÁÎÉÍÁÀÔ × ÔÁÂÌÉ�Å (�−m;n; a−) ÔÅ ÖÅ �ÏÚÉ�ÉÉ, ÞÔÏÉ × ÔÁÂÌÉ�Å (�m;n; a). �ÁÂÌÉ�Á (�−m;n; a−) ×ÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÔÓ×ÕÅÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊÔÁÂÌÉ�Ù (�m;n; a), ÔÁË ËÁË × ÓÉÌÕ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÓÔÉ ÔÁÂÌÉ� àÎ-ÇÁ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ �ÏÚÉ�ÉÑ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ p | ÎÉÖÎÉÊ �ÒÁ×ÙÊ ÕÇÏÌ�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù (�m;n; a).ðÒÉÍÅÎÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �R : Hp(q) → End(V ⊗n) Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÀ (ÓÍ. [OP1℄)e�m;na = e�−m;na− (Jp − q2(n+1)1H)(q2(n−m) − q2(n+1)) (Jp − q−2(m+1)1H)(q2(n−m) − q−2(m+1)) :÷×ÏÄÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ �R(Jk) := Jk É ÕÞÉÔÙ×ÁÑ �ÕÎËÔ ii) �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅÓ�ÉÓËÁ Ó×ÏÊÓÔ× �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ �R, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï0 = E�−m;na− (Jp − q2(n+1)I)(q2(n−m) − q2(n+1)) (Jp − q−2(m+1)I)(q2(n−m) − q−2(m+1)) ;ÇÄÅ E�−m;na− 6= 0 ×ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ i), Á ÓÉÍ×ÏÌ I ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ⊗p.÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÓÌÅÄ tr �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á × �ÏÓÌÅÄÎÅÊ (p-ÏÊ) ËÏÍ-�ÏÎÅÎÔÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ V ⊗p, ÇÄÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ tr Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ËÁÔÅÇÏÒÎÙÍ R-ÓÌÅÄÏÍ (4.15)tr(X) := Tr (C ·X) :ñÓÎÏ, ÞÔÏ tr(I) = Tr C É ÅÓÔØ ÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ.ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉ�Á E�−m;na− ÅÓÔØ �ÏÌÉÎÏÍ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Jk Ó ÉÎÄÅËÓÁÍÉk < p, ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÎÅÓÅÎÁ ÉÚ-�ÏÄ ÚÎÁËÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ tr × p-ÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å É ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ:0 = E�−m;na− tr(p)(J2p − (q2(n+1) + q−2(m+1))Jp + q2(n−m)I) : (A.5)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÓÌÅÄÙ ×ÓÅÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × ÜÔÏÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ.÷×ÏÄÑ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ! := q−q−1, ÎÁÈÏÄÉÍtr(p)(Jp) = tr(p) (Rp−1Jp−1(R−1p−1 + !I)) = !Jp−1 + Ip−1 tr(p−1)(Jp−1) :



128 ä. é. çõòå÷éþ, ð. î. ðñ�ï÷, ð. á. óáðïîï÷÷ �ÒÏ�ÅÓÓÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÉÔÅÒÁÔÉ×ÎÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ à�ÉÓÁ-íÅÒÆÉ, ÕÓÌÏ×ÉÅÍ çÅËËÅ ÄÌÑ R É Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (2.4)É (2.8) Ï�ÅÒÁ�ÉÉ tr, �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ × ÒÁÚÄÅÌÅ 2. �ÁË ËÁË ÓÌÅÄ × ÆÏÒÍÕÌÅ(A.5) ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ à�ÉÓÁ-íÅÒÆÉ Jp−1 ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ "ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ" jp−1, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ-ÎÏÅ × (A.1): E�−m;na− tr(p)(Jp) = E�−m;na− (!jp−1 + tr(p−1)(Jp−1)) : (A.6)äÌÑ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌ ÍÙ ÂÕÄÅÍ Ï�ÕÓËÁÔØ ÓÉÍ×ÏÌ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÁ É ×Ù�ÏÌ-ÎÑÔØ ×ÓÅ ×ÙËÌÁÄËÉ, ÉÍÅÑ × ×ÉÄÕ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÍÅÎÙ ×ÎÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÌÅÄÁËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ à�ÉÓÁ-íÅÒÆÉ Jk ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÞÉÓÌÏ jk.éÔÁË, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÌÅÄÁ tr(p)(Jp) ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÅÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (A.6) tr(p)(Jp) = ! p−1
∑k=1 jk + tr(I) ;ÇÄÅ ÕÞÔÅÎÏ, ÞÔÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ J1 = I.ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ×ÔÏÒÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ ÜÌÅÍÅÎÔÁJp:tr(p)(J2p ) = tr(p) (Rp−1Jp−1Rp−1(R−1p−1 + !I)Jp−1Rp−1)= tr(p) (Rp−1J2p−1(R−1p−1 + !I))+ ! Jp−1tr(p) (Jp(R−1p−1 + !I))= 2! J2p−1 + !2 Jp−1tr(p)(Jp) + tr(p−1)(J2p−1)= 2! j2p−1 + !2 jp−1tr(p)(Jp) + tr(p−1)(J2p−1) :ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÌÅÄÁ tr(p)(Jp), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍÂÁÚÕ ÄÌÑ ÎÏ×ÏÇÏ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑtr(p)(J2p ) = 2! j2p−1 + !2jp−1 tr(I) + !3jp−1 p−1∑k=1 jk + tr(p−1)(J2p−1) :îÅÓÌÏÖÎÙÅ ×ÙËÌÁÄËÉ ÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÏÔ×ÅÔtr(p)(J2p ) = 2! p−1

∑k=1 j2k + !3 p−1∑k=1 jk k
∑s=1 js + (1 + !2 p−1∑k=1 jk) tr(I) :ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ×ÓÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ × ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï (A.5) É �ÒÉÎÉÍÁÑ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ E�−m;na− 6= 0, ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÎÁ×ÅÌÉÞÉÎÕ tr(I) � tr(I) + � = 0 ;



�åïòéñ ðòåäó�á÷ìåîéê áìçåâòù 129ÇÄÅ� = 1 + q2(n−m) − q2(n+1) − q−2(m+1) + !2 p−1∑k=1 jk� = !(2 + !22 )

p−1
∑k=1 j2k + !32 ( p−1

∑k=1 jk)2
− !(q2(n+1) + q−2(m+1))p−1∑k=1 jk :úÄÅÓØ ÄÌÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ � × �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÆÏÒÍÅ ÍÙ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍp−1

∑k=1 jk k
∑s=1 js = 12 p−1

∑k=1 j2k + 12(

p−1
∑k=1 jk)2 :õÞÉÔÙ×ÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ jk É ÆÏÒÍÕ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ �−m;n = ((n+ 1)m; n),ÍÙ ÍÏÖÅÍ Ñ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÕÍÍÕ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ jkp−1

∑k=1 jk = p−1
∑k=1 q2(
k−rk) = (1 + q2 + · · ·+ q2n)(1 + q−2 + · · · + q−2m)− q2(n−m)= qn−m(n+ 1)q(m+ 1)q − q2(n−m) ;É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,p−1

∑k=1 j2k = p−1
∑k=1(q2)2(
k−rk) = q2(n−m)(n+ 1)q2(m+ 1)q2 − q4(n−m) :ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ � ÌÅÇËÏ Õ�ÒÏÝÁÅÔÓÑ ÄÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÉÄÁ� = −!2 q2(n−m) :ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ � ÔÒÅÂÕÅÔ ÂÏÌÅÅ ÄÌÉÎÎÙÈ, ÈÏÔÑ ×�ÏÌÎÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÈ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÊ. ðÒÉ ÉÈ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÅÚÎÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ïkq2 = q2k − q−2kq2 − q−2 = (qk − q−k)(q − q−1) (qk + q−k)(q + q−1) = kq qk + q−k2q :ï�ÕÓËÁÑ ÒÕÔÉÎÎÙÅ ×ÙËÌÁÄËÉ, �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÏÌØËÏ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ:� = !2 q3(n−m)(m− n)q :éÔÁË, ÉÍÅÅÍ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ:tr(I) = Tr C = −�� = qn−m(m− n)q :õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. �
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