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КООРДИНАТНОЕ И ИМПУЛЬСНОЕ 
ТУННЕЛИРОВАНИЕ В ОДНОМЕРНЫХ 

КВАНТОВЫХ СИСТЕМАХ 
С ДИСКРЕТНЫМ СПЕКТРОМ

1 Введение
Туннельный эффект является одним из базовых квантово-механических эффек-

тов и играет существенную роль в различных областях современной физики, в том
числе в квантовой теории поля, спектроскопии молекул, а также в квантовой хи-
мии и некоторых вопросах биологии. Задача об аналитическом описании туннельных
эффектов для различных квантово-механических моделей имеет богатую историю,
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В работе рассмотрена задача о построении квазиклассической асимптотики дискретного спектра и
соответствующих стационарных состояний одномерного оператора Шредингера при резонансном тунне-
лировании. Рассмотрены две основных модели: туннелирование в несимметричном двуямном потенциале
на прямой и импульсное туннелирование частицы в потенциальном поле на окружности. Для несиммет-
ричного двуямного потенциала построен критерий возникновения туннельного резонанса, получены
необходимые и достаточные условия билокализации стационарных состояний, построены явные асимпто-
тические формулы для величины расщепления в случае высоких энергетических уровней и для энергий,
близких к положениям равновесия потенциала. Для задачи о динамическом туннелировании предложен
общий операторный метод построения асимптотических формул для величины туннельного расщепления
энергий. В задаче о туннелировании частицы на окружности предложенный метод позволил получить еди-
ную формулу для величины туннельного расщепления, применимую как в случае аналитического потен-
циала, так и для потенциала конечной гладкости. В качестве примера рассмотрена задача об импульсном
туннелировании квантового маятника.

УДК 517.927.2:530.145 

01. NANO-21-Viborniy_Т  10.04.2015  9:50  Page 5



6 Е.В. Выборный 

которая берет свое начало с момента становления квантовой механики [1, 2]. Де-
тальный обзор классических результатов и приложений изложен, например, в кни-
гах [3–6]. Современный рост интереса к изучению квантового туннелирования связан
также с прогрессом в наноэлектронике (см., например, [7]), где возникает возмож-
ность использования квантовых эффектов для качественно новых технологий, на-
пример, туннелирование в управляемом двуямном потенциале часто используется
как модель построения кубитов [8–10].

Одним из проявлений туннельного эффекта является проникновение квантовой
частицы через потенциальный барьер, разделяющий две области классического дви-
жения в конфигурационном пространстве, — так называемое координатное тунне-
лирование. Например, в симметричном двуямном потенциале туннелирование через
потенциальный барьер приводит к малому расщеплению энергетических уровней и
двойной локализации волновых функций стационарных состояний квантовой части-
цы.

Другим проявлением туннельного эффекта является отражение квантовой ча-
стицы при движении выше потенциального барьера, которое также можно рассмат-
ривать как туннелирование через классически запрещенную область (барьер) в им-
пульсном представлении [11–13]. Одним из проявлений импульсного туннелирования
является малое расщепление спектра оператора Шредингера квантовой частицы,
движущейся в потенциальном поле по окружности в роторном режиме, то есть с
энергией, превышающий максимум потенциала.

Координатное и импульсное туннелирование являются частными случаями об-
щего эффекта туннелирования между двумя различными траекториями в фазовом
пространстве — так называемого динамического туннелирования. Динамическое тун-
нелирование возникает в различных квантовомеханических моделях и активно изу-
чается в последнее время [14–17]. Очень интересные динамические случаи тунне-
лирования связаны с присутствием магнитного поля [18–20]. Исследование влияния
туннелирования на структуру спектра проводилось также с использованием методов
адиабатического приближения для оператора Шредингера с быстро осциллирующим
потенциалом [21,22].

Поскольку точное аналитическое описание туннельных эффектов удается постро-
ить только в простых модельных случаях, для исследования данного круга задач
обычно применяются асимптотические методы.

В настоящей работе туннельный эффект анализируется для одномерного опера-
тора Шредингера с действительным потенциалом:

Ĥ = −�2

2

d2

dx2
+ V (x),

в приближении по малому параметру квазиклассического приближения � > 0. В
качестве основных моделей рассмотрена квантовая частица на прямой (x ∈ R) в
двуямном потенциале и квантовая частица в потенциальном поле на окружности
(x ∈ S) в роторном режиме.

Общая спектральная теория оператора Шредингера Ĥ хорошо развита для до-
статочно обширного класса потенциалов (см., например, [23–25]). В данной работе
рассматривается дискретный спектр оператора Ĥ, а потенциал V (x) предполагается
достаточно гладким там, где это необходимо.
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В разделе 2 настоящей работы представлен детальный обзор известных результа-
тов и методов исследования туннелирования в одномерных системах с дискретным
спектром, а в разделах 3 и 4 представлено подробное изложение новых результатов
(частично данные результаты были ранее представлены автором в работах [26–28]
и совместно с М. В. Карасевым в работах [29, 30]) для задачи о резонансном тун-
нелировании в несимметричном двуямном потенциале и для задачи о расщеплении
энергий при динамическом туннелировании соответственно. Ниже во введении при-
веден краткий обзор рассматриваемых задач.

Координатное туннелирование

Одной из базовых моделей координатного туннелирования является движение
квантовой частицы в двуямном потенциале на прямой.

Хорошо известны результаты для случая зеркально-симметричного двуямного
потенциала. В этом случае спектр состоит из пар экспоненциально (при � → 0) близ-
ких точек, а соответствующие волновые функции стационарных состояний являются
симметричными и антисимметричными. Следовательно, состояние, локализованное
только в одной из двух потенциальных ям, не является стационарным, а представ-
ляется в виде линейной комбинации пары стационарных состояний с близкими зна-
чениями энергий. Это приводит к эффекту туннельной транспортации. Состояние
начинает совершать туннельные переходы между ямами и в определенные моменты
времени становится практически полностью локализованным в другой потенциаль-
ной яме, чем яма, в которой оно было сосредоточено в начальный момент времени
(см., например, [3,5, 31]). Подобный эффект также называют резонансным туннели-
рованием, так как в отличие от обычного туннелирования, когда лишь малая часть
волны проходит через потенциальный барьер, в этом случае наблюдается полный пе-
реход состояния через потенциальный барьер. Частота подобных туннельных пере-
ходов определяется величиной малого расщепления энергетических уровней спектра
оператора Шредингера.

Асимптотическая формула для величины туннельного расщепления энергий в
случае симметричного потенциала была получена в работе [32] для высоких энерге-
тических уровней и в работе [33] для случая нижних энергетических уровней (см.
также [34–39]). Величина туннельного расщепления пары нижних энергетических
уровней известна также и в случае многомерного симметричного потенциала [40–43].

С физической точки зрения большой интерес представляет также случай несим-
метричного потенциала [3, 5, 7, 9, 44, 45]. Тогда задача существенно усложняется, од-
нако примеры, рассмотренные численно, по-прежнему демонстрируют возможность
возникновения резонансного туннелирования при определенных настройках потен-
циала [6, 31,44,46,47].

Одной из основных задач настоящей работы является построение и строгое обос-
нование асимптотики спектра и стационарных состояний оператора Шредингера
Ĥ с несимметричным двуямным потенциалом и определение условий, при кото-
рых эти состояния являются билокализованными, то есть условий туннельного ре-
зонанса. Данные вопросы были рассмотрены на физическом уровне строгости в
работах [1, 3, 31, 45], а некоторые строго обоснованные результаты были получены
в [41, 43, 48]. Подробное изложение известных результатов и открытых проблем в
случае несимметричного двуямного потенциала приведено ниже в разделе 2.2.
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Важный класс примеров туннельного резонанса возникает при рассмотрении дву-
ямных несимметричных потенциалов, зависящих от внешнего параметра. Предполо-
жим, что одна из потенциальных ям двуямного потенциала является фиксированной
“физической” потенциальной ямой, а вторая — является варьируемой пробной ямой,
ее глубина и ширина являются внешними управляемыми параметрами. Состояние
в начальный момент времени сосредоточено в заданной физической потенциаль-
ной яме. Возникновение резонансного туннелирования при определенной настройке
пробного потенциала называют эффектом туннельного захвата состояния, поскольку
тогда состояние начинает совершать туннельные переходы между потенциальными
ямами. Критические значения внешних параметров, при которых возникает туннель-
ный захват состояния, представляют интерес с физической точки зрения [45], они
были рассмотрены численно для конкретного двуямного потенциала в работе [44].
В настоящей работе (см. раздел 3.6) рассмотрена задача о построении явных ана-
литических формул для значений параметров настройки пробного потенциала, при
которых происходит туннельный захват состояния в случае прямоугольной пробной
потенциальной ямы.

При рассмотрении туннелирования в несимметричном двуямном потенциале осо-
бую важность приобретает обоснование полученных результатов, поскольку некото-
рые работы, опубликованные ранее в физической литературе, содержат противоре-
чивые выводы. Например, в работе Сонга [49] сделана попытка найти необходимые и
достаточные условия возникновения резонансного туннелирования и построить ква-
зиклассические формулы для соответствующих энергетических уровней и стацио-
нарных состояний, но эта работа не согласуется с результатами, представленными и
строго доказанными ранее в работе [48]. Ниже в разделе 3.8 показано, что работа [49]
содержит существенные ошибки, которые приводят к принципиально неверному ре-
зультату.

Сложность построения квазиклассического приближения для туннельных эффек-
тов в задаче о несимметричном двуямном потенциале связана с тем, что многие фор-
мулы “стандартного” квазиклассического приближения, такие как правила кванто-
вания энергетических уровней, правила перехода через точку поворота, формулы
теории возмущений и другие, используемые на физическом уровне строгости как
точные, в действительности являются асимптотическими, всего лишь со степенной
точностью по �, а в задачах, включающих резонансное туннелирование, необходимо
проводить вычисления с экспоненциальной точностью.

Одной из интересных задач, в которой возникает несимметричный потенциал,
является задача о разрушении резонансного туннелирования в симметричном дву-
ямном потенциале при деформации одной стороны потенциального барьера, разделя-
ющего ямы. Предполагается, что деформация не затрагивает области классического
движения, а следовательно, может оказывать влияние на квантовую частицу только
за счет туннельных эффектов. Это так называемая задача “блоха на слоне” [48,50,51].
В работе [48] было доказано, что в этой ситуации волновые функции перестают быть
билокализованными, а величина расщепления, хотя и остается экспоненциально ма-
лой (при � → 0), но становится экспоненциально больше, чем расщепление в исход-
ном симметричном двуямном потенциале до деформации. В работе [48] был найден
показатель экспоненты величины туннельного расщепления в этой задаче, но от-
крытым оставался вопрос о построении главного члена асимптотического разложе-
ния полностью с учетом амплитудного множителя (см. также [52]). Данная задача
рассмотрена ниже в разделах 3.7 и 3.8 настоящей работы.
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Импульсное туннелирование

Другим важным проявлением туннельного эффекта является надбарьерное от-
ражение частицы от потенциала, то есть импульсное туннелирование. В этом случае
квантовая частица тоже преодолевает барьер, но не потенциальный, а в импульс-
ном представлении. Важная модель, в которой импульсное туннелирование играет
существенную роль — это одномерное движение квантовой частицы по окружности
в потенциальном поле. Здесь, для энергий, существенно выше максимума потенциа-
ла, спектр оператора Шредингера состоит из пар близких точек, а соответствующие
волновые функции стационарных состояний в импульсном представлении являют-
ся симметричными и антисимметричными. Аналогично тому, как это происходит в
двуямном потенциале на прямой, здесь также возникает эффект туннельной транс-
портации, только в данном случае происходит туннельный переход от состояния,
отвечающего движению частицы по окружности в одном направлении, в состояние,
отвечающее движению в противоположном направлении.

Вычисление туннельного расщепления энергий дискретного спектра квантовой
частицы на окружности эквивалентно задаче о вычислении ширины лакун — про-
межутков между зонами в блоховском спектре оператора Шредингера на прямой с
периодическим потенциалом V (x) (см., например, [53–55]). Простой пример V (x) =
cos(x) отвечает квантовому маятнику [56], а соответствующее уравнение Шредин-
гера эквивалентно уравнению Матье. В более общем случае, когда потенциал ана-
литический и топология линий Стокса имеет вид как при V (x) = cos(x), асимп-
тотика ширины лакун была построена в работе Дыхне [57], полное строгое дока-
зательство и разбор еще нескольких случаев представлен в работе Симоняна [58]
(см. также [12, 59, 60]). Существует также ряд глубоких результатов о связи глад-
кости потенциала со скоростью убывания ширины лакун при росте энергии [53, 61].
В случае аналитического потенциала известно, что ширина лакун экспоненциально
убывает [62], а в случае потенциала конечной гладкости — убывает по степенному
закону [63].

В настоящей работе представлен общей метод вычисления величины расщепления
энергий в случае динамического туннелировании частицы между двумя траектори-
ями периодического движения (см. раздел 4.1). Для импульсного туннелирования
частицы на окружности это дает единый подход к вычислению величины расщеп-
ления, как в случае аналитического потенциала, так и для потенциала конечной
гладкости (см. раздел 4.4).

2 Туннельные эффекты в одномерных системах с
дискретным спектром. Обзор результатов и про-
блем

Одной из простейших моделей, где возникает нетривиальный туннельный эф-
фект, является одномерный оператор Шредингера с потенциалом, имеющим вид
двойной ямы, в общем случае — несимметричной. Задача об аналитическом опи-
сании спектра и волновых функций в двуямном потенциале имеет богатую историю:
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первые результаты, носящие качественный характер, содержались еще в работе Хун-
да [1] 1927 года.

Другим проявлением туннельного эффекта является отражение квантовой ча-
стицы при движении выше потенциального барьера, которое также можно рассмат-
ривать как туннелирование через классически запрещенную область (барьер) в им-
пульсном представлении [11, 13]. Это частный случай общего эффекта туннелиро-
вания между двумя различными траекториями в фазовом пространстве — так на-
зываемое динамическое туннелирование. Динамическое туннелирование возникает
в различных квантовомеханических моделях и активно изучается в последнее вре-
мя [14–17]. Важный пример динамического туннелирования дает задача о движении
частицы по окружности под действием потенциального поля в случае, если ее энер-
гия выше максимума потенциала (роторный режим).

Обе модели туннелирования: квантовая частица в двуямном потенциале и дина-
мическое туннелирование частицы на окружности, — объединяет наличие пары пе-
риодических траекторий классического движения для заданного уровня энергии E.
Для двуямного потенциала — это движение в левой и правой потенциальной яме, а
для частицы на окружности — это движение в одном из двух возможных направле-
ний. В классической механике частица движется только по одной из этих траекторий,
в зависимости от начальных данных (положения и скорости), а в квантовой механике
возможно туннелирование между соответствующими состояниями.

Даже для простейших моделей не удается построить описание туннелирования
точно и аналитически в общем виде. Аналитическое описание влияния туннельных
эффектов на спектр и стационарные состояния оператора Шредингера удается полу-
чить только в квазиклассическом приближении, то есть асимптотически при � → 0,
где � — эффективная (полученная после перенормировки и обезразмеривания зада-
чи) постоянная Планка.

В этом приближении в ряде случаев удается аналитически описать эффекты тун-
нельного расщепления дискретного спектра и билокализацию стационарных состоя-
ний. В данном разделе приведен обзор сответствующих результатов и описываются
проблемы, решению которых посвящена настоящая работа.

2.1 Квазиклассическое приближение без учета туннелирова-
ния

В данном разделе изложены хорошо известные результаты, полученные при по-
мощи стандартных методов квазиклассического приближения (методов ВКБ). По-
дробное изложение этих методов представлено в книге [64], а также в [34,41,59,65].

Рассмотрим квазиклассическую асимптотику дискретного спектра и соответству-
ющих стационарных состояний одномерного уравнения Шредингера:

−�
2

2

d2ψ

dx2
+ V (x)ψ = Eψ, (1)

где V (x) — достаточно гладкий действительный потенциал. Соответствующий опе-
ратор обозначим через Ĥ:

Ĥ = −�
2

2

d2

dx2
+ V (x). (2)
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Рис. 1

Квазиклассическое приближение устанавливает соответствие между некоторыми
последовательностями (спектральными сериями) приближенных собственных значе-
ний оператора Ĥ и семействами инвариантных торов классической системы с га-
мильтонианом H = p2/2 + V (x) (см. [64]). В одномерном случае невырожденные ин-
вариантные торы сводятся к периодическим траекториям движения и определяются
линиями уровня {H(x, p) = E} классического гамильтониана (см., например, [66]).

Приближенные собственные значения, с точностью O(�2), определяются прави-
лом дискретизации Планка-Бора-Зоммерфельда [34,64]:

1

2π

∮
pdx = �(n+ σ/4), (3)

где σ — индекс Маслова, n ∼ 1/� — целое число, а интеграл берется по периоди-
ческой траектории классического движения на уровне энергии E. Для частицы в
потенциальной яме на прямой σ = 2 (см., например, [34]), а для частицы, движу-
щейся по окружности в роторном режиме, σ = 0 (см., например, работы [12,20,59] и
ниже в разделе 4.2 настоящей работы). Из правила (3) следует, что соседние уровни
заданной серии находятся на расстояниях порядка � друг от друга.

Для каждой энергии E = En, удовлетворяющей правилу (3), можно построить
квазимоду ψn — приближенное решение стационарного уравнения Шредингера (1),
локализованное вблизи соответствующей периодической траектории. Квазимоды и
их роль при построении приближенных решений уравнений, включающих симмет-
рии, были рассмотрены в работах [35,67].

Предположим теперь, что каждому значению энергии E из некоторой фиксиро-
ванной области соответствует пара периодических траекторий, то есть множество
{H(x, p) = E} состоит из двух компонент связности, дифеоморфных окружности.
Следовательно, классическая частица, обладающая заданной энергией E, движется
по одной из двух периодических траекторий, в зависимости от начальных условий.
На рисунке 1 представлена пара периодических траекторий для случая двуямного
потенциала на прямой.

Правило дискретизации (3) определяет две спектральные серии E
(1)
n , ψ(1)

n и E
(2)
m ,

ψ
(2)
m . Спектр оператора Ĥ в окрестности энергии E совпадает с объединением этих

серий с точностью O(�2). При таком объединении энергетический уровень из одной

Рис. 1

серии может приближенно совпасть с энергетическим уровнем из другой серии:
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E(1)
n − E(2)

m = O(�2). (4)

Тогда в спектре оператора Ĥ присутствует пара близких собственных значений, при
этом говорят, что произошло квазивырождение, то есть совпадение двух точек спек-
тра в рамках точности рассматриваемого приближения.

Заметим, что в одномерном случае на прямой дискретный спектр оператора Шре-
дингера невырожден, если потенциал непрерывен [23, 34]. Пример двуямного потен-
циала с особенностью в области барьера, для которого спектр оператора Шредингера
оказывается вырожденным, разобран в книге [46]. В задаче об импульсном туннели-
ровании частицы на окружности подобное вырождение спектра возможно и в случае
аналитического потенциала [53,55,68,69].

Если квазивырождения не происходит, то есть расстояние от фиксированного
уровня E = E

(i)
n одной серии до ближайшего уровня из другой серии много больше

�
2, то в O(�2) окрестности точки E существует единственная точка спектра опера-
тора Ĥ, а соответствующая волновая функция близка (с точностью до множителя)
к ψ

(i)
n . В этом случае стационарное состояние практически полностью локализовано

вблизи только одной из двух траекторий периодического движения. Таким образом,
если квазивырождение не происходит, то для построения асимптотики спектра и
стационарных состояний оператора Ĥ достаточно построить асимптотические серии
собственных значений и соответствующие квазимоды. В этом случае туннельные
эффекты не играют существенной роли при описании спектра и соответствующих
стационарных состояний.

Вырождение спектра также означает отсутствие туннелирования, так как в этом
случае состояния, локализованные вблизи только одной классической траектории,
будут близки к стационарным.

С другой стороны, в случае квазивырождения точные собственные функции близ-
ки к некоторым линейным комбинациям состояний ψ

(1)
n и ψ

(2)
m , то есть они могут быть

локализованы вблизи сразу двух различных периодических траекторий. Подобные
стационарные состояния называются билокализованными. Такие состояния приводят
к туннелированию квантовой частицы с одной траектории периодического движения
на другую (см. раздел 3.4), в этом случае говорят, что наблюдается туннельный ре-
зонанс между соответствующими периодическими траекториями.

2.2 Двуямный потенциал на прямой

Двуямный потенциал на прямой является простейшей моделью, где возможен
туннельный резонанс. Ниже приведена постановка основных задач, возникающих
при изучении туннелирования в симметричном и несимметричном двуямном потен-
циале, и дан обзор основных классических результатов и методов исследования.

В дальнейшем будет рассматриваться не весь спектр оператора Ĥ, а только часть
спектра в окрестности фиксированной энергии E. Предполагается, что вещественный
потенциал V (x) имеет вид двойной ямы (см. рис. 2), то есть классическая область
движения частицы (V (x) < E) состоит из двух конечных интервалов. Между двумя
ямами находится потенциальный барьер и энергия E не близка к вершине потен-
циального барьера. Хорошо известно, что тогда спектр оператора Ĥ в некоторой
окрестности E является дискретным и невырожденным (см., например, [23–25]).
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Рис. 2

Впервые качественное исследование спектра оператора Шредингера с двуямным
потенциалом было проведено в работе Хунда [1]. Показано, что если адиабатиче-
ски увеличивать потенциальный барьер, разделяющий две ямы, то спектр операто-
ра Шредингера распадется на две серии значений: “отдельные” спектры правой и
левой потенциальных ям. Увеличение потенциального барьера приводит к полному
отсутствию туннелирования между ямами, так как на волновые функции налага-
ется условие Дирихле (ψ = 0) в некоторой окрестности вершины потенциального
барьера. Тогда спектр исходного оператора Ĥ приближенно является объединением
двух спектральных серий, соответствующих разделенным ямам. При объединении
этих серий может возникнуть эффект квазивырождения — совпадения (в рамках
точности рассматриваемого приближения) двух собственных значений из разных се-
рий. Например, такой эффект всегда происходит в случае зеркально-симметричного
двуямного потенциала, поскольку из-за симметрии спектры отдельных ям в точно-
сти совпадают. В работе Хунда было показано, что при квазивырождении в спектре
оператора Ĥ возникает пара близких собственных значений, но не были сделаны
аналитические оценки для величины туннельного расщепления энергий.

Представление спектра оператора Шредингера с двуямным потенциалом в ви-
де объединения двух спектральных серий позволяет провести качественный анализ
зависимости спектра оператора от внешнего параметра. При изменении параметра
энергетические уровни из разных серий могут пересекаться. Тогда соответствую-
щие точные собственные значения либо сближаются без пересечения — это так на-
зываемое “отталкивание” энергетических уровней (“квазипересечение” или “avoided
crossing”), либо пересекаются, тогда при некотором значении параметра в спектре
оператора Ĥ присутствует вырожденное собственное значение кратности 2. Посколь-
ку спектр одномерного оператора Шредингера на прямой невырожден, при квазиво-
рождении всегда происходит именно отталкивание энергетических уровней. С другой
стороны, в многомерном случае или для задачи на окружности возможны пересече-
ния энергетических уровней при изменении внешнего параметра.

В работе [2] показано, что для вырождения энергетических уровней необходи-
ма согласованная настройка более чем одного внешнего параметра, настройка двух

Рис. 2

01. NANO-21-Viborniy_Т  10.04.2015  9:50  Page 13



14 Е.В. Выборный 

Рис. 3

— для случая действительных матричных элементов оператора Ĥ, и трех — в слу-
чае общей эрмитовой матрицы. Следовательно, отталкивание энергетических уров-
ней является типичным в случае квазивырождения. Также в работе [2] показано,
что в случае отталкивания энергетических уровней кривые зависимости точных соб-
ственных значений E1,2(k) от внешнего параметра k вблизи точки квазипересечения
приближенно имеют вид гипербол (см. рис. 3):

E1,2(k) � (E + kA)±
√
B2 + C2k2. (5)

Результаты работы [2] применимы не только к операторам Шредингера вида (2), но
также и в случае произвольного самосопряженного гамильтониана Ĥ.

Симметричный двуямный потенциал

Рассмотрим подробнее случай симметричного двуямного потенциала. Как уже
было отмечено ранее, тогда все энергетические уровни, расположенные существенно
ниже вершины потенциального барьера, являются квазивырожденными и в спектре
оператора Шредингера возникают пары близких собственных значений. Классиче-
ской задачей является оценка величины расщепления этих энергетических уровней.

Заметим, что стандартный метод (метод ВКБ [59, 70]) построения глобальных
квазиклассических асимптотик, основанный на согласовании в точках поворота, не
позволяет построить асимптотику стационарных состояний и туннельного расщеп-
ления спектра при резонансном туннелировании, так как величина туннельного рас-
щепления экспоненциально мала при � → 0, а правила перехода обеспечивают лишь
степенную точность по малому параметру �. Основной метод, позволяющий находить
асимптотику туннельного расщепления энергий в симметричном случае, основан на
формуле Херринга [71]. Этот подход позволяет свести задачу о вычислении тун-
нельного расщепления спектра к задаче о построении асимптотики соответствующих
стационарных состояний в области потенциального барьера, что позволяет избежать
необходимости построения глобальных асимптотик стационарных состояний.

Предположим, что многомерный двуямный потенциал V (x1, . . . , xk) симметри-
чен относительно плоскости M и соответствующая симметрия переводит одну яму в

Рис. 3
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другую. Тогда для туннельного расщепления справедлива асимптотическая формула
Херринга:

Δ � �
2

∫
M

(ψ1∇ψ2 − ψ2∇ψ1) ds, (6)

где ψ1,2 — действительные нормированные стационарные состояния, отвечающие па-
ре квазырожденных собственных значений. Таким образом, задача о вычислении
туннельного расщепления сводится к построению асимптотики стационарных состо-
яний в окрестности плоскости M , то есть в классически запрещенной (туннельной)
области. Хорошо известно, что волновые функции экспоненциально убывают вглубь
классически запрещенной области [34,41,72,73], следовательно, туннельное расщеп-
ление энергий является экспоненциально малым, если потенциальный барьер явля-
ется достаточно большим.

В одномерном случае формула (6) имеет вид:

Δ � �
2 (ψ1ψ

′
2 − ψ2ψ

′
1)
∣∣∣
x=0

, (7)

где точка x = 0 — центр потенциального барьера.
В случае симметричного двуямного потенциала волновые функции стационарных

состояний ψ1 и ψ2 являются четными и нечетными соответственно. Следовательно,
они локализованы сразу в двух потенциальных ямах, то есть являются билокализо-
ванными. Пусть ψl и ψr — пара приближенных волновых функций, локализованных
только в левой и правой потенциальной яме соответственно. Учитывая симметрию,
можно считать, что ψr(x) = ψl(−x) = ϕ(x). Тогда волновые функции ψ1,2, отвечаю-
щие паре квазивыожденных стационарных состояний, приближенно имеют вид:

ψ1,2(x) � 1√
2
(ϕ(x)± ϕ(−x)) . (8)

Подставляя разложение (8) в формулу (7), получаем

Δ � 2�2ϕ(0)ϕ′(0). (9)

Многомерный аналог этой формулы был рассмотрен в работе [38]:

Δ � 2�2
∫
M

ϕ∇ϕ ds. (10)

Заметим, что точность формул (9) и (10) существенно зависит от выбора “одноям-
ной” волновой функции ϕ(x). Условия, накладываемые на выбор ϕ, были впервые
исследованы в работе Херринга [71], см. также [35,41,42].

Классической задачей о вычислении туннельного расщепления энергетических
уровней в симметричном случае является задача о спектре электрона в молекуляр-
ном ионе водорода H+

2 в предположении, что два положительно заряженных ядра
фиксированы и находятся на большом расстоянии R друг от друга [1,34,38,71,74]. В
работе [74] в качестве ϕ была взята волновая функция основного состояния атома во-
дорода — это так называемый метод линейных комбинаций атомарных орбиталей или
LCAO метод [74, 75], где волновую функцию электрона в молекуле представляют в
виде некоторой линейной комбинации волновых функций электрона в отдельных ато-
мах. Херринг [71] показал, что подобный выбор приближения для волновых функций
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электрона (выбор ϕ) не является достаточно точным для вычисления туннельного
расщепления энергий по формуле (10). Несмотря на то, что волновая функция ϕ(x),
построенная LCAO методом, дает хорошее приближение для стационарных состоя-
ний (8) вблизи ядер, она обладает неправильной асимптотикой в области барьера,
и следовательно, не пригодна для вычисления расщепления. Для построения подхо-
дящей функции ϕ необходимо учитывать влияние внешнего поля положительного
заряда второго ядра на волновую функцию основного состояния атома водорода.
Итоговая формула для величины туннельного расщепления в атомной системе еди-
ниц имеет вид:

Δ =
4

e
Re−R [1 +O(1/R)]. (11)

Дальнейшие обобщения данной задачи на случай более сложных молекул приведены
в работах [76,77], см. также [3,5].

Данная задача о туннелировании электрона между двумя ядрами, фиксирован-
ными на большом расстоянии R друг от друга, допускает квазиклассическое при-
ближение. Для этого необходимо провести перенормировку координат так, чтобы
расстояние между ядрами стало порядка единицы. Тогда возникает малый параметр
квазиклассического приближения � = 1/R. Заметим, что при этом условия приме-
нимости квазиклассического приближения (см., например, [34]) выполнены только в
области барьера, а движение электрона вблизи ядер не является квазиклассическим.

Другая классической задача: получить общую формулу для величины расщепле-
ния спектра оператора Шредингера с произвольным симметричным двуямным по-
тенциалом в квазиклассическом приближении. Рассматривается спектр Ĥ вблизи
фиксированной энергии E такой, что уравнение V (x) = E имеет 4 простых кор-
ня — точки поворота. Тогда условия применимости квазиклассического приближе-
ния справедливы как в области барьера, так и в потенциальных ямах. Подставляя
ВКБ асимптотику состояний ψ1,2 в формулу (7), получаем для величины расщеп-
ления энергий знаменитую асимптотическую формулу Ландау-Лифшица [34] (см.
также [32,36,59,78]):

Δ = E2 − E1 =
�ω

π
exp

(
−1

�

∫ √
2(V (x)− E)dx

)
[1 +O(�)] . (12)

Здесь E = E1,2 + O(�2), ω — частота классического движения для энергии E, а
интеграл берется по подбарьерной области (где V (x) > E), разделяющей две ямы.
Интеграл в показателе экспоненты в формуле (12) называют туннельным действи-
ем или “действием по инстантону”. Данная формула справедлива в предположении,
что энергия E не близка к минимумам потенциальных ям и к вершине разделяю-
щего их барьера (при � → 0). Из формулы (12) видно, что туннельное расщепление
энергетических уровней является экспоненциально малым при � → 0.

Таким образом, спектр оператора Шредингера с симметричным двуямным потен-
циалом в окрестности энергии E состоит из пар близких точек, положение которых
с точностью O(�2) определяется условием (3), расстояние между соседними парами
имеет порядок �, а для величины расщепления каждой пары справедлива форму-
ла (12).

Формула (12) справедлива для энергий, не близких к минимумам потенциала, то
есть для энергетических уровней с большими номерами n ∼ 1/�. С другой стороны,
с физической точки зрения большой интерес представляет расщепление основного
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состояния, то есть для n = 0, 1, 2, . . . (см., например, [3, 5, 39]). Если минимумы по-
тенциала являются невырожденными, то формула для расщепления нижних энерге-
тических уровней (конечные n) была получена в работе [33] (см. также [35,37]). Стоит
заметить, что асимптотические формулы для конечных n и для больших n ∼ 1/� не
согласуются, то есть формула (12) дает неверную оценку для расщепления пары
нижних энергетических уровней [37,78–80]. Правильная формула для нижних энер-
гетических уровней имеет вид, аналогичный (12) но с дополнительным множителем√

π/e ≈ 1.08. Данный вопрос о сравнении асимптотических формул для величины
туннельного расщепления верхних и нижних энергетических уровней будет рассмот-
рен ниже в разделе 3.3 для общего случая несимметричного потенциала.

Асимптотика туннельного расщепления пары нижних энергетических уровней
для симметричной ямы известна и в многомерном случае. Показатель экспоненты
(логарифмический предел) был найден в работах [43, 72], а итоговая формула для
расщепления, включающая амплитуду, была получена в [40], см. также [41,79–82].

Несимметричный потенциал

Рассмотрим случай несимметричного потенциала. Такие потенциалы представля-
ют интерес с физической точки зрения (см. в [3, 5, 6, 9]). В несимметричном случае
задача существенно усложняется. Однако, примеры численного счета по-прежнему
демонстрируют возможность появления двойной локализации собственных функций
и малого расщепления соответствующих энергетических уровней [6, 31,46,47].

Из качественного анализа, проведенного в работе [1], и общих методов квазиклас-
сического приближения (см. раздел 2.1) следует, что спектр оператора Ĥ с двуямным
потенциалом с некоторой точностью состоит из точек El и Er, соответствующих спек-
трам операторов Шредингера в левой и правой потенциальной яме в отдельности.
Пусть ψl,r — приближенные решения уравнения (1) (квазимоды), локализованные
в левой и правой потенциальной яме соответственно. В качестве первого прибли-
жения для “одноямных” энергий El,r и волновых функций ψl,r можно использовать
соответствующие спектральные серии, полученные методом ВКБ (см. раздел 2.1).

Если квазивырождения энергетических уровней не происходит, то квазимоды ψl и
ψr являются хорошими приближениями для волновых функций стационарных состо-
яний. С другой стороны, при квазивырождении в спектре оператора Ĥ присутствует
пара близких точек E1,2, а соответствующие волновые функции приближенно имеют
вид линейных комбинаций состояний ψl,r:

ψ1 � c1l ψl + c1r ψr,

ψ2 � c2l ψl + c2r ψr.

Основной задачей при квазивырождении в случае несимметричного потенциала яв-
ляется определение констант cji в разложении стационарных состояний ψl,r и вели-
чины расщепления соответствующих энергетических уровней Δ = E2 − E1.

Заметим, что формулы (6)–(10) существенно опираются на симметрию потенци-
ала и не применимы в несимметричном случае. Другой метод, при помощи которого
можно найти величину расщепления и определить вид волновых функций в случае
квазивырождения для оператора Шредингера Ĥ с двуямным потенциалом, осно-
ван на рассмотрении сужения оператора Ĥ на подпространство, образованное дву-
мя векторами ψl и ψr, и последующей диагонализации Ĥ. Этот метод, называемый
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“двухуровневая аппроксимация”, широко используется в задачах квантовой механи-
ки (см. в [3,4,41]). В данном методе производится вычисление матричных элементов
〈Ĥψi, ψj〉 для i, j = l, r; искомая величина расщепления Δ находится как расстояние
между собственными значениями данной матрицы, а собственные векторы данной
матрицы дают приближение для коэффициентов cji линейного разложения собствен-
ных векторов ψ1,2 оператора Ĥ по системе ψl,r.

Поскольку подпространство, на которое происходит сужение, не является инва-
риантным для оператора Ĥ, то данный метод дает лишь приближенный результат,
точность которого сильно зависит от того, насколько близко данное подпростран-
ство к инвариантному, то есть зависит от выбора ψl и ψr. Общее математическое
обоснование данного метода опирается на некоторые специальные теоремы из теории
возмущений линейных самосопряженных операторов, которые были представлены в
работах [35, 42] (см. также [41, 83]). Эти результаты изложены ниже в разделе 3.9
вместе с другими полезными теоремами из теории линейных операторов.

Отметим, что различные вариации метода двухуровневой аппроксимации приме-
нялись к вычислению туннельного расщепления энергий в несимметричном случае
в работах Хелффера–Шестранда [41,42,52,84], Панкратовой [83] и Сонга [49].

Важно подчеркнуть, что приближенные волновые функции ψ
(1)
n и ψ

(2)
m , построен-

ные методом ВКБ, не являются достаточно точными для применения метода двух-
уровневой аппроксимации, так как дают лишь степенную точность по малому пара-
метру �, а при этом известно, что расщепление энергий может быть экспоненциально
малым.

В работах Хелффера–Шестранда [41, 42, 52] было предложено в качестве ψl, El

выбирать решение задачи Штурма–Лиувилля в окрестности Ωl левой ямы, которая
не пересекается с правой ямой, с условиями Дирихле на границе области Ωl. Вол-
новая функция ψr и энергия Er выбираются аналогично. Показано, что при таком
выборе можно получить достаточно точные выражения для энергий исходного урав-
нения в терминах решения задачи Дирихле для отдельных ям, если рассматривать
достаточно большие окрестности Ωi. Эти окрестности должны пересекаться и содер-
жать точку x = c — центр потенциального барьера с точки зрения метрики Агмона
(действия по инстантону) [41,42]. Основополагающая роль этой метрики при оценке
туннельных эффектов изучалась в работах [43,72,73,85] и в серии работ [41,42,52,84].

Ниже в работе будет показано (см. разделы 3.7 и 3.8), что такой выбор областей
Ωi является не только достаточным, но и необходимым условием применимости ме-
тода двухуровневой аппроксимации. В частности, как показано в разделе 3.8, выбор
функций ψl,r, использованный в работе Сонга [49], приводит к неверному результату,
поскольку области Ωi в работе [49] были выбраны непересекающимися. Доказанный
нами факт необходимости условий, накладываемых на области Ωi, обнаруживает
также неточность, имеющуюся в работе Панкратовой [83], где для определения цен-
тра несимметричного барьера было использовано обычное расстояние на прямой, а
не метрика Агмона.

Этим методом, при правильном выборе областей Ωi, в работе [42] была получена
асимптотика расщепления пары нижних энергетических уровней в случае многомер-
ного несимметричного потенциала с двумя совпадающими невырожденными мини-
мумами (без явного выражения для амплитуды) в терминах энергий отдельных ям
El и Er. А именно, было показано (см. [41, 42]), что туннельное расщепление имеет
вид:
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д
Δ �

√
(Er − El)2 + δ2, (13)

где δ определяется по формуле, близкой к формуле Херринга (7):

δ = �
2 (ψlψ

′
r − ψrψ

′
l) x=c

. (14)

Формула (13) получена в предположении, что имеет место квазивырождение и Er −
El = O(δ).

В симметричном случае уровни из разных ям совпадают, то есть El = Er, тогда
формулы для расщепления (13)–(14), очевидно, переходит в формулу Херринга (7).

Кроме структуры спектра, для различных приложений существенную роль игра-
ет вид волновых функций стационарных состояний (см., например, [3, 5, 31, 44, 45]).
Задача состоит в определении разложения собственных функций оператора Ĥ по
функциям ψl и ψr в случае квазивырождения. Поскольку собственные функции опре-
делены с точностью до нормирующего множителя и ортогональны, то достаточно
знать асимптотику вероятностей Pl(�) и Pr(�) обнаружить частицу в левой и правой
яме для одной из пары собственных функций. Будем говорить, что волновая функ-
ция билокализована, если обе вероятности Pi(�) существенно отличны от нуля при
достаточно малых �, то есть Pi(�) = pi +O(�) и pi > 0.

Эффект билокализации собственных функций тесно связан с величиной туннель-
ного расщепления энергий. В работе [85] (см. также [43]) для двух нижних энерге-
тических уровней в многомерном потенциале доказано, что если обе вероятности
Pl,r(�) имеют положительный нижний предел при � → 0, то для величины расщеп-
ления справедлива оценка сверху Δ = O

(
e−S/�

)
, где S — туннельное действие по ин-

стантону между минимумами потенциала. Условие существования положительных
нижних пределов для вероятностей Pl,r(�) можно считать слабым условием двойной
локализации стационарных состояний. Таким образом, в работах [43, 85] показано,
что из билокализации волновых функций основного состояния следует туннельное
расщепления соответствующего энергетического уровня.

После глубоких результатов полученных в работах [41–43, 52, 85], тем не менее,
открытым остается ряд важных вопросов, в том числе вопрос о главном члене асимп-
тотического разложения величины расщепления Δ и вопрос о предельных значени-
ях вероятностей Pl(�) и Pl(�) при � → 0 для пары квазивырожденных состояний в
несимметричном потенциале в случае нижних и высоких энергетических уровней,
которые, в частности исследуются в настоящей работе (см. раздел 3.1).

Важные примеры несимметричного двуямного потенциала могут быть получены
при различных деформациях или возмущениях симметричного потенциала. В рабо-
те [48] рассматривалась задача о деформации одной стороны потенциального барье-
ра симметричного двуямного потенциала для пары нижних энергетических уровней.
Было показано, что подобная деформация приводит к разрушению двойной лока-
лизации собственных функций, а для величины расщепления справедлива оценка

Δ = exp

(
−2S + o(1)

�

)
, (15)

где S — действие по инстантону между точкой поворота и областью деформации.
Многомерное обобщение данного результата дано в работе [51]. Разрушение резо-
нансного туннелирования при деформации небольшого участка одной стороны по-
тенциального барьера называют эффектом “блоха на слоне”.
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Оценка (15) позволяет вычислить показатель экспоненты для величины смещения
энергетических уровнейΔ, но открытой остается задача о построении главного члена
асимптотического разложения (с учетом амплитуды) величины Δ для различных
деформаций потенциала. Данная задача подробно рассмотрена в разделах 3.7–3.8
настоящей работы.

2.3 Динамическое туннелирование на окружности

Рассмотрим задачу о динамическом туннелировании частицы на окружности.
Предполагается, что действительный потенциал V (x) является периодической функ-
цией с периодом 2π, аналогичное условие периодичности накладывается и на вол-
новые функции стационарных состояний ψ(x). Рассмотрим случай, когда энергия
частицы выше максимума потенциала V (x), — так называемый роторный режим.
Тогда классическая частица вращается (пробегает всю окружность) в одном из двух
возможных направлений. В квантовой механике оказывается возможным существо-
вание пар состояний, в каждом из которых частица вращается одновременно в двух
направлениях, и возникает туннельное расщепление уровня энергии, отвечающего
данной паре.

Известно, что вычисление туннельного расщепления дискретного спектра части-
цы на окружности эквивалентно задаче о вычислении ширины лакун — промежутков
между зонами в блоховском спектре оператора Шредингера на прямой с периодиче-
ским потенциалом (см., например, [53–55, 86]). Общее описание структуры спектра
частицы на окружности приведено, например, в [12], а также в разделе 4.2 настоящей
работы.

Дискретный спектр оператора Ĥ в окрестности фиксированной энергии E выше
максимума потенциала состоит из пар близких точек, а положение пар приближенно
определяется правилом дискретизации Планка-Бора-Зоммерфельда (3), где индекс
Маслова σ = 0. Классической задачей является вычисление асимптотики расщеп-
ления спектра (ширины лакун) в квазиклассическом приближении для различных
классов потенциала.

Известно, что в случае аналитического потенциала величина туннельного расщеп-
ления является экспоненциально малой при � → 0 (см. [53,62]). Асимптотика величи-
ны расщепления в этом случае определяется комплексными точками поворота урав-
нения (1) и соединяющими их линиями Стокса [59]. Большой интерес представляет
случай V (x) = cos(x), отвечающий квантовому маятнику (см., например, [87, 88]).
Тогда соответствующее уравнение Шредингера (1) сводится к уравнению Матье [56].

В случае, когда потенциал аналитический и топология линий Стокса имеет вид
как при V (x) = cos(x) (см. рис. 4), асимптотика ширины лакун была построена в
работе Дыхне [57]. Поскольку энергия E больше максимума потенциала V (x), то
действительная ось x лежит в некоторой полосе, ограниченной линиями Стокса, со-
единяющими комплексные точки поворота уравнения (1). В работе [57] было пока-
зано, что если уравнение (1) имеет только одну простую точку поворота x0 такую,
что Rex0 ∈ [0, 2π) и Im x0 > 0, а линии Стокса, выходящие из этой точки, образуют
верхнею границу полосы, которая содержит действительную ось x (см. рис. 4), то
для величины расщепления справедлива асимптотическая формула:

Δ =
�ω

π
exp

(
i

�

∫ x0

x0

√
2(E − V (x)) dx

)
[1 +O(�)], (16)
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Рис. 4

где ω — классическая частота движения по окружности в потенциале V (x) с энер-
гией E, а ветвь корня выбрана так, что

√
2(E − V (x)) > 0 при действительных x.

Тогда показатель экспоненты является отрицательным. Полное строгое доказатель-
ство формулы (16) и разбор еще нескольких случаев представлен в работе Симо-
няна [58] (см. также [59]), а в работе [12] дана глубокая интерпретация формулы
Дыхне-Симоняна (16) в геометрических терминах комплексифицированного фазо-
вого пространства.

Существует несколько различных асимптотических режимов в задаче об оценке
ширины лакун (см. соответствующие замечания в работах [89,90]). Во многих рабо-
тах в качестве большого параметра выступает номер лакуны, тогда энергия (центр
лакуны) стремится к бесконечности. При соответствующей перенормировке видно,
что данный режим является квазиклассическим, но включает дополнительное пред-
положение о малости потенциала по сравнению с полной энергией. Можно показать,
что при таком предположении из формулы Дыхне-Симоняна (16) следует известная
формула Харрелла-Аврона-Саймона [89,91] для ширины зон неустойчивости уравне-
ния Матье. Другой важный асимптотический режим в этой задаче возникает, если
предположить, что потенциал V (x) мал по сравнению с общей энергией E, но энергия
E и соответствующий номер лакуны являются конечными. Этот режим не является
квазиклассическим и рассматривается при помощи методов теории возмущений (см.,
например, [93, 94]).

Заметим также, что если энергия частицы ниже вершины потенциального ба-
рьера в периодическом потенциале, то экспоненциально малой становится не ши-
рина лакун, а ширина спектральных зон оператора Шредингера на прямой [60, 86].
Этот эффект связан с обычным координатным туннелированием через потенциаль-
ный барьер. Данная задача также может быть сведена к вычислению величины рас-
щепления дискретного спектра оператора Шредингера на окружности, только тогда
необходимо рассматривать не потенциал V (x), а потенциал V (2x) (см. раздел 4.2).
Например, для задачи о квантовом маятнике, при энергиях меньше вершины потен-
циального барьера, область классического движения состоит из двух интервалов —
потенциальных ям, разделенных двумя барьерами. Тогда для величины туннельно-

Рис. 4
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го расщепления справедлива формула вида (12) с дополнительным множителем 2 в
амплитуде, поскольку туннелирование происходит сразу через два потенциальных
барьера [60, 86, 90]. Также как и в симметричном двуямном потенциале, различный
вид принимают формулы для расщепления вблизи минимумов потенциала и для
высоких энергетических уровней [78].

2.4 Постановка задач

Несмотря на активное изучение влияния туннелирования на спектр и волновые
функции в одномерных квантовых системах, в этой области имеются важные от-
крытые вопросы. Формулировки основных рассматриваемых задач представлены в
данном разделе.

Работа посвящена получению квазиклассической асимптотики спектра и волно-
вых функций стационарного уравнения Шредингера (1) для двух основных моделей:
несимметричного двуямного потенциала и динамического туннелирования частицы
на окружности. В данной работе рассматриваются следующие основные группы за-
дач.

Критерий двойной локализации

В разделе 3.1 рассмотрена задача о построение асимптотики волновых функций
стационарных состояний в случае квазивырождения спектра в несимметричном дву-
ямном потенциале на прямой. В этом случае необходимо определить, какие линейные
комбинации состояний ψl и ψr из левой и правой ямы близки к точным стационар-
ным состояниям исходной двойной ямы. Таким образом, нужно построить необходи-
мые и достаточные условия двойной локализации волновых функций, а также найти
асимптотику величины туннельного расщепления соответствующих энергий.

Задача построения критерия двойной локализации тесно связана с результата-
ми работы [85], в которой для основного состояния было показано, что из двой-
ной локализации следует экспоненциальная малость туннельного расщепления (об-
зор представлен в разделе 2.2). Таким образом, задача состоит в обобщении этого
утверждения на случай высоких энергетических уровней и исследовании обратно-
го утверждения: следует ли из малости расстояния между парой точек спектра то,
что соответствующие стационарные состояния билокализованы. Также важной зада-
чей является построение явных асимптотических формул для величины туннельного
расщепления при различных энергетических режимах в несимметричном двуямном
потенциале. Детальное исследование этих задач проведено в разделе 3 настоящей
работы.

Критерий двойной локализации стационарных состояний для несимметричного
двуямного потенциала играет существенную роль для описания эффекта туннель-
ного захвата состояния. В настоящей работе (см. раздел 3.6) рассмотрена задача о
построении явных аналитических формул для значений параметров настройки проб-
ного потенциала, при которых происходит туннельный захват состояния, в случае
прямоугольной пробной потенциальной ямы.
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Задача “блоха на слоне”

Рассматривается задача о построении асимптотики величины туннельного рас-
щепления энергий при деформации одной стороны барьера симметричного двуямно-
го потенциала.

Учитывая результаты работы [42], получаем (см. раздел 3.7), что деформация од-
ной стороны барьера, разделяющего две ямы, влияет только на одну из одноямных
энергий El или Er, в зависимости от того, какая из сторон барьера была дефор-
мирована. Следовательно, для определения расщепления энергий по формуле (13)
необходимо решить задачу о так называемом “туннельном возмущении” дискретно-
го спектра одноямного потенциала. Задача состоит в оценке возмущения энергии E
стационарного состояния в одноямном потенциале V (x) при добавлении к потенци-
алу непрерывной функции f(x), локализованной только в классически запрещенной
зоне, при этом малость f(x) не предполагается. Такое изменение потенциала никак
не влияет на движение классической частицы с энергией E, а в квантовой механике
наличие туннельных эффектов приводит к экспоненциально малому (при � → 0)
возмущению спектра оператора Шредингера вблизи энергии E.

В работе [48] была доказана оценка (15) для величины туннельного расщепле-
ния в данной задаче, но открытым остается вопрос о построение главного члена
асимптотики. Решение этой задачи построено в разделах 3.7–3.8 настоящей работы.
Получена формула для главного члена асимптотики, позволяющая вычислить ам-
плитуду величины расщепления, а также рассмотрено обобщение данной задачи на
случай деформации несимметричного потенциала.

Динамическое туннелирование

Задача состоит в обобщении метода вычисления туннельного расщепления энер-
гий, основанного на формуле Херринга, на случай туннелирования между симмет-
ричными орбитами в фазовом пространстве, то есть на задачу о динамическом тун-
нелировании. В качестве базового примера рассматривается импульсное туннели-
рование частицы, движущейся по окружности в роторном режиме. Данная задача
рассмотрена в разделе 4 настоящей работы.

3 Туннелирование в несимметричной двойной яме
В данном разделе, с точки зрения эффектов туннелирования, рассматривается

квазиклассическая асимптотика дискретного спектра и соответствующих стационар-
ных состояний одномерного уравнения Шредингера на прямой (1):

−�
2

2

d2ψ

dx2
+ V (x)ψ = Eψ,

где V (x) — гладкий действительный потенциал. Спектр оператора Шредингера рас-
сматривается вблизи некоторой фиксированной энергии E, для которой потенциал
V (x) можно считать двуямным. В разделе 3.1 построен критерий двойной лока-
лизации собственных функций в случае несимметричного потенциала и получена
асимптотическая формула для величины туннельного расщепления соответствую-
щего энергетического уровня. Аналогичный результат для случая энергий, близких
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к невырожденному минимуму потенциала, представлен в разделе 3.2, а в разде-
ле 3.3 проведено сравнение полученных формул для высоких и низких энергети-
ческих уровней.

Билокализованные стационарные состояния в двуямном потенциале представля-
ют большой интерес, поскольку они приводят к возникновению туннельных перехо-
дов (туннельной транспортации) состояний, локализованных только в одной яме в
начальный момент времени. Детальное описание динамики состояния в двойной яме
при туннельном резонансе дано в разделе 3.4, а в разделе 3.5 приведен ряд простых
примеров.

В разделе 3.6 рассмотрена задача о возникновении эффекта туннельного захвата
и туннельной транспортации состояния из заданной финитной потенциальной ямы
в пробную прямоугольную потенциальную яму. В этом случае получены аналитиче-
ские формулы для значений параметров пробной ямы при которых возникает тун-
нельный резонанс.

Задача о влиянии деформации потенциала в классически запрещенных областях
на спектр оператора Шредингера рассмотрена в разделах 3.7 и 3.8. В разделе 3.7 до-
казана асимптотическая формула для величины туннельного возмущения энергий,
а в разделе 3.8 показано, как данный результат может быть применен для анали-
за деформаций потенциального барьера двуямного потенциала в задаче “блоха на
слоне”.

В заключительном разделе данной главы (раздел 3.9) для удобства ссылок пред-
ставлен ряд теорем из теории возмущений дискретного спектра самосопряженных
операторов.

3.1 Критерий билокализации волновых функций

В этом разделе представлен критерий двойной локализации волновых функций
в двуямном потенциале.

Рассмотрим спектр оператора Ĥ в O(�2)-окрестности фиксированного значения
энергии E. Предположим, что энергия E больше, чем минимумы двуямного потенци-
ала и меньше, чем вершина потенциального барьера (см. рис. 5). Уравнение V (x) = E
имеет 4 простых корня — точки поворота, и V (x) > E+ e при достаточно больших x
и некотором e > 0. Пусть потенциальный барьер находится между точками поворота
xl и xr, то есть V (x) > E при xl < x < xr.

Определим точку c из равенства∫ c

xl

|p(x)|dx =

∫ xr

c

|p(x)|dx, (17)

где p(x) =
√
2(E − V (x)) — классический импульс частицы в потенциальном поле

V (x). Точка c является центром потенциального барьера с точки зрения инстантон-
ного действия. Пусть точки a и b выбраны так, что

xl < a < c < b < xr. (18)

Введем два гладких потенциала Vl(x) и Vr(x) (см. рис. 5), удовлетворяющих сле-
дующим двум условиям:

1. Потенциал Vl(x) ≡ V (x) при x ≤ b, а Vr(x) ≡ V (x) при x ≥ a.
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Рис. 5

2. Потенциал Vl(x) > E + e при x ≥ b, а Vr(x) > E + e при x ≤ a, для некоторого
e > 0.

Определим соответствующие операторы Шредингера с потенциалами Vl и Vr:

Ĥi = −�
2

2

d2

dx2
+ Vi(x), i = l, r.

Потенциалы Vl(x) и Vr(x) являются одноямными для энергии E, поскольку клас-
сическая область движения частицы в потенциале Vi(x), i = l, r, представляет собой
один интервал. Следовательно, для спектров операторов Ĥi справедливы хорошо из-
вестные результаты квазиклассического анализа (см. [34, 59]), перечисленные ниже.

I Вблизи энергии E спектр Ĥi является дискретным и невырожденным. Рассто-
яние между соседними точками спектра имеет порядок �.

II Пусть Ei принадлежит спектру оператора Ĥi, i = l, r, и близка к E с точ-
ностью O(�2), а ψi – соответствующая нормированная собственная функция.
Тогда справедливы, равномерно по x ∈ [a, b], асимптотические формулы:

ψl(x) =
Cl√|p| exp

(
−1

�

∫ x

xl

|p|dx
)
[1 +O(�)] ,

ψr(x) =
Cr√|p| exp

(
−1

�

∫ xr

x

|p|dx
)
[1 +O(�)] ,

(19)

и эту асимптотику можно дифференцировать.

III Вещественные нормировочные константы Cl,r имеют вид:

Ci =

√
ωi

2π
, i = l, r, (20)

где ωi – классическая частота колебаний в потенциальной яме Vi(x) для энер-
гии E.

Рис. 5
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Операторы Ĥl,r, фактически, описывают левую и правую потенциальную яму ис-
ходного оператора Ĥ в отдельности. Несложно показать (см. доказательство теоре-
мы 3.1), что спектр оператора Ĥ вблизи E может быть получен с экспоненциальной
точностью при объединении спектров операторов Ĥi, i = l, r. При таком объеди-
нении может возникнуть эффект квазивырождения энергетического уровня, когда
энергия El оказывается экспоненциально близка к энергии Er. Если квазивырож-
дения не происходит, то в качестве приближенной собственной функции оператора
Ĥ можно взять функцию ψl или ψr (см. теорему 3.9). С другой стороны, в случае
квазивырождения энергетических уровней в спектре оператора Ĥ присутствует па-
ра экспоненциально близких точек спектра, а собственные функции приближенно
имеют вид линейных комбинаций ψl и ψr (см. теорему 3.10).

Пусть ψ — собственная функция оператора Ĥ. Вероятности Pl,r(�) обнаружить
частицу в левой и правой потенциальной яме могут быть определены как интегралы
от квадрата модуля ψ(x) при x < c для левой ямы и при x > c для правой ямы. Из
условия нормированности волновых функций получаем:

Pl(�) + Pr(�) = 1.

Следовательно, в качестве величины, которая показывает, где сосредоточена волно-
вая функция, можно взять, например, отношение вероятностей Pr(�)/Pl(�).

Будем говорить, что волновая функция ψ билокализована, если существует число
μ > 0 такое, что

Pr(�)

Pl(�)
= μ2 +O(�).

Тогда обе вероятности Pl(�) и Pr(�) обнаружить частицу как в левой, так и в правой
потенциальной яме существенно отличны от нуля и для них справедливы асимпто-
тические формулы:

Pl(�) = pl +O(�) =
1

1 + μ2
+O(�),

Pr(�) = pr +O(�) =
μ2

1 + μ2
+O(�).

(21)

От значения величины μ во многом зависит динамика частицы в двуямном потенци-
але, как будет показано ниже в разделе 3.4. В случае двойной локализации волновых
функций для некоторой энергии, говорят, что имеет место резонансное туннелиро-
вание.

Определим величину δ(�):

δ(�) = �
2

[
ψl
dψr

dx
− ψr

dψl

dx

]
x=c

, (22)

Из (19) следует, что

δ(�) = 2�ClCr exp

(
−1

�

∫ xr

xl

|p|dx
)
[1 +O(�)]. (23)

Величина δ(�) является характерным масштабом экспоненциальной малости для
туннельных эффектов в двуямном потенциале. Учитывая формулы (20), для вы-
соких энергетических уровней, получаем:

δ(�) = �

√
ωlωr

π
exp

(
−1

�

∫ xr

xl

|p|dx
)
[1 +O(�)]. (24)

01. NANO-21-Viborniy_Т  10.04.2015  9:50  Page 26



Координатное и импульсное туннелирование в одномерных квантовых системах с дискретным спектром 27

Следующая теорема является критерием резонансного туннелирования и устанав-
ливает связь между расщеплением энергетических уровнейΔ, двойной локализацией
волновых функций и расстоянием между El и Er.

Теорема 3.1 (Критерий резонансного туннелирования).
Для фиксированного неотрицательного числа λ следующие три условия эквива-

лентны:

1. Вблизи энергии E у оператора Ĥ существует билокализованная собственная
функция, для которой

μ =
√
1 + λ2 ± λ. (25)

2. Вблизи энергии E в спектре оператора Ĥ существует пара экспоненциаль-
но близких точек, расстояние между которыми задается асимптотической
формулой

Δ =
√
1 + λ2δ(�) [1 +O(�)] . (26)

3. Вблизи энергии E в спектре оператора Ĥi существует точка Ei (i = l, r)
такая, что верна асимптотическая формула

|Er − El| = δ(�) [λ+O(�)] . (27)

Перед доказательством теоремы приведем ряд замечаний.
В работе [42] (см. также [41,52]), при слегка отличающемся от нашего определении

одноямных энергий El,r и состояний ψl,r (см. обзор в разделе 2.2), для пары нижних
энергетических уровней было доказано, что из условия 3 данной теоремы следует
условие 2, а для величины δ(�) была получена асимптотическая оценка

δ(�) = A(�) exp

(
−1

�

∫ xr

xl

|p|dx
)
,

но без явного построения асимптотики величины амплитуды A.
Теорема 3.1 обобщает результаты, полученные в работе [42], на случай высоких

энергетических уровней. Кроме того, теорема 3.1 демонстрирует, что справедливо
обратное утверждение (из условия 2 следует условие 3), и наконец, теорема 3.1 уста-
навливает существенную связь величины расщепления и двойной локализации вол-
новых функций, которая ранее не была отмечена.

Данная теорема обобщает результаты, известные для случая симметричного по-
тенциала (см. обзор в разделе 2.2). Очевидно, что в случае симметрии потенциала
выполнены все три условия теоремы при λ = 0. В этом случае из (24), (26) конечно,
получается асимптотическая формула Ландау-Лифшица (12):

Δ =
ω�

π
exp

(
−1

�

∫ xr

xl

|p|dx
)
[1 +O(�)] .

В общем случае число λ, как и μ, количественно характеризует двойную локали-
зацию волновых функций стационарных состояний. Заметим, что число λ однозначно
выражается через μ, поскольку в формуле (25) знак “+” или “−” берется, если μ > 1
или μ < 1 соответственно.
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Следствие 3.1. Для каждого фиксированного λ существует два значения μ = μ1,2,
где μ1 = μ−1

2 , они отвечают паре собственных функций, соответствующих паре
близких собственных значений оператора Ĥ. Из существования одной билокализо-
ванной собственной функции с μ = μ1 следует наличие второй с обратным показа-
телем μ = μ2 = μ−1

1 . Если одна собственная функция больше локализована в левой
яме (μ1 < 1), то другая больше локализована в правой (μ2 > 1), и наоборот.

Если λ = 0, а следовательно, μ = 1, то стационарные состояния равномерно
распределены между двумя ямами pl = pr = 1/2 (см. формулу (21)), и имеет место
полная туннельная транспортация, как показано в разделе 3.4. Тогда, для величины
расщепления справедлива асимптотическая формула

Δ = �

√
ωlωr

π
exp

(
−1

�

∫ xr

xl

|p|dx
)
[1 +O(�)] .

Следствие 3.2. Если выполнены условия теоремы 3.1, то для собственных зна-
чений E1,2 и соответствующих волновых функций ψ1,2 с экспоненциальной точно-
стью при � → 0 справедливы следующие приближенные формулы:

E1 � El + Er

2
− 1

2

√
(El − Er)2 + δ2,

E2 � El + Er

2
+

1

2

√
(El − Er)2 + δ2,

(28)

ψ1 � cos(α)ψl + sin(α)ψr,

ψ2 � − sin(α)ψl + cos(α)ψr,
(29)

где

tg(α) � El − Er

δ
+

√
1 +

(
El − Er

δ

)2

,

α ∈ (0, π/2).

(30)

Исключая константу λ из формул (25) и (26), можно найти уравнение связи меж-
ду расщеплением энергетических уровней Δ = E2 − E1 и величиной μ:

Δ =
1

2

(
μ+

1

μ

)
δ(�) [1 +O(�)] ,

справедливое при резонансном туннелировании. Выражая μ через вероятности pl и
pr (21), получаем:

Δ =
δ(�)

2
√
plpr

[1 +O(�)] . (31)

Заметим, что величина μ + μ−1 = (plpr)
−1/2 не зависит от того, для какой из двух

собственных функций она вычислена.
Если подставить явный вид величины δ(�) из (24) в (31), то придем к следующей

формуле.

Следствие 3.3. Для величины расщепления энергетических уровней справедлива
формула

Δ =
�

2π

√
ωlωr

plpr
exp

(
−1

�

∫ xr

xl

|p|dx
)
[1 +O(�)] . (32)

01. NANO-21-Viborniy_Т  10.04.2015  9:50  Page 28



Координатное и импульсное туннелирование в одномерных квантовых системах с дискретным спектром 29

Формула (32) позволяет определять характер локализации собственных функций
по величине расщепления соответствующих энергетических уровней. Из (31) следует,
что с ростом расщепления Δ быстро исчезает двойная локализация собственных
функций, то есть одна из вероятностей pl,r стремится к 0. При этом минимальное
расщепление Δ = δ(�)[1 + O(�)] соответствует максимальной билокализации с pl =
pr = 1/2.

Также заметим, что теорема 3.1применима не только в случае гладкого двуямно-
го потенциала и высоких энергетических уровней, а может быть обобщена на случай
произвольной двойной ямы или на случай туннельного резонанса между двумя со-
седними ямами многоямного потенциала. Тогда необходимо следить за справедливо-
стью положений I и II, вычислить нормировочные константы Cl,r и, соответственно,
определить величину δ(�) по формуле (23).

Аналогично можно рассмотреть случай когда потенциал зависит от �. Такая зави-
симость может возникнуть, например, неявно при зависимости потенциала от внеш-
него параметра.

Доказательство теоремы 3.1

Пусть a′, b′ не зависят от � и

xl < a < a′ < c < b′ < b < xr.

Определим две гладкие срезающие функции σl,r(x) так, что справедливы условия:

σl(x) ≡ 1, x ≤ b′;

σl(x) ≡ 0, x ≥ b;

σr(x) ≡ 1, x ≥ a′;

σr(x) ≡ 0, x ≤ a.

Тогда пересечение носителей σl,r вложено в [a, b] и заведомо содержит отрезок [a′, b′],
а следовательно, и точку c. Из определения Vl,r следует, что:

σi(x) [V (x)− Vi(x)] ≡ 0, i = l, r,

σi(x)
[
Ĥ − Ĥi

]
= 0, i = l, r,

где в последнем равенстве σi(x) понимается как оператор умножения на функцию.
Для начала докажем вспомогательное утверждение.

Предложение. Справедливость любого из трех условий теоремы 3.1 влечет на-
личие квазивырождения, то есть существование Ei в спектре Ĥi, i = l, r, таких,
что расстояние между ними экспоненциально мало.

Доказательство предложения. Пусть справедливо условие 1 и ψ — билокализован-
ная собственная функция оператора Ĥ, а E — соответствующие собственное значе-
ние. Пусть

ui(x) =
1√
pi
σi(x)ψ(x), i = l, r.
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Тогда

‖ul‖2 = 1

pl

+∞∫
−∞

|σlψ|2dx =
1

pl

⎛
⎝Pl(�) +

b∫
c

|σlψ|2dx
⎞
⎠ = 1 +O(�),

поскольку pl > 0, так как ψ билокализована, а интеграл по [c, b] экспоненциально
мал. Аналогично имеем

‖ur‖ = 1 +O(�).

Покажем, что ui являются квазимодами для операторов Ĥi с экспоненциальной
точностью. Меняя порядок операторов дифференцирования и умножения на функ-
цию σi(x), легко получить выражение для невязки. Действительно,(

Ĥi − E
)
ui =

σi√
pi

(
Ĥi − E

)
ψ +

1√
pi

[
Ĥi, σi(x)

]
ψ.

Первое слагаемое в правой части равно нулю, так как

σi

(
Ĥi − E

)
ψ = σi

(
Ĥ − E

)
ψ = 0,

а второе слагаемое имеет вид:

1√
pi

[
Ĥi, σi(x)

]
ψ = − �

2

2
√
pi

[
d2

dx2
, σi(x)

]
ψ = − �

2

2
√
pi

(
σ′′
i + 2σ′

i

d

dx

)
ψ.

Таким образом, (
Ĥi − E

)
ui = − �

2

2
√
pi

(
σ′′
i + 2σ′

i

d

dx

)
ψ.

Поскольку носители функций σ′
i(x) и σ′′

i (x) вложены в отрезок [a, b], где функция
ψ(x) и ее производная экспоненциально малы, получаем, что ui являются квазимо-
дами для Ĥi. Применяя лемму 3.1, получаем, что из условия 1 теоремы 3.1 следует
квазивырождение спектра с экспоненциальной точностью.

Пусть справедливо условие 2, существуют экспоненциально расщепленные соб-
ственные значения E1,2 оператора Ĥ, а ψ1,2 — соответствующие собственные функ-
ции. Можно считать, что обе функции ψi не являются билокализованными, иначе
было бы справедливо условие 1, из которого следует квазивырождение. Функции
ψi не могут быть локализованы в одной яме, поскольку это противоречит их ортого-
нальности. Пусть, для определенности, ψ1 локализована в левой яме, а ψ2 — в правой
яме. Тогда вместо ψ1,2 и E1,2 будем писать ψl,r и El,r соответственно.

Определим функции
ui(x) = σi(x)ψi(x), i = l, r.

Тогда ui являются квазимодами для Ĥi с экспоненциальной точностью:

‖ui‖ = 1 +O(�),

(
Ĥi − Ei

)
ui = −�

2

2

(
σ′′
i + 2σ′

i

d

dx

)
ψi.

Применяя лемму 3.1 получаем, что квазивырождение следует также и из условия 2
теоремы 3.1.
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Для доказательства данного предложения остается рассмотреть случай, когда
справедливо условие 3 теоремы 3.1. Тогда квазивырождение, очевидно, имеет место,
поскольку величина δ(�) экспоненциально мала.

Предложение полностью доказано.

Мы доказали, что справедливость любого из трех условий теоремы влечет на-
личие квазивырождения. Предположим, что для некоторого λ справедливо хотя бы
одно из условий данной теоремы. Пусть Ei — собственное значение оператора Ĥi, а ψi

— соответствующая собственная функция, i = l, r. Следовательно, величина |Er−El|
экспоненциально мала.

Введем ортонормированные функции:

ul(x) = γ1σl(x)ψl(x),

ur(x) = γ2 (σr(x)ψr(x) + γ3σl(x)ψl(x)) ,

〈ul, ur〉 = 0, 〈ul, ul〉 = 〈ur, ur〉 = 1.

Учитывая нормированность ψi(x), i = l, r, получаем, что

γ1,2 = 1 +O(�).

Из условия ортогональности u1 и u2 получаем:

0 = 〈ul, ur〉 = γ1γ2

∫ b

a

σlσrψlψrdx+ γ2γ3γ
−1
1 ,

γ3 = O (δ(�)) .

Следовательно, при x ∈ (a, b) справедливы асимптотические формулы:

ul(x) = σl(x)ψl(x)[1 +O(�)],

ur(x) = σr(x)ψr(x)[1 +O(�)].

Покажем, что ui являются квазимодами для оператора Ĥ, вычислив асимптотику
невязки: (

Ĥ − El

)
ul =

[
−�

2

2

d2

dx2
, σl(x)

]
γ1ψl(x) + σl(x)γ1

(
Ĥl − El

)
ψl(x) =

= �σ′
l(x)Cl

√
|p| exp

(
−1

�

∫ x

xl

|p|dx
)
[1 +O(�)] .

Аналогично для ur(x):

(
Ĥ − Er

)
ur = −�σ′

r(x)Cr

√
|p| exp

(
−1

�

∫ xr

x

|p|dx
)
[1 +O(�)] .

Пусть

ε = max

[
Cl exp

(
−1

�

∫ b′

xl

|p|dx
)
, Cr exp

(
−1

�

∫ xr

a′
|p|dx

)]
.
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Заметим, что величина ε является экспоненциально малой, а ε2 экспоненциально
меньше, чем δ(�):

ε2 << δ << ε.

Таким образом, справедлива оценка∥∥∥(Ĥ − Ei)ui

∥∥∥ = O(ε), i = l, r.

Следовательно, ul и ur действительно являются квазимодами для оператора Ĥ с
экспоненциальной точностью при � → 0.

Теперь дополнительно предположим, что

|Er − El| = O(ε).

Тогда можно воспользоваться теоремой 3.10. Ниже будет показано, что если это пред-
положение не выполнено, то все три условия теоремы 3.1 не выполняются.

Введем обозначения:
L(�) = (Er − El)/δ,

E = (El + Er)/2.

Следовательно, имеет место оценка∥∥∥(Ĥ − E)ui

∥∥∥ ≤ ∥∥∥(Ĥ − Ei)ui

∥∥∥+ |Er − El|
2

‖ui‖ = O(ε), i = l, r.

Таким образом, выполнены все условия теоремы 3.10.
Вычислим матричные элементы:

mi,j =
〈(

Ĥ − E
)
ui, uj

〉
, i, j = l, r,

ml,l = (El − Er)/2 +O(ε2),

mr,r = (Er − El)/2 +O(ε2),

ml,r = �ClCr

∫ b

b′
σ′
l(x) exp

(
−1

�

∫ xr

xl

|p|dx
)
[1 +O(�)] dx = −δ

2
[1 +O(�)] .

Получаем

m =
δ

2

( −L −1 +O(�)
−1 +O(�) L

)
+O(ε2).

Собственные значения матрицы m равны

μ1,2 = ∓δ

2

√
1 + L2.

Соответствующие собственные вектора (ненормированные) имеют вид:(
L+

√
1 + L2

1

)
,

( −1

L+
√
1 + L2

)
.

Множитель 1 +O(�) опущен для наглядности. Определим

Ẽ1 = E + μ1 =
Er + El

2
− δ

2

√
1 + L2,
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Ẽ2 = E + μ2 =
Er + El

2
+

δ

2

√
1 + L2.

По теореме 3.10 для энергии Ẽi можно построить квазимоду ũi, для которой∥∥∥(Ĥ − Ẽi

)
ũi

∥∥∥ = O
(
ε2/�

)
.

С точностью до нормировки главные члены квазимод ũ1 и ũ2 равны:

v1 =
(
L+

√
1 + L2

)
ul + ur,

v2 = −ul +
(
L+

√
1 + L2

)
ur.

Таким образом, в O(ε2/�) окрестности Ẽ1 и Ẽ2 есть по одной точке спектра оператора
Ĥ. Расстояние между этими точками можно оценить как

Δ =
√
1 + L2δ [1 +O(�)] +O(ε2/�) =

√
1 + L2δ [1 +O(�)] .

Величина O (ε2/�) может быть отброшена, так как величина ε2/δ экспоненциально
мала. Малость ε2/δ обеспечивается выбором точки c.

Пусть φi — собственная функция оператора Ĥ, соответствующая точке спектра,
близкой к Ẽi с точностью O(ε2/�). Тогда из теоремы 3.9 следует, что для функции
φi справедлива асимптотическая формула

φi = vi(x) +O(�∞).

Следовательно, φ1,2 являются билокализованными, только если существует число λ
такое, что

L(�) = λ+O(�).

Тогда величина μ для φ1 имеет вид:

μ =
√
1 + λ2 − λ,

а для φ2:
μ =

√
1 + λ2 + λ.

Полученные результаты справедливы в предположении, что выполнено хотя бы
одно из условий теоремы и справедливо дополнительное предположение |Er − El| =
O(ε). Для доказательства эквивалентности всех трех условий покажем, что из усло-
вия 3 следует условие 1 и условие 2, и наоборот.

Пусть выполнено условие 3, то есть L(�) = λ+O(�). Из полученных формул для
μ и Δ следует справедливость условий 1 и 2.

Пусть выполнено условие 1 с некоторым λ. Поскольку λ однозначно определяется
числом μ (напомним, что λ ≥ 0), имеем:

|L(�)| = |Er − El|
δ(�)

= λ+O(�).

Следовательно, выполнено условие 3 данной теоремы.
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Аналогично из условия 2 вытекает условие 3, поскольку при справедливости усло-
вия 2 величина λ однозначно определяется отношением Δ/δ.

Все предыдущее доказательство опиралось на предположение |Er − El| = O(ε).
Покажем, что если это не так, то не выполнено ни одно из трех условий теоремы.

Условие 3 заведомо не выполнено, так как оно влечет |Er − El| = O(ε).
Покажем, что условие 2 не может быть справедливо, если не выполнено предпо-

ложение |Er − El| = O(ε). Пусть |Er − El| �= O(ε).
Определим ui = σi(x)ψi(x), i = l, r. Тогда∥∥∥(Ĥ − Ei)ui

∥∥∥ = O(ε), i = l, r.

Из теоремы 3.8 следует, что существует собственное значение Ẽi оператора Ĥ такое,
что

|Ei − Ẽi| = O(ε), i = l, r.

Соответствующие собственные функции имеют асимптотику (см. теорему 3.9)

ψ̃i = ui +O(εΔ−1),

где Δ — расстояние между двумя близкими точками спектра оператора Ĥ. Следо-
вательно, справедлива оценка

Δ = |El − Er|+O(ε).

Получаем, что отношение Δ/ε неограниченно, и условие 2 не выполнено.
Предположим, что справедливо условие 1 теоремы 3.1, то есть имеет место двой-

ная локализация. Из двойной локализации следует существование предела μ2 �= 0
для отношения вероятностей Pr(�)/Pl(�). Поскольку отношение Δ/ε неограниченно,
то ψ̃i будет близка к ui при некоторых сколь угодно малых значениях �. Получаем,
что предел отношения вероятностей, если он существует, равен либо 0, либо ∞, что
противоречит двойной локализации. Таким образом, теорема полностью доказана.

3.2 Случай энергии, близкой к минимуму потенциала

Аналог теоремы 3.1 справедлив и для нижних энергетических уровней, но здесь
необходимо пересчитать величины Ci и соответственно изменить δ(�) (см. теорему 3.3
ниже). Следует разделять случаи, когда оба локальных минимума потенциала V (x)
соответствуют одной энергии и когда значения V (x) в локальных минимумах не
совпадают. Для примера рассмотрим случай совпадения значений V (x) в точках
локальных минимумов.

Пусть ξl,r – координаты двух невырожденных локальных минимумов двуямного
потенциала V (x) (см. рис. 6). Предположим, что потенциал V (x) является гладким.
Пусть

V (ξi + x) =
ω2
i

2
x2(1 +O(x)), i = l, r. (33)

Тогда несложно доказать следующее предложение (см., например, [78]).

Предложение. Пусть справедливы оценки (33). Тогда ωi с точностью O(�) рав-
на частоте классических колебаний в соответствующей потенциальной яме при
малых значениях энергии E = O(�).
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Рис. 6

Доказательство. Для определенности рассмотрим левую потенциальную яму, то
есть x в окрестности точки ξl. Пусть

u(x) = sign(x)

√
2V (x+ ξl)

ωl

,

где

sign(x) =

⎧⎨
⎩

1, при x > 0,
0, при x = 0,

−1, при x < 0.

Тогда, учитывая (33), получаем, что

u(x) = x+O(x2), u′(x) = 1 +O(x).

Замена u = u(x) является гладкой и невырожденной в некоторой фиксированной
окрестности точки x = ξl.

Пусть Ωl(E) — частота классических колебаний в левой яме потенциала V (x) для
энергии E. Тогда

2π

Ωl(E)
=

∮
dx

p(x)
= 2

∫ √
2E/ωl

−√
2E/ωl

x′(u)du√
2E − ω2

l u
2
=

=
2

ωl

∫ 1

−1

1√
1− z2

x′
(√

2E

ωl

z

)
dz =

2π

ωl

+O(�).

Член порядка
√
E не возникает, так как∫ 1

−1

zdz√
1− z2

= 0.

Следовательно, справедлива оценка

Ωl(E) = ωl +O(�),

что и требовалось доказать.

Рис. 6
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Определим потенциалы Vi(x) и операторы Ĥi, i = l, r, как в разделе 3.1. Тогда
потенциал Vi(x) имеет единственный глобальный минимум в точке ξi и является
одноямным для малых энергий E, i = l, r.

Приведем хорошо известные результаты о асимптотике спектра и стационарных
состояний в окрестности невырожденного минимума (см, например, [33, 35, 41, 95]),
это так называемое “анзацное приближение”. Для определенности рассмотрим левую
потенциальную яму Vl(x).

Теорема 3.2. Для любого n < N и достаточно маленького � < �0(N) существует
пара E

(n)
l , ψ(n)

l (x), удовлетворяющая уравнению:

Ĥlψ
(n)
l = E

(n)
l ψ

(n)
l , (34)

при x ∈ [ξl − a, ξl + a], для некоторого a > 0, не зависящего от �, и

ψ
(n)
l (x) =

A√
y′(x)

Dn[�
−1/2y(x)], (35)

где A — нормировочная константа, индексы у функции y(x) = y
(n)
l (x), здесь и далее,

опущены для наглядности, а Dn — функция Эрмита:

Dn(z) = e−
z2

2 Hn(z), Hn(z) = (−1)nez
2 dn

dzn
e−z2 .

Для энергии E
(n)
l справедлива асимптотическая формула:

E
(n)
l = �ωl(n+ 1/2) +O(�2), (36)

а для функции y(x) справедливо асимптотическое разложение:

y(x) = y0(x) + �y1(x) +O(�2). (37)

Асимптотическое разложение (37) справедливо равномерно по x из отрезка [ξl −
a, ξl + a], и это разложение можно дважды дифференцировать. Формулы для y0 и
y1 можно получить, подставляя (35), (36) и (37) в уравнение (34) и приравнивая
члены при равных степенях �.

Для первых двух членов разложения (37) справедливы формулы:

y0(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

(
2
∫ x

ξl

√
2V (t)dt

)1/2
, при x ≥ ξl,

−
(
2
∫ ξl
x

√
2V (t)dt

)1/2
, при x ≤ ξl;

(38)

y1(x) = |y0|−1

∫ x

ξ1

n+ 1/2√
2V (t)

(
(ψ′

0(t))
2 − ωl

)
dt. (39)

Теорема 3.2 позволяет получить асимптотику точного решений уравнения Шре-
дингера (34) в окрестности точки x = ξl — минимума потенциала Vl(x). Доопределим
функцию ψ

(n)
l (x) на всю ось x. Из формул (37) и (38) следует, что y′(x) ≥ const > 0

при x ∈ [ξl−a, ξl+a]. Гладко доопределим функцию y(x) на всю ось x с сохранением
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оценки для y′(x). Тогда, поскольку функция Dn[�
−1/2y(x)] экспоненциально мала при

� → 0 вне малой окрестности точки ξl, то функция ψ
(n)
l (35) будет квазимодой для

уравнения (34) на всей оси x с экспоненциальной точностью.
Известно, что у оператора Ĥl нет других точек спектра в O(�) окрестности ми-

нимума потенциала, кроме решений, описанных в теореме 3.2. Следовательно, рас-
стояние между соседними точками спектра оператора Ĥl в некоторой окрестности
энергии E = 0 имеет порядок �. Заметим, что энергетические уровни E

(n)
l (36) удо-

влетворяют правилу дискретизации Планка-Бора-Зоммерфельда (3) с σ = 2, хотя
движение в окрестности положения равновесия не является квазиклассическим. Тео-
рема 3.2 применима также и к Ĥr, необходимо только заменить ξl на ξr, n на m, ωl

на ωr.
Таким образом, волновые функции стационарных состояний оператора Ĥl и Ĥr

для малых энергий порядка � удовлетворяют асимптотическим формулам ВКБ при-
ближения (19) в области барьера, а в некоторой фиксированной окрестности соот-
ветствующей потенциальной ямы для них справедливо асимптотическое разложе-
ние (35) . Согласование этих асимптотик позволяет найти нормировочные константы
Ci из формулы (19) и соответственно определить величину δ(�) по формуле (23).

Теорема 3.3. Пусть n-ый энергетический уровень оператора Ĥl близок к m-ому
энергетическому уровню оператора Ĥr c точностью O(�2). Тогда для величины δ(�)
справедлива формула

δ(�) = 2
√
�

√
ωlωr√
πn!m!

(
2

�

)n+m
2

J
n+1/2
l Jm+1/2

r ×

exp

(
−1

�

∫ ξr

ξl

√
2V (x)dx

)
[1 +O(�)] , (40)

где

Jl =
√
ωl lim

t→ξl+0

{
(t− ξl) exp

(
ωl

∫ c

t

dx√
2V (x)

)}
,

Jr =
√
ωr lim

t→ξr−0

{
(ξr − t) exp

(
ωr

∫ t

c

dx√
2V (x)

)}
.

(41)

Для пределов Jl,r справедливы также следующие формулы:

Jl =
√
ωl (c− ξl) exp

{∫ c

ξl

(
ωl√
2V (x)

− 1

x− ξl

)
dx

}
,

Jr =
√
ωr (ξr − c) exp

{∫ ξr

c

(
ωr√
2V (x)

− 1

ξr − x

)
dx

}
.

(42)

Доказательство. Для начала найдем нормировочную константу A для состояния
ψ

(n)
l (35). Можно считать, что функция y(x) определена на всей оси x и y′(x) >

const > 0. Тогда, сделав замену y = y(x), получаем, что∫ ∞

−∞
(y′(x))−1

D2
n

(
�
−1/2y(x)

)
dx =

∫ ∞

−∞
f(y)D2

n

(
�
−1/2y

)
dy,
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где f(y) = (y′(x))−2|x=x(y) — гладкая ограниченная функция.
Хорошо известны следующие свойства функций Эрмита:∫ ∞

−∞
D2

n(x)dx = 2nn!
√
π,

Dn(z) = e−z2/2(2z)n
[
1 +O(z−2)

]
, при z → ∞, (43)

Dn(−z) = (−1)nDn(z).

Следовательно, ∫ ∞

−∞
f(y)D2

n

(
�
−1/2y

)
dy =

√
�f(0)2nn!

√
π[1 +O(�)].

Найдем асимптотику значения f(0). Из формулы (38) следует, что

y′0(x) =

√
2V (x)

|y0(x)| , (44)

y0(x) =
√
ωl(x− ξl) [1 +O(x− ξl)] , y′0(x) =

√
ωl +O(x− ξl). (45)

Следовательно, f(0) = ω−1
l +O(�).

Таким образом, нормировочная константа A имеет вид:

A =

√
ωl

(π�)1/4
√
2nn!

[1 +O(�)] .

Вычислим асимптотику ψ
(n)
l (x) при фиксированном x таком, что xl < x < xl + a.

Подставляя асимптотику функции Эрмита (43) и формулу (44) в (35), получаем:

ψ
(n)
l = A

y
n+1/2
0

(2V (x))1/4
2n�−n/2 exp

(
−y0y1 − 1

�

∫ x

ξl

√
2V (s)ds

)
[1 +O(�)] .

Используя формулы (39), (44) и (45), упростим выражение:

y
n+1/2
0 exp(−y0y1) = y

n+1/2
0 exp

(∫ x

ξl

n+ 1/2√
2V (s)

(
(y′0(s))

2 − ωl

)
ds

)
=

exp

{
lim

t→ξl+0

(
(n+ 1/2) ln y0(x)−

∫ x

t

n+ 1/2√
2V (s)

(
(y′0(s))

2 − ωl

)
ds

)}
.

Так как ∫ x

t

1√
2V (s)

(y′0(s))
2ds =

∫ x

t

y′0(s)ds
y0(s)

= ln
y0(x)

y0(t)
,

получаем:

y
n+1/2
0 exp(−y0y1) = lim

t→ξl+0

{
y0(t) exp

(
ωl

∫ x

t

ds√
2V (s)

)}n+1/2

.
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Следовательно, применяя оценки (45), получаем:

ψ
(n)
l (x) = A

2n�−n/2J
n+1/2
l

(2V (x))1/4
×

exp

(
E

(n)
l

�

∫ x

c

ds√
2V (s)

− 1

�

∫ x

ξl

√
2V (s)ds

)
[1 +O(�)] ,

где

Jl =
√
ωl lim

t→ξl+0

{
(t− ξl) exp

(
ωl

∫ c

t

dx√
2V (x)

)}
.

Для описания туннельного резонанса (см. раздел 3.1) в двойной яме необходимо
найти константу Cl, определяемую из формулы (19):

ψ
(n)
l (x) =

Cl

(2V (x))1/4
exp

(
−1

�

∫ x

a

√
2
(
V (x)− E

(n)
l

)
dx

)
[1 +O(�)] .

Очевидно, что константа Cl зависит от выбора точки a. Пусть, для определенности,
a = c. Тогда, учитывая, что∫ x

c

√
2
(
V (s)− E

(n)
l

)
ds =

∫ x

c

√
2V (s)ds− E

(n)
l

∫ x

c

ds√
2V (s)

+O(�2),

получаем:

Cl =

√
ωl

(π�)1/4
√
n!

(
2

�

)n/2

J
n+1/2
l exp

(
−1

�

∫ c

ξl

√
2V (x)dx

)
.

Аналогично находим формулу для Cr:

Cr =

√
ωr

(π�)1/4
√
m!

(
2

�

)m/2

Jm+1/2
r exp

(
−1

�

∫ ξr

c

√
2V (x)dx

)
,

где

Jr =
√
ωr lim

t→ξr−0

{
(ξr − t) exp

(
ωr

∫ t

c

dx√
2V (x)

)}
.

Подставляя асимптотики величин Cl и Cr в определение δ(�) (формула (23)), по-
лучаем формулу (40). Остается только показать, что для пределов Jl,r, определенных
по формуле (41), справедливы формулы (42).

Действительно,

Jl =
√
ωl lim

t→ξl+0

{
(t− ξl) exp

(
ωl

∫ c

t

dx√
2V (x)

)}
=

=
√
ωl (c− ξl) exp

{
lim

t→ξl+0

(∫ c

t

ωldx√
2V (x)

−
∫ c

t

dx

x− ξl

)}
=

=
√
ωl (c− ξl) exp

{∫ c

ξl

(
ωl√
2V (x)

− 1

x− ξl

)
dx

}
.

Аналогично можно получить формулу для Jr. Следовательно, теорема 3.3 полностью
доказана.
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Теорема 3.4. Пусть выполнены условия теоремы 3.3. Тогда для оператора Шре-
дингера Ĥ в случае нижних энергетических уровней, при условии (33), справедлива
теорема 3.1 — критерий туннельного резонанса, где величина δ(�) имеет вид (40).

Доказательство этой теоремы полностью аналогично доказательству теоремы 3.1.
Заметим, что если выполнены условия теоремы 3.1, то |E(m)

r − E
(n)
l | экспоненци-

ально мало, следовательно, совпадают первые члены разложения по � энергий E
(m)
r

и E
(n)
l :

ωl(n+ 1/2) = ωr(m+ 1/2).

Таким образом, отношение частот колебания классической частицы в левой и пра-
вой яме рационально. Однако, сама по себе рациональность отношения (резонанс)
частот является лишь слабым необходимым условием резонансного туннелирования
и из нее не следует, например, возникновение эффекта двойной локализации стаци-
онарных состояний.

Амплитуда расщепления в терминах решения системы в вари-
ациях

Следуя методу работы [81], выразим пределы Jl и Jr (41) через асимптотику
решения системы в вариациях.

Рассмотрим гамильтонову систему, определяющую инстантон:{
q̇ = p,
ṗ = V ′(q),

(46)

с граничными условиями q(−∞) = ξl, q(0) = c, q(∞) = ξr. Система (46) соответству-
ет гамильтониану p2/2 − V (x), который отличается заменой знака потенциальной
энергии от гамильтониана, определяющего классическое движение.

Решение системы (46) можно задать неявной формулой:

t =

∫ q

c

dx√
2V (x)

.

Рассмотрим систему в вариациях, отвечающую системе (46) (см. [40,81,82]):⎧⎨
⎩

z̈ = V ′′(q(t))z;
z(±∞) = 0;
z(0) = 1.

(47)

Ее решение имеет вид

z(t) =

√
V (q(t))

V (c)
. (48)

Найдем асимптотику решения системы в вариациях (48) при t → −∞. Получаем,
что

z(t) ∼ (V (c))−1/2ωl(q − ξl). (49)

Из определения Jl (формула (41)) следует, что

q − ξl ∼ Jlω
−1/2
l exp

(
ωl

∫ q

c

dx√
2V (x)

)
= Jlω

−1/2
l eωlt. (50)
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Тогда, из формул (49) и (50) получаем

z(t) ∼ Jl

√
ωl√
V (c)

e2ωlt.

Аналогично получаем асимптотику решения системы в вариациях (47) при t → +∞:

z(t) ∼ Jr

√
ωr√
V (c)

e−2ωrt.

Таким образом, найдена связь пределов Jl,r с асимптотикой решения системы в ва-
риациях для инстантона.

3.3 Сравнение амплитуд расщепления для высоких и низких
энергетических уровней

Формула (40) задает величину δ(�) для нижних энергетических уровней, то есть
для конечных n и m, а формула (24) задает величину δ(�) для высоких энергети-
ческих уровней, то есть для n и m порядка 1/� при � → 0. Строго говоря, эти
формулы были получены для различных асимптотических режимов, но существен-
ный интерес представляет вопрос о применимости формулы (40) в случае высоких
энергетических уровней, и наоборот, вопрос о применимости формулы (24) в случае
нижних энергетических уровней.

Данный вопрос был рассмотрен в работах [19, 37, 78] для случая симметрично-
го двуямного потенциала. Было показано, что если применить формулу (24) для
вычисления расщепления пары нижних энергетических уровней (n = m = 0), то
полученный результат будет отличаться от правильной асимптотики (40). А имен-
но, действительная величина расщепления нижних энергетических уровней будет в√

π/e ≈ 1.08 раз больше, чем значение, вычисленное по формуле (24). В данном
разделе мы покажем, что аналогичная ситуация возникает и для несимметричного
двуямного потенциала, и конечных n и m, а также исследуем вопрос о применимости
формулы (40) для описания расщепления высоких энергетических уровней.

Заметим, что интеграл в показателе экспоненты в формуле (24) вычислен по
области потенциального барьера между двумя точками поворота xl,r = xl,r(E):∫ xr

xl

√
2(V (x)− E)dx, (51)

а интеграл в формуле (24) имеет вид:∫ ξr

ξl

√
2V (x)dx, (52)

то есть вычислен по всей области потенциального барьеру между двумя минимумами
потенциала V (x), в независимости от энергии E. Очевидно, что при E = O(�) ин-
теграл (52) является главным членом асимптотического разложения интеграла (51)
при � → 0.

Для удобства сравнения формул (24) и (40), преобразуем интеграл (52) из фор-
мулы (40) к виду (51).
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Предложение. Пусть выполнены условия теоремы 3.3. Тогда

δ(�) = �

√
ωlωr

π

√
π

e

√
g(n)g(m)×

exp

(
−1

�

∫ xr

xl

√
2(V (x)− E)dx

)
[1 +O(�1/2)], (53)

где g(n) имеет вид:

g(n) =

√
2

n!

(
n+

1

2

)n+1/2

e−n.

Доказательство. Справедлива следующая оценка [78]:∫ c

xl

√
2V (x)dx−

∫ c

xl

√
2(V (x)− E)dx = E

∫ c

xl

dx√
2V (x)

+

(
ln 2− 1

2

)
E

ωl

+O(�3/2).

Из формулы (33) и того, что V (xl) = E, следуют оценки:

xl − ξl =

√
2E

ωl

+O(�),

∫ xl

ξl

√
2V (x)dx =

E

ωl

+O(�3/2).

Так как ∫ xl

ξl

(
ωl√
2V (x)

− 1

x− ξl

)
dx = O(

√
�),

получаем

E

∫ c

xl

dx√
2V (x)

=
E

ωl

∫ c

ξl

(
ωl√
2V (x)

− 1

x− ξl

)
dx+

E

ωl

ln
c− ξl
xl − ξl

+O(�3/2).

Используя формулу (42), получаем

J
n+1/2
l = ω

n
2
+ 1

4
l exp

{
E

�ωl

∫ c

ξl

(
ωl√
2V (x)

− 1

x− ξl

)
dx+

E

�ωl

ln(c− ξl)

}
=

ω
n
2
+ 1

4
l exp

{
E

�

∫ c

xl

dx√
2V (x)

+
E

�ωl

ln

√
2E

ωl

}
[1 +O(

√
�)].

Поскольку E = �ωl(n+ 1/2) +O(�2), получаем

E

�ωl

ln

√
2E

ωl

=

(
n

2
+

1

4

)
ln

�(1 + 2n)

ωl

+O(�),

J
n+1/2
l = (�(1 + 2n))

n
2
+ 1

4 exp

{
E

�

∫ c

xl

dx√
2V (x)

}
[1 +O(

√
�)].
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Рис. 7

Следовательно, справедлива оценка

J
n+1/2
l exp

(
−1

�

∫ c

ξl

√
2V (x)dx

)
=

(
�(n+ 1/2)

2e

)n
2
+ 1

4

exp

(
−1

�

∫ c

xl

√
2(V (x)− E)dx

)
[1 +O(

√
�)].

Учитывая полученную оценку и формулу (40), получаем (53).

Поскольку g(0) = 1 (см. рис. 7), получаем, что в случае несимметричной ямы,
также как и в симметричном случае (см. [37,78–80]), в амплитуде величины δ(�) для
пары нижних энергетических уровней (m = n = 0) возникает дополнительный мно-
житель

√
π/e по сравнению с формулой (24) для высоких энергетических уровней.

Применяя формулу Стирлинга:

n! ∼
√
2πn

(n
e

)n
, при n → ∞,

получаем, что

g(n) →
√

e

π
, при n → ∞.

Следовательно, формула (53) при n и m порядка 1/� принимает вид:

δ(�) = �

√
ωlωr

π
exp

(
−1

�

∫ xr

xl

√
2(V (x)− E)dx

)
[1 +O(�1/2)],

то есть полностью совпадает с формулой (24).
Таким образом, формула (53) применима как в случае высоких энергетических

уровней (при n и m ∼ 1/�), так и для нижних уровней с E = O(�) (конечные n и m).

Рис. 7
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3.4 Динамика частицы в случае резонансного туннелирования

Рассмотрим динамику частицы в двуямном потенциале V (x) для энергии E, близ-
кой к паре квазивырожденных энергетических уровней E1 и E2 оператора Шредин-
гера Ĥ. Пусть справедливы условия теоремы 3.1, два энергетических уровня E1,2

находятся экспоненциально близко друг к другу, а соответствующие собственные
функции ψ1,2 билокализованы.

Поскольку состояния ψ1,2 билокализованы, они имеют вид (29):

ψ1 � cos(α)ψl + sin(α)ψr,

ψ2 � − sin(α)ψl + cos(α)ψr,

где ψl,r — квазимоды, сосредоточенные только в левой или правой потенциальной
яме соответственно.

Рассмотрим задачу Коши с начальным состоянием Ψ0:⎧⎨
⎩ i�

∂Ψ

∂t
= ĤΨ,

Ψ
∣∣
t=0

= Ψ0.
(54)

Предположим, что начальное состояние Ψ0 локализовано только в левой яме и имеет
энергию, близкую к E. Тогда можно считать, что Ψ0 = ψl с некоторой точностью при
� → 0. Заметим, что в данной задаче точность приближения не играет существенного
значения, поскольку малые изменения начального состояния Ψ0 приводят к малым
изменениям решения Ψ для любого значения времени t. Ограничимся рассмотрением
главных членов асимптотического разложения решения Ψ(x, t) при � → 0.

Таким образом, решение задачи Коши (54) имеет вид:

Ψ = ψ1 e
tE1
i� cosα+ ψ2 e

tE2
i� sinα.

Подставляя выражение для ψ1 и ψ2 (29), получаем:

Ψ =
(
e

tE1
i� cos2 α+ e

tE2
i� sin2 α

)
ψl + cosα sinα

(
e

tE2
i� − e

tE1
i�

)
ψr.

Полная туннельная транспортация состояния означает, что существует момент
времени t = T такой, что решение Ψ(x, t) сосредоточено в иной яме, чем яма, в
которой сосредоточено начальное условие Ψ0(x). Таким образом, полная туннельная
транспортация состояния имеет место, если коэффициент перед ψl обращается в 0.
Следовательно, справедливо равенство:

tg2 α = − exp

(
it
E2 − E1

�

)
.

Учитывая, что α ∈ (0, π/2), получаем, что решение этого уравнения существует толь-
ко при α = π/4. Следовательно, полная туннельная транспортация происходит, толь-
ко когда волновые функции стационарных состояний ψ1,2 равномерно распределены
между левой и правой потенциальной ямой, то есть при pl = pr = 1/2, λ = 0 или
μ = 1. При положительных значениях μ �= 1 возникает только частичная транспор-
тация.
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Видно, что транспортация – периодический процесс, T – полупериод транспорта-
ции – время, за которое происходит перенос частицы в другую потенциальную яму.
Величина T экспоненциально велика и имеет вид:

T =
π�

E2 − E1

.

В случае произвольного α �= π/4, вероятности Pl,r(t) обнаружить состояние Ψ в
левой и правой яме имеют вид:

Pl(t) = cos4 α+ sin4 α+ 2 cos2 α sin2 α cos

(
E2 − E1

�
t

)
,

Pr(t) = 2 cos2 α sin2 α

(
1− cos

(
E2 − E1

�
t

))
.

Следовательно, максимальная вероятность обнаружить состояние Ψ в правой яме
имеет вид:

Pmax
r = max

t
Pr(t) = 4 cos2 α sin2 α.

Учитывая формулы (30) и (26), получаем, что

Pmax
r =

δ2

δ2 + (Er − El)2
=

(
δ

Δ

)2

. (55)

Таким образом, состояние Ψ существенно проявит себя в правой яме, только если
|Er − El| = O(δ), иначе Pmax

r → 0 при � → 0.
Заметим, что если величина расщепления Δ = E2 − E1 в два раза больше ми-

нимального значения δ(�), то туннелирование состояния Ψ происходит в два раза
быстрее (см. формулу для T ), чем при Δ ≈ δ, но при этом только четверть состоя-
ния Ψ совершает туннельные переходы между ямами, то есть Pmax

r = 1/4.

3.5 Примеры резонансного туннелирования в несимметрич-
ном потенциале

В данном разделе рассмотрены два простых примера возникновения резонансного
туннелирования и туннельной транспортации в несимметричных двуямных потенци-
алах. Рассмотрен случай двуямного потенциала, являющегося полиномом четвертого
порядка, и случай двуямного потенциала, являющегося суммой двух финитных по-
тенциальных ям.

Полином четвертого порядка

Классическим примером двуямного потенциала является полином четвертого по-
рядка [46, 92]. Заметим, что в этом случае возможно исследование точного решения
при помощи специальных функций (см. в [46]).

Рассмотрим оператор Ĥ с потенциалом V (x):

V (x, s) = (x− 1)2(x+ 1)2 + sx,
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где s — параметр, характеризующий асимметрию. Будем исследовать спектр Ĥ вбли-
зи фиксированной энергии E, где 0 < E < 1. Параметр s меняется в пределах |s| < s0,
где s0 = s0(E) выбрано так, что уравнение V (x, s0) = E имеет 4 простых корня. Та-
ким образом, рассматривается случай высоких энергетических уровней.

Как и ранее в разделе 3.1, введем операторы Ĥl и Ĥr, константы c = c(s) и δ =

δ(s, �). Пусть E
(n)
i — точки спектра оператора Ĥi, i = l, r. Квантовые числа n = n(�)

выбираются так, что E
(n)
i близки к E. При фиксированном малом � энергетические

уровни E
(n)
i и соответствующие им собственные функции непрерывно зависят от s.

При s = 0 оператор Ĥl отличается от Ĥr заменой x на −x. Следовательно,
E

(n)
l = E

(n)
r . Из теоремы 3.1 следует билокализация собственных функций. При уве-

личении s энергетический уровень E
(n)
l будет убывать, а E

(n)
r — возрастать с точ-

ностью O(�2). Это следует из того, что они приближенно удовлетворяют правилу
дискретизации Планка-Бора-Зоммерфелда (3). Из непрерывной зависимости от s
следует существование s1 такого, что

E
(n+1)
l = E(n)

r , s = s1.

При s = s1 собственные функции оператора Ĥ, отвечающие собственным значе-
ниям с номерами 2n и 2n+1, билокализованы, и имеет место транспортация. Данный
пример можно рассмотреть и для случая низких энергий.

Две финитные потенциальные ямы

Рассмотрим двуямный потенциал V (x), являющейся суммой двух финитных по-
тенциальных ям Vl(x) и Vr(x) без пересечения носителей (см. рис. 8). Пусть потен-
циалы Vl(x) и Vr(x) — отрицательные гладкие финитные функции такие, что

Vl(x) ≡ 0, при x ≥ a,

Vr(x) ≡ 0, при x ≤ b,

a < b,

и Vi(x) являются одноямными для отрицательных энергий, близких к E.
Определим соответствующие операторы:

Ĥi = −�
2

2

d2

dx2
+ Vi(x), i = l, r,

Ĥ = −�
2

2

d2

dx2
+ Vl(x) + Vr(x).

Из результатов раздела 3.1 следует, что потенциалы Vl(x) и Vr(x) могут быть
использованы для описания туннелирования, если центр потенциального барьера
(точка c) лежит между их носителями:

a < c < b. (56)

Условие (56) можно переписать в эквивалентном виде:

|Sr − Sl| < (b− a)
√−E, (57)
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Рис. 8

где Sl,r — туннельное действие по левой и правой стороне барьера (см. рис. 8):

Sl =

∫ a

xl

√
Vl(x)− Edx, Sr =

∫ xr

b

√
Vr(x)− Edx.

Следовательно, условие (56) заведомо выполнено, если финитные потенциальные
ямы расположены достаточно далеко друг от друга. Предположим, что условие (56)
выполнено. Тогда в качестве двух одноямных операторов, фигурирующих в теоре-
ме 3.1, можно использовать Ĥl и Ĥr.

Пусть Ei принадлежат спектру оператора Ĥi, i = l, r, и близки к E. Если при
этом

El = Er, (58)

то из теоремы 3.1 следует, что у оператора Ĥ имеется пара экспоненциально близких
точек спектра (26), соответствующие собственные функции билокализованы (25), и
имеет место туннельная транспортация (см. раздел 3.4).

Простейшим примером несимметричного двуямного потенциала, в котором сра-
зу множество энергетических уровней являются квазивырожденными и выполнено
условие возникновения туннельного резонанса (58), может служить двуямный по-
тенциал, в котором обе финитные потенциальные ямы имеют одинаковый вид, то
есть Vl(x) = Vr(x+ s) для некоторого постоянного s такого, что потенциальные ямы
Vl(x) и Vr(x) не накладываются друг на друга, и справедливо условие (57). Очевид-
но, что тогда условие (58) выполнено для всех отрицательных энергетических уров-
ней, и итоговый двуямный потенциал V (x) будет существенно несимметричным, если
несимметричной является потенциальная яма Vl(x).

3.6 Эффект туннельного захвата состояния

В данном разделе мы рассматриваем специальный вид двуямного потенциала,
который является суммой произвольной “физически заданной” ямы и прямоуголь-
ной “пробной” потенциальной ямы. Предположим, что потенциал физической ямы
является финитной гладкой функцией, а параметры прямоугольной пробной ямы,
такие как глубина, ширина и положение, являются внешними варьируемыми пара-
метрами. Для определенности будем считать, что пробная яма расположена справа
от физической ямы (см. рис. 9).

Отметим, что если заданный физический потенциал не является финитным, но
быстро стремится к нулю при удалении от ямы, то его можно приблизить финитной
функцией, а влияние отбрасываемых нефинитных частей можно учесть при помощи
теории возмущений.

Рис. 8
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Рис. 9

Рассматривается динамика состояния, локализованного в начальный момент вре-
мени в левой потенциальной яме. Если параметры правой ямы выбраны случайно,
то состояние останется все время локализованным в левой яме с экспоненциальной
точностью по � → 0, но для ряда специальных (резонансных) значений параметров
ситуация меняется: состояние туннелирует из физической ямы в пробную потенци-
альную яму, затем туннелирует обратно в физическую яму, и так далее. Эффект воз-
никновения резонансного туннелирования при специальной настройке пробной ямы
может быть назван туннельным захватом состояния. Основываясь на результатах
разделов 3.1 и 3.4, мы ниже выводим достаточные аналитические условия появления
туннельного захвата (см. формулы (59), (63)). Более того, по “резонансным” значе-
ниям параметров можно восстановить энергию исходного состояния в физической
яме.

Заметим, что общая задача об определении условий возникновения туннельного
захвата представляет интерес с физической точки зрения [45], а для конкретного по-
тенциала эта задача была рассмотрена в работе [44] при помощи численных методов.

Пусть потенциал V (x) является суммой двух отрицательных финитных функций
с непересекающимися носителями:

V (x) = Vl(x) + Vr(x),

Vi(x) ≤ 0, i = l, r.

Физическая (левая) потенциальная яма является гладкой функцией такой, что

Vl(x) ≡ 0, при x ≥ a,

и для фиксированной энергии E < 0 потенциал Vl(x) можно считать одноямным (см.
рис. 9). Пусть пробная потенциальная яма Vr(x) является прямоугольной:

Vr(x) =

{
0 x ≤ b, x ≥ b+ w;

− v b < x < b+ w.

Ширина w пробной потенциальной ямы является варьируемым параметром.
Предположим, что начальное состояние Ψ0 локализовано в физической потенци-

альной яме и имеет энергию, близкую к отрицательному значению E. Для опреде-
ленности, пусть Ψ0 совпадает со стационарным состоянием ψl, которое соответству-
ет энергии El оператора Шредингера Ĥl с потенциалом Vl(x), то есть Ψ0 является
стационарным состоянием при выключенном пробном потенциале. Следовательно,

Рис. 9
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“физическое” начальное состояние Ψ0 = ψl полностью определяется физической по-
тенциальной ямой Vl(x) и не зависит от конфигурации пробного потенциала Vr(x).

Вероятности Pl(t) и Pr(t) обнаружить состояние Ψ в левой и правой потенциаль-
ной яме в момент времени t могут быть использованы для определения локализации
состояния. Будем говорить, что имеет место туннельный захват, если вероятность
Pmax
r не стремится к нулю при � → 0. Ниже показано, что Pmax

r может быть близка
к единице (при � → 0) для определенного дискретного множества значений ширины
пробной ямы w. Следовательно, если пробная яма настроена специальным образом,
то происходит полный туннельный захват состояния.

Пусть пробная яма имеет прямоугольную форму, как на рис. 9. Тогда условие (57)
принимает вид:

b− a >

∫ √
1− Vl(x)/E dx. (59)

Интеграл в (59) берется по отрезку [xl, a], где потенциал Vl(x) изменяется от значения
E < 0 до нуля. Предположим, что условие (59) справедливо, то есть пробная яма
расположена достаточно далеко от физической ямы.

Отрицательные энергетические уровни E = Er в прямоугольной потенциальной
яме удовлетворяют следующему уравнению:

w
√
v + E

�
= π(k + 1/2)− arctan

(
v + 2E

2
√
(−E)(v + E)

)
, (60)

где k ≥ 0 — номер энергетического уровня E = E
(k)
r такого, что −v < E < 0. Следова-

тельно, расстояние между соседними энергетическими уровнями спектра оператора
Ĥr имеет порядок �

2 вблизи дна потенциальной ямы и порядок � для высоких энер-
гетических уровней при k ∼ 1/�.

Используя точную формулу (60), можно найти асимптотическую формулу для
энергетического уровня E

(k)
r :

E(k)
r = −v + �

2π
2(k + 1)2

w2

(
1− 4

w
√
v
�+

12

w2v
�
2 − 2(48 + (k + 1)2π2)

3v3/2w3
�
3 + . . .

)
, (61)

где k ≥ 0 — фиксированный (не зависящий от �) номер энергетического уровня.
Подставляя ВКБ приближение для ψl (19) и точную формулу для ψr в форму-

лу (22), получаем

δ(�) = 2�(−E)1/4
√

2(v + E)ωl

πvw
exp

(
−1

�

∫ xr

xl

|p|dx
)
[1 +O(�)] , (62)

где ωl — классическая частота колебаний в физической потенциальной яме Vl(x) для
энергии E.

Пусть ширина пробной прямоугольной ямы w настроена так, что энергетический
уровень El начального состояния Ψ0 совпадает с энергетическим уровнем E

(k)
r проб-

ной ямы:
El = E(k)

r

∣∣
w=w∗

k

.
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Рис. 10

Учитывая уравнение (60), получаем

w∗
k =

π�√
v + El

[
k +

1

2
− 1

π
arctan

(
v + 2El

2
√
(−El)(v + El)

)]
. (63)

Теорема 3.5. Пусть выполнено условие (59) и ширина пробной потенциальной ямы
w совпадает с одним из резонансных значений w∗

k (63). Тогда состояние Ψ0, локали-
зованное в начальный момент в физической яме, совершает туннельные переходы
между ямами, и максимальная вероятность обнаружить состояние в пробной яме
близка к 1 при � → 0.

Доказательство данной теоремы следует непосредственно из теоремы 3.1 и резуль-
татов раздела 3.4. Заметим, что теорема 3.1 применима в случае заданного кусочно-
гладкого потенциала Vr(x), поскольку потенциал является гладким в области барьера
(в окрестности точки c), а соседние энергетические уровни оператора Ĥr находятся
на степенном по � расстоянии друг от друга при � → 0.

Таким образом, мы получили серию значений w = w∗
k таких, что фиксированный

энергетический уровень El физической ямы пересекается с различными энергетиче-
скими уровнями E

(k)
r из пробной потенциальной ямы. Для этих значений ширины

пробной ямы w максимальная вероятность обнаружить состояние в пробной яме
Pmax
r приближается к 1 (см. рис. 10). Следовательно, если пробная яма настроена

специальным образом, а именно, если ее ширина совпадает с w∗
k при некотором k, то

пробная яма «захватывает» состояние с энергией El из исходной ямы.

Замечание. Аналогично, в качестве варьируемого параметра можно рассмотреть
глубину v пробной ямы и сформулировать соответствующую теорему. Следова-
тельно, существует серия резонансных значений v = v∗k таких, что фиксирован-
ный энергетический уровень El совпадает с одним из энергетических уровней E

(k)
r

пробной ямы. Тогда, в отличие от точного равенства для резонансных значений
ширины (63), используя уравнение (60), можно найти только приближенную фор-

Рис. 10
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мулу для v∗k:

v∗k = −El + �
2π

2(k + 1)2

w2

(
1− 4

w
√−El

�−
12

w2El

�
2 − 4(24− (k + 1)2π2)

3w3(−El)3/2
�
3 + . . .

)
, (64)

где k ≥ 0 — фиксированное целое число.

Рассмотрим изменение величины Pmax
r , когда ширина пробной ямы w близка к

резонансному значению w∗
k (см. рис. 10). Используя формулу (55), получаем, что

состояние Ψ существенно проявляет себя в пробной яме, только если |Er−El| = O(δ).
Следовательно, ширина резонансных пиков (см. рис. 10) экспоненциально мала и
имеет порядок δ(�) при � → 0.

Таким образом, для рассматриваемого двуямного потенциала (рис. 9) получены
явные формулы для резонансных значений внешнего параметра (63) и формула для
ширины соответствующих резонансных пиков. Данные результаты можно использо-
вать для определения значения энергии начального состояния, локализованного в
физической (левой на рис. 9) потенциальной яме. Для этого необходимо увеличи-
вать ширину w пробной (правой) ямы, начиная с такого маленького значения, когда
в пробной яме еще отсутствуют связанные состояния. Таким образом, можно найти
значение первого туннельного резонанса (первого резонансного пика на рис. 10) и
определить соответствующее значение энергии из формулы (61). Дальнейшее увели-
чение ширины пробной ямы приведет сначала к исчезновению эффекта захвата, а
затем опять к его появлению при следующем резонансном значении ширины.

Эффект туннельного захвата состояния, локализованного в начальный момент
только в одной яме, при специальной настройке внешнего параметра носит общий
характер. Например, аналогичный эффект возникает, если изменять не ширину, а
глубину пробной ямы, или если рассматривать пробные ямы другой конфигурации,
меняя их параметры. Данный эффект связан с квазипересечением (отталкиванием)
энергетических уровней в двуямном одномерном потенциале и возникает в общем
случае двуямного потенциала, зависящего от внешнего параметра.

3.7 Туннельное возмущение спектра

В данном разделе рассматривается задача построения асимптотики возмущения
дискретного спектра оператора Шредингера с одноямным потенциалом V (x) при до-
бавлении к нему возмущающего потенциала, который полностью сосредоточен вне
области движения классической частицы. Рассмотрение ведется в окрестности опре-
деленной энергии и предполагается, что при добавлении возмущения потенциал оста-
ется одноямным. Очевидно, что возмущение спектра окажется экспоненциально ма-
лым при � → 0 даже для возмущающего потенциала порядка единицы. Основная
цель состоит в получении главного члена асимптотики.

Пусть задан исходный одноямный потенциал V (x) и соответствующий ему опе-
ратор Ĥ0. Пусть E0 — собственное значение оператора Ĥ0, а ψ0 — соответствую-
щая волновая функция. Пусть (x1, x2) — область классического движения, то есть
V (x) < E0 при x ∈ (x1, x2). Добавим к исходному оператору возмущение, имеющее
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Рис. 11

вид непрерывной функции f(x):

Ĥ = Ĥ0 + f(x),

локализованной полностью в классически запрещенной области. Для определенности
предположим, что носитель функции f(x) лежит справа от потенциальной ямы (см.
рис. 11):

suppf(x) = [a, b],

x2 < a < b.

Для нормированной волновой функции ψ0(x) при x ∈ [a, b] справедливо ВКБ
разложение:

ψ0(x) =
C√|p| exp

(
−1

�

∫ x

x2

|p|dx
)
[1 +O(�)] .

Следовательно,

∥∥∥(Ĥ − E0)ψ0

∥∥∥2 = ‖f(x)ψ0‖2 =
b∫

a

f 2(x)ψ2
0(x)dx = ε2,

и для ε справедлива оценка

ε ≤ C1 exp

(
−S

�

)
,

где S — действие по инстантону от точки поворота до носителя функции f(x):

S =

∫ a

x2

√
2(V (x)− E0)dx.

Из данной оценки получаем, что у оператора Ĥ есть точка спектра E (см. лемму 3.1),
расстояние от которой до E0 экспоненциально мало (не превосходит ε). Если после
добавления f(x) потенциал остается одноямным для энергий, близких к E0, то рас-
стояние между E и соседними энергетическими уровнями оператора Ĥ имеет поря-
док �. Тогда ψ0 может служить приближением для собственной функции оператора
Ĥ (см. теорему 3.9).

Рис. 11
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Найдем следующий член разложения E по ε. Поскольку функция f(x) не пред-
полагается малой, формулы обычной теории возмущений не применимы. Получена
только слабая оценка:

|E − E0| ≤ ε.

Идея построения асимптотики E состоит в применении теории возмущений для
поиска спектра оператора Ĥ, где в качестве невозмущенного оператора будет рас-
сматриваться не исходный оператор Ĥ0, а некоторый специально построенный опе-
ратор. Данные идеи близки к идеям доказательства теоремы 3.10.

Теорема 3.6. Пусть функция f(x) непрерывна на отрезке [a, b], f(a) = 0 и f(x) не
меняет знак в некоторой окрестности точки x = a. Тогда для энергии E оператора
Ĥ справедлива асимптотическая формула

E − E0 = 〈f(x)ψ0, ψ0〉 [1 + o(1)] . (65)

Доказательство. Пусть Π — проектор на ψ0, а Π′ = 1− Π. Рассмотрим операторы:

A = Ĥ0 +Π′f(x)Π′,

B = f(x)Π + Πf(x)− Πf(x)Π.

Следовательно,
A+B = Ĥ0 + f(x) = Ĥ,

Aψ0 = E0ψ0,

Bψ0 = f(x)ψ0.

Оператор B конечномерен и для нормы оператора B справедлива оценка:

‖B‖ = O(ε).

Если предположить, что потенциал V (x) + f(x) остается одноямным для энер-
гий, близких к E0, то у оператора Ĥ существует единственная точка спектра E,
экспоненциально близкая к E0, а остальные точки спектра находятся на расстоянии
порядка �. Следовательно, для поиска асимптотики E можно применить формулу
теории возмущений для изолированной точки спектра:

E = E0 + 〈Bψ0, ψ0〉+
+∞∑
k=1

〈Bψ0, φk〉2
E0 − λk

+O

(
ε3

�2

)
,

где ψ0, φ1, φ2, . . . — ортонормированный набор собственных функций оператора A, а
E0, λ1, λ2, . . . — соответствующие собственные значения. Члены суммы, для которых
энергии λk близки к E0, не дают вклада в асимптотику, поскольку для них функции
φk экспоненциально малы на носителе f(x). Следовательно,

E = E0 + 〈f(x)ψ0, ψ0〉+O(ε2).

Остается доказать, что

ε2 = 〈f(x)ψ0, f(x)ψ0〉 = o (〈f(x)ψ0, ψ0〉) .
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Данные оценки верны, поскольку вклад в интеграл 〈f(x)ψ0, f(x)ψ0〉 дает только ма-
лая окрестность точки a и функция f(x) мала в этой окрестности.

Приведем строгое доказательство данной оценки. Легко видеть, что искомая оцен-
ка после подходящей замены координат принимает вид:∫ 1

0

g1(x)e
−x/�dx = o

(∫ 1

0

g2(x)e
−x/�dx

)
, при � → 0,

где gi(x) — непрерывные функции такие, что gi(0) = 0, gi(x) ≥ 0, gi(x) не равно
тождественно нулю в некоторой окрестности точки x = 0 и

g1(x) = o(g2(x)), при x → 0.

Пусть
x(�) = −� ln I(�),

где

I(�) =

∫ 1

0

g1(x)e
−x/�dx > 0.

Очевидно, для интеграла I(�) справедлива оценка сверху:

I(�) ≤ � max
x∈[0,1]

g1(x) = O(�).

Для любого C > 0 и достаточно малых � > 0 справедлива оценка снизу:

I(�) > e−C/�,

так как

I(�) ≥
∫ 1

C0

g1(x)e
−x/�dx = �g1(C0)e

−C0/�[1 +O(�)] > e−C/�,

где 0 < C0 < min(C, 1) и g1(C0) �= 0.
Следовательно,

0 ≤ x(�) < C,

для любого C > 0 при достаточно малых �. Получаем, что

x(�) → 0, при � → 0.

Покажем, что основной вклад в интеграл I(�) дает интегрирование по малому
отрезку [0, x(�)]. Действительно, справедлива оценка∫ 1

x(�)

g1(x)e
−x/�dx = O(�)e−x(�)/� = O(�I(�)).

Следовательно,

I(�) = (1 +O(�))

∫ x(�)

0

g1(x)e
−x/�dx.

Учитывая, что gi(x) > 0, получаем оценку∫ x(�)

0

g1(x)e
−x/�dx =

∫ x(�)

0

g1(x)

g2(x)
g2(x)e

−x/�dx ≤ max
0≤x≤x(�)

g1(x)

g2(x)

∫ x(�)

0

g2(x)e
−x/�dx.
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Поскольку g1(x) = o(g2(x)) при x → 0 и x(�) → 0 при � → 0, получаем, что

max
0≤x≤x(�)

g1(x)

g2(x)
= o(1), при � → 0.

Тогда

I(�) = o

(∫ x(�)

0

g2(x)e
−x/�dx

)
= o

(∫ 1

0

g2(x)e
−x/�dx

)
,

что и требовалось доказать.

Из данной теоремы можно получить несколько важных следствий.

Следствие 3.4. Формула для главного члена асимптотики совпадает с формулой
классической теории возмущений, но величина поправки может быть много больше
величины малого параметра ε и существенно зависит от того, как функция f(x)
стремится к 0 при x → a.

Следствие 3.5. Справедлива оценка

E − E0 = exp

(
−2S + o(1)

�

)
. (66)

Оценка (66) была получена ранее в работе [48] (см. обзор в разделе 2.2) при по-
мощи вероятностных методов. Формула (65) позволяет не только получить простую
оценку для показателя экспоненты (66), но и полностью вычислить главный член
асимптотики величины возмущения энергии E.

Например, если известно, что f(a+ x) ∼ x при x → a, x > a, то из (65) несложно
получить оценку:

E − E0 =
ω�2

4π

1

(2(V (a)− E0))3/2
exp

(
−2S

�

)
[1 + o(1)].

3.8 Применение метода туннельного возмущения

Как показано в разделе 3.7, изменение потенциала в классически запрещенной об-
ласти приводит к экспоненциально малому возмущению спектра. Данные поправки
представляют интерес, если в исходной задаче присутствует экспоненциальное ква-
зивырождение спектра, поскольку тогда малое возмущение энергий может привести
к существенному изменению собственных функций, а следовательно, и динамики
системы. Простейшей подобной системой является двуямный потенциал. Учитывая
результаты раздела 3.1, исследование двуямного потенциала можно свести к иссле-
дованию пары одноямных потенциалов, для которых применима теорема 3.6.

Для начала рассмотрим влияние деформации потенциального барьера на тунне-
лирование. Пользуясь полученными результатами, построим контрпример к рабо-
те [49]. После приведем независимое доказательство корректности условия 3 теоре-
мы 3.1, опирающееся на оценки следствия 3.5.

Рассмотрим влияние деформации потенциального барьера на резонансное тун-
нелирование в двойной потенциальной яме. Пусть двуямный потенциал V (x) удо-
влетворяет требованиям теоремы 3.1, E1,2 — пара квазивырожденных собственных
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значений оператора Ĥ и соответствующие собственные функции билокализованы.
Добавим к потенциалу V (x) функцию f(x) такую, что носитель f(x) лежит меж-
ду центром потенциального барьера и точкой поворота. Для определенности можно
считать, что возмущается правая сторона барьера.

Тогда, используя результаты теоремы 3.1 и 3.6, получаем следующую теорему.

Теорема 3.7. При гладкой деформации одной, для определенности — правой, сторо-
ны потенциального барьера разрушается двойная локализация собственных функ-
ций, и для величины расщепления справедлива формула:

Δ = 〈f(x)ψr, ψr〉 [1 + o(1)]. (67)

Подобная задача в случае симметричного потенциала рассматривалась в рабо-
те [48] (см. также [50,52]), где был получен только показатель экспоненты, такой же,
как в оценке из следствия 3.5.

Теперь покажем, используя формулу для туннельного возмущения, что резуль-
таты, приведенные в работе [49], неверны.

В работе [49] рассматривается двуямный несимметричный потенциал для энер-
гий, близких к положениям равновесия потенциала. Предполагается, что потенциал
является в точности квадратичным в некоторой окрестности областей классического
движения, то есть в некоторых конечных окрестностях минимумов потенциала. Для
вычисления величины расщепления применяется метод двухуровневой аппроксима-
ции. В качестве потенциалов левой и правой потенциальных ям были выбраны осцил-
ляторы с соответствующими частотами. Ошибка состоит в том, что при таком выборе
потенциалов левой и правой потенциальных ям полученный результат для величины
расщепления оказывается меньше величины погрешности данного метода. Из такого
подхода следует, что локализация собственных функций и величина расщепления
не зависят от выбора гладкого участка потенциального барьера, соединяющего те
области, где потенциал квадратичен. Подобные вычисления приводят к неверному
результату, поскольку деформация потенциального барьера вне областей квадратич-
ности потенциала приведет к разрушению туннелирования (теорема 3.7). Величина
расщепления будет экспоненциально больше, чем полученная в работе [49]. В каче-
стве контрпримера можно рассмотреть любой симметричный двуямный потенциал,
удовлетворяющий всем условиям работы [49], к которому добавлено несимметричное
возмущение потенциального барьера.

Далее приведем независимое доказательство корректности условий теоремы 3.1,
используя формулы туннельного возмущения спектра. Условие 3 теоремы 3.1 сфор-
мулировано в терминах спектров операторов Ĥl,r с одноямными потенциалами Vl,r(x).
Выбор потенциалов Vl,r не является однозначным, как видно из условий, наложенных
на потенциалы Vl,r. Иначе выбранные потенциалы Wl,r могут отличатся от исходных
Vl,r только в классически запрещенной области. Как следует из теоремы 3.1, усло-
вие о том, что существует число λ такое, что |Er − El| = δ(�)[λ + O(�)], не зависит
от свободы в выборе Vl,r и характеризует двуямный потенциал V (x). Докажем этот
факт непосредственно, используя формулу для туннельного возмущения.

Пусть

K̂i = −�
2

2

d2

dx2
+Wi(x), i = l, r.
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Пусть для собственных значений El,r операторов Ĥl,r справедливо условие 3 теоре-
мы 3.1, то есть существует λ такое, что

|Er − El| = δ(�)[λ+O(�)].

Пусть ψl,r — собственные функции, соответствующие собственным значениям El,r.
Нужно доказать, что у операторов K̂l,r существуют собственные значения kl,r, близ-
кие к El,r, и такие, что

|kr − kl| = δ(�)[λ+O(�)].

Введем обозначение:
fi(x) = Wi(x)− Vi(x), i = l, r.

Тогда из условий, наложенных на потенциалы Vi и Wi, следует, что

fl(x) ≡ 0, x ≤ b,

fr(x) ≡ 0, x ≥ a.

Пусть

Sl =

b∫
xl

|p(x)|dx,

Sr =

xr∫
a

|p(x)|dx.

Применяя оценку из следствия 3.5, получаем:

ki − Ei = exp

(
−2Si + o(1)

�

)
.

Поскольку точки a и b выбраны так, что a < c < b, а точка c является центром
потенциального барьера с точки зрения действия:

c∫
xl

|p|dx =

xr∫
c

|p|dx,

получаем, что |ki −Ei| экспоненциально меньше, чем величина δ(�). Следовательно,

|kr − kl|/δ = |Er − El|/δ +O(�) = λ+O(�),

что и требовалось доказать.

3.9 Некоторые свойства линейных операторов

В данном разделе приведен ряд утверждений из теории линейных операторов,
относящихся к теории возмущения дискретного спектра.

Следующие утверждения: лемма 3.1, теоремы 3.8 и 3.9 широко известны (см.,
например, [41, 98,99]) и представлены здесь для удобства ссылок.
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Лемма 3.1. Пусть Γ — гильбертово пространство, оператор A самосопряжен.
Пусть задана квазимода u:

‖(A− λ)u‖ ≤ ε, ‖u‖ = 1.

Тогда расстояние от точки λ до спектра оператора A не превосходит ε:

d (λ, Spectre(A)) ≤ ε.

Теорема 3.8 (Равенство числа мод и квазимод). Пусть для самосопряженного опе-
ратора A в гильбертовом пространстве Γ имеются n ортонормированных квази-
мод:

〈ui, uj〉 = δij, ‖(A− λ)ui‖ ≤ ε/
√
n i, j = 1, 2, . . . , n.

Предположим, что спектр A является дискретным в ε-окрестности точки λ.
Тогда существует как минимум n ортогональных собственных функций опера-

тора A c собственными значениями из ε-окрестности λ:

ψk : (A− λk)ψk = 0, |λ− λk| ≤ ε k = 1, 2, . . . , n.

Теорема 3.9 (Разложение квазимоды). Пусть Γ — гильбертово пространство, опе-
ратор A самосопряжен. Пусть задана квазимода u ∈ Γ, ‖u‖ = 1, ‖(A− λ)u‖ ≤ ε.
Предположим, что на интервале (λ−ε, λ+ε) содержится всего одна точка спектра
оператора A:

Aψ = μψ, |λ− μ| < ε.

Тогда для квазимоды u имеет место разложение:

u = 〈u, ψ〉ψ + ũ,

‖ũ‖ ≤ ε

d
,

где d — расстояние от λ до спектра A, не учитывая точку μ.

Замечание. Данную теорему имеет смысл применять тогда, когда известно, что
d � ε. Эта теорема может дать представление о виде точной собственной функ-
ции.

Следующая теорема близка к теореме, доказанной в работе [35] (см. также [41,
42]), несколько изменена формулировка и доказательство, а также получены более
точные оценки.

Теорема 3.10. Пусть в гильбертовом пространстве Γ задан самосопряженный
оператор A. Пусть выполнены условия:

1. Для оператора A задан набор из n ортонормированных квазимод:

〈ui, uj〉 = δij, ‖(A− λ)ui‖ ≤ ε i, j = 1, 2, . . . , n.

2. Пусть d — расстояние от λ до спектра A, не учитывая n ближайших точек
(число точек считается с учетом кратности). Предположим, что справед-
лива оценка:

d >
√
2nε.
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3. Найдены собственные значения μi и соответствующие собственные вектора
zi, i = 1, n, матрицы

Vij = 〈(A− λ)ui, uj〉 , i, j = 1, 2, . . . , n.

Собственные вектора zi выбраны ортонормированными.

Тогда существуют yi ∈ Γ такие, что:

yi =
n∑

j=1

zji uj + wi, i = 1, 2, . . . , n

и справедливы оценки

‖wi‖ ≤
√
2nε

d−√
2nε

, i = 1, 2, . . . , n,

‖(A− λ− μi) yi‖ ≤ 4nε2

d−√
2nε

, i = 1, 2, . . . , n.

Замечание. Если d � ε, то условие 2 выполняется автоматически, и вычисле-
ние собственных значений матрицы V позволяет получить спектр оператора A с
точностью O(ε2/d).

Доказательство. Из первого условия данной теоремы следует, что на интервале есть
не менее n точек спектра оператора A, а из второго условия данной теоремы следует,
что их не более n. Обозначим через ψi собственные функции оператора A, отвечаю-
щие собственным значениям λi из рассмотренного интервала.

Тогда d — это расстояние от точки λ до спектра A, не учитывая точки λi, i =
1, . . . , n.

Пусть E — ортогональный проектор на линейную оболочку векторов ui, i =
1, . . . , n, а E ′ = I − E.

Определим конечномерный оператор

V = (A− λ)E + E(A− λ)− E(A− λ)E,

и оператор
A0 = A− V.

Покажем, что V действительно конечномерен. Пусть u1, . . . , un, . . . , ur ортонорми-
рованный базис в пространстве, образованном набором векторов u1, . . . , un, (A −
λ)u1, . . . , (A− λ)un.

Пусть φ ∈ Γ ортогональна всем ui, i = 1, r. Тогда

‖E(A− λ)φ‖2 = 〈E(A− λ)φ,E(A− λ)φ〉 = 〈(A− λ)E(A− λ)φ, φ〉 = 0,

поскольку φ ортогональна образу оператора (A− λ)E. Следовательно, размерность
оператора E(A − λ) не превосходит r ≤ 2n. Остальные слагаемые в определении V
очевидно конечномерны.

Докажем, что ‖V ‖ ≤ √
2nε. Очевидно, что

‖(A− λ)E‖ ≤ √
nε.
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Оценим норму оператора E(A−λ). Поскольку E(A−λ) сопряжен к (A−λ)E имеем:

‖E(A− λ)‖ ≤ √
nε.

Пусть φ ∈ Γ и ‖φ‖ = 1. Тогда

‖V φ‖2 = ‖E ′(A− λ)Eφ+ E(A− λ)φ‖2 ≤
2nε2 + 2 〈E ′(A− λ)Eφ,E(A− λ)φ〉 = 2nε2.

Покажем, что оператор A0 имеет в λ изолированную точку спектра кратности n.
Из определения A0 и того, что Eui = ui, i = 1, n вытекает, что:

(A0 − λ)ui = (A− λ)ui − V ui = 0, i = 1, 2, . . . , n.

Поскольку ‖V ‖ ≤ √
2nε является малым возмущением, то любая собственная функ-

ция оператора A является квазимодой оператора A0, и наоборот. Следовательно опе-
ратор A0 на интервале

(
λ− d+

√
2nε, λ+ d−√

2nε
)
имеет ровно n точек спектра

с учетом кратности. Иначе возникает противоречие с условием 2 данной теоремы.
Получаем, что ∥∥(A0 − λ)−1E ′∥∥ ≤ (d−√

2nε
)−1

.

Таким образом, мы имеем представление оператора A в виде суммы A0 и малого
конечномерного оператора V . Спектр и собственные векторы A0 в окрестности λ
известны. Для получения поправок к собственным векторам и числам оператора
A можно применить теорию возмущения в случае изолированного вырожденного
собственного значения λ.

Пусть vi такие, что Evi = vi, являются собственными функциями оператора EV E.
Таких vi n штук, так как оператор EV E конечномерен и имеет размерность n. Таким
образом,

EV vi = μivi, ‖vi‖ = 1, i = 1, 2, . . . , n.

Следовательно,
|μi| ≤ ‖V ‖ ≤

√
2nε,

A0vi = A0Evi = λvi,

(V − μi) vi = (E ′ + E) (V − μi) vi = E ′V vi.

Определим wi = − (A0 − λ)−1 E ′V vi. Из определений vi и wi, следует:

(A0 − λ)wi = −E ′V vi.

Учитывая оценку
‖V − μi‖ ≤ ‖V ‖+ |μi| ≤ 2

√
2nε,

получаем оценку нормы wi:

‖wi‖ =
∥∥(A0 − λ)−1 E ′V vi

∥∥ ≤ ∥∥(A0 − λ)−1 E ′∥∥ ‖V ‖‖vi‖ ≤
√
2nε

d−√
2nε

.

Покажем, что vi + wi являются квазимодами для оператора A:

‖(A− λ− μi) (vi + wi)‖ = ‖(A0 − λ+ V − μi) (vi + wi)‖ =
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= ‖E ′V vi − E ′V vi + (V − μi)wi‖ = ‖(V − μi)wi‖ ≤ ‖(V − μi)‖ ‖wi‖ ≤ 4nε2

d−√
2nε

.

Получили, что vi +wi являются квазимодами с собственными значениями λ+ μi,
где i = 1, 2, . . . , n.

Искать vi и μi можно, используя матричные элементы оператора V в базисе,
содержащем векторы ui, i = 1, 2, . . . , n. Тогда:

Vi,j = 〈V ui, uj〉 = 〈(A− λ)Eui, uj〉 = 〈(A− λ)ui, uj〉 .
Собственные векторы этой матрицы являются коэффициентами разложения вектора
vi по векторам uj, а собственные значения и есть μi, i = 1, 2, . . . , n. Таким образом,
теорема полностью доказана.

4 Туннелирование в импульсном пространстве
В данном разделе предложен общий операторный метод вычисления квазиклас-

сической асимптотики туннельного расщепления энергий в задаче о динамическом
туннелировании между двумя симметричными орбитами классического движения
(см. раздел 4.1). Основой метода является алгебраическая, коммутаторная форму-
ла, которая является обобщением известной формулы Херринга (6), применяемой в
случае координатного туннелирования в симметричном двуямном потенциале.

В качестве основной модели динамического туннелирования рассматривается за-
дача о туннельном расщеплении спектра оператора Шредингера Ĥ для частицы,
движущейся по окружности в потенциальном поле V (x), если ее энергия существен-
но больше максимума потенциала. В разделах 4.2 и 4.3 изложены хорошо известные
результаты об общей структуре спектра оператора Ĥ, а также о связи спектральной
задачи для оператора Шредингера на окружности и Блоховского спектра оператора
Шреденгера с периодическим потенциалом на прямой.

В разделе 4.4 при помощи предложенного операторного метода получена общая
асимптотическая формула для величины туннельного расщепления энергий в задаче
о динамическом туннелировании частицы на окружности. Полученная асимптотиче-
ская формула применима как в случае аналитического потенциала, так и для потен-
циалов конечной гладкости. В разделе 4.5 рассмотрена задача о квантовом маятнике
и показано, что тогда из общей формулы для расщепления (теорема 4.3) можно по-
лучить известную формулу Дыхне-Симоняна (см. раздел 2.3)

4.1 Операторная формула

Рассмотрим задачу о динамическом туннелировании (туннельном резонансе) меж-
ду двумя симметричными периодическими траекториями классического движения.
Пусть задан самосопряженный оператор Ĥ, не обязательно вида (2), и соответству-
ющий гамильтониан H(x, p). Предположим, что спектр Ĥ вблизи заданной энергии
E дискретен, что соответствует задаче об ограниченном движении, и для энергий,
близких к E, существует две симметричные друг другу периодические траектории
классического движения, отвечающие гамильтониану H. Тогда, как уже отмечалось
в разделе 2.1, симметрия траекторий периодического движения приводит к квазивы-
рождению дискретного спектра оператора Ĥ в квазиклассическом приближении при
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� → 0. Каждому уровню энергии, удовлетворяющему правилу дискретезации (3),
соответствует пара близких точек спектра E1,2 оператора Ĥ. Задача состоит в вы-
числении асимптотики величины туннельного расщепления энергий Δ = E2 − E1.

Пусть E1, E2 — пара собственных значений оператора Ĥ, а ψ1 и ψ2 — соответ-
ствующие собственные функции:

Ĥψ1 = E1ψ1,

Ĥψ2 = E2ψ2.

Пусть σ̂ — некоторый самосопряженный оператор. Тогда, умножая скалярно первое
равенство на σ̂ψ2 справа, а второе —на σ̂ψ1 слева и используя самосопряженность
операторов Ĥ и σ̂, получаем:

〈σ̂Ĥψ1, ψ2〉 = E1〈σ̂ψ1, ψ2〉,
〈Ĥσ̂ψ1, ψ2〉 = E2〈σ̂ψ1, ψ2〉.

Если оператор σ̂ выбран так, что 〈σ̂ψ1, ψ2〉 �= 0, то для величины расщепления Δ =
E2 − E1 справедлива формула:

Δ =
〈[Ĥ, σ̂]ψ1, ψ2〉
〈σ̂ψ1, ψ2〉 , (68)

где [Ĥ, σ̂] — коммутатор операторов Ĥ и σ̂.
Формула (68) является операторным обобщением классических формул для вы-

числения туннельного расщепления в различных задачах квантовой механики. На-
пример, как показано ниже, из формулы (68) можно получить формулу Херринга (6)
для многомерного симметричного двуямного потенциала, если взять σ̂ = σ(x̂), где
функция σ(x) равна единице с одной стороны от плоскости симметрии и нулю — с
другой.

В общем случае (в том числе и многомерном) туннелирования между различными
областями фазового пространства оператор σ̂ должен “отделять” состояния, локали-
зованные в одной области фазового пространства, от состояний, локализованных в
другой симметричной области. Тогда несложно показать, что для знаменателя в (68)
справедлива приближенная формула:

〈σ̂ψ1, ψ2〉 � α/2, |α| = 1, (69)

где фазовый множитель α определяется выбором фаз состояний ψi. Выражение в
числителе формулы (68) можно упрощать, используя известные формулы для ком-
мутатора псевдодифференциальных операторов [65].

Операторная формула (68) при соответствующем выборе оператора σ̂ позволяет
выразить величину расщепления Δ через асимптотику волновых функций стаци-
онарных состояний ψ1 и ψ2. Для получения явных асимптотических формул для
величины расщепления в конкретных задачах необходимо также дополнительно по-
строить достаточно точные асимптотики состояний ψ1,2 в “туннельных” областях фа-
зового пространства.
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Формула для расщепления в случае симметричного двуямного
потенциала

В качестве примера применения формулы (68) рассмотрим задачу о туннельном
расщеплении спектра в двуямном симметричном потенциале V (x) = V (−x) на пря-
мой (см. обзор этой задачи в разделе 2.2). Если взять σ̂ = θ(x̂), где θ(x) — функция
Хевисайда, то

[Ĥ, σ̂] = −�
2

2

[
d2

dx2
, θ(x)

]
= −�

2

2

(
δ′(x) + 2δ(x)

d

dx

)
,

где δ(x) = θ′(x) — дельта-функция Дирака. Учитывая, что

〈δ′ψ1, ψ2〉 = − d

dx

(
ψ1ψ2

) ∣∣∣
x=0

,

〈2δψ′
1, ψ2〉 = 2ψ′

1ψ2

∣∣
x=0

,

получаем, что

〈[Ĥ, σ̂]ψ1, ψ2〉 = −�
2

2

(
ψ′
1ψ2 − ψ1ψ′

2

)∣∣
x=0

. (70)

Если ψ1,2(x) — действительные функции, ψ1(x) — четная, а ψ2(x) — нечетная функ-
ция, то

〈[Ĥ, σ̂]ψ1, ψ2〉 = �
2

2
ψ1(0)ψ

′
2(0).

Найдем асимптотику выражения 〈σ̂ψ1, ψ2〉, необходимую для применения форму-
лы (68). Поскольку задача обладает симметрией, волновые функции стационарных
состояний ψ1,2 могут быть представлены в следующем виде (см. формулу (8)):

ψ1(x) =
1√
2
(ϕ(x) + ϕ(−x)) +O(�),

ψ2(x) =
1√
2
(ϕ(x)− ϕ(−x)) +O(�),

где ϕ(x) — действительная нормированная функция, локализованная в области x >
0. Следовательно,

〈σ̂ψ1, ψ2〉 = 1

2
〈ϕ(x), ϕ(x)− ϕ(−x)〉+O(�) = 1/2 +O(�).

Применяя операторную формулу (68), получаем асимптотическую формулу для
величины туннельного расщепления:

Δ = �
2ψ1(0)ψ

′
2(0)[1 +O(�)]. (71)

Таким образом, мы получили альтернативное доказательство известной формулы (9)
(см. обзор в разделе 2.2). Аналогично можно получить и многомерную формулу
Херринга (6).

Если в формулу (71) подставить туннельную ВКБ асимптотику состояний ψ1,2, то
получим асимптотическую формулу для величины туннельного расщепления (фор-
мула (12)) в случае симметричного двуямного потенциала:

Δ =
ω�

π
exp

(
−1

�

∫ a

−a

|p|dx
)
[1 +O(�)],

где a > 0 — точка поворота, ω — частота классических колебаний.
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Применение операторной формулы в несимметричном случае

Задача о резонансном туннелировании в несимметричном двуямном потенциале
уже была подробно рассмотрена в разделе 3 с помощью метода двухуровнего прибли-
жения. Приведем ряд замечаний, касающихся возможности применения операторной
формулы (68) для исследования этой задачи.

Предположим, что ψ1,2 — билокализованные стационарные состояния оператора
Шредингера Ĥ с двуямным несимметричным потенциалом V (x), отвечающие паре
квазивырожденных энергетических уровней E1,2. Тогда, учитывая ортогональность
и нормированность состояний ψ1,2, получаем, что при соответствующим выборе фа-
зовых множителей стационарные состояния ψ1,2 имеют вид:

ψ1 = cos(α)ψl + sin(α)ψr +O(�),

ψ2 = − sin(α)ψl + cos(α)ψr +O(�),

где ψl и ψr — некоторые приближенные волновые функции (квазимоды), локализо-
ванные в левой и правой потенциальной яме соответственно, а угол α ∈ (0, π/2) не
зависит от �. Угол α можно считать не зависящим от �, поскольку волновые функции
ψ1,2 предполагаются билокализованными (см. определение в разделе 3.1). Состояния
ψl,r действительны и нормированы, а волновая функция ψ1(x) > 0 в области потен-
циального барьера.

Выберем оператор σ̂ так же, как и в симметричном случае:

σ̂ = σ(x̂),

σ(x) = θ(x− x0),

где точка x0 лежит в области барьера между точками поворота xl и xr. Тогда полу-
чаем

〈σ̂ψ1, ψ2〉 = sin(α) cos(α) +O(�).

Учитывая формулу (68) и (70), получаем, что

Δ = �
2 1 +O(�)

2 sin(α) cos(α)
(ψ′

2ψ1 − ψ1ψ
′
2)|x=x0

. (72)

Определим предельные вероятности pl и pr обнаружить состояние ψ1 в левой и
правой потенциальной яме при � → 0 также, как и в разделе 3.1. Тогда формула (72)
примет вид:

Δ = �
2 1 +O(�)

2
√
plpr

(ψ1ψ
′
2 − ψ′

1ψ2)|x=x0
. (73)

Следовательно, используя операторный метод, можно получить формулу для ве-
личины туннельного расщепления Δ, выраженную через асимптотику стационарных
состояний в области барьера и вероятности pl,r. Учитывая, что известна асимптоти-
ка амплитуд состояний ψ1,2 в левой и правой яме (она определяется величиной α), и
используя правила согласования ВКБ асимптотик в простых точках поворота (см.,
например, [34, 59, 70]), можно построить асимптотику стационарных состояний ψ1 и
ψ2 под барьером с экспоненциальной точностью при � → 0. Получаем, что
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ψ1 = cos(α)

√
ωl

2π|p| exp
(
−1

�

∫ x

xl

|p|dx
)
[1 +O(�)] +

sin(α)

√
ωr

2π|p| exp
(
−1

�

∫ xr

x

|p|dx
)
[1 +O(�)], (74)

ψ2 = − sin(α)

√
ωl

2π|p| exp
(
−1

�

∫ x

xl

|p|dx
)
[1 +O(�)] +

cos(α)

√
ωr

2π|p| exp
(
−1

�

∫ xr

x

|p|dx
)
[1 +O(�)]. (75)

Асимптотические формулы (74)–(75) применимы равномерно на некотором от-
резке, лежащем в области потенциального барьера, и они допускают дифференци-
рование. Несложно видеть, что сохранение обоих слагаемых в этих асимптотических
формулах имеет смысл только в окрестности точки x = c — центра потенциально-
го барьера, определяемого по формуле (17). Подставляя асимптотики состояний ψ1,2

и соответствующие асимптотики для производных ψ′
1,2 в формулу (73), получаем,

что асимптотику величины расщепления Δ можно найти только в том случае, если
x0 = c, иначе остаточные члены O(�) из формул (74) и (75) становятся доминирую-
щими членами в асимптотическом разложении величины Δ. Возьмем x0 = c, тогда
формула (72) переходит в формулу (31):

Δ =
δ(�)

2
√
plpr

[1 +O(�)] ,

полученную нами ранее методом двухуровневого приближения.
Полученный результат можно сформулировать в виде следующей теоремы.

Теорема 4.1. Пусть стационарные состояния ψ1,2 оператора Шредингера Ĥ с дву-
ямным несимметричным потенциалом V (x), соответствующие паре квазивырож-
денных энергетических уровней E1,2, билокализованы.

Тогда для величины расщепления Δ справедлива асимптотическая формула (31).

Следовательно, применяя операторный метод вычисления расщепления, можно
частично получить результат критерия двойной локализации (теорема 3.1), доказан-
ного методом двухуровневого приближения. А именно, мы показали, что из двойной
локализации пары стационарных состояний следует, что расщепление пары соответ-
ствующих квазивырожденных точек спектра является экспоненциально малым при
� → 0 и справедлива асимптотическая формула (31). С другой стороны, применение
метода двухуровневого приближения позволяет наглядно представить стационарные
состояния в виде определенных линейных комбинаций базовых состояний ψl и ψr с
экспоненциальной точностью по � (см. формулу (29)), что приводит к естественному
построению полного критерия резонансного туннелирования, в том числе к доказа-
тельству утверждения, обратного к теореме 4.1 (см. теорему 3.1).
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Таким образом, метод двухуровневого приближения дает более полный результат
в задачах несимметричного туннельного резонанса. Метод, основанный на оператор-
ной формуле (68), может быть успешно применен в задачах с симметрией, где асимп-
тотика стационарных состояний известна априори (они симметричны и антисиммет-
ричны), или в задачах, где построение “правильного” базиса для двухуровневого
приближения, то есть выбор волновых функций ψl и ψr, представляет трудности.

4.2 Общая структура спектра для частицы на окружности

Рассмотрим одномерное стационарное уравнение Шредингера на окружности:

−�
2

2

d2ψ

dx2
+ V (x)ψ = Eψ, (76)

где � — малый параметр квазиклассического приближения, а V (x) ∈ C2(R) — пери-
одический потенциал:

V (x+ 2π) = V (x).

На решения уравнения (76) наложим условие периодичности:

ψ(x+ 2π) = ψ(x). (77)

Соответствующий оператор Шредингера имеет вид

Ĥ =
p̂2

2
+ V (x).

Известно, что спектр оператора Шредингера на окружности Ĥ является дискрет-
ным. В общем случае спектр оказывается невырожденным, хотя потенциалы, для
которых все точки спектра, за исключением конечного числа, вырождены (крат-
ность равна двум), имеют большое значение для теории нелинейных уравнений (см.,
например, в [53,68]).

При построении квазиклассического приближения для спектра оператора Шре-
дингера на окружности Ĥ возникают различные асимптотические режимы в разных
областях спектра, то есть для различных характерных значений энергии E. Есте-
ственно выделить следующие случаи:

1. Энергия существенно меньше максимума потенциала.

2. Энергия близка к максимуму потенциала.

3. Энергия существенно больше максимума потенциала.

Ниже приведено качественное описание квазиклассического спектра оператора Ĥ,
учитывающее туннелирование для энергий меньше и больше максимума потенциала.
Случай энергий близких к максимуму потенциала, то есть отвечающих движению в
окрестности сепаратрисы, подробно изложен, например, в работе [60].
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Рис. 12

Энергия существенно меньше максимума потенциала

Рассмотрим спектр оператора Ĥ в окрестности энергии E, меньшей максимума
потенциала. В этом случае уравнение V (x) = E имеет действительные корни — точ-
ки поворота, классическая частица движется в потенциальной яме между соответ-
ствующими точками поворота и не может совершить полный оборот по окружности.
Тогда, если не учитывать туннельные эффекты (см. раздел 2.1), которые экспонен-
циально малы при � → 0, то квазиклассическое приближение для спектра оператора
Ĥ можно получить, рассматривая данную потенциальную яму как часть потенциала
на прямой. Например, если для определенности считать, что максимум потенциала
V (x) достигается в точке x = 0, можно рассмотреть спектральную задачу для опера-
тора Шредингера на прямой с потенциалом Ṽ (x), который равен V (x) при x ∈ [0, 2π]
и равен V (0) = maxV (x) при x /∈ [0, 2π] (см. рис. 12). Наилучшие приближение
данного вида можно получить, если аналогичный “разрез” окружности проводить
не в точке максимума потенциала, а в центре наибольшего потенциального барьера,
где размер барьера и его центр определяются с точки зрения инстантонной метрики
(см. раздел 3.1). Тогда, если в задаче не было резонансного туннелирования через
этот барьер1, то спектр в окрестности фиксированной энергии E и соответствующие
стационарные состояния оператора Ĥ можно приблизить с экспоненциальной точно-
стью при � → 0 решениями соответствующей задачи на прямой, то есть не возникает
никакой существенной разницы между движением квантовой частицы (эволюцией
квантового состояния) в потенциале V (x) на окружности и в соответствующем по-
тенциале Ṽ (x) на прямой.

Некоторые отличия построения квазиклассического приближения для задачи на
окружности и на прямой возникают, если в задаче присутствует резонансное тун-
нелирование через все потенциальные барьеры. Например, для потенциала V (x) =
cos(2x) на окружности, область классического движения состоит из двух интервалов
(при −1 < E < 1), разделенных двумя равными потенциальными барьерами. Учи-
тывая результаты, представленные в разделе 2.1, получаем, что спектр оператора Ĥ
в окрестности E состоит из пар квазивырожденных точек. В задаче присутствует
симметрия относительно замены x на 2π − x, что приводит к двойной локализации
стационарных состояний, то есть к резонансному туннелированию. Величина расщеп-
ления может быть посчитана, как и в задаче о двойной симметричной потенциальной

1Резонансное туннелирование через барьер заведомо не возникает, если кратчайшее расстояние
по инстантонной метрике между соответствующими точками поворота отвечает дуге, не лежащей
под данным барьером.

Рис. 12
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яме на прямой, например, используя методы, изложенные в раздел 3.1 или в разде-
ле 4.1. Основное отличие заключается в том, что туннелирование происходит сразу
через два барьера, что приводит к тому, что величина туннельного расщепления Δ
оказывается в два раза больше, чем при туннелировании через один барьер [86,90].

Стоит отметить, что для энергий ниже максимума потенциала можно рассмот-
реть более глубокую классификацию различных энергетических режимов. А именно,
можно отдельно рассматривать энергии, близкие к положениям равновесия потен-
циала, и энергии, которым соответствуют только простые точки поворота. Данный
подход обусловлен тем, что при различных типах точек поворота асимптотическое
решение уравнения Шредингера со степенной точностью по � имеет различный вид
(см., например, [59, 70]). Например, если глобальный минимум потенциала V (x) до-
стигается в одной точке и является невырожденным, как в случае квантового маят-
ника с V (x) = cos(x), можно отдельно рассматривать нижние энергетические уровни,
которые могут быть приближенно описаны при помощи решений спектральной за-
дачи для соответствующего гармонического осциллятора.

Энергия существенно больше максимума потенциала

Рассмотрим теперь случай энергий существенно больше максимума потенциала.
Тогда классическая частица пробегает всю окружность в одном из двух возможных
направлений — это так называемый роторный режим. Две соответствующие траек-
тории периодического движения симметричны относительно замены знака импульса,
что приводит к квазивырождению энергетических уровней оператора Шредингера
Ĥ при квазиклассическом приближении (см. раздел 2.1).

Используя метод ВКБ (см. [59] или [70]), можно получить асимптотику фунда-
ментальной системы решений уравнения (76) для энергий E выше максимума потен-
циала V (x):

ϕ1(x) =

√
ω

p(x)
exp

(
i

�

∫ x

x0

p(x)dx

)
[1 +O(�)],

ϕ2(x) =

√
ω

p(x)
exp

(
− i

�

∫ x

x0

p(x)dx

)
[1 +O(�)],

(78)

где p(x) =
√

2(E − V (x)) > 0 — классический импульс, а ω — классическая частота
колебаний:

ω−1 =
1

2π

∫ 2π

0

dx

p(x)
.

Асимптотические оценки (78) равномерны по x и допускают дифференцирование.
Состояния ϕ1,2 нормированы, состояние ϕ1 соответствует движению частицы про-
тив часовой стрелки по окружности (положительное направление оси x), а ϕ2 — по
часовой стрелке.

Используя условие периодичности (77), получаем аналог правила дискретизации
Планка-Бора-Зоммерфельда (3) для частицы на окружности:

1

2π

∫ 2π

0

√
2(E − V (x))dx = n�+O(�2), (79)
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где n ∼ 1/� — целое число такое, что соответствующая энергия E существенно боль-
ше максимума потенциала. Надбарьерное отражение от потенциала (туннелирование
в импульсном представлении), вообще говоря, приводит к малому расщеплению энер-
гий, удовлетворяющих правилу (79). Следовательно, для энергий существенно выше
максимума потенциала спектр оператора Ĥ состоит из пар близких точек, а рас-
стояние между соседними парами имеет порядок �. Соответствующие собственные
функции являются линейными комбинациями ϕ1 и ϕ2. Задача о построении ква-
зиклассической асимптотики величины туннельного расщепления Δ рассмотрена в
разделе 4.4.

4.3 Уравнение Шредингера с периодическим потенциалом на
прямой

В данном разделе изложены хорошо известные результаты о связи блоховского
(зонного) спектра уравнения Шредингера на прямой с периодическим потенциалом
и дискретного спектра оператора Шредингера с соответствующим потенциалом на
окружности (см., например, [53–55,99].

Рассмотрим стационарное уравнение Шредингера:

−�
2

2

d2ψ

dx2
+ V (x)ψ = Eψ, (80)

с периодическим потенциалом V (x) ∈ C2(R):

V (x+ 2π) = V (x).

Уравнение (80) в общем случае называют уравненим Хилла. В отличие от задачи
на окружности, где на ψ(x) накладывается условие периодичности (77), для задачи
на прямой известно, что E принадлежит спектру оператора Шредингера тогда и
только тогда, когда существует ограниченное решение ψ(x) уравнения (80). Если оба
линейно независимых решений уравнения (80) ограничены, то говорят, что уравнение
устойчиво. Хорошо известна следующая теорема (см., например, [55]).

Теорема 4.2. Для заданного потенциала V (x) ∈ C2(R) с периодом 2π существу-
ют две монотонно возрастающие неограниченные последовательности {λn}∞n=0 и
{λ′

n}∞n=1 такие, что справедливы следующие утверждения:

1. Уравнение (80) имеет периодическое решение ψ(x):

ψ(x+ 2π) = ψ(x),

тогда и только тогда, когда E = λn для некоторого n = 0, 1, 2, . . ..

2. Уравнение (80) имеет антипериодическое решение ψ(x):

ψ(x+ 2π) = −ψ(x),

тогда и только тогда, когда E = λ′
n для некоторого n = 1, 2, . . ..

3. Справедливы неравенства:

λ0 < λ′
1 ≤ λ′

2 < λ1 ≤ λ2 < λ′
3 ≤ . . .
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4. Уравнение Хилла (80) устойчиво при E из интервалов

(λ0, λ
′
1), (λ′

2, λ1), . . .

и неустойчиво при E из интервалов

(−∞, λ0), (λ′
1, λ

′
2), (λ1, λ2), . . .

5. Уравнение Хилла, вообще говоря, неустойчиво на границах приведенных ин-
тервалов, если только соответствующий интервал неустойчивости не вы-
рождается в точку, тогда уравнение Хилла устойчиво.

Из данной теоремы следует, что для заданного периодического потенциала V (x)
границы зон устойчивости — это точки спектра оператора Шридингера на окружно-
сти с потенциалом V (2x). Таким образом, задача о вычислении туннельного расщеп-
ления энергий дискретного спектра оператора Шредингера на окружности эквива-
лентна задаче о определении ширины лакун (промежутков) в непрерывном спектре
соответствующего оператора на прямой.

4.4 Туннельное расщепление энергий для частицы на окруж-
ности

Используя общий операторный метод вычисления асимптотики туннельного рас-
щепления, предложенный в разделе 4.1, найдем величину расщепления спектра опе-
ратора Шредингера Ĥ частицы на окружности для энергий существенно больше
максимума потенциала.

Поскольку резонансное туннелирование происходит между двумя траекториями,
симметричными относительно замены знака импульса, то следуя операторному ме-
тоду, предложенному в разделе 4.1, возьмем σ̂ = σ(p̂), где

σ(p) =

⎧⎨
⎩

1, p > 0;
1/2, p = 0;
0, p < 0.

Подставляя σ̂ в формулу (68) и производя необходимые упрощения, получаем сле-
дующую теорему.
Теорема 4.3. Пусть E1,2 — пара близких с точностью O(�2) собственных зна-
чений оператора Ĥ, отвечающих роторному режиму. Пусть соответствующие
собственные функции ψ1,2 выбраны действительными и нормированы так, что

ψ1(x) =

√
2ω

p(x)
cos

(
1

�

∫ x

x0

p(x)dx

)
+O(�),

ψ2(x) =

√
2ω

p(x)
sin

(
1

�

∫ x

x0

p(x)dx

)
+O(�).

(81)

Тогда для расщепления энергий справедлива асимптотическая формула

Δ =
1 +O(�)

(2π)2

∫ 2π

0

dx1

∫ 2π

0

dx2

(V (x2)− V (x1)) ctg

(
x2 − x1

2

)
ψ1(x1)ψ2(x2). (82)

01. NANO-21-Viborniy_Т  10.04.2015  9:50  Page 70



Координатное и импульсное туннелирование в одномерных квантовых системах с дискретным спектром 71

Для доказательства теоремы нам понадобится следующая лемма.

Лемма 4.1. Пусть

φ(x) =

√
ω

p(x)
exp

(
i

�

∫ x

x0

p(x)dx

)
.

Тогда
σ̂φ = φ+O(�), σ̂φ = O(�), (83)

〈φ, φ〉 = 1, 〈φ, φ〉 = O(�). (84)

Доказательство леммы 4.1. Пусть πk — проектор на состояние с импульсом p = k�:

πkφ(x) = eikx
1

2π

∫ 2π

0

φ(x)e−ikxdx.

Следовательно,

σ̂ =
+∞∑
k=1

πk + π0/2.

Оценим величину

|πkφ(x)| = 1

2π

∣∣∣∣
∫ 2π

0

√
ω

p(x)
exp

(
− i

�

∫ x

x0

p(x)dx− ikx

)
dx

∣∣∣∣ .
Интегрируя по частям два раза, несложно показать, что

|πkφ(x)| ≤ �
2
√
ωmax

∣∣∣∣∣ ddx
(

1

p(x) + k�

d

dx

(
1√
p(x)

1

p(x) + k�

))∣∣∣∣∣ .
Следовательно,

|πkφ(x)| ≤ C
�
2

(pmin + k�)2
,

где pmin = min p(x) > 0, а константа C не зависит от k и от �. Так как справедлива
оценка (см. рис. 13):

+∞∑
k=1

�

(pmin + k�)2
≤
∫ +∞

0

dx

(pmin + x)2
=

1

pmin

,

то получаем одну из оценок (83):

σ̂φ(x) = O(�).

Учитывая полученную оценку и то, что πkφ = π−kφ, получаем оценку

O(�) = σ̂φ(x) = (1− σ̂)φ.

Таким образом, доказаны обе оценки (83).

01. NANO-21-Viborniy_Т  10.04.2015  9:50  Page 71



72 Е.В. Выборный 

Рис. 13

Докажем, что 〈φ, φ〉 = 1. Действительно,

〈φ, φ〉 = 1

2π

∫ 2π

0

ω

p(x)
dx = 1.

Остается показать, что 〈φ, φ〉 = O(�). Один раз интегрируя по частям, получаем
оценку

〈φ, φ〉 = 1

2π

∫ 2π

0

ω

p(x)
exp

(
2i

�

∫ x

x0

p(x)dx

)
dx = O(�).

Лемма полностью доказана.

Доказательство теоремы 4.3. Очевидно справедливы следующие коммутационные
соотношения:

[eix, πk] = eix(πk − πk−1),

[eix, σ̂] = −eixπ0 + eix(π0 − π−1)/2 = −eix(π0 + π−1)/2.

Поскольку потенциал V (x) является периодической функцией, то можно считать,
что V (x) = v(eix). Используя известную формулу для коммутатора, получаем

[Ĥ, σ̂] = [V (x), σ̂] = [v(eix), σ̂] = −
3

eix · (π0

2

+ π−1)/2 · δv(
1

eix,
4

eix),

где δv(z1, z2) — разностная производная v(z):

δv(z1, z2) =
v(z1)− v(z2)

z1 − z2
,

а верхние номера определяют порядок действия операторов.
Поскольку

〈πkψ, ϕ〉 = 1

(2π)2

∫ 2π

0

dx1

∫ 2π

0

dx2 e−ikx1eikx2ψ(x1)ϕ(x2),

Рис. 13

01. NANO-21-Viborniy_Т  10.04.2015  9:50  Page 72



Координатное и импульсное туннелирование в одномерных квантовых системах с дискретным спектром 73

получаем, что

〈[Ĥ, σ̂]ψ1, ψ2〉 = − 1

2(2π)2

∫ 2π

0

dx1

∫ 2π

0

dx2

eix2(1 + eix1e−ix2)δv(eix1 , eix2)ψ1(x1)ψ2(x2).

Используя тригонометрическую формулу

ctg

(
x2 − x1

2

)
= i

eix2 + eix1

eix2 − eix1
,

и то, что

δv(eix1 , eix2) =
V (x1)− V (x2)

eix1 − eix2
,

получаем

〈[Ĥ, σ̂]ψ1, ψ2〉 = i

2

1

(2π)2

∫ 2π

0

dx1

∫ 2π

0

dx2

(V (x2)− V (x1)) ctg

(
x2 − x1

2

)
ψ1(x1)ψ2(x2).

Учитывая формулу (68), остается показать, что

〈σ̂ψ1, ψ2〉 = i/2 +O(�).

Докажем, что данная оценка следует непосредственно из (81). Учитывая форму-
лу (81), получаем:

ψ1 =
1√
2

(
φ(x) + φ(x)

)
+O(�),

ψ2 =
1

i
√
2

(
φ(x)− φ(x)

)
+O(�).

Тогда из утверждения леммы 4.1 следует, что

〈σ̂ψ1, ψ2〉 = i

2
〈φ, φ− φ〉+O(�) = i/2 +O(�).

Что и требовалось доказать.

Очевидно, что ВКБ асимптотики вида (81) не являются достаточно точными
для вычисления интеграла в формуле (82), но они дают представление о характере
подынтегрального выражения. Интеграл в (82) — это интеграл от быстро осцилли-
рующей функции без стационарных точек. Следовательно, если потенциал V (x) —
гладкий, то расщепление будет стремится к нулю быстрее любой степени �.

Если потенциал V (x) — аналитический, то асимптотику интеграла (82) можно
найти, используя метод перевала [100]. Стационарные точки определяются из равен-
ства

p(x1) = p(x2) = 0,

то есть совпадают с комплексными точками поворота уравнения (76). Следовательно,
основной вклад в величину расщепления дают комплексные точки поворота, что
согласуется с общей теорией надбарьерного отражения [34,101–103].
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Теорема 4.4. Пусть выполнены условия теоремы 4.3. Тогда, переходя в форму-
ле (82) из x в p-представление, получаем

Δ = 2(1 +O(�)) Im
∞∑
n=1

Ṽ (n)×
n∑

k=1

(
ψ̃1(n− k + 1)ψ̃2(k − 1) + ψ̃1(n− k)ψ̃2(k)

)
, (85)

где f̃(k) — k-ый коэффициент разложения функции f(x) в ряд Фурье:

f̃(k) =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−ikxdx.

Доказательство. Так как потенциал V (x) — действительная функция, получаем,
что

Ṽ (−n) = Ṽ (n).

Следовательно,

V (x2)− V (x1) =
+∞∑
n=1

Ṽ (n)
(
einx2 − einx1

)
+

+∞∑
n=1

Ṽ (n)
(
e−inx2 − e−inx1

)
.

Учитывая тригонометрическую формулу

ctg

(
x2 − x1

2

)
= i

eix2 + eix1

eix2 − eix1
,

и элементарные формулы

einx2 − einx1

eix2 − eix1
=

n∑
k=1

ei(n−k)x1 ei(k−1)x2 ,

e−inx2 − e−inx1

eix2 − eix1
= −

n∑
k=1

e−i(n−k+1)x1 e−ikx2 ,

получаем, что

(V (x2)− V (x1)) ctg

(
x2 − x1

2

)
= i

∞∑
n=1

(
R(n)−R(n)

)
,

где

R(n) = Ṽ (n)
n∑

k=1

(
ei(n−k+1)x1 ei(k−1)x2 + ei(n−k)x1 eikx2

)
.

Подставляя полученное выражение в формулу (82) и интегрируя по x1 и x2, получаем
искомую формулу (85).

Из формулы (85) следует, что если потенциал V (x) является тригонометрическим
многочленом, или если коэффициенты Ṽ (n) убывают достаточно быстро, то основной
вклад в величину расщепления дают слагаемые с конечными n и, соответственно, с
импульсами p = n�, близкими к нулю. Заметим, что импульс p = 0 является центром
классически запрещенной зоны в p-представлении.
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4.5 Квантовый маятник

В качестве примера применения теоремы 4.3 рассмотрим квантовый маятник.
Гамильтониан квантового маятника имеет вид

Ĥ = −�
2

2

d2

dx2
+ γ cos(x).

Квантовый маятник является одной из базовых моделей квантовой механики [56,87,
88], а стационарное уравнение Шредингера (76) в этом случае эквивалентно урав-
нению Матье. В данном разделе показано, как из общей формулы для расщепления
(теорема 4.3) можно получить квазиклассическую формулу Дыхне-Симоняна (фор-
мула (95)).

Рассмотрим пару близких собственных значений E1,2. Пусть соответствующие
собственные функции ψ1,2 выбраны как в теореме 4.3, то есть ψ1,2 — действительны,
ψ1(x) — четная функция, а ψ2(x) — нечетная. Тогда, подставляя потенциал V (x) =
γ cos(x) в формулу (85), получаем

Δ = γ Im
(
ψ̃1(1)ψ̃2(0) + ψ̃1(0)ψ̃2(1)

)
[1 +O(�)] , (86)

где

ψ̃j(n) =
1

2π

∫ 2π

0

ψj(x)e
−inxdx, j = 1, 2. (87)

Формула для расщепления, аналогичная формуле (86), применялась в работе [89]
при дополнительном предположении о малости потенциала по сравнению с полной
энергией, то есть при γ ∼ �.

Стационарное уравнение Шредингера (76) в p-представлении принимает вид

p2

2
ψ̃(n) +

γ

2

(
ψ̃(n+ 1) + ψ̃(n− 1)

)
= Eψ̃(n), (88)

где p = n�. Уравнение (88) является рекуррентным уравнением второго порядка с
медленно меняющимися коэффициентами. Используя дискретный метод ВКБ [96,
97] или операторные методы [65], можно построить формальные асимптотические
решения этого уравнения вида:

1√
V ′(x(p))

exp

(
i

�

∫ p

p0

x(p)dp

)
.

Учитывая явный вид потенциала, получаем

u±(n) =

((
E

γ
− (n�)2

2γ

)2

− 1

)−1/4

×

exp

(
±1

�

∫ n�

0

arcch

(
E

γ
− p2

2γ

)
dp

)
[1 +O(�)], (89)

где u+(n) = u−(−n) и arcch(z) = ln(z+
√
z2 − 1) > 0 при z > 1. В работах [97,104] дано

строгое обоснование подобных асимптотик. Асимптотики (89) справедливы в области

01. NANO-21-Viborniy_Т  10.04.2015  9:50  Page 75



76 Е.В. Выборный 

классически запрещенных значений импульса между двумя точками поворота, то
есть для n таких, что

|n�| ≤ p0 − ε,

где ε > 0 — некоторое фиксированное число, а p0 и −p0 — точки поворота:

p0 =
√

2(E − γ).

Решения u±(n) являются линейно независимыми и образуют фундаментальную
систему решений уравнения (88) для заданной энергии E > γ. Разложим состояния
ψ̃1,2 по этой системе.

Предложение. Состояния ψ1,2 в p-представлении имеют вид

ψ̃1(n) = C1 (u+(n) + u−(n)) ,

ψ̃2(n) = iC2 (u+(n)− u−(n)) ,
(90)

где Ci — действительные нормировочные константы:

C1 =

√
ω�

4πγ
exp

(
−1

�

∫ p0

0

arcch

(
E

γ
− p2

2γ

)
dp

)
[1 +O(�)] ,

C2 = −
√

ω�

4πγ
exp

(
−1

�

∫ p0

0

arcch

(
E

γ
− p2

2γ

)
dp

)
[1 +O(�)] .

(91)

Замечание. Фундаментальная система решений u±(n) зависит от энергии E, сле-
довательно, энергия E равна Ej в точном разложении (90) для ψ̃j(n). В асимпто-
тических формулах (89) и (91) можно положить E = (E1 + E2)/2.

Доказательство. Поскольку ψ1,2 выбраны действительными, ψ1 — четная функция,
а ψ2 — нечетная, то их коэффициенты Фурье удовлетворяют следующим соотноше-
ниям:

ψ̃1(n) = ψ̃1(−n) = ψ̃1(n),

ψ̃2(n) = −ψ̃2(−n) = −ψ̃2(n).

Следовательно, справедливо разложение (90).
Для определения нормировочных констант Ci существует несколько методов. На-

пример, можно построить глобальные асимптотики в p-представлении, используя
правила перехода через простую точку поворота, предложенные в [96]. С другой
стороны, нормировочные константы можно найти, переходя из x в p-представление,
избежав таким образом необходимости рассматривать асимптотику состояний вбли-
зи точек поворота. Состояния ψ1,2 в x-представлении нормированы и имеют вид:

ψ1(x) =
1√
2
(ϕ1(x) + ϕ2(x)) ,

ψ2(x) =
1

i
√
2
(ϕ1(x)− ϕ2(x)) .
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Переходя в p-представление, получаем:

ψ̃1(n) =
1

2π

∫ 2π

0

1√
2
(ϕ1(x) + ϕ2(x)) e

−inxdx,

ψ̃2(n) =
1

2π

∫ 2π

0

1

i
√
2
(ϕ1(x)− ϕ2(x)) e

−inxdx.

(92)

Построим асимптотику интегралов (92), используя формулы (78) для ϕ1,2(x). Подын-
тегральное выражение в (92) быстро осциллирует, а стационарные точки фазы стано-
вятся комплексными, если импульс p = n� отвечает классически запрещенной зоне.
Применяя метод перевала [100], получаем

ψ̃1(n) =

√
ω�

4πγ

((
E

γ
− (n�)2

2γ

)2

− 1

)−1/4

×

exp

(
−1

�

∫ p0

n�

arcch

(
E

γ
− p2

2γ

)
dp

)
[1 +O(�)]. (93)

Поскольку комплексный контур интегрирования, возникающий в методе перевала,
должен лежать в области применимости асимптотик (78), асимптотика (93) справед-
лива для n таких, что

ε < �n <
√

2(E − γ)− ε.

Согласуя асимптотические формулы (90) и (93), получаем выражение для C1. Фор-
мулу для C2 можно получить аналогично.

Подставляя асимптотику состояний ψ̃1,2 в (86), получаем итоговую формулу для
величины туннельного расщепления энергий квантового маятника:

Δ = −ω�

π
exp

(
−1

�

∫ p0

−p0

arcch

(
E

γ
− p2

2γ

)
dp

)
[1 +O(�)]. (94)

Знак минус в формуле (94) показывает, что четное состояние ψ1(x) обладает большей
энергией, чем нечетное ψ2(x), что согласуется с общей теорией уравнения Хилла с
четным потенциалом.

Интеграл в показателе экспоненты в (94) можно переписать иначе. Например,
если от xdp перейти к pdx, получим

Δ = −ω�

π
exp

(
−1

�

∫ arcch(E/γ)

−arcch(E/γ)

√
2(E − γch(x))dx

)
[1 +O(�)], (95)

где
√

2(E − γch(x)) — туннельный импульс, то есть классический импульс p(x) =√
2(E − V (x)) при чисто мнимых значениях координаты x. Таким образом, инте-

грал в (94) берется по инстантону, где инстантон лежит на комплексифицированном
лагранжевом многообразии p2/2+V (x) = E и соединяет две классические траектории
движения. Точки ±p0 — это конец и начало инстантона, они лежат на классических
траекториях движения с положительным и отрицательным импульсом соответствен-
но (см. [12]).
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We consider the problem of constructing semiclassical asymptotic expansions of discrete spectrum and the corre-
sponding stationary states of one-dimensional Schrödinger operator in the case of resonance tunneling. We consider
two basic models: tunneling in an asymmetric double-well potential on a line and momentum tunneling of a particle
in a potential field on a circle. For an asymmetric double-well potential we obtain the criterion of resonance tunnel-
ing, i. e. the necessary and sufficient conditions of stationary states bilocalization. We obtain explicit asymptotic for-
mulas for the tunneling energy splitting in the case of high energy levels and for energies close to the minima of the
potential. In the general case of dynamic tunneling we proposed a general method to find the asymptotic estimates for
the tunneling energy splitting. In the case of the particle on a circle our method yields an asymptotic formula for the
tunneling splitting, which is applicable in the case of analytical potential as well as in the case of finite smoothness.
As an example, we consider the problem of momentum tunneling of the quantum pendulum.
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