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Экологическая безопасность водоемов требует детального знания возможных последствий экологических катастроф, 
возникающих при авариях судов, прорывов трубопроводов, случайных сбросов загрязняющих веществ в реки, озера и во-
дохранилища. С этой целью необходим расчет волновых полей, генерируемых на поверхности и внутри водоема, покры-
того слоем загрязняющего вещества (разливы мазута, нефти, керосина, машинного масла и т.п. жидких фракций). В 
работе изучаются внутренние волны, возникающие на границе раздела слоев загрязняющей жидкости и воды. Выво-
дится модельное уравнение (обобщенное уравнение Картевега-де Вриза) для описания таких волн в длинноволновом 
приближении, содержащее члены высшего порядка малости по нелинейности и дисперсии. Проанализирована струк-
тура этих членов в зависимости от параметров стратификации (разности плотностей слоев, различном соотноше-
нии толщин слоев, величины поверхностного натяжения). Показано, что при определенном соотношении между эти-
ми параметрами ряд коэффициентов основного уравнения обращается в ноль, при этом уравнение существенно упро-
щается, хотя по-прежнему остается нелинейным и дисперсионным. Структура решений данного уравнения еще не из-
вестна, однако уже сейчас можно сказать, что здесь можно ожидать весьма интересные структуры в виде солитонов 
с осциллирующими асимптотиками.
Ключевые слова: внутренние волны; двухслойная жидкость; обобщенное уравнение Кортевега-де Вриза; стратификация; 
дисперсия; нелинейность.
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INTERNAL WAVES ON THE BOUNDARY 
OF TWO-LAYER FLUIDS. SPECIAL CASES

Environmental safety of reservoirs requires detailed knowledge of the possible consequences of environmental disasters that occur 
in accidents ships breakthroughs pipelines, accidental discharges of pollutants into rivers, lakes and reservoirs. For this purpose 
necessary to calculate the wave fi elds generated at the surface and inside of the reservoir covered with a layer of pollutant (oil spills, 
oil, kerosene, lubricating oil and etc. liquid fractions). In this paper the internal waves generated at the interface between the layers 
of polluting liquids and water are studied. The model equation (generalized Korteweg-de Vries equation) for a description of such 
waves in the long-wave approximation, containing terms of higher order in the nonlinearity and dispersion is deduced. Structure of 
these members depending on the stratifi cation parameters (density difference layers, different ratios of layer thicknesses of the sur-
face tension) is analyzed. It is shown that at a certain ratio between тхесе parametrs several coeffi cients of the equation vanishes, 
and the equation is simplifi ed, though still nonlinear and dispersive. The structure of solutions of this equation is not yet known, 
but we can already say that one can expect a very interesting structure in the form of solitons with oscillating asymptotic behavior.
Keywords: internal waves; two-layer fl uid; generalized Korteweg-de Vries equation; stratifi cation; dispersion; nonlinearity.

Введение

Несмотря на принимаемые меры по обеспече-
нию безопасности движения речных судов и нефте-
наливных танкеров, а также по охране трубопрово-
дов, время от времени все же происходят катастро-
фы, приводящие к человеческим жертвам и загрязне-
ниям бассейнов рек, озер и водохранилищ. Недавнее 
крушение теплохода «Булгария» 10 июля 2011 г. на 
Куйбышевском водохранилище показало, что подоб-
ного рода катастрофы могут происходить и в наши 
дни на достаточно оживленных трассах даже в днев-
ное время суток. В результате этой аварии погибло 
122 человека и произошел разлив части дизельного 
топлива. В условиях штормовой погоды на поверх-
ности водохранилища образуется либо слой, либо 
пленка загрязняющего вещества, обладающая опре-
деленными упругими свойствами. При этом на гра-
нице раздела слоев (например, дизельное топливо–
вода) могут существовать внутренние волны.

Одной из задач экологического мониторинга во-
доемов является прогноз скорости перемешивания 
загрязняющих веществ с водой, для чего необходи-
мо знать коэффициенты диффузионного переноса. 
Эти коэффициенты в свою очередь зависят от ин-
тенсивности волновых процессов, происходящих в 
среде. Далее мы выводим модельное уравнение для 

описания внутренних волн в двухслойной жидкости 
и анализируем его свойства.

Вывод обобщенного уравнения 
Кортевега-де Вриза для двухслойной жидкости

Рассмотрим распространение внутренней волны 
на границе раздела слоев в двухслойной жидкости 
(рис. 1), ограниченной ровным плоским дном и по-
верхностью, на которую наложено условие твердой 
крышки. Это условие позволяет отфильтровать по-
верхностные волны и выделить интересующие нас 
внутренние волны в «чистом виде». Толщину ниж-
него слоя обозначим через h1, а верхнего – через h2. 
Плотность жидкости в нижнем слое считаем равной 
1, а в верхнем – 2≤1. Обозначим отклонение гра-
ницы раздела слоев от горизонтального положения 
через (x, t), потенциалы возмущенных скоростей 
нижней и верхней жидкостей – через 1 и 2. Для 
каждого слоя справедливы уравнения Лапласа для 
потенциалов

  при , (1)
 

  при  (2)

с граничными условиями
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 (3)

 

 (4)

Здесь  – вектор-градиент в вертикаль-

ной плоскости;  – коэффициент поверхностного на-
тяжения на поверхности раздела двух жидкостей 
z = h1+.

Для перехода к асимптотической процедуре вы-
вода основного уравнения необходимо определить 
малые параметры системы, исходя из геометрии за-
дачи и масштаба исследуемых явлений. В работе 
рассматриваются длинные волны, т.е. горизонталь-
ный масштаб процессов L значительно превосходит 
вертикальный, в то же время характерная амплиту-
да A распространяющихся возмущений предполага-
ется малой по сравнению с полной глубиной жидко-
сти H=h1+h2. Тогда малые параметры нелинейности 
и дисперсии, исходя из условия задачи, вводятся сле-
дующим образом: 

 = A/H,  = H2/L2.
В предположении стандартного масштабирова-

ния малых параметров (~) исходные уравнения 
(1), (2) и (4) преобразуются к виду

  
при , (5)

  при , (6)

  

(7)

Граничные условия (4) и (7) заданы на границе 
раздела слоев z = h1+(x, t), которая является неиз-
вестной функцией и подлежит определению. В пред-
положении малости амплитуд распространяющих-
ся возмущений эти граничные условия могут быть 
сведены к более простому виду путем разложения 
всех неизвестных функций, в них входящих, в ряды 
Тейлора по малым отклонениям от горизонтально-
го уровня

  (8)

Следующий этап асимптотической процедуры – 
разложение неизвестных функций в ряды по мало-
му параметру

  2
1 2 3 ... ,           (9)

  (10)

Далее осуществляем переход к «медленному» 
времени и «медленной» координате. Обозначим че-
рез с фазовую скорость длинных линейных волн (ко-
торую еще предстоит определить) и введем медлен-
ные переменные

     (11)

Тогда соответствующие производные будут иметь 
вид 

   

Подставляя ряды (8)…(10) в систему уравнений 
(3), (5)…(7) и, используя переменные (11), решаем 
рекурсивно полученные уравнения в каждом поряд-
ке по параметру . В первом порядке О() находим 
квадрат фазовой скорости линейных волн с2

2 (1 )
1

c r r s
gH rs





,

Рис. 1. Схематическое изображение двухслойной жидкости

h2

h1

2

1

x, t)
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где s=(ρ1–ρ2)/ρ1 – относительная величина скачка 
плотности между слоями; r=h1/(h1+h2)=h1/H – отно-
сительная толщина нижнего слоя. Как следует из 
определения этих параметров, они всегда меньше 
единицы.

Разложение во втором порядке, О(2), приводит к 
уравнению для 1

  (12)

где коэффициенты  и  определяются равенствами

В третьем порядке, О(3), находим уравнение 
для 2

  

(13)

где 

Комбинируя уравнения (12) и (13) и возвраща-
ясь к исходным переменным, получаем обобщенное 
уравнение Кортевега-де Вриза (КдВ) для поверхно-
сти раздела слоев (x, t) с точностью до членов по-
рядка О(2)

  (14)

Далее представлен анализ зависимости коэффи-
циентов этого уравнения от параметров и рассмо-
трены различные частные случаи, когда некоторые 
из коэффициентов обращаются в ноль.

Анализ коэффициентов уравнения (14) 
и различные частные случаи

Прежде всего, построим графики зависимостей 
коэффициентов  и  в уравнении (14) от параме-
тров. Именно эти коэффициенты в главном поряд-
ке теории возмущений определяют основное уравне-
ние теории внутренних волн – уравнение КдВ – ког-
да всеми остальными членами высшего порядка ма-
лости обычно пренебрегается [1…3]. Как видно из 

10

5

0

–5

–10
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1r

1

2

3
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Рис. 2. Коэффициент при квадратичной нелинейности в уравнении КдВ второго порядка в зависимости от относительной толщины 
нижнего слоя r при различных значениях величины скачка плотности между слоями s: кривая 1 – s=0,1; кривая 2 – s=0,5; кривая 3 – s=0,9.
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рисунка 2, нелинейный коэффициент  может ме-
нять знак при определенном соотношении глубин 
слоев, при этом критическое значение толщины 
нижнего слоя, при котором коэффициент  обраща-
ется в нуль, зависит от величины скачка плотности 
между слоями s

 
   1 1 1cr s s

s
   . (15)

Эта зависимость изображена на рисунке 3 кри-
вой 1. При малых значениях r (под кривой 1) коэф-
фициент  положителен, тогда как при r1 он ста-
новится отрицательным. Это отражается на поляр-
ности нелинейных уединенных волн, распространя-
ющихся по границе раздела слоев [2, 3]. Особый слу-
чай, когда коэффициент  обращается в нуль, под-
робно изучался в работах [4…7].

Дисперсионный коэффициент  тоже может об-
ратиться в нуль при определенном значении коэффи-
циента S0, характеризующего поверхностное натя-
жение между слоями жидкости

   
0

1 1
s, .

3c

r s
S r

 


Полагая в этой формуле r = rc, из уравнения (15), 
когда нелинейный коэффициент обращается в нуль, 
получаем, что в этом случае при зависимости

 0
2 1s

3c
s sS   



оба коэффициента обращаются в нуль одновремен-
но. Зависимость S0c от s изображена на рисунке 3 ли-
нией 2. При малых значениях S0c (под кривой 2) ко-
эффициент  положителен, а при больших значе-
ниях этого параметра коэффициент  становится 

отрицательным. Это также отражается на полярно-
сти нелинейных уединенных волн.

Уравнение КдВ с не равными нулю коэффи-
циентами  и  изучено достаточно подробно [1]. 
Хорошо исследованы также отдельные случаи, когда 
либо коэффициент , либо коэффициент  обраща-
ется в нуль по отдельности [4…11]. Однако случай 
одновременного обращения в нуль этих коэффици-
ентов до сих пор не рассматривался. Далее этот слу-
чай будет рассмотрен подробно.

Итак, в случае, когда параметры уравнения (14) 
таковы, что ==0, остальные коэффициенты при-
нимают вид
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Рис. 3. Зависимости критического значения толщины нижнего слоя жидкости (кривая 1) и критического значения параметра S0 
(кривая 2) от величины скачка плотности между слоями s
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монотонной, изменяясь в пределах от 0 до 1 при из-
менении s в тех же пределах. Зависимости осталь-
ных коэффициентов от параметра s показаны на ри-
сунках 4, 5.

При таком выборе параметров задачи уравнение 
(14) упрощается и принимает следующий вид:

  (16)

при этом все коэффициенты в уравнении зависят 
только от параметра s – относительной величины 
скачка плотности между слоями. 

В частности, при малой разности плотностей сло-
ев, например при s = 10–2, получаем (2≈1=)

  (17)
Возьмем для оценки H = 1 м, и положим g = 9,8 м/с2 

тогда из формул (17) получаем

c ≈ 0,16 м/с, 1 ≈ –1,88 м–1с–1, 1 ≈ –2104 м5/c, 
1 ≈ –6,5210–5 м2/c, 2 ≈ 1,410–4 м2/c.

При столь малых коэффициентах 1 и 2 соответ-
ствующими членами в уравнении (16) можно прене-
бречь и свести его к еще более простому

0

–10

–20

–30

–40

–50

2

1

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

0

–1

–2

–3

–4

–5

1 1

s

Рис. 4. Зависимости нелинейного α1 (кривая 1) и дисперсионного β1 (кривая 2) коэффициентов уравнения (14) от величины скачка 
плотности между слоями s для случая, когда α=β=0

Рис. 5. Зависимости нелинейно-дисперсионных коэффициентов уравнения (14) γ1 (кривая 1) и γ2 (кривая 2) от величины скачка 
плотности между слоями s для случая, когда α=β=0
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2

1 1 5 0c
t x x x

    
    

   
. (18)

Для волн бесконечно малой амплитуды отсюда 
следует дисперсионное соотношение, связывающее 
частоту и волновое число монохроматической волны

 = ck + k5.

Структура нелинейных волн и, в частности, уе-
диненных волн (солитонов) в рамках уравнений (17) 
и (18) до сих пор не рассматривалась. Этому инте-
ресному вопросу будет посвящена отдельная публи-
кация.

Заключение

Итак, в работе показано, что при наличии двух-
слойной стратификации в жидкости на грани-
це раздела слоев могут существовать внутренние 
волны. Для описания структуры и динамики таких 
волн выведено обобщенное уравнение КдВ, содер-
жащее члены высшего порядка малости по нели-
нейности и дисперсии. Проанализирована струк-
тура этих членов в зависимости от параметров 
стратификации (разности плотностей слоев, раз-
личном соотношении толщин слоев, величины по-
верхностного натяжения). Показано, что при опре-
деленном соотношении между этими параметра-
ми ряд коэффициентов основного уравнения обра-
щается в ноль, при этом уравнение существенно 
упрощается, хотя по-прежнему остается нелиней-
ным и дисперсионным. Структура решений данно-
го уравнения еще не известна; этому будет посвя-
щена отдельная работа. Однако уже сейчас можно 
сказать, что по опыту исследования аналогичных 
волновых задач здесь можно ожидать весьма инте-
ресные структуры в виде солитонов с осциллиру-
ющими асимптотиками, аналогичными наблюдав-
шимся в работах [8…12].

Представленные результаты получены в рамках 
реализации ФЦП «Научные и научно-педагогические 
кадры инновационной России» на 2009–2013 годы 
(№ 14.B37.21.0881), а также проекта Научного 
фонда НИУ ВШЭ № 12-01-0103.
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