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Рассматриваются граничные задачи и задачи сопряжения для сильно эллиптиче-
ских систем 2-го порядка с граничными условиями на компактной незамкнутой лип-
шицевой поверхности S с липшицевым краем. Основная цель — выяснение условий
однозначной разрешимости этих задач в пространствах Hs — простейших L2 -про-
странствах типа Соболева — с использованием операторов типа потенциала на S .
Обсуждаются вопросы о регулярности решений c выходом в несколько более общие
пространства бесселевых потенциалов и Бесова и о свойствах решений спектральных
задач со спектральным параметром в условиях сопряжения на S , включая асимпто-
тики собственных значений.

1. Постановки задач. Мы рассмотрим сильно эллиптическую систему 2-го
порядка для простоты на n-мерном торе T = T

n с 2π-периодическими коор-
динатами xj (j = 1, . . . , n) вне (n − 1)-мерной липшицевой поверхности S с
(n − 2)-мерным липшицевым краем ∂S (n � 2). Более точно, мы будем счи-
тать, что S — часть замкнутой липшицевой поверхности Γ, делящей тор на две
области Ω± , и что граница ∂S делит Γ на две области, S = S1 и S2 . В выбо-
ре дополнительной части S2 границы Γ имеется очевидный произвол. Система
задана на всем торе и записана в дивергентной форме:

Lu := −
∑

∂jaj,k(x)∂ku(x) +
∑

bj(x)∂ju(x) + c(x)u(x) = f(x). (1.1)

Здесь коэффициенты — это m×m-матрицы с комплексными элементами и u —
вектор-столбец высоты m; aj,k ∈ C1(T), bj ∈ C0,1(T) (липшицевы) и c ∈ L∞(T);
∂k = ∂/∂xk . Стороны границы Γ, обращенные к Ω± , обозначим через Γ± . Ана-
логично определим S± . Граничные условия будут задаваться на S± .
Через Hs мы обозначаем простейшие L2 -пространства бесселевых потенци-

алов; при s � 0 это L2 -пространства Соболева–Слободецкого. Все обозначения
и предположения, кроме наличия края у граничной поверхности, такие же, как
в [3]. Сводка сведений об используемых в настоящей статье пространствах Hs ,
Hs

p и Bs
p содержится в [3]; в обзоре [4] она повторена и немного дополнена. Мож-

но смотреть также [5]. (Все работы автора, включенные в литературу, можно
найти на его странице в Интернете http://www.agranovich.nm.ru.)
Сильная эллиптичность — это равномерная положительная определенность

действительной части главного символа — матрицы a(x, ξ) =
∑
aj,k(x)ξjξk при

вещественных ξ , |ξ| = 1. Дополнительно действительная часть скалярного
произведения (cu, u)T предполагается достаточно большой — настолько, что

∗Поддержано грантом РФФИ.
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отвечающая системе форма

ΦT(u, v) =
∫

T

[∑
aj,k(x)∂ku(x) · ∂jv(x) +

∑
bj(x)u(x) · v(x) + c(x)u(x) · v(x)

]
dx

(1.2)
коэрцитивна на пространстве H1(T) в смысле справедливости (усиленного)
неравенства Гординга C ReΦT(u, u) � ‖u‖2

H1(T) . Как следствие уравнение Lu =f
однозначно разрешимо в H1(T) при f ∈ H−1(T) в силу леммы Лакса–Мильгра-
ма о слабых решениях абстрактного уравнения Lu = f , где L — ограниченный
оператор, определяемый приведенной ниже формулой (1.4). Приведем форму-
лировку этой леммы в нужной нам форме (ср., например, [21]).
Лемма 1.1. Пусть H — гильбертово пространство и H∗ — сопряженное

к нему пространство относительно формы (f, v) , v ∈ H , f ∈ H∗ , и пусть
задано f ∈ H∗ . Предположим, что для непрерывной полуторалинейной формы
Φ(u, v) на H выполнено неравенство

C ReΦ(u, u) � ‖u‖2
H . (1.3)

Тогда существует один и только один элемент u ∈ H , такой, что

Φ(u, v) = (f, v) (1.4)

при всех v ∈ H , и оператор L−1 : f �→ u ограничен.
Далее, аналогичные форме ΦT(u, v) формы ΦΩ±(u, v) коэрцитивны на про-

странствах H̃1(Ω±), у нас в смысле справедливости неравенств C ReΦΩ±(u, u) �
‖u‖2

eH1(Ω±)
. (Через H̃s(Ω±) обозначаются подпространства в Hs(T), состоящие

из элементов с носителями в Ω± .) Этим обеспечивается однозначная разреши-
мость задач Дирихле в Ω± . Коэрцитивность форм ΦΩ± на H1(Ω±) дополни-
тельно предполагаем; известны достаточные для этого условия. Она обеспечи-
вает однозначную разрешимость задач Неймана в Ω± . В частности, можно рас-
сматривать обобщенные системы неоднородной анизотропной упругости (см.,
например, [25]) и уравнение Бельтрами–Лапласа с младшими членами.
Пусть Ω0 = T\S . Обратим внимание на то, что эта область не является лип-

шицевой. Нам нужно определить пространство H1(Ω0). Было бы неправильно
определять его как пространство сужений функций из H1(T) на Ω0 , так как
при таком определении следы функций из него на S± всегда были бы одина-
ковыми. Определим H1(Ω0) как пространство функций u из L2(Ω0), сужения
которых на Ω± принадлежат H1 , со следами γ±u = u± на Γ± (они принадле-
жат H1/2(Γ)), совпадающими на S2 ; при этом

‖u‖2
H1(Ω0)

= ‖u‖2
H1(Ω+) + ‖u‖2

H1(Ω−). (1.5)

Отсюда следует, что скачок [u] = u− − u+ на S принадлежит H̃1/2(S). (Через
H̃s(S) обозначается подпространство элементов в Hs(Γ) с носителями в S .)
Замечание. Это определение пространства H1(Ω0) равносильно следующе-

му стандартному определению. Это пространство состоит из таких принадлежа-
щих L2 в области Ω0 функций u, что все их первые производные ∂ju в смысле
обобщенных функций в этой области тоже принадлежат L2 ; при этом

‖u‖2
H1(Ω0)

= ‖u‖2
L2(Ω0)

+
∑

‖∂ju‖2
L2(Ω0)

. (1.6)
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Равносильность следует из формулы Нечаса интегрирования по частям для
функций из H1 в липшицевой области [24, c. 121]: если написать ее в Ω± для
функции u, принадлежащей H1(Ω0) в смысле первого определения, и основной
функции из C∞

0 (Ω0), то после сложения этих формул члены на S2 сокращаются.
Следовательно, пространство H1(Ω0) не зависит от выбора поверхности S2 .
Поскольку система Lu = f на торе предположена однозначно разрешимой,

будем считать, что f = 0 в Ω0 .
Решения граничных задач для системы Lu = 0 ищутся в H1(Ω0) (до п. 6 мы

будем рассматривать только простейшие пространства). Это означает, в част-
ности, что если ϕ — любая функция из C∞

0 (Ω0), то (u, L̃ϕ)Ω0 = 0. Здесь L̃ —
оператор, формально сопряженный к L.
Мы рассмотрим следующие задачи.
1◦ . Задача Дирихле для системы Lu = 0 в Ω0 с условиями Дирихле на S± :

u± = g± на S±, (1.7)

где g± ∈ H1/2(S) и [g] = g− − g+ ∈ H̃1/2(S).
2◦ . Задача Неймана для той же системы в Ω с условиями Неймана

T±u = h± на S±, (1.8)

где T±u — конормальная производная, h± ∈ H−1/2(S) и [h] ∈ H̃−1/2(S).
Поясним последнюю постановку. Напомним, что конормальная производная

T±u функции u из H1(Ω±) в общем случае определяется по u и Lu = f фор-
мулой Грина

(f, v)Ω± = ΦΩ±(u, v) ∓ (T±u, v±)Γ. (1.9)

См. [21, c. 117]. Здесь v — любая пробная функция из H1(Ω±) и f ∈ H̃−1(Ω±),
в формах слева и справа используется соответствующая двойственность. Ко-
нормальная производная оказывается принадлежащей H−1/2(Γ). Значит, она
принадлежит H−1/2(S) и то же верно для скачка [Tu] = T−u − T+u. Однако
справедливо следующее
Предложение 1.2. Пусть u — решение системы (1.1) в Ω0 , принадлежа-

щее H1(Ω0) . Тогда [Tu] ∈ H̃−1/2(S) , т.е. supp[Tu] ⊂ S .
Доказательство. Если f = Lu ∈ L2(Ω±), то u можно рассматривать как

элемент пространства E(Ω±) с нормой

‖u‖E(Ω±) = (‖u‖2
H1(Ω±) + ‖Lu‖2

L2(Ω±))
1/2. (1.10)

В этом пространстве плотно пространство C∞(Ω±) сужений на Ω± функций
из C∞(T). (В [18, c. 59] это по существу проверено для лапласиана, но дока-
зательство сохраняется в общем случае.) На гладких функциях конормальная
производная вычисляется по формуле

T±u =
∑

νj(x)aj,k(x)γ±∂ku(x), (1.11)

где νj(x) — координаты единичной нормали к Γ (она есть почти во всех точках
x ∈ Γ), которую считаем направленной в Ω− ; γ±w = w± — оператор перехода
к следу. При аппроксимации в E(Ω±) гладкими функциями имеет место сходи-
мость конормальных производных в H−1/2(Γ). (Cр. [22], где рассмотрены более
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общие f .) В частности, у нас f = 0 и конормальные производные аппроксими-
рующих функций одинаковы с двух сторон вблизи любой точки на S2 . Значит,
носитель скачка [Tu] лежит на S .
В акустике и электродинамике поверхность с краем — модель незамкнутого

экрана, в теории упругости — модель трещины. В этих случаях подобные задачи
рассматривали Стефан и Костабель–Стефан (см., в частности, [28]–[30], [12]).
У них задачи упругости рассмотрены для системы Ламе (изотропная среда).
Кроме того, g± первоначально считались совпадающими и h± — тоже. Обобще-
ния на анизотропные среды в трехмерных областях получены, в частности, в ра-
ботах Дудучавы–Натрошвили–Шаргородского [15] и Дудучавы–Вендланда [16].
См. также [19] и литературу в этих работах. Во всех этих работах поверхность
S и ее край предполагались достаточно гладкими и применялся метод Винера–
Хопфа с использованием псевдодифференциальных операторов в форме, пред-
ложенной Эскиным в [17]. Это позволило не только изучить регулярность реше-
ния, но и исследовать его асимптотическое поведение при приближении к краю
поверхности S . В этих работах просматривается возможность обобщений более
простых результатов об однозначной разрешимости (или фредгольмовости) на
произвольные сильно эллиптические системы 2-го порядка в липшицевых обла-
стях без предположений о гладкости, без псевдодифференциальных операторов
и без метода Винера–Хопфа. Именно эта возможность реализуется в настоящей
работе. Используется тот же путь сведе́ния задач к эквивалентным уравнени-
ям на S . Автор затрагивал эти вопросы в [6], но там общность недостаточна.
Конечно, без метода Винера–Хопфа до асимптотики решений вряд ли можно
добраться, но небольшое продвижение в вопросе о регулярности решений мы все
же получим, и оно полезно при нахождении асимптотики собственных значений
спектральных задач, постановка которых указана ниже (задачи 5◦ , 6◦).
Мы рассмотрим также следующие задачи для системы Lu = 0 в Ω0 .
3◦ . Задача с условиями

[u] = g, [Tu] = h на S. (1.12)

Здесь g ∈ H̃1/2(S), h ∈ H̃−1/2(S).
4◦ . Смешанная задача с условиями

u+ = g на S+, T−u = h на S−. (1.13)

Здесь снова g ∈ H1/2(S), h ∈ H−1/2(S). При рассмотрении этой задачи мы сле-
дуем работе Дудучавы–Натрошвили [14], в которой рассмотрена система ани-
зотропной упругости, но снова обходимся без предположений гладкости и без
метода Винера–Хопфа. Здесь мы предполагаем систему (1.1) формально само-
сопряженной. Ср. [21, с. 231–234], где рассмотрены общие смешанные задачи в
липшицевой области с замкнутой границей и получены эквивалентные уравне-
ния на ней в случае формально самосопряженной системы.
Литература по смешанным задачам чрезвычайно обширна, задача 4◦ явля-

ется нестандартным вариантом этих задач. В [5] автор рассмотрел общие (стан-
дартные) смешанные задачи для сильно эллиптических систем 2-го порядка в
липшицевой области c замкнутой границей и получил эквивалентные уравне-
ния на ней без предположения о формальной самосопряженности. Там можно
проследить некоторые параллели с настоящей работой.
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5◦ . Первая спектральная задача

[u] = 0, u± = −λ[Tu] на S. (1.14)

6◦ . Вторая спектральная задача

[Tu] = 0, [u] = −λT± на S. (1.15)

Подобные спектральные задачи в случае замкнутой липшицевой границы
рассмотрены в [3], [4]. Их первоначальная постановка в случае уравнения Гельм-
гольца принадлежит московскому физику Б. З. Каценеленбауму и его сотруд-
никам Н. Н. Войтовичу и А. Н. Сивову, см. [31] или [8].
2. Операторы типа потенциала и задача 3◦. Оператор L−1 , обратный к

оператору L на торе, является интегральным оператором, это так называемый
ньютонов потенциал. Его ядро E (x, y) — фундаментальное решение для L. На-
помним, что потенциалы простого и двойного слоя определяются на заданных
на Γ функциях (с небольшим запасом регулярности) формулами

A ψ(x) =
∫

Γ

E (x, y)ψ(y) dSy , (2.1)

Bϕ(x) =
∫

Γ

(T̃+
y E ∗(x, y))∗ϕ(y) dSy. (2.2)

Здесь T̃+( · ) — конормальная производная для формально сопряженного к L
оператора L̃ (cм. [21]). Исследование этих операторов элементарными средства-
ми проведено в [21]; см. также [3]. Нам понадобится ряд проверенных там утвер-
ждений об этих операторах. В частности, их можно найти в [3]. Перечислим их.
1. Оператор A продолжается до оператора, действующего ограниченным об-

разом из H−1/2(Γ) в H1(T) и, значит, в H1(Ω±). Функция A ψ при ψ ∈ H−1/2(Γ)
является решением системы Lu = 0 в Ω± . След Aψ = γ±A ψ этой функции на
Γ — ограниченный оператор из H−1/2(Γ) в H1/2(Γ). При предположении о ко-
эрцитивности форм ΦΩ± на H̃1(Ω±) оператор A обратим.
2. ОператорB действует ограниченным образом из H1/2(Γ) в H1(Ω±). Функ-

ция Bϕ при ϕ ∈ H1/2(Γ) является решением системы Lu = 0 в Ω± .
3. Положим, как в [21],

B = 1
2 (γ+B + γ−B) и B̂ = 1

2 (T+A + T−A ). (2.3)

Первый из этих операторов — это прямое значение потенциала двойного слоя,
он ограничен в H1/2(Γ). Второй ограничен в H−1/2(Γ) и равен B̃∗ : является
сопряженным к прямому значению потенциала двойного слоя для L̃ относи-
тельно продолжения стандартного скалярного произведения в L2(Γ) на прямое
произведение H1/2(Γ)×H−1/2(Γ). При нашем предположении о коэрцитивности
форм ΦΩ± на H1(Ω±) операторы 1

2I ±B и 1
2I ± B̂ обратимы.

4. Справедливы соотношения

T±A = ±1
2I + B̂, γ±B = ∓1

2I +B, T+B = T−B. (2.4)

Оператор H = −T±B — это так называемый гиперсингулярный оператор, он
действует ограниченным образом из H1/2(Γ) в H−1/2(Γ). При нашем предполо-
жении о коэрцитивности форм ΦΩ± на H1(Ω±) оператор H обратим. Оператор
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H−1 связан с A соотношениями

H−1 = (1
4I − B2)−1A = A(1

4I − B̂2)−1. (2.5)

5. Формула
u = Bϕ− A ψ, где ϕ = [u], ψ = [Tu], (2.6)

дает представление решения системы Lu = 0 в Ω± через скачки на Γ. Здесь
u ∈ H1(Ω±), ϕ ∈ H1/2(Γ), ψ ∈ H−1/2(Γ).
Этот перечень мы будем дополнять по мере надобности.
Теперь перейдем к случаю поверхности S с краем. В этом случае формулу

(2.6) можно записать со скачками на S :

u = B[u]S − A [Tu]S . (2.7)

Эта функция — решение системы Lu = 0 вне S , принадлежащее H1(Ω0), так
как оно принадлежит H1(Ω±) и u+ = u− на S2 . Как нетрудно видеть, получа-
ется
Предложение 2.1. Задача 3◦ однозначно разрешима, и формула (2.7) вы-

ражает ее решение.

3. Задачи Дирихле и Неймана. Введем операторы

ASψ = (Aψ)|S , BSϕ = (Bϕ)|S (ψ ∈ H̃−1/2(S), ϕ ∈ H̃1/2(S)). (3.1)

Очевидно, что AS — ограниченный оператор из H̃−1/2(S) в H1/2(S), а BS —
ограниченный оператор из H̃1/2(S) в H1/2(S).
Рассмотрим задачу Дирихле. Переходя в (2.7) с двух сторон на S , складывая

получающиеся соотношения и деля на 2, получаем

g = BSϕ−ASψ, где g = 1
2 (g+ + g−), ϕ = g− − g+. (3.2)

Это уравнение относительно ψ, аналогичное использованным в работах [28]–
[30], [12], [15], [16].
Предложение 3.1. Для оператора AS справедливо неравенство типа Гор-

динга
‖ψ‖2

eH−1/2(S)
� C1 Re(ASψ, ψ)S, ψ ∈ H̃−1/2(S), (3.3)

и, следовательно, этот оператор обратим в силу леммы Лакса–Мильграма.
Поясним, что справа используется двойственность пространств H1/2(S) и

H̃−1/2(S) относительно продолжения стандартного скалярного произведения в
L2(S) на прямое произведение этих пространств. Неравенство (3.3) вытекает из
аналогичного неравенства для оператора A:

‖ψ‖2
H−1/2(Γ) � C1 Re(Aψ,ψ)Γ, ψ ∈ H−1/2(Γ), (3.4)

последнее влечет обратимость этого оператора в силу той же леммы. В [3] вы-
вод этого неравенства опущен, проверено аналогичное неравенство для операто-
ров N± (Neumann-to-Dirichlet). Для полноты изложения проверим неравенство
(3.4).
Для u = A ψ из формул Грина (1.9) в Ω± в силу соотношения ψ = −[TA ψ]

(cм. первое равенство в (2.4)) получается формула

ΦΩ+(u, u) + ΦΩ−(u, u) = (ψ,Aψ)Γ.
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Из (усиленных) неравенств Гординга в Ω± получаем

‖u‖2
H1(Ω+) + ‖u‖2

H1(Ω−) � C2 Re(ψ,Aψ)Γ = C2 Re(Aψ,ψ)Γ.

Так как задачи Неймана у нас предположены однозначно разрешимыми, а апри-
орные оценки для их решений в случае однородной системы являются двусто-
ронними, то

‖T±u‖H−1/2(Γ) � C3‖u‖H1(Ω±).

Значит,
‖ψ‖2

H−1/2(Γ) = ‖[TA ψ]‖2
H−1/2(Γ) � C1 Re(Aψ,ψ)Γ.

Неравенство (3.4) проверено.
Теорема 3.2. Задача Дирихле в постановке 1◦ имеет одно и только одно

решение, принадлежащее H1(Ω0) .
Действительно, скачок [Tu]S определяется по данным Дирихле из уравне-

ния (3.2), после чего решение строится по формуле (2.7). При нулевых данных
Дирихле это решение — нулевое.
Перейдем к задаче Неймана. Здесь картина аналогична. Введем оператор

HSϕ = (Hϕ)|S (ϕ ∈ H̃1/2(S)). (3.5)

Это ограниченный оператор из H̃1/2(S) в H−1/2(S). Вычислив конормальные
производные от обеих частей формулы (2.7) с двух сторон на S , сложив и раз-
делив на 2, получим уравнение относительно ϕ

h = −HSϕ− B̂Sψ, где h = 1
2 (h+ + h−), ψ = h− − h+, (3.6)

оно аналогично использованным в тех же работах [28]–[30], [12], [15], [16].
Предложение 3.3. Для оператора HS справедливо неравенство типа Гор-

динга
‖ϕ‖2

eH1/2(S)
� C4 Re(HSϕ, ϕ)S , ϕ ∈ H̃1/2(S), (3.7)

так что этот оператор обратим в силу леммы Лакса–Мильграма.
Здесь справа используется двойственность пространств H−1/2(S) и H̃1/2(S).

Неравенство (3.7) вытекает из аналогичного неравенства для оператора H :

‖ϕ‖2
H1/2(Γ) � C4 Re(Hϕ,ϕ)Γ, ϕ ∈ H1/2(Γ). (3.8)

Для доказательства последнего неравенства полагаем u = Bϕ и выводим из
формул Грина соотношение

ΦΩ+(u, u) + ΦΩ−(u, u) = (Hϕ,ϕ)Γ.

Далее действуем, как в предыдущем случае, пользуясь тем, что оценки для
решений задач Дирихле являются двусторонними.
В неравенствах (3.4), (3.3), (3.8), (3.7) проявляется хорошо известная идея о

«сильной эллиптичности» операторов типа потенциала на границе, отвечающих
сильно эллиптическим системам. См. указания и литературу в [20].
Теперь аналогично теореме 3.2 получается
Теорема 3.4. Задача Неймана в постановке 2◦ имеет одно и только одно

решение, принадлежащее H1(Ω0) .
Отметим, что аналогичные операторам AS и HS операторы NS и DS рас-

сматриваются в [5].
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4. Смешанная задача.Чтобы построить ее решение u, будем искать скачки

ϕ = [u]S ∈ H̃1/2(S), ψ = [Tu]S ∈ H̃−1/2(S). (4.1)

Вычисляя конормальную производную функции (2.7) на S− и граничное зна-
чение этой функции на S+ , получаем уравнения

−HSϕ− (−1
2I + B̂S)ψ = h,

(−1
2I +BS)ϕ−ASψ = g.

(4.2)

Уравнения не случайно записаны в этом порядке: мы следуем [14] и [21]. Опе-
ратор

T =
(

HS −1
2I + B̂S

1
2I −BS AS

)
(4.3)

действует ограниченным образом из пространства

H̃ = H̃1/2(S) × H̃−1/2(S) (4.4)

в пространство
H = H−1/2(S) ×H1/2(S). (4.5)

Эти два пространства двойственны относительно продолжения скалярного про-
изведения (u1, v1)S + (u2, v2)S на их прямые произведения. Для столбца U =
(ϕ, ψ)′ имеем

(T U,U ) = (HSϕ, ϕ)Γ +((−1
2I + B̂S)ψ, ϕ)Γ +((1

2I −BS)ϕ, ψ)Γ +(ASψ, ψ)Γ. (4.6)

Предположим, что L — формально самосопряженный оператор. В это предпо-
ложение мы включаем условие∑

bjνj = 0 на S, (4.7)

см. [4]. Тогда B̂ = B∗ и из (4.6) видно, что

Re(T U,U ) = (HSϕ, ϕ)Γ + (ASψ, ψ)Γ, (4.8)

остальное сокращается (знак Re справа сейчас не нужен). Воспользуемся пред-
ложениями 3.1 и 3.3. Получаем, что уравнение T U = F , где F — столбец (h, g)′ ,
однозначно разрешимо по лемме Лакса–Мильграма. Этим доказана
Теорема 4.1. При условии формальной самосопряженности оператора L

задача 4◦ однозначно разрешима.
Можно рассмотреть случай, когда только главная часть оператора L явля-

ется формально самосопряженной, но на этом не будем останавливаться.
5. Спектральные задачи. Для задач на собственные функции справедли-

во
Предложение 5.1. Задачи 5◦ и 6◦ эквивалентны соответственно уравне-

ниям
ASψ = λψ, где ψ = [Tu]S , u = −A ψ, (5.1)

и
H−1

S ϕ = λϕ, где ϕ = [u]S, u = Bϕ. (5.2)

Проверка аналогична проведенной в [3] в случае поверхности без края.
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Здесь можно пояснить, что обратимые операторы AS : H̃−1/2(S) → H1/2(S)
и HS : H̃1/2(S) → H−1/2(S) действуют из более широкого пространства в бо-
лее узкое в первом случае и наоборот во втором; промежуточным является, в
частности, пространство L2(S). Поэтому спектральные задачи имеют смысл.
Далее мы приводим спектральные результаты, аналогичные изложенным в

[4] в случае границы Γ без края, поэтому не будем останавливаться на некото-
рых подробностях.
Рассмотрим оператор AS . Наиболее благоприятным является случай фор-

мально самосопряженной системы (1.1). В этом случае (ASψ1, ψ2)S — скаляр-
ное произведение в H̃−1/2(S), относительно которого AS является самосопря-
женным оператором с положительным дискретным спектром. Из собственных
функций составляется ортонормированный базис, и он остается ортогональ-
ным базисом в H1/2(S) относительно скалярного произведения (A−1

S ϕ1, ϕ2)S .
Этот результат переносится на промежуточные пространства Hs(S) = H̃s(S),
|s| < 1/2. Для собственных значений λj оператора AS , упорядоченных в по-
рядке невозрастания с учетом кратностей, справедлива оценка λj � Cj−1/(n−1) .
Более того, получается асимптотическая формула для собственных значений: в
п. 7 мы укажем путь к ее получению.
Если лишь главная часть оператора L — формально самосопряженный опе-

ратор, то AS — слабое возмущение самосопряженного оператора A0
S , который

строится по «подправленной» в младших членах системе L0u = 0. Собственные
значения содержатся в сколь угодно узком угле с биссектрисой R+ с некоторо-
го номера. Система корневых функций полна в H̃−1/2(S) и H1/2(S) и является
там базисом для метода суммирования Абеля–Лидского со скобками порядка
n − 1 + ε со сколь угодно малым ε > 0. Результат о полноте переносится на
промежуточные пространства.
Наконец, в самом общем случае спектр дискретен и сохраняется оценка s-чи-

сел sj � C1j
−1/(n−1) . Полнота и суммируемость методом Абеля–Лидского со-

храняются, если раствор угла с биссектрисой R+ , содержащего все значения
форм ΦΩ±(u, u), меньше π/(n − 1). Собственные значения лежат в этом угле.
Для доказательства в дополнительном угле выводится оптимальная оценка для
резольвенты оператора A−1

S : если (буквы ϕ и ψ раньше имели другой смысл)

(A−1
S − λI)ϕ = ψ, (5.3)

то
‖ϕ‖H1/2(S) + |λ|‖ϕ‖

eH−1/2(S) � C2‖ψ‖ eH−1/2(S). (5.4)

См. указания в [3, п. 6]. Снова результат о полноте переносится на промежу-
точные пространства.
Спектральные свойства оператора H−1

S аналогичны только что изложенным.
Если L — формально самосопряженный оператор, то в H−1/2(S) вводится ска-
лярное произведение (H−1

S ψ, ψ)Γ .
6. Регулярность решений.
6.1. Мы продолжаем считать формы ΦΩ± коэрцитивными на H1(Ω±).
Вместо Hσ теперь нужны более общие пространства Hσ

p бесселевых потен-
циалов и Bσ

p Бесова, где 1 < p < ∞; при p = 2 они совпадают c Hσ . См.,



10 M. С. Агранович

например, [3] или [4]. Пусть сначала граница замкнута — не имеет края. То-
гда решения однородной системы Lu = 0 в Ω± можно искать в пространствах
H

1/2+s+1/p
p (Ω±) или B1/2+s+1/p

p (Ω±), данные Дирихле задаются в B1/2+s
p (Γ), а

данные Неймана — в B−1/2+s
p (Γ), |s| < 1/2 (при других s теряют, вообще го-

воря, смысл данные Дирихле на липшицевой поверхности Γ или S). Положим
t = 1/p. Как и в предыдущих работах автора, допустимые точки (s, t) образуют
квадрат

Q = {(s, t) : |s| < 1/2, 0 < t < 1}. (6.1)
Задачи Дирихле и Неймана, однозначно разрешимые в его центре (0, 1/2), оста-
ются однозначно разрешимыми, по крайней мере, при |s| < ε и |t − 1/2| < δ с
достаточно малыми положительными ε и δ в силу теоремы Шнейберга об экс-
траполяции обратимости операторов, действующих в интерполяционных шка-
лах [27]. Никаких дополнительных ограничений на систему при этом наклады-
вать не нужно. Далее, может быть, с некоторым уменьшением ε и δ , обобщаются
утверждения об ограниченности и обратимости операторов

A : B−1/2+s
p (Γ) → B1/2+s

p (Γ) и H : B1/2+s
p (Γ) → B−1/2+s

p (Γ).

Кроме того, ограничены и обратимы операторы 1
2I ±B в B1/2+s

p (Γ) и 1
2I ± B̂ в

B
−1/2+s
p (Γ). Обобщается и формула (2.6). Все это объяснено в [3] и [4].
Переходя к случаю границы с краем, нужно прежде всего определить про-

странство H1/2+s+1/p
p (Ω0). Определим его так же, как в уже рассмотренном слу-

чае s = 0, p = 2: оно будет состоять из функций u ∈ Lp(Ω0), принадлежащих
H

1/2+s+1/p
p в Ω± , следы которых на Γ (принадлежащие B1/2+s

p (Γ)) совпадают
на S2 , так что скачок [u] принадлежит B̃1/2+s

p (S). Пространство B1/2+s+1/p
p (Ω0)

определим аналогично. Замечание, сделанное в п. 1, распространяется, по край-
ней мере, на пространства H1

p (Ω).
Мы теперь можем рассматривать решения системы Lu = 0 в H1/2+s+1/p

p (Ω0)
или B1/2+s+1/p

p (Ω0). В задаче Дирихле

g± ∈ B1/2+s
p (S) и [g] ∈ B̃1/2+s

p (S). (6.2)

В задаче Неймана

h± ∈ B−1/2+s
p (S) и [h] ∈ B̃−1/2+s

p (S), (6.3)

так как предложение 1.2 обобщается:
Предложение 6.1. Пусть u — решение системы Lu = 0 в Ω0 , принадле-

жащее H1/2+s+1/p
p (Ω0) . Тогда [Tu] ∈ B̃

−1/2+s
p (S) .

Доказательство при Lu = 0 проводится аналогично доказательству предло-
жения 1.2 (c заменой L2 на Lp).
Далее, из приведенных в п. 6.1 утверждений получаются сначала утвержде-

ния об ограниченности операторов

AS : B̃−1/2+s
p (S) → B1/2+s

p (S) и HS : B̃1/2+s
p (S) → B−1/2+s

p (S), (6.4)

а также операторов
1
2I±BS : B̃1/2+s

p (S) → B1/2+s
p (S) и 1

2I±B̂S : B̃−1/2+s
p (S) → B−1/2+s

p (S) (6.5)
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при |s| < ε, |t − 1/2| < δ c достаточно малыми ε и δ . Теперь заметим, что
используемые здесь семейства пространств являются интерполяционными для
комплексного метода интерполяции по каждому из индексов. Для семейств
{B1/2+s

p (S)} и {B−1/2+s
p (S)} это следует из того, что переход от пространств

на Γ к соответствующим пространствам на S есть ретракция (обратный пере-
ход с использованием оператора продолжения есть коретракция). В отношении
семейств {B̃1/2+s

p (S)} и {B̃−1/2+s
p (S)} можно использовать теорему о двойствен-

ности для комплексного метода интерполяции: эти пространства двойственны
соответственно к B

−1/2−s
p′ (S) и B

1/2−s
p′ (S) и рефлексивны. См., например, [9,

пп. 4.5 и 6.4]. А так как в центре квадрата Q наши операторы обратимы, то
можно применить теоремуШнейберга и сделать вывод об обратимости этих опе-
раторов при рассматриваемых (s, t), может быть, с уменьшением ε и δ . Итак,
справедлива
Теорема 6.2. Операторы (6.4) и (6.5) обратимы при |s| < ε , |t − 1/2| < δ с

достаточно малыми ε и δ .
То же верно для оператора (4.3) при L = L̃. Обобщается и формула (2.7).

Это приводит к следующему основному результату.
Теорема 6.3. Существуют такие ε > 0 и δ > 0 , что при любых g± ∈

B
1/2+s
p (S) и h± ∈ B

−1/2+s
p (S) , |s| < ε , |t − 1/2| < δ , задачи Дирихле и соот-

ветственно Неймана имеют единственные решения в H1/2+s+1/p
p (Ω0) . Кроме

того, в таких же пространствах однозначно разрешимы задача 3◦ и зада-
ча 4◦ . Пространства H в этих утверждениях можно заменить на аналогич-
ные пространства B .
Как следствие при улучшении регулярности g± и h± улучшается регуляр-

ность решений — в указанных пределах.
6.2. Перейдем к спектральным задачам.
Теорема 6.4. Корневые функции оператора AS принадлежат объединению

пространств B1/2+s
p (S) , |s| < ε , |t−1/2| < δ . Спектр при этом не зависит от

(s, t) . В пространствах B
1/2+s
p (S) и B̃

−1/2+s
p (S) cохраняются утверждения

о базисности при p = 2 в случае формальной самосопряженности оператора
L , о полноте и суммируемости рядов методом Абеля–Лидского в остальных
случаях. Утверждения о базисности и полноте распространяются на проме-
жуточные по s пространства.
Для оператора H−1

S справедливы аналогичные результаты с заменой про-
странств B̃−1/2+s

p (S) и B1/2+s
p (S) соответственно на B−1/2+s

p (S) и B̃1/2+s
p (S) .

Приведем пояснения. Гладкость собственных функций оператора AS видна
из уравнения ASψ = λψ . Аналогично получается гладкость присоединенных
функций. Используя (плотные) вложения наших пространств, убеждаемся, как
в [1], что сохраняются утверждения о полноте и независимости спектра от (s, t).
Немного расширяется промежуток значений s, при которых в случае формаль-
но самосопряженного оператора L получается базисность. Суммируемость спек-
тральных разложений методом Абеля–Лидского получается с использованием
абстрактной теоремы из [2], а необходимая для этого оценка резольвенты, обоб-
щающая (5.4),

‖ϕ‖
B

1/2+s
p (S)

+ |λ|‖ϕ‖
eB
−1/2+s
p (S)

� C‖ψ‖
eB
−1/2+s
p (S)

, (6.6)
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получается средствами теории интерполяции опять с использованием теоремы
Шнейберга. А именно, сначала получается равномерная по параметру оценка
первого слагаемого слева, затем, с использованием уравнения (5.3), оценка вто-
рого слагаемого.
Добавочно полнота получается во всех пространствах, отвечающих точкам

квадрата Q, в которые пространства с установленной полнотой плотно вложе-
ны. Плотность вложений имеет место автоматически.
7. Спектральные асимптотики. Здесь мы получим асимптотические фор-

мулы для собственных значений оператора AS и, при добавочных предположе-
ниях, для собственных значений оператора H−1

S . См. теорему 7.1 ниже. Опера-
тор L теперь предполагаем формально самосопряженным. Сначала мы приве-
дем результаты для операторов в области с замкнутой границей, ср. [4].
7.1. В работе [7] получена асимптотическая формула для собственных зна-

чений интегрального оператора на «почти гладкой» липшицевой поверхности Γ
— псевдодифференциального оператора отрицательного порядка, ядро которо-
го является сужением на Γ × Γ ядра эллиптического псевдодифференциально-
го оператора в R

n на единицу меньшего порядка. Почти гладкой там названа
поверхность, бесконечно гладкая вне замкнутого подмножества нулевой меры.
Вместо R

n можно рассматривать тор.
Примером как раз является наш оператор A, если коэффициенты операто-

ра L бесконечно гладкие. В этом случае в качестве оператора на торе берем
ньютонов потенциал; его ядро — фундаментальное решение для L. Предполо-
жение о бесконечной гладкости коэффициентов оператора L в конечном счете
снимается аппроксимацией заданных коэффициентов бесконечно гладкими, по-
этому будем считать коэффициенты бесконечно гладкими. Оператор A сначала
рассматривается в L2(Γ).
Для вывода асимптотики используется специальное разбиение поверхности

на малые части Uj (j = 0, . . . , K). Оператор A записывается в виде
∑
Aj,k , где

Aj,k = θjAθk · и θj — характеристическая функция части Uj . Асимптотика в
случае оператора Aj,j , отвечающего гладкой части Uj поверхности Γ, j > 0,
известна, например, из результатов Бирмана–Соломяка. Ключевым моментом
является оценка s-чисел остальных операторов Aj,k . Она имеет вид

sl(Aj,k) � Cmin(εj, εk)l−1/(n−1), (7.1)

где εj оценивается через меру множества Uj и стремится к нулю, если эта мера
стремится к нулю. Здесь существенно, что для нашего A выполнено исходное
предположение о ядре рассматриваемого оператора. Оценка (7.1) позволяет ис-
пользовать технику возмущений, развитую у Бирмана–Соломяка [10], и полу-
чить искомый результат. Детали см. в [7, §4]. Ясно, что результат получается
и для операторов вида θAθ · , если θ — характеристическая функция части по-
верхности Γ. Именно этим мы воспользуемся дальше.
Предположение о структуре ядра оператора, указанное выше, не выполне-

но для оператора H−1 . Но оценки s-чисел вида (7.1) можно получить и в том
случае, когда оператор допускает две записи T1A и AT2 , где T1 и T2 — огра-
ниченные операторы. Из (2.5) видно, что оператор H−1 допускает такие пред-
ставления. Однако нужна ограниченность и обратимость операторов 1

2I ± B

и 1
2I ± B̂ не в указанных в п. 2 пространствах, а в L2(Γ). Такие результаты
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существуют в литературе, но получены они (на основе совсем другого подхода
к задачам в липшицевых областях) не для всех сильно эллиптических систем.
Заведомо они справедливы в случае уравнения Бельтрами–Лапласа [23] и си-
стемы Ламе [13], к которым можно прибавить младшие члены. В этих случаях
асимптотика получается этим методом и для оператора H−1 на почти глад-
кой поверхности. В остальных случаях получается точная по порядку оценка
собcтвенных значений.
То, что операторы A и H−1 рассматриваются как действующие в L2(Γ), не

отражается на собственных функциях и собственных значениях.
Ограничение, состоящее в том, что поверхность Γ почти гладкая, в случае

оператора A сняли Розенблюм и Тащиян [26].
7.2. Перейдем к операторам на незамкнутой поверхности. Пусть

ASψ = λψ. (7.2)

Здесь сначала ψ ∈ H̃−1/2(S). Но вместе с левой частью ψ принадлежат H1/2(S).
Тогда ψ принадлежит промежуточным пространствам H̃s(S) =Hs(S), |s|< 1/2,
в частности, L2(S). Это позволяет, используя продолжение функций нулем,
переписать равенство (7.2) в виде

θAθψ = λψ, (7.3)

где θ — характеристическая функция для S . И обратно, из (7.3) следует (7.2).
Приведем окончательный результат. Cобственные значения λj(AS) операто-

ра AS нумеруются в порядке невозрастания с учетом кратностей.
Теорема 7.1. Имеет место формула

λj(AS) = CAS
j−1/(n−1) + o(j−1/(n−1)), (7.4)

где
Cn−1

AS
= (2π)−(n−1)

∫∫
T∗S

nα(x′, ξ′) dx′dξ′, (7.5)

α(x′, ξ′) — главный символ оператора A и nα(x′, ξ′) — число его собственных
значений, больших 1 .
Для оператора H−1

S справедлив аналогичный результат в случае почти
гладкой поверхности Γ , если оператор L скалярный или если это матричный
оператор с оператором Ламе в старшей части.
Кокасательное расслоение и символ на липшицевой поверхности понимаются

формально, но кокасательные пространства и символ определены почти всю-
ду на S и формуле (7.5) можно придать смысл как в случае почти гладкой
поверхности (cм. [7]), так и в общем случае (см. [26]).
На вычислении символов операторов A и H−1 (в гладком случае) останав-

ливаться не будем, см. указания в [4].
В заключение сделаем три замечания.
1. Мы считали, что обе области Ω± лежат на торе. Вместо тора в принципе

можно рассмотреть содержащую Γ область с гладкой границей и, например,
однородным условием Дирихле на ней или более общее гладкое многообразие с
гладким краем или без края. Но можно (и полезно) рассматривать R

n ; тогда
надо выбирать подходящие условия в Ω− на бесконечности, что отражается,
конечно, на выборе пространств. См. [11].
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2. Если не предполагать, что коэрцитивность форм ΦΩ± имеет место в уси-
ленной форме, то вместо теорем об однозначной разрешимости задач или об
обратимости операторов получаются результаты об их фредгольмовости с ну-
левым индексом. Эти обобщения не требуют большого труда, но приводят к
усложнениям формулировок; мы избегали на этом останавливаться.
3. В текст этой работы внесены добавления перед ее сдачей в печать: добав-

лены смешанные задачи и спектральные асимптотики.
Автор искренне благодарит Т. A. Суслину: она ознакомилась с работой и

прислала список ценных редакционных замечаний.
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