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¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿ ïóáëèêóåò
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íàçíà÷àåòñÿ äëÿ íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ, ïðåïîäàâàòåëåé, àñïèðàíòîâ è

ñòóäåíòîâ ñòàðøèõ êóðñîâ.
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Èññëåäîâàíèå äèíàìèêè îäíîé àýðîóïðóãîé ñèñòåìû
òèïà ¾òàíäåì¿
c⃝ À. Â. Àíêèëîâ1, Ï. À. Âåëüìèñîâ2

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿ-
ùåé èç n óïðóãèõ ïëàñòèí òèïà ¾òàíäåì¿, îáòåêàåìûõ äîçâóêîâûì ïîòîêîì ãàçà (æèäêî-
ñòè). Àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêèå âîçäåéñòâèÿ íà ïëàñòèíû îïðåäåëÿþòñÿ èç àñèìïòîòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ æèäêîñòè èëè ãàçà â ìîäåëè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé ñðåäû. Ïîâå-
äåíèå óïðóãîãî ìàòåðèàëà îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíîé ìîäåëüþ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçó-
åòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêîé ÷àñòè äâóìåðíîé
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ìåòîäàìè êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, ïðè ýòîì àýðî-
ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ íàãðóçêà (äàâëåíèå æèäêîñòè èëè ãàçà) îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè,
îïèñûâàþùèå íåèçâåñòíûå ïðîãèáû ïëàñòèí. Ïðè ïîäñòàíîâêå âûðàæåíèÿ äëÿ äàâëåíèÿ â
óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ïëàñòèí ðåøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåìû ñâÿçàííûõ
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äëÿ ôóíêöèé äåôîðìàöèé.
Íà îñíîâå ìåòîäà Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà ñîçäàí ïðîãðàììíûé ïðîäóêò, ïîçâîëÿþùèé íàõîäèòü
ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé è ïðîèçâîäèòü èññëåäîâàíèå äèíàìèêè ñèñòåìû ïëàñòèí.
Ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ãðàôèêè êîëåáàíèé, íà îñíîâàíèè êîòîðûõ ìîæíî ñóäèòü îá
àìïëèòóäå è ÷àñòîòå êîëåáàíèé è äåëàòü âûâîä îá èõ óñòîé÷èâîñòè. Íà îñíîâå ÷èñëåííî-
ãî ýêñïåðèìåíòà ïðîâîäèòñÿ àíàëèç çàâèñèìîñòè õàðàêòåðà êîëåáàíèé óïðóãèõ ïëàñòèí îò
ïàðàìåòðîâ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àýðîãèäðîóïðóãîñòü, äèíàìèêà, óïðóãàÿ ïëàñòèíà, ñèñòåìà òèïà ¾òàí-
äåì¿, äåôîðìàöèÿ, îáòåêàíèå, äîçâóêîâîé ïîòîê.

1. Ââåäåíèå

Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ êîíñòðóêöèé, óñòðîéñòâ, ïðèáîðîâ, àïïàðàòîâ, ñèñòåì
è ò. ä., íàõîäÿùèõñÿ âî âçàèìîäåéñòâèè ñ ãàçîæèäêîñòíîé ñðåäîé (îáòåêàåìûõ ïîòîêîì
æèäêîñòè èëè ãàçà), íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ èññëåäîâàíèåì äèíàìèêè
è óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ýëåìåíòîâ, òðåáóåìîé äëÿ èõ êà÷åñòâåííîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ
è íàä¼æíîñòè ýêñïëóàòàöèè. Âîçäåéñòâèå ïîòîêà ìîæåò ïðèâîäèòü ê ýôôåêòàì, ÿâëÿþ-
ùèìñÿ ïðè÷èíîé íàðóøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ñâîéñòâ ýëåìåíòîâ, âïëîòü äî èõ ðàçðóøå-
íèÿ (íàïðèìåð, ïðèâîäèòü ê ñîñòîÿíèþ íåóñòîé÷èâîñòè âñëåäñòâèå óâåëè÷åíèÿ àìïëèòó-
äû èëè óñêîðåíèÿ êîëåáàíèé äî êðèòè÷åñêè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé). Òàêàÿ ïðîáëåìà, êîãäà
íåóñòîé÷èâîñòü ÿâëÿåòñÿ íåãàòèâíûì ÿâëåíèåì, âîçíèêàåò, íàïðèìåð, ïðè ïðîåêòèðîâàíèè
ñîñòàâíûõ ÷àñòåé ëåòàòåëüíûõ è ïîäâîäíûõ àïïàðàòîâ. Àíàëîãè÷íàÿ ïðîáëåìà âîçíèêàåò
ïðè èññëåäîâàíèè òå÷åíèé â ïðîòî÷íûõ êàíàëàõ, òðóáîïðîâîäàõ ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ,
ñîäåðæàùèõ óïðóãèå ýëåìåíòû.

Â òî æå âðåìÿ äëÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ íåêîòîðûõ òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ ÿâëåíèå âîç-
áóæäåíèÿ êîëåáàíèé ïðè àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêîì âîçäåéñòâèè, óêàçàííîå âûøå â êà÷å-
ñòâå íåãàòèâíîãî, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Ïðèìåðàìè ïîäîáíûõ óñòðîéñòâ, îòíîñÿùèõñÿ
ê âèáðàöèîííîé òåõíèêå è èñïîëüçóåìûõ äëÿ èíòåíñèôèêàöèè òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåñ-
ñîâ, ÿâëÿþòñÿ óñòðîéñòâà äëÿ ïðèãîòîâëåíèÿ îäíîðîäíûõ ñìåñåé è ýìóëüñèé, â ÷àñòíîñòè,

1 Äîöåíò êàôåäðû ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
ã. Óëüÿíîâñê; ankil@ulstu.ru.

2 Çàâ. êàôåäðîé ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
ã. Óëüÿíîâñê; velmisov@ulstu.ru.
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óñòðîéñòâà äëÿ ïîäà÷è ñìàçî÷íî-îõëàæäàþùåé æèäêîñòè â çîíó îáðàáîòêè (ñì., íàïðèìåð
[4]).

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåõàíèêà äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà, ìåõàíèêà æèäêîñòè è ãà-
çà è àýðîãèäðîóïðóãîñòü ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé õîðîøî ðàçâèòûå ðàçäåëû ìåõàíèêè ñïëîø-
íîé ñðåäû. Ìíîãî èññëåäîâàíèé ïîñâÿùåíî äèíàìèêå, óñòîé÷èâîñòè è ôëàòòåðó ïëàñòèí è
îáîëî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ â ïîòîêå æèäêîñòè èëè ãàçà (ñðåäè ïîñëåäíèõ â êà÷åñòâå ïðèìåðà
îòìåòèì êàê ðîññèéñêèå [1, 5, 11], òàê è çàðóáåæíûå [9, 10, 12] èññëåäîâàíèÿ). Áîëüøèí-
ñòâî ðàáîò ïîñâÿùåíî èññëåäîâàíèþ ôëàòòåðà ïëàñòèí è îáîëî÷åê â ñâåðõçâóêîì ïîòîêå,
è òîëüêî íåáîëüøàÿ ÷àñòü ðàáîò ïîñâÿùåíà îáòåêàíèþ ïëàñòèí è îáîëî÷åê äîçâóêîâûì
ïîòîêîì ãàçà, ÷òî óêàçûâàåò íà ñëîæíîñòü èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè óïðóãèõ òåë ïðè óêà-
çàííîì ðåæèìå îáòåêàíèÿ è òðåáóåò áîëåå ïðèñòàëüíîãî è ãëóáîêîãî âíèìàíèÿ ê ýòèì
çàäà÷àì.

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ çàäà÷à àýðîãèäðîóïðóãîñòè î ìàëûõ êîëåáàíèÿõ ñè-
ñòåìû n óïðóãèõ ïëàñòèí òèïà ¾òàíäåì¿ (ðàñïîëîæåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíî äðóã çà äðó-
ãîì âäîëü îäíîé ëèíèè) ïðè äîçâóêîâîì îáòåêàíèè èõ ïîòîêîì èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé
ñðåäû (æèäêîñòè èëè ãàçà). Ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé óñòîé÷èâîñòè
äåôîðìèðóåìûõ ïëàñòèí, íàõîäÿùèõñÿ â ïîòîêå ãàçà èëè æèäêîñòè [3]. Â ÷àñòíîñòè, ïðî-
âåäåíî îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [2] (ñëó÷àé äâóõ ïëàñòèí) íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî
êîëè÷åñòâà ïëàñòèí. Íà îñíîâå ìåòîäà Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà ñîçäàí ïðîãðàììíûé ïðîäóêò,
ïîçâîëÿþùèé ïðîèçâîäèòü èññëåäîâàíèå äèíàìèêè ñèñòåìû ïëàñòèí.

Ïîâåäåíèå óïðóãîãî ìàòåðèàëà â ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíîé ìîäåëüþ. Äëÿ ðåøåíèÿ
ñâÿçàííîé çàäà÷è àýðîãèäðîóïðóãîñòè èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè
ðåøåíèÿ àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêîé ÷àñòè äâóìåðíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëà-
ñà ìåòîäàìè êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, ïðè ýòîì àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ íàãðóçêà (äàâëåíèå
æèäêîñòè èëè ãàçà) îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè, îïèñûâàþùèå íåèçâåñòíûå ïðîãèáû ïëà-
ñòèí. Ïðè ïîäñòàíîâêå âûðàæåíèÿ äëÿ äàâëåíèÿ â óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ïëàñòèí ðåøåíèå
çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåìû ñâÿçàííûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äëÿ ôóíêöèé ïðîãèáîâ.

Íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïðîâîäèòñÿ àíàëèç çàâèñèìîñòè õàðàêòåðà êîëåáà-
íèé óïðóãèõ ïëàñòèí êàê îò ïàðàìåòðîâ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, â ò.÷. îò çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè
íàáåãàþùåãî ïîòîêà, òàê è îò èõ âçàèìíîãî âëèÿíèÿ äðóã íà äðóãà. Ýòîò àíàëèç ïîçâîëÿåò
ñäåëàòü âûâîä îá óñòîé÷èâîñòè èëè íåóñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ çàäà÷à àýðîãèäðîóïðóãîñòè î ìàëûõ êîëåáàíèÿõ ñèñòåìû n
óïðóãèõ ïëàñòèí òèïà ¾òàíäåì¿ (ðàñïîëîæåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíî äðóã çà äðóãîì âäîëü
îäíîé ëèíèè) ïðè äîçâóêîâîì îáòåêàíèè èõ ïîòîêîì èäåàëüíîãî íåñæèìàåìîãî ãàçà. Ïóñòü
â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ ïëàñòèíàì â ôèçè÷åñêîé ïëîñêîñòè xOy ñîîòâåòñòâóþò íà îñè Ox
îòðåçêè [ak, bk], k = 1÷ n, ãäå ak+1 > bk, k = 1÷ n− 1 (ðèñ. 2.1).

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Äâóñòîðîííåå áåçîòðûâíîå îáòåêàíèå ñèñòåìû n óïðóãèõ ïëàñòèí
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Â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå ñêîðîñòü ãàçà ðàâíà V è èìååò íàïðàâëåíèå, ñîâïàäà-
þùåå ñ íàïðàâëåíèåì îñè Ox . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðîãèáû ïëàñòèí è âîçìóùåíèå
îäíîðîäíîãî ïîòîêà ìàëû, òî åñòü w̄k(x, t) = εwk(x, t) , ϕ̄(x, y, t) = V x+ εϕ(x, y, t), ε << 1,
k = 1÷ n. Çäåñü w̄1 ,..., w̄n è ϕ̄ � ñîîòâåòñòâåííî ïðîãèáû ïëàñòèí è ïîòåíöèàë ñêîðîñòè
âîçìóùåííîãî ïîòîêà ãàçà.

Ïîòåíöèàë ϕ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà

ϕxx + ϕyy = 0, (x, y) ∈ G = R2\ ([a1, b1] ∪ .... ∪ [an, bn]) , (2.1)

óñëîâèþ îòñóòñòâèÿ âîçìóùåíèé â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå(
ϕ2
x + ϕ2

y + ϕ2
t

)
∞ = 0 (2.2)

è ëèíåàðèçîâàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

ϕ±
y = ẇk + V w′

k, x ∈ (ak, bk), k = 1÷ n, (2.3)

ãäå ϕ±
y = lim

y→0±0
ϕy(x, y, t) .

Ëèíåàðèçóÿ èíòåãðàë Ëàãðàíæà-Êîøè, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ðåàêöèè
ãàçà íà ïëàñòèíû

Q = ρ(ϕ+
t − ϕ−

t ) + ρV (ϕ+
x − ϕ−

x ).

Àýðîäèíàìè÷åñêèå âîçäåéñòâèÿ íà ïëàñòèíû, çàâèñÿùèå îò ïîïåðå÷íûõ ñîñòàâëÿþùèõ èõ
äåôîðìàöèé wk(x, t), k = 1 ÷ n , âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïîòåíöèàë ñêîðîñòè ϕ(x, y, t) ïî
ôîðìóëàì

Pk(x, t) = ρ(ϕ+
t − ϕ−

t ) + ρV (ϕ+
x − ϕ−

x ), x ∈ (ak, bk), k = 1÷ n, y = 0. (2.4)

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ìîäåëü óïðóãîãî òåëà:

Mkẅk(x, t) +Dkw
′′′′
k (x, t) +Nkw

′′
k(x, t) + β0kwk(x, t)+

+β1kẇk(x, t) + β2kẇ
′′′′
k (x, t) = Pk(x, t), k = 1÷ n. (2.5)

Èíäåêñû x, y, t ñíèçó îáîçíà÷àþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x, y, t ; øòðèõ è òî÷êà �
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x è t ñîîòâåòñòâåííî; ρ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè â îäíîðîäíîì
íåâîçìóùåííîì ïîòîêå; Dk , Mk � èçãèáíûå æåñòêîñòè è ïîãîííûå ìàññû óïðóãèõ ïëà-
ñòèí; Nk � ñæèìàþùèå (ðàñòÿãèâàþùèå) óïðóãèå ïëàñòèíû ñèëû; β1k, β2k � êîýôôèöè-
åíòû âíåøíåãî è âíóòðåííåãî äåìïôèðîâàíèÿ ïëàñòèí; β0k � êîýôôèöèåíòû æåñòêîñòè
îñíîâàíèé.

3. Ðåøåíèå àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêîé ÷àñòè çàäà÷è

Âûðàæàÿ ïîòåíöèàë ϕ(x, y, t) ÷åðåç ôóíêöèè ïðîãèáà wk(x, t) , çàïèøåì óðàâíåíèÿ
êîëåáàíèé ïëàñòèí (2.4), (2.5) îòíîñèòåëüíî ýòèõ ôóíêöèé. Ñ ýòîé öåëüþ â îáëàñòè G
ââåäåì êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë W = f(z, t) = ϕ+ iψ , ãäå ψ = ψ(x, y, t) � ôóíêöèÿ òîêà,
z = x+ iy . Äëÿ ôóíêöèè ñêîðîñòåé fz(z, t) = ϕx− iϕy ñîãëàñíî óñëîâèÿì (2.1), (2.3) èìååì
ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå [8, ñ.52-54]

fz(z, t) =
1

π
√
h(z)

 n∑
k=1

(−1)k+1

bk∫
ak

vk(τ, t)

τ − z

√
h(τ)dτ +

n−1∑
k=1

γk(t)z
k−1

 , (3.1)
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ãäå h(z) = (z − a1)(z − b1)(z − a2)(z − b2)...(z − an−1)(z − bn−1)(z − an)(bn − z) , vk(τ, t) =
= ẇk(τ, t) + V w′

k(τ, t), k = 1 ÷ n; γ1(t), ..., γn−1(t) � äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè, îïðå-
äåëÿþùèå öèðêóëÿöèþ ñêîðîñòè ãàçà âîêðóã êàæäîé ïëàñòèíû. Âåòâü êîðíÿ â ôîðìóëå
(3.1) ôèêñèðîâàíà óñëîâèåì√

h(z) = i
√
(x− a1)(x− b1)(x− a2)(x− b2)...(x− an)(x− bn), z = x > bn. (3.2)

Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè fz(z, t) â îêðåñòíîñòè z = ∞ íà÷èíàåòñÿ ñ ÷ëåíà ïîðÿäêà 1/zn+1 ,
ïîýòîìó îáùàÿ öèðêóëÿöèÿ ðàâíà íóëþ. Öèðêóëÿöèÿ âîêðóã êàæäîé ïëàñòèíû ìîæåò
îòëè÷àòüñÿ îò íóëÿ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî (ϕ2

x + ϕ2
y)∞ = 0 .

Ïåðåéäåì â (3.1) ê ïðåäåëó ïðè z → x± i0 , x ∈ (a1, b1) . Ñîãëàñíî óñëîâèþ (3.2) èìååì√
h(z) = ±(−1)k

√
h(x), z = x± i0, x ∈ (ak, bk), k = 1÷ n. (3.3)

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû Ñîõîöêîãî [7] è ó÷èòûâàÿ (3.3), ïîëó÷èì

ϕ±
x − iϕ±

y = ∓ 1

π
√
h(x)

 n∑
k=1

(−1)k+1

bk∫
ak

vk(τ, t)

τ − x

√
h(τ)dτ +

n−1∑
k=1

γk(t)x
k−1

− iv1(x, t),

x ∈ (a1, b1),

ñëåäîâàòåëüíî,

ϕ+
x − ϕ−

x = − 2

π
√
h(x)

 n∑
k=1

(−1)k+1

bk∫
ak

vk(τ, t)

τ − x

√
h(τ)dτ +

n−1∑
k=1

γk(t)x
k−1

 , (3.4)

x ∈ (a1, b1).

Àíàëîãè÷íî, ïðè z → x± i0 , x ∈ (am, bm) , íàõîäèì

ϕ+
x − ϕ−

x =
2(−1)s

π
√
h(x)

 n∑
k=1

(−1)k+1

bk∫
ak

vk(τ, t)

τ − x

√
h(τ)dτ +

n−1∑
k=1

γk(t)x
k−1

 , (3.5)

x ∈ (as, bs), s = 2÷ n.

Äëÿ êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà èìååì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

W = f(z, t) =

z∫
a1

fz(z, t)dz + C(t), (3.6)

ãäå C(t) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè, z ∈ G . Òàê êàê G � n -ñâÿçíàÿ îáëàñòü,
òî èíòåãðàë, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò ëèíèè èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîòåíöèàë
ϕ , à çíà÷èò è àýðîäèíàìè÷åñêèå âîçäåéñòâèÿ (2.4) îäíîçíà÷íî íå îïðåäåëÿþòñÿ. Ïîäáåðåì
ôóíêöèè γ1(t), ..., γn−1(t) òàê, ÷òîáû öèðêóëÿöèÿ âîêðóã êàæäîé ïëàñòèíû ðàâíÿëàñü
íóëþ.

Ïðè îáõîäå ðàçðåçà [as, bs] ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè öèðêóëÿöèÿ Γs(t) =
bs∫
as

ϕ−
x dx +

as∫
bs

ϕ+
x dx =

bs∫
as

(ϕ−
x − ϕ+

x )dx , s = 1÷ n. Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëàìè (3.4), (3.5), ïîëó÷èì

Γs(t) =
2(−1)s+1

π

bs∫
as

1√
h(x)

 n∑
k=1

(−1)k+1

bk∫
ak

vk(τ, t)

τ − x

√
h(τ)dτ +

n−1∑
k=1

γk(t)x
k−1

 dx. (3.7)
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Ïîêàæåì, ÷òî ñóììà öèðêóëÿöèé ðàâíà íóëþ. Ñîãëàñíî (3.7)

n∑
s=1

Γs(t) =
2

π

n∑
k=1

(−1)k
bk∫

ak

vk(τ, t)
√
h(τ)

 n∑
s=1

(−1)s+1

bs∫
as

dx√
h(x)(x− τ)

 dτ+

+
2

π

n−1∑
k=1

γk(t)

 n∑
s=1

(−1)s+1

bs∫
as

xk−1dx√
h(x)

. (3.8)

Â ïîëóïëîñêîñòè ðàññìîòðèì àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ g1(z) = 1
/√

h(z) . Â ñèëó âû-

áîðà âåòâè êîðíÿ (3.2) íà ãðàíèöå ïîëóïëîñêîñòè ( Imz = y = 0) èìååì

Re {g1(z)} =

{
0, x ∈ (−∞, a1) ∪ (b1, a2) ∪ (b2, a3) ∪ ... ∪ (bn,+∞),

(−1)s
/√

h(x), x ∈ (as, bs), s = 1÷ n.

Ïðåäñòàâèì g1(z) ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Øâàðöà [7]

g1(z) =
1√
h(z)

=
1

πi

n∑
s=1

(−1)s
bs∫

as

dτ√
h(τ)(τ − z)

. (3.9)

Ïðè z → x ∈ (a1, b1) ïîëó÷èì

1√
h(x)

=
1

πi

 πi√
h(x)

+
n∑

s=1

(−1)s
bs∫

as

dτ√
h(τ)(τ − x)

 .

Îòñþäà
n∑

s=1

(−1)s
bs∫

as

dτ√
h(τ)(τ − x)

= 0, x ∈ (a1, b1)

èëè
n∑

s=1

(−1)s
bs∫

as

dx√
h(x)(x− τ)

= 0, τ ∈ (a1, b1). (3.10)

Àíàëîãè÷íî ïðè z → x ∈ (as, bs), s = 2÷ n , ïîëó÷èì

n∑
s=1

(−1)s
bs∫

as

dx√
h(x)(x− τ)

= 0, τ ∈ (as, bs). (3.11)

Ïîëàãàÿ â (3.9) z = x > bn , áóäåì èìåòü

π√
−h(x)

=
n∑

s=1

(−1)s
bs∫

as

dτ√
h(τ)(τ − x)

.

Óìíîæèì íà x îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè x → +∞ . Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

n∑
s=1

(−1)s+1

bs∫
as

dτ√
h(τ)

= 0. (3.12)
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Â ïîëóïëîñêîñòè ðàññìîòðèì àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè g2(z) = zk
/√

h(z), k = 1÷n− 2 . Â

ñèëó âûáîðà âåòâè êîðíÿ (3.2) íà ãðàíèöå ïîëóïëîñêîñòè ( Imz = y = 0) èìååì

Re {g2(z)} =

{
0, x ∈ (−∞, a1) ∪ (b1, a2) ∪ (b2, a3) ∪ ... ∪ (bn,+∞),

(−1)s+1xk
/√

h(x), x ∈ (as, bs).

Ïðåäñòàâèì g2(z) ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Øâàðöà [7]

g2(z) =
zk√
h(z)

=
1

πi

n∑
s=1

(−1)s
bs∫

as

τ kdτ√
h(τ)(τ − z)

. (3.13)

Ïîëàãàÿ â (3.9) z = x > bn , áóäåì èìåòü

πxk√
−h(x)

=
n∑

s=1

(−1)s
bs∫

as

τ kdτ√
h(τ)(τ − x)

.

Óìíîæèì íà x îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè x→ +∞ . Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷èì

n∑
s=1

bs∫
as

τ kdτ√
h(τ)

= 0, k = 1÷ n− 2. (3.14)

Èç ðàâåíñòâ (3.10) � (3.12), (3.14) ñëåäóåò, ÷òî
n∑

s=1

Γs(t) = 0 .

Ïîëîæèì Γ1(t) = 0, ..., Γn−1(t) = 0 è íàéäåì ôóíêöèè γ1(t), ..., γn−1(t) êàê ðåøåíèå
ñèñòåìû

bs∫
as

1√
h(x)

 n∑
k=1

(−1)k+1

bk∫
ak

vk(τ, t)

τ − x

√
h(τ)dτ +

n−1∑
k=1

γk(t)x
k−1

 dx = 0, s = 1÷ n− 1. (3.15)

Ýëåìåíòû îñíîâíîé ìàòðèöû ñèñòåìû (3.15) ðàâíû

Hsk =

bs∫
as

xk−1√
h(x)

dx, s, k = 1÷ n− 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå èìååò âèä

γk(t) =
n−1∑
s=1

n∑
p=1

H̃sk

bs∫
as

dx

bp∫
ap

(−1)pvp(τ, t)
√
h(τ)√

h(x)(τ − x)
dτ , k = 1÷ n− 1, (3.16)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå H̃ = H−1. Òîãäà èç ðàâåíñòâ Γ1(t) = 0, ..., Γn−1(t) = 0 ñëåäó-

åò, ÷òî Γn(t) = −
n−1∑
s=1

Γs(t) = 0 . Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë îò ôóíêöèè fz(z, t) ïî ëþáîìó

çàìêíóòîìó êîíòóðó, ïðèíàäëåæàùåìó îáëàñòè G , ðàâåí íóëþ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çíà-
÷åíèå ïîòåíöèàëà W , îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé (3.6), íå çàâèñèò îò ëèíèè èíòåãðèðîâàíèÿ,
ñîåäèíÿþùåé òî÷êè a1 è z . Ïîñêîëüêó

W = ϕ+ iψ = a0(t) +
a1(t)

z
+ ...
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â îêðåñòíîñòè z = ∞ , òî ôóíêöèþ C(t) â (3.6) ìîæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
óñëîâèå (ϕt)∞ = 0 .

×òîáû íàéòè ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ϕ(x, y, t) íà ãðàíèöå îáëàñòè G , ïðåîáðàçóåì êàæ-
äûé èç èíòåãðàëîâ â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (3.1). Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

fz(z, t) =
1

π
√
h(z)

 n∑
k=1

(−1)k
bk∫

ak

v̄k(τ, t)

(√
h(τ)

τ − z

)′

τ

dτ +
n−1∑
k=1

γk(t)z
k−1

 , (3.17)

ãäå v̄k(τ, t) =
τ∫

ak

vk(x, t)dx , k = 1÷ n .

Òàê êàê

(√
h(τ)

τ − z

)′

τ

=
(τ − z)h′(τ)− 2h(τ)

2(τ − z)2
√
h(τ)

,

(√
h(z)

τ − z

)′

z

=
(τ − z)h′(z) + 2h(z)

2(τ − z)2
√
h(z)

, òî

√
h(z)√
h(τ)

(√
h(z)

τ − z

)′

z

+

(√
h(τ)

τ − z

)′

τ

=
(τ − z)(h′(τ) + h′(z)) + 2(h(z)− h(τ))

2(τ − z)2
√
h(τ)

.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

θ(z, τ) =
(τ − z)(h′(τ) + h′(z)) + 2(h(z)− h(τ))

2(τ − z)2
√
h(τ)

, (3.18)

Ïîýòîìó, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî(√
h(τ)

τ − z

)′

τ

= −
√
h(z)√
h(τ)

(√
h(z)

τ − z

)′

z

+ θ(z, τ), (3.19)

èìååì

fz(z, t) =
1

π

 n∑
k=1

(−1)k+1

bk∫
ak

v̄k(τ, t)√
h(τ)

(√
h(z)

τ − z

)′

z

dτ+

+
n∑

k=1

(−1)k
bk∫

ak

v̄k(τ, t)θ(z, τ)√
h(z)

dτ +
n−1∑
k=1

γk(t)z
k−1

 . (3.20)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.20) â (3.6), ïîëó÷èì

W = ϕ+ iψ =

√
h(z)

π

n∑
k=1

(−1)k+1

bk∫
ak

v̄k(τ, t)√
h(τ)

dτ

τ − z
+

1

π

n∑
k=1

(−1)k
bk∫

ak

v̄k(τ, t)dτ

z∫
a1

θ(z, τ)√
h(z)

dz+

+
1

π

n−1∑
k=1

γk(t)

z∫
a1

zk−1dz√
h(z)

+ C(t). (3.21)

Îòñþäà ïðè z → x± i0 , x ∈ (a1, b1) , íàõîäèì

ϕ± + iψ± =
∓
√
h(x)

π

±πiv̄1(x, t)√
h(x)

+
n∑

k=1

(−1)k+1

bk∫
ak

v̄k(τ, t)√
h(τ)

dτ

τ − x

+
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+
1

π

n∑
k=1

(−1)k
bk∫

ak

v̄k(τ, t)dτ

x∫
a1

θ(x, τ)

∓
√
h(x)

dx+
1

π

n−1∑
k=1

γk(t)

x∫
a1

xk−1dx

∓
√
h(x)

+ C(t),

ñëåäîâàòåëüíî,

ϕ+ − ϕ− =
2
√
h(x)

π

n∑
k=1

(−1)k
bk∫

ak

v̄k(τ, t)√
h(τ)

dτ

τ − x
+ (3.22)

+
2

π

n∑
k=1

(−1)k+1

bk∫
ak

v̄k(τ, t)dτ

x∫
a1

θ(x, τ)√
h(x)

dx− 2

π

n−1∑
k=1

γk(t)

x∫
a1

xk−1dx√
h(x)

, x ∈ (a1, b1).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ñíà÷àëà èíòåãðèðóÿ (3.20) îò as äî z , çàòåì ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó
ïðè z → x± i0 , x ∈ (as, bs), s = 2÷ n , áóäåì èìåòü

ϕ+ − ϕ− =
2(−1)s+1

√
h(x)

π

n∑
k=1

(−1)k
bk∫

ak

v̄k(τ, t)√
h(τ)

dτ

τ − x
+ (3.23)

+
2(−1)s+1

π

n∑
k=1

(−1)k+1

bk∫
ak

v̄k(τ, t)dτ

x∫
am

θ(x, τ)√
h(x)

dx−2(−1)s+1

π

n−1∑
k=1

γk(t)

x∫
am

xk−1dx√
h(x)

, x ∈ (as, bs).

Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (3.4), (3.5), (3.22), (3.23) àýðîäèíàìè÷åñêèå âîçäåéñòâèÿ (2.4) ïðè-
íèìàþò âèä

Ps(x, t) =
2ρ(−1)s+1

√
h(x)

π

n∑
k=1

(−1)k
bk∫

ak

ṽk(τ, t)√
h(τ)

dτ

τ − x
+

+
2ρ(−1)s+1

π

n∑
k=1

(−1)k+1

bk∫
ak

ṽk(τ, t)dτ

x∫
am

θ(x, τ)√
h(x)

dx−2ρ(−1)s+1

π

n−1∑
k=1

γ̇k(t)

x∫
am

xk−1dx√
h(x)

+ (3.24)

+
2ρV (−1)s

π
√
h(x)

 n∑
k=1

(−1)k+1

bk∫
ak

vk(τ, t)

τ − x

√
h(τ)dτ +

n−1∑
k=1

γk(t)x
k−1

 , x ∈ (as, bs), s = 1÷ n.

Â (3.24) ṽk(τ, t) =
∂v̄k
∂t

=

τ∫
ak

(ẅk(x, t) + V ẇ′
k(x, t))dx , γ1(t), ..., γn−1(t) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåí-

ñòâàìè (3.16), θ(z, τ) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (3.18).
Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ (2.5), ïîëó÷èëè ñâÿçàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî

ôóíêöèé ïðîãèáà w1(x, t), ..., wn(x, t) :

Miẅi(x, t) +Diw
′′′′
i (x, t) +Niw

′′
i (x, t) + β0iwi(x, t)+

+β1iẇi(x, t) + β2iẇ
′′′′
i (x, t) =

2ρ(−1)i+1
√
h(x)

π

n∑
k=1

(−1)k
bk∫

ak

ṽk(τ, t)√
h(τ)

dτ

τ − x
+ (3.25)

+
2ρ(−1)i+1

π

n∑
k=1

(−1)k+1

bk∫
ak

ṽk(τ, t)dτ

x∫
ai

θ(x, τ)√
h(x)

dx−2ρ(−1)i+1

π

n−1∑
k=1

γ̇k(t)

x∫
ai

xk−1dx√
h(x)

+
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+
2ρV (−1)i

π
√
h(x)

 n∑
k=1

(−1)k+1

bk∫
ak

vk(τ, t)

τ − x

√
h(τ)dτ +

n−1∑
k=1

γk(t)x
k−1

 , x ∈ (ai, bi), i = 1÷ n.

Ñèñòåìà (3.25) ïîëó÷åíà ïðè ëþáûõ ñïîñîáàõ çàêðåïëåíèé êîíöîâ óïðóãèõ ïëàñòèí.
Ïóñòü êîíöû ïëàñòèí çàêðåïëåíû æåñòêî èëè øàðíèðíî, òîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ
wi(x, t) èìåþò âèä

wi(x, t) = w′
i(x, t) = 0, wi(x, t) = w′′

i (x, t) = 0; x = ai, x = bi, i = 1÷ n. (3.26)

4. Èññëåäîâàíèå äèíàìèêè ïëàñòèí

Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.25) áóäåì èñêàòü ìåòîäîì Ãàëåðêèíà, ïîä÷èíèâ êàæ-
äóþ èñêîìóþ ôóíêöèþ wi(x, t), i = 1 ÷ n êðàåâûì óñëîâèÿì (3.26). Çàäàäèì òàêæå
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

wi(x, 0) = f1i(x), ẇi(x, 0) = f2i(x), x ∈ [ai, bi], i = 1÷ n, (4.1)

êîòîðûå äîëæíû áûòü ñîãëàñîâàíû ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè.
Ñîãëàñíî ìåòîäó Ãàëåðêèíà êàæäóþ íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.25)

áóäåì èñêàòü â âèäå

wi(x, t) =
m∑
j=1

cij(t)gij(x), (4.2)

ãäå gij(x), x ∈ [ai, bi] � áàçèñíûå ôóíêöèè, ïîäîáðàííûå òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü çàäàí-
íûå êðàåâûå óñëîâèÿ, à ôóíêöèè cij(t), t ≥ 0 îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè
íåâÿçêè óðàâíåíèÿ êî âñåì áàçèñíûì ôóíêöèÿì.

Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ âîçüìåì ôóíêöèè

gij(x) = Aij cos γij(x− ai) +Bij sin γij(x− ai) + Cijchγij(x− ai) +Dijshγij(x− ai), (4.3)

i = 1÷ n, j = 1, 2, 3, . . .

Êîýôôèöèåíòû Aij, Bij, Cij, Dij è ïàðàìåòð γij âûáåðåì òàê, ÷òîáû íà êàæäîì èç
êîíöîâ îòðåçêà [ai, bi] , â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.26), âûïîëíÿëîñü îäíî èç ñëåäóþùèõ ócëîâèé:

1) gij(x) = g′ij(x) = 0; 2) gij(x) = g′′ij(x) = 0; j = 1, 2, 3, . . . (4.4)

Òîãäà ôóíêöèè wi(x, t) âèäà (4.2) áóäóò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì (3.26). Çàìåòèì, ÷òî γij
è gij(x) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè êðàåâîé çàäà÷è

gIVi (x) = γ4i gi(x) (4.5)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (4.4). Çàäà÷à (4.5), (4.4) � ñàìîñîïðÿæåííàÿ è ïîëíîñòüþ îïðå-
äåëåííàÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà ôóíêöèé {gij(x)}∞j=1 îðòîãîíàëüíà íà [ai, bi] [6], ò.å.
ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

bi∫
ai

gik(x)gis(x)dx =

{
∆ik, k = s;
0, k ̸= s,

bi∫
ai

g′′′′ik (x)gis(x)dx =

{
γ4ik∆ik, k = s;
0, k ̸= s,

(4.6)

i = 1,÷n, k, s = 1÷m.
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Óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè íåâÿçîê i -ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.25) ê áàçèñíûì ôóíêöè-
ÿì {gis(x)}ms=1 ïîçâîëÿþò çàïèñàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ cis(t) :

n∑
k=1

m∑
j=1

(Aikjsc̈kj(t) +Bikjsċkj(t) + Cikjsckj(t)) = 0, i = 1, ..., n, s = 1, ...,m, (4.7)

Aikjs = δikδjs∆ikMi +
2ρ(−1)i+k

π

bi∫
ai

dx

bk∫
ak

 τ∫
ak

gkj(x)dx

 √
h(x)√

h(τ)(τ − x)
−

x∫
ai

θ(x, τ)√
h(x)

dx

×

×gis(x)dτ −
2ρ(−1)i+k

π

n−1∑
d=1

n−1∑
p=1

H̃dp

bd∫
ad

dx

bk∫
ak

gkj(τ)
√
h(τ)√

h(x)(τ − x)
dτ

 ·
bi∫

ai

gis(x)

 x∫
ai

xp−1dx√
h(x)

 dx;

Bikjs = δikδjs∆ik

(
β2iγ

4
ik + β1i

)
+

+
2ρV (−1)i+k

π

bi∫
ai

dx

bk∫
ak

gkj(τ)gis(x)

 h(x) + h(τ)√
h(x)

√
h(τ)(τ − x)

−
x∫

ai

θ(x, τ)√
h(x)

dx

 dτ−

−2ρV (−1)i+k

π

n−1∑
d=1

n−1∑
p=1

H̃dp

bd∫
ad

dx

bk∫
ak

g′kj(τ)
√
h(τ)√

h(x)(τ − x)
dτ

 ·
bi∫

ai

gis(x)

 x∫
ai

xp−1dx√
h(x)

 dx+

−2ρV (−1)i+k

π

n−1∑
d=1

n−1∑
p=1

H̃dp

bd∫
ad

dx

bk∫
ak

gkj(τ)
√
h(τ)√

h(x)(τ − x)
dτ

 ·
bi∫

ai

xp−1 · gis(x)√
h(x)

dx;

Cikjs = δikδjs∆ik

(
Diγ

4
ik + β0i

)
+ δikNi

ci∫
bi

g′′kj(x)g
′′
is(x)dx+

+
2ρV 2(−1)i+k

π

bi∫
ai

dx

bk∫
ak

g′kj(τ) · gis(x)
τ − x

√
h(τ)√
h(x)

dτ−

−2ρV 2(−1)i+k

π

n−1∑
d=1

n−1∑
p=1

H̃dp

bd∫
ad

dx

bk∫
ak

g′kj(τ)
√
h(τ)√

h(x)(τ − x)
dτ

 ·
bi∫

ai

xp−1 · gis(x)√
h(x)

dx,

ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Ïîëó÷èëè ñèñòåìó m·n îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà

äëÿ îïðåäåëåíèÿ m · n íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé.
Óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè íåâÿçêè íà÷àëüíûõ óñëîâèé (4.1) ê áàçèñíûì ôóíêöèÿì ïîç-

âîëÿþò íàéòè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ckj(0), c
′
kj(0) :

ckj(0) =
1

∆kj

bk∫
ak

f1k(x)gkj(x)dx, c′kj(0) =
1

∆kj

bk∫
ak

f2k(x)gkj(x)dx, k = 1÷n, j = 1÷m. (4.8)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.7) ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè (4.8), íà îñíîâå ðåøåíèÿ êîòîðîé ìîæíî ïðîâîäèòü èññëåäîâàíèå äèíàìèêè
äëÿ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.
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5. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò â çàäà÷å î äèíàìèêå óïðóãèõ ïëàñòèí

Íà îñíîâå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (4.7), (4.8) ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïî èñ-
ñëåäîâàíèþ äèíàìèêè ïëàñòèí ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðèìåð îäíîé òàêîé ñèñòåìû. Â ïîòîêå íàõîäÿòñÿ äâå ïëàñòèíû (n = 2 ). Ðà-
áî÷àÿ ñðåäà � âîçäóõ ( ρ = 1 ), ïëàñòèíû èçãîòîâëåíû èç àëþìèíèÿ (ìîäóëü óïðóãîñòè
E = 7 · 1010 , ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ρpl = 8480 ).

Âîçüìåì ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû: a1 = 2 ; b1 = 3 ; a2 = 7 ; b2 = 8 ;
β01 = β02 = 4 ; β11 = β12 = β21 = β22 = 0, 1 ; N1 = N2 = 0 (âñå çíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû â
ñèñòåìå ÑÈ).

Ïóñòü êîíöû ïëàñòèí çàêðåïëåíû æåñòêî, òîãäà áàçèñíûå ôóíêöèè (4.3) ïðèìóò âèä

gij(x) = sin γij(x− ai)− shγij(x− ai) +
cos γij(bi − ai)− chγij(bi − ai)

sin γij(bi − ai) + shγij(bi − ai)
×

× (cos γij(x− ai)− chγij(x− ai)) , i = 1÷ n, j = 1, 2, 3, . . . ,

ãäå γij ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

cos γij(bi − ai)chγij(bi − ai) = 1.

Çàäàäèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â âèäå

w1 (x, 0) = 0, 01 · g11(x), ẇ1 (x, 0) = −0, 005 · g11(x),

w2 (x, 0) = −0, 01 · g21(x), ẇ1 (x, 0) = 0, 005 · g21(x).

Ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé ñèñòåìû Mathematica íà îòðåçêå t ∈ [0; 10] ïîëó÷èì ãðà-

ôèêè ôóíêöèé w1(x, t) =
4∑

j=1

c1j(t)g1j(x) ïðè x = x1 = 2, 5 è w2(x, t) =
4∑

j=1

c2j(t)g2j(x)

ïðè x = x2 = 7, 5 ïðè ðàçëè÷íûõ ñêîðîñòÿõ íàáåãàþùåãî ïîòîêà äëÿ óïðóãèõ ïëàñòèí
ðàçëè÷íîé òîëùèíû (ðèñ. 5.1�5.4).

I. V = 40; h1 = h2 = h = 0, 002; D1 = D2 = Eh3

12
(
1− ν2

) = 51, 6; M1 = M2 = ρplh =

17, 0

Ð è ñ ó í î ê 5.1

Äåôîðìàöèÿ ïëàñòèí â òî÷êàõ x1 = 2, 5 è x2 = 7, 5

II. V = 40; h1 = 0, 0013;h2 = 0, 002; D1 = 14, 2; D2 = 51, 6; M1 = 11, 0;M2 = 17, 0
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Ð è ñ ó í î ê 5.2

Äåôîðìàöèÿ ïëàñòèí â òî÷êàõ x1 = 2, 5 è x2 = 7, 5

III. V = 40; h1 = 0, 002;h2 = 0, 0013; D1 = 51, 6; D2 = 14, 2; M1 = 11, 0;M2 = 17, 0

Ð è ñ ó í î ê 5.3

Äåôîðìàöèÿ ïëàñòèí â òî÷êàõ x1 = 2, 5 è x2 = 7, 5

IV. V = 30; h1 = 0, 002;h2 = 0, 0013; D1 = 51, 6; D2 = 14, 2; M1 = 11, 0;M2 = 17, 0

Ð è ñ ó í î ê 5.4

Äåôîðìàöèÿ ïëàñòèí â òî÷êàõ x1 = 2, 5 è x2 = 7, 5

Àíàëèçèðóÿ ðèñóíêè 5.1�5.3, âèäèì, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè òîëùèíû ïëàñòèí êîëåáàíèÿ
ìîãóò ñòàòü íåóñòîé÷èâûìè, ïðè÷åì íåóñòîé÷èâîñòü êîëåáàíèé õîòÿ áû îäíîé èç ïëàñòèí
ïðèâîäèò ê íåóñòîé÷èâîñòè âñåé ñèñòåìû. À èç àíàëèçà ðèñóíêîâ 5.3, 5.4 ñëåäóåò, ÷òî ïðè
óâåëè÷åíèè ñêîðîñòè íàáåãàþùåãî ïîòîêà êîëåáàíèÿ òàê æå ìîãóò ñòàòü íåóñòîé÷èâûìè.
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6. Çàêëþ÷åíèå

Íà îñíîâå ïðåäëîæåíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû òèïà ¾òàí-
äåì¿, ñîñòîÿùåé èç n óïðóãèõ ïëàñòèí, ïîñëåäîâàòåëüíî ðàñïîëîæåííûõ äðóã çà äðó-
ãîì âäîëü îäíîé ëèíèè è îáòåêàåìûõ äîçâóêîâûì ïîòîêîì ãàçà (æèäêîñòè), äàíî ðåøå-
íèå àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêîé ÷àñòè çàäà÷è, îñíîâàííîå íà ìåòîäàõ òåîðèè ôóíêöèé êîì-
ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Íà îñíîâå ìåòîäà Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà ñîçäàí ïðîãðàììíûé ïðî-
äóêò, ïîçâîëÿþùèé íàõîäèòü ðåøåíèå ïîëó÷åííîé ïîñëå ýòîãî ñâÿçàííîé ñèñòåìû èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ïðîãèáîâ ïëàñòèí è ïðîèçâîäèòü èññëåäîâàíèå äèíà-
ìèêè ñèñòåìû ïëàñòèí. Ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ãðàôèêè êîëåáàíèé, íà îñíîâàíèè
êîòîðûõ ìîæíî ñóäèòü îá àìïëèòóäå è ÷àñòîòå êîëåáàíèé è äåëàòü âûâîä îá èõ óñòîé÷èâî-
ñòè. Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ðàçðàáîòàòü ïðîãðàììíûé ìîäóëü, ïîçâîëÿþùèé ñòðîèòü
îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè íà ïëîñêîñòÿõ èçìåíåíèÿ äâóõ âûáðàííûõ ïàðàìåòðîâ ìåõàíè÷åñêîé
ñèñòåìû.

Ïðîâåäåííîå èññëåäîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòîì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ î äèíàìèêå óïðó-
ãèõ ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà îòäåëüíî ðàñïîëîæåííûõ êîíñòðóêöèé ïðè îáòå-
êàíèè èõ ïîòîêîì ãàçà èëè æèäêîñòè, íàïðèìåð, î äèíàìèêå ýëåðîíîâ íåñêîëüêèõ êðûëüåâ
ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ, äâèæóùèõñÿ â ñëåäå äðóã çà äðóãîì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ � 2014/232 Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè
è ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ � 15-01-08599.
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Investigation of dynamic of one aeroelastical system of
¾tandem¿ species.
c⃝ A. V. Ankilov3, P. A. Velmisov4

Abstract. The article proposes a mathematical model of the dynamical system consisting of
the n elastic plates of ¾tandem¿ species �owing along of the subsonic �ow of gas (liquid). The
aerohydrodynamic impact on the plates is determined from the asymptotic equations of motion of
a liquid or gas in the model of an ideal incompressible environment. The behavior of the elastic
material is described by a linear model. For solving problem, the approach based on the construction
of the solutions of aerohydrodynamic part of the two-dimensional boundary-value problem for
Laplace's equation by methods of complex analysis is used. While the aerohydrodynamic load
(pressure of liquid or gas) is de�ned through the functions describing the unknown deformations of
the plates. Under the substitution of the pressure expression in the equation of oscillations of the
plates the solution of the problem is reduced to the study of systems of coupled integro-di�erential
equations with partial derivatives for the deformations functions. On the basis of the Bubnov-
Galerkin method a software product is created. This product allows to �nd the solution of system
of equations and to produce the investigation of the dynamics of the plates system. The program
may to build the oscillations graphics the based on which we can to discuss the amplitude and
frequency of oscillations and to make conclusions about their stability. On the basis of the numerical
experiment the dependences of the character of the oscillations of elastic plates are analyzed from
the parameters of the mechanical system.

KeyWords: aerohydroelastisity, dynamic, elastic plate, system of ¾tandem¿ species, deformation,
�ow along the plate, subsonic �ow

3 Assistant professor of Higher Mathematics Chair, Ulyanovsk State Technical University, Ulyanovsk;
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ÓÄÊ 517.9

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà òåïëîïåðåíîñà
â äëèííîì öèëèíäðè÷åñêîì êàíàëå
c⃝ Î. Â. Ãåðìèäåð1, Â. Í. Ïîïîâ2, À. À. Þøêàíîâ3

Àííîòàöèÿ. Â ðàìêàõ êèíåòè÷åñêîãî ïîäõîäà ðåøåíà çàäà÷à î òå÷åíèè ðàçðåæåííîãî ãà-
çà â öèëèíäðè÷åñêîì êàíàëå ïðè íàëè÷èè ïðîäîëüíîãî ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû. Â êà÷åñòâå
îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî êèíåòèêó ïðîöåññà, èñïîëüçîâàíî êèíåòè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå Âèëüÿìñà, à â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ñòåíêå êàíàëà � ìîäåëü äèôôóçíîãî
îòðàæåíèÿ. Îòêëîíåíèå ñîñòîÿíèÿ ãàçà îò ðàâíîâåñíîãî ïîëàãàåòñÿ ìàëûì. Ýòî ïîçâîëèëî
ðàññìîòðåòü ðåøåíèå çàäà÷è â ëèíåàðèçîâàííîì âèäå. Äëÿ îòûñêàíèÿ ëèíåéíîé ïîïðàâêè ê
ëîêàëüíî-ðàâíîâåñíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê ðåøåíèþ ëèíåéíîãî îäíî-
ðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ðåøåíèå
ïîñëåäíåãî ïîñòðîåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê. Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî ðåøå-
íèÿ, èñõîäÿ èç ñòàòèñòè÷åñêîãî ñìûñëà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ãàçà ïî êîîðäèíàòàì
è ñêîðîñòÿì, ïîñòðîåí ïðîôèëü âåêòîðà ïîòîêà òåïëà â êàíàëå è âû÷èñëåí ïîòîê òåïëà ÷åðåç
ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå êàíàëà. Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç îêîí÷àòåëüíûõ âûðàæåíèé. Ïðî-
âåäåííîå ñðàâíåíèå ñ àíàëîãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà
äèñêðåòíûõ îðäèíàò, ïîêàçàëî, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòå ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ ïðèâîäèò ê
êîððåêòíûì ðåçóëüòàòàì â øèðîêîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé ðàäèóñà êàíàëà

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Áîëüöìàíà, ìîäåëüíûå êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ,
ìåòîä õàðàêòåðèñòèê, òå÷åíèå ãàçà â öèëèíäðè÷åñêîì êàíàëå

1. Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèå âíóòðåííèõ òå÷åíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç íàèáîëåå âàæíûõ çàäà÷
äèíàìèêè ðàçðåæåííîãî ãàçà [1]. Äëÿ ñëàáîðàçðåæåííûõ ãàçîâ ñòðîãîå ðåøåíèå ýòîé çà-
äà÷è ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà (èëè
ñèñòåìû óðàâíåíèé Áîëüöìàíà, åñëè ãàç ñîñòîèò èç ìîëåêóë ðàçíîé ïðèðîäû) ïðè ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, ïîñëå ÷åãî ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóð îïðå-
äåëÿþò ìàêðîïàðàìåòðû ãàçà [2]. Îäíàêî, ó÷èòûâàÿ ñëîæíîñòü êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
Áîëüöìàíà, ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ñëàáîðàçðåæåííûõ ãàçîâ â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ [1]�[3]. Â ñèëüíî ðàçðåæåííûõ ãàçàõ ñòîëêíî-
âåíèÿìè ìîëåêóë ìåæäó ñîáîé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â ýòîì ñëó÷àå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå
Áîëüöìàíà ïåðåõîäèò â îäíîðîäíîå ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè, ðåøåíèå êîòîðîãî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêè [3]. Äî íåäàâíåãî
âðåìåíè èññëåäîâàíèå âíóòðåííèõ òå÷åíèé îãðàíè÷èâàëîñü â îñíîâíîì ïðîöåññàìè ïåðå-
íîñà â êàíàëàõ, ñòåíêè êîòîðûõ îáðàçîâàíû áåñêîíå÷íûìè ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè,
÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ áîëüøèì ÷èñëîì ðàáîò íà ýòó òåìó, ñïèñîê êîòîðûõ ìîæíî íàéòè â
[1]�[5]. Îäíàêî â ïîñëåäíåå âðåìÿ â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì ìèêðî è íàíîðàçìåðíûõ òåõíîëî-
ãèé âñå áîëüøåå âíèìàíèÿ óäåëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèþ òå÷åíèé ãàçà â êàíàëàõ ïðîèçâîëüíîãî
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Òàê, íàïðèìåð, â [6] è [7] ðàññìàòðèâàëîñü òå÷åíèå ðàçðåæåííîãî

1 Àñïèðàíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè, Ñåâåðíûé (Àðêòè÷åñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì. Â. Ëî-
ìîíîñîâà, ã. Àðõàíãåëüñê; o.germider@narfu.ru.

2 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ìàòåìàòèêè, Ñåâåðíûé (Àðêòè÷åñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, ã. Àðõàíãåëüñê; v.popov@narfu.ru.

3 Ïðîôåññîð êàôåäðû òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé îáëàñòíîé óíèâåðñèòåò,
ã. Ìîñêâà; yushkanov@inbox.ru.
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ãàçà ñîîòâåòñòâåííî â êàíàëå ïðÿìîóãîëüíîãî è òðåóãîëüíîãî ñå÷åíèé, â [8]�[10] � â êàíàëå
öèëèíäðè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ, â [11] � â çàçîðå ìåæäó äâóìÿ êîíöåíòðè÷åñêèìè öèëèíäðàìè,
â [12] � â êàíàëå ýëëèïòè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ. Öåëü ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòû ñîñòîèò â ïðè-
ìåíåíèè àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ðàçðàáîòàííûõ â [13], äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î òå÷åíèè
ðàçðåæåííîãî ãàçà â êàíàëå öèëèíäðè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ ïðè íàëè÷èè ïðîäîëüíîãî ãðàäè-
åíòà òåìïåðàòóðû. Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî êèíåòèêó ïðîöåññà,
èñïîëüçîâàíî ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå Âèëüÿìñà [14], à â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ
� ìîäåëü äèôôóçíîãî îòðàæåíèÿ.

2. Âûâîä îñíîâíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïåðåíîñå òåïëà â öèëèíäðè÷åñêîì êàíàëå, ðàäèóñà R′ . Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî â êàíàëå ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿííûé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû dT/dz′ (îñü Oz′

íàïðàâëåíà âäîëü îñè öèëèíäðà). Äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ãàçà
ïî êîîðäèíàòàì è ñêîðîñòÿì âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì Âèëüÿìñà [14], êîòîðîå â öèëèí-
äðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàïèñûâàåòñÿ â âèäå [3]

vρ
∂f

∂ρ′
+
vφ
ρ′
∂f

∂φ
+ vz

∂f

∂z′
+
v2φ
ρ′

∂f

∂vρ
− vρvφ

ρ′
∂f

∂vφ
=

ω

γlg
(f∗ − f). (2.1)

Çäåñü f = f(r′,v) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ãàçà ïî êîîðäèíàòàì è
ñêîðîñòÿì, ω = |v−u(r′)| ; u(r′) � ìàññîâàÿ ñêîðîñòü ãàçà, r′ � ðàçìåðíûé ðàäèóñ-âåêòîð,
lg � ñðåäíÿÿ äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë ãàçà, p è ηg � äàâëåíèå è êîýôôèöèåíò
äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè ãàçà, γ = 15/8 ,

f∗ = n∗

(
m

2πkBT∗

)3/2

exp

(
−m(v − u∗)

2

2kBT∗

)
.

Ïàðàìåòðû n∗ , T∗ è u∗ âûáèðàþòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî ìîäåëüíûé èíòåãðàë ñòîëêíî-
âåíèé â (2.1) óäîâëåòâîðÿåò çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö, èìïóëüñà è ýíåðãèè. Â
êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ñòåíêàõ êàíàëà áóäåì èñïîëüçîâàòü ìîäåëü äèôôóçíî-
ãî îòðàæåíèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, îòíîñèòåëüíûé ïåðåïàä òåìïåðàòóðû íà äëèíå ñâîáîäíîãî
ïðîáåãà ìîëåêóë ãàçà ìàëûì. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à äîïóñêàåò ëèíåàðèçàöèþ è ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (2.1) â îáúåìå ãàçà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå [14]

f∞(r′,v) = f(C)

[
1 + 2CzU0 +GT

[(
z − Cz

C

)(
C2 − 5

2

)
− 2

3
√
π
Cz

]]
. (2.2)

Çäåñü f(C) = n0(β/π)
3/2 exp(−C2) � àáñîëþòíûé ìàêñâåëëèàí, C = β1/2v � áåçðàç-

ìåðíàÿ ñêîðîñòü ìîëåêóë ãàçà, β = m/2kBT0 , m � ìàññà ìîëåêóëû ãàçà, kB � ïîñòîÿííàÿ
Áîëüöìàíà, n0 è T0 � êîíöåíòðàöèÿ ìîëåêóë ãàçà è åãî òåìïåðàòóðà â íåêîòîðîé òî÷êå,
ïðèíÿòîé çà íà÷àëî êîîðäèíàò, z = z′/γlg , GT � áåçðàçìåðíûé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû.
Ôóíêöèÿ f∞(r′,v) , îïðåäåëÿåìàÿ âûðàæåíèåì (2.2), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.1),
îäíàêî îíà íå óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ñòåíêàõ êàíàëà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòî
óñëîâèå âûïîëíÿëîñü, ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáðàçóåì íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé,
çàâèñÿùèõ ìîäóëÿ ìîëåêóëÿðíîé ñêîðîñòè, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(f, g) =

+∞∫
0

ρ(C)f(C)g(C) dC, ρ(C) = C5 exp(−C2).
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Âûáåðåì äâå îðòîãîíàëüíûå ôóíêöèè: e1(C) = 1 è e2(C) = C−5/2C (îðòîãîíàëüíîñòü
ïîíèìàåòñÿ çäåñü êàê ðàâåíñòâî íóëþ ââåäåííîãî âûøå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ) è áóäåì
èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) â âèäå

f(r′,v) = f∞(r′,v)

[
1 +GTCz

[
Z1(ρ, c⊥, ψ) +

(
C − 5

2C

)
Z2(ρ, c⊥, ψ)

]]
. (2.3)

Çäåñü ρ = ρ′/γlg , c2⊥ = c2ρ + c2φ , cρ = Cρ/C = c⊥ cosψ , cφ = Cφ/C = c⊥ sinψ ,
c⊥ = Cz/C = sin θ . Ïðè çàïèñè (2.3) ïåðåøëè ê ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â ïðî-
ñòðàíñòâå ñêîðîñòåé, îáîçíà÷èâ ÷åðåç ψ è θ ñîîòâåòñòâåííî óãëû, îòñ÷èòûâàåìûå îò ïî-
ëîæèòåëüíûõ íàïðàâëåíèé îñåé Cρ è Cz . Ïîäñòàâëÿÿ (2.3) â (2.1) è ëèíåàðèçîâàâ ôóíê-
öèþ f∗ = f∗(n∗, T∗,u∗) îòíîñèòåëüíî àáñîëþòíîãî ìàêñâåëëèàíà, êàê ýòî ïðèâåäåíî â [14],
ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

Cz

[
Cρ
∂Z1

∂ρ
+
C2

φ

ρ

∂Z1

∂Cρ

− CρCφ

ρ

∂Z1

∂Cφ

+ CZ1(ρ, c⊥, ψ)

]
+ (2.4)

+Cz

(
C − 5

2C

)(
Cρ
∂Z2

∂ρ
+
C2

φ

ρ

∂Z2

∂Cρ

− CρCφ

ρ

∂Z2

∂Cφ

+ CZ2(ρ, c⊥, ψ)

)
=

=
C

2π

∫
C ′C ′

z exp(−C ′2)k(C,C′)

[
Z1(ρ, c

′
⊥, ψ

′) +

(
C ′ − 5

2C ′

)
Z2(ρ, c

′
⊥, ψ

′)

]
d3C′,

k(C,C′) = 1 +
3

2
CC′ +

1

2
(C2 − 2)(C ′2 − 2).

Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàëû, âõîäÿùèå â ïðàâóþ ÷àñòü (2.3), è ñîêðàùàÿ îáå ÷àñòè ïîëó÷åí-
íîãî ðàâåíñòâà íà CCz , óðàâíåíèå (2.3) çàïèñûâàåì â âèäå

cρ
∂Z1

∂ρ
+
c2φ
ρ

∂Z1

∂cρ
− cρcφ

ρ

∂Z1

∂cφ
+ Z1(ρ, c⊥, ψ)+ (2.5)

+

(
C − 5

2C

)(
cρ
∂Z2

∂ρ
+
c2φ
ρ

∂Z2

∂cρ
− cρcφ

ρ

∂Z2

∂cφ
+ Z2(ρ, c⊥, ψ)

)
=

=
3

4π

π∫
0

2π∫
0

Z1(ρ, c
′
⊥, ψ

′) cos2 θ sin θ dθ dψ.

Ó÷èòûâàÿ îðòîãîíàëüíîñòü â ñìûñëå ââåäåííîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé
e1(C) = 1 è e2(C) = C − 5/2C , óðàâíåíèå (2.5) ðàñïàäàåòñÿ íà äâà íåçàöåïëåííûõ óðàâ-
íåíèÿ

cρ
∂Z1

∂ρ
+
c2φ
ρ

∂Z1

∂cρ
− cρcφ

ρ

∂Z1

∂cφ
+ Z1(ρ, c⊥, ψ) =

3

4π

π∫
0

2π∫
0

Z1(ρ, c
′
⊥, ψ

′) cos2 θ sin θ dθ dψ, (2.6)

cρ
∂Z2

∂ρ
+
c2φ
ρ

∂Z2

∂cρ
− cρcφ

ρ

∂Z2

∂cφ
+ Z2(ρ, c⊥, ψ) = 0. (2.7)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îñåñèììåòðè÷íûõ òå÷åíèé óðàâíåíèÿ (2.6) è (2.7) ìîãóò áûòü óïðî-
ùåíû. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî c⊥ =

√
c2ρ + c2φ , tgψ = cφ/cρ è äèôôåðåíöèðóÿ çàïèñàííûå âûøå

âûðàæåíèÿ ïî cρ è cφ , íàõîäèì

∂c⊥
∂cρ

=
cρ
c⊥

= cosψ,
∂ψ

∂cρ
= −sinψ

c⊥
,
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∂c⊥
∂cφ

=
cφ
c⊥

= sinψ,
∂ψ

∂cφ
=

cosψ

c⊥
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

c2φ
ρ

∂Z1

∂cρ
− cρcφ

ρ

∂Z1

∂cφ
=
c2⊥ sin2 ψ

ρ

(
∂Z1

∂c⊥
cosψ − ∂Z1

∂ψ

sinψ

c⊥

)
−

−c
2
⊥ cosψ sinψ

ρ

(
∂Z1

∂c⊥
sinψ +

∂Z1

∂ψ

cosψ

c⊥

)
= −c⊥ sinψ

ρ

∂Z1

∂ψ
.

Àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ ôóíêöèè Z2(ρ, c⊥, ψ) . Òàêèì îáðà-
çîì, ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.6), (2.7) ïåðåïèøåì â âèäå

c⊥ cosψ
∂Z1

∂ρ
− c⊥ sinψ

ρ

∂Z1

∂ψ
+ Z1(ρ, c⊥, ψ) =

3

4π

π∫
0

2π∫
0

Z1(ρ, c
′
⊥, ψ

′) cos2 θ sin θ dθ dψ, (2.8)

c⊥ cosψ
∂Z2

∂ρ
− c⊥ sinψ

ρ

∂Z2

∂ψ
+ Z2(ρ, c⊥, ψ) = 0. (2.9)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

f(r′,v)|S = f(C)

[
1 + 2CzU0 +GT z

(
C2 − 5

2

)]
,

ïðèíÿòóþ â ðàáîòå ìîäåëü ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ è ñïîñîá ëèíåàðèçàöèè èñêîìîãî ðåøå-
íèÿ, îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì (2.3), ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèé Z1(ρ, c⊥, ψ) è
Z2(ρ, c⊥, ψ) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

Z1(R, c⊥, ψ) =
2

3
√
π
, Z2(R, c⊥, ψ) = 1,

π

2
≤ ψ ≤ 3π

2
. (2.10)

Ïðè çàïèñè (2.10) ó÷ëè, ÷òî ïðè îòðàæåíèè ìîëåêóë ãàçà îò âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè
öèëèíäðà cρ = c⊥ cosψ ≤ 0 . Òàêèì îáðàçîì, íàõîæäåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë
ãàçà ïî êîîðäèíàòàì è ñêîðîñòÿì, îïðåäåëÿåìîé âûðàæåíèåì (2.3), ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.8), (2.9) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.10).

3. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïåðåä òåì êàê ïåðåéòè ê ïîñòðîåíèþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âû÷èñëèì îòëè÷íóþ îò
íóëÿ êîìïîíåíòó âåêòîðà ïîòîêà òåïëà qz(ρ) . Èñõîäÿ èç ñòàòèñòè÷åñêîãî ñìûñëà ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ [14], ñ ó÷åòîì (2.3) íàõîäèì

qz(ρ) =
γ

π3/2

∫
exp(−C2)Cz

(
C2 − 5

2

)[
2CzU0 +GT

[(
z − Cz

C

)(
C2 − 5

2

)
− 2

3Cz

√
π

]
+

+GTCz

[
Z1(ρ, c⊥, ψ) +

(
C − 5

2C

)
Z2(ρ, c⊥, ψ)

]]
d3C =

=
GT

π3/2

∫
exp(−C2)C2

z

(
C2 − 5

2

)(
C − 5

2C

)
(Z2(ρ, c⊥, ψ)− 1) d3C.
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Òàê êàê ôóíêöèÿ Z1(ρ, c⊥, ψ) íå âíîñèò âêëàäà â ïîòîê òåïëà, òî â ðàñìàòðèâàåìîé
çàäà÷å ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ îòûñêàíèåì ôóíêöèè Z2(ρ, c⊥, ψ) , îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèåì
(2.7) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (2.10). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.7) èùåì â âèäå

Z2(ρ, c⊥, ψ) = Z(ρ, c⊥, ψ) + 1. (3.1)

Ñ ó÷åòîì (3.1) óðàâíåíèå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè Z(ρ, c⊥, ψ)
ïðèìóò âèä

c⊥ cosψ
∂Z

∂ρ
− c⊥ sinψ

ρ

∂Z

∂ψ
+ Z(ρ, c⊥, ψ) + 1 = 0, (3.2)

Z(R, c⊥, ψ) = 0,
π

2
≤ ψ ≤ 3π

2
. (3.3)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.2) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (3.3) èùåì ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê,
ðàçâèòûì â [13]. Ñèñòåìà óðàâíåíèé õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ (3.2) èìååò âèä

dρ

c⊥ cosψ
= − ρ dψ

c⊥ sinψ
= − dZ

Z(ρ, c⊥, ψ) + 1
. (3.4)

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå
dρ

c⊥ cosψ
= − ρ dψ

c⊥ sinψ
,

íàõîäèì îäèí ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû õàðàêòåðèñòèê (3.4)

ρ| sinψ| = C1. (3.5)

Ñ ó÷åòîì (3.5) óðàâíåíèå

dρ

c⊥ cosψ
= − dZ

Z(ρ, c⊥, ψ) + 1
ïåðåïèøåì â âèäå

± ρ dρ

c⊥
√
ρ2 − C2

1

= − dZ

Z(ρ, c⊥, ψ) + 1
. (3.6)

Çäåñü âåðõíèé çíàê èìååò ìåñòî ïðè −π
2

≤ ψ ≤ π

2
, íèæíèé � ïðè

π

2
≤ ψ ≤ 3π

2
.

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (3.6), íàõîäèì äðóãîé ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû õàðàêòåðèñòèê

Z(ρ, c⊥, ψ) exp

(
±
√
ρ2 − C2

1

c⊥

)
= C2. (3.7)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ C1 è C2 âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèÿìè

C1 = R| sinψ0|, C2 = exp

(
R cosψ0

c⊥

)
.

Çäåñü (R,ψ0) � êîîðäèíàòû òî÷êè îòðàæåíèÿ ìîëåêóëû ãàçà îò ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà
â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé åãî îñè. Èñêëþ÷àÿ èç (3.5) è (3.7) ïîñòîÿííûå èíòåãðèðî-
âàíèÿ C1 è C2 , ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî Z(ρ, c⊥, ψ) è ψ0

ρ| sinψ| = R| sinψ0|, (Z(ρ, c⊥, ψ) + 1) exp

(
ρ cosψ

c⊥

)
= exp

(
R cosψ0

c⊥

)
, (3.8)

ðàçðåøèâ êîòîðóþ íàõîäèì

Z(ρ, c⊥, ψ) = exp

(
−ρ cosψ +

√
R2 − ρ2 sin2 ψ

c⊥

)
− 1. (3.9)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.7) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (2.10) è ñîîòâåòñòâåííî
èñêîìàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ãàçà ïî êîîðäèíàòàì è ñêîðîñòÿì ïîñòðîåíû.
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4. Âû÷èñëåíèå ïîòîêà òåïëà â êàíàëå

Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íàõîäèì îòëè÷íóþ îò íóëÿ êîìïîíåíòó âåêòîðà ïî-
òîêà òåïëà qz(ρ) è ïîòîê òåïëà JQ , ÷åðåç ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå êàíàëà

qz(ρ) =
GTγ

π3/2

∫
exp(−C2)C2

z

(
C2 − 5

2

)(
C − 5

2C

)
(Z(ρ, c⊥, ψ)− 1) d3C = (4.1)

=
GTγ

π3/2

+∞∫
0

exp(−C2)C3

(
C2 − 5

2

)2

dC

π∫
0

cos2 θ sin θdθ·

·
2π∫
0

[
exp

(
−ρ cosψ +

√
R2 − ρ2 sin2 ψ

sin θ

)
− 1

]
dψ =

= − 3γ

2
√
π
GT

1− 3

4π

π∫
0

cos2 θ sin θdθ

2π∫
0

[
exp

(
−ρ cosψ +

√
R2 − ρ2 sin2 ψ

sin θ

)
− 1

]
dψ

 ,
JQ =

4

γR3

R∫
0

qz(ρ)ρ dρ. (4.2)

Íà ñòåíêå êàíàëà ïðè ρ = R âûðàæåíèå (4.1) ïðèíèìàåò âèä

qz(ρ) = − 3γ

2
√
π
GT

1− 3

2π

π∫
0

cos2 θ sin θdθ

π/2∫
−π/2

exp

(
−2R cosψ

sin θ

)
dψ

 , (4.3)

Çíà÷åíèÿ qz(ρ/R)/GT äëÿ êàíàëà ðàäèóñà R = 2 , ðàññ÷èòàííûå ñîãëàñíî (4.1), ïðè-
âåäåíû â òàáëèöå 1. Òàì æå ïðèâåäåíû àíàëîãè÷íûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå â [8] ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ìåòîäà äèñêðåòíûõ îðäèíàò íà îñíîâå ìîäåëè Øàõîâà.

ρ/R 0.00 0.10 0.20 0.50 0.90 0.95 1.00
(4.1) 1.3234 1.3206 1.3118 1.2431 0.9233 0.8231 0.6428
[8] 1.4586 1.4550 1.4410 1.3579 0.9711 0.8536 0.6401

Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèÿ qz(ρ/R)/GT äëÿ êàíàëà ðàäèóñà R = 2.

Çíà÷åíèÿ ïîòîêà òåïëà JQ/GT , ðàññ÷èòàííûå ñîãëàñíî (4.2), è àíàëîãè÷íûå çíà÷åíèÿ,
ïîëó÷åííûå â [8], ïðèâåäåíû â òàáëèöå 2.

R′/lg 0.001 0.01 0.02 0.1 1.0 2.0 10.0
(4.2) 3.3742 3.3086 3.2462 2.9337 1.6188 1.0953 0.2951
[8] 3.3695 3.2848 3.2167 2.8801 1.6745 1.1794 0.3410

Òàáëèöà 3. Çíà÷åíèÿ JQ/GT ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ R = R′/lg.

Çíà÷åíèÿ qz(R)/GT , âû÷èñëåííûå ñîãëàñíî (4.3) íà ñòåíêå êàíàëà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà-
÷åíèÿõ åãî ðàäèóñà R = R′/lg , è àíàëîãè÷íûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå â [8], ïðèâåäåíû â
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òàáëèöå 3.

R′/lg 0.001 0.01 0.02 0.1 1.0 2.0 10.0
(4.3) 0.0013 0.0125 0.0240 0.1061 0.5108 0.6428 0.7653
[8] 0.0013 0.0122 0.0237 0.1022 0.4973 0.6406 0.8215

Òàáëèöà 3. Çíà÷åíèÿ qz(R)/GT ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ R = R′/lg.

Èç ïðèâåäåííûõ òàáëèö âèäíî, ÷òî ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû õîðîøî ñîãëàñó-
þòñÿ ñ àíàëîãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè [8] ïðè R′/lg << 1 . Îòëè÷èå ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëü-
òàòîâ ïðè R′/lg > 1 îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê ãèäðîäèíàìè÷åñêîìó ïðåäåëó
óðàâíåíèå Âèëüÿìñà ïðèâîäèò ê çíà÷åíèþ ÷èñëà Ïðàíäëòÿ, îòëè÷àþùåìóñÿ îò ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî çíà÷åíèÿ äëÿ îäíîàòîìíîãî ãàçà [14].

5. Çàêëþ÷åíèå

Èòàê, â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î ïåðåíîñå òåïëà
â öèëèíäðè÷åñêîì êàíàëå ïðè íàëè÷èè ïðîäîëüíîãî ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû. Äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ çíà÷åíèé ðàäèóñà öèëèíäðà ïîñòðîåí ïðîôèëü âåêòîðà ïîòîêà òåïëà è âû÷èñëåí
ïîòîê òåïëà ÷åðåç ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå êàíàëà. Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç ïîëó÷åííûõ
âûðàæåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû ñîâïàäàþò ñ àíàëîãè÷íû-
ìè ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà äèñêðåòíûõ îðäèíàò.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå â ðàìêàõ âûïîëíåíèÿ Ãîñóäàðñòâåííîãî
çàäàíèÿ ¾Ñîçäàíèå âû÷èñëèòåëüíîé èíôðàñòðóêòóðû äëÿ ðåøåíèÿ íàóêîåìêèõ ïðèêëàä-
íûõ çàäà÷¿ (ïðîåêò � 3628).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Ô. Ì. Øàðèïîâ, Â. Ä. Ñåëåçíåâ, Äâèæåíèå ðàçðåæåííûõ ãàçîâ â êàíàëàõ è ìèêðî-
êàíàëàõ, ÓðÎ ÐÀÍ, Åêàòåðèíáóðã, 2008.

2. Þ. À. Êîøìàðîâ, Þ. À. Ðûæîâ, Ïðèêëàäíàÿ äèíàìèêà ðàçðåæåííîãî ãàçà, Ìàøè-
íîñòðîåíèå, Ì., 1977.

3. Ì. Í. Êîãàí, Äèíàìèêà ðàçðåæåííîãî ãàçà. Êèíåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ, Íàóêà, Ì., 1967.

4. C. E. Siewert, “The linearized Boltzmann Equation: Concise and Accurate Solutions to
Basic Flow Problems”, Zeitschrift fur Angewandte Mathematic und Physik, 54 (2003),
273–303.

5. Â. Ïîïîâ, À. Þøêàíîâ, Â. Ëóêàøåâ, Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ ïå-
ðåíîñà â êàíàëàõ. Ìîíîãðàôèÿ., LAP LAMBERT Academic publishing GmbH & Co,
Saarbrucken, Germany, 2014, 116 ñ.

6. Â. À. Òèòàðåâ, Å. Ì. Øàõîâ, �Êèíåòè÷åñêèé àíàëèç èçîòåðìè÷åñêîãî òå÷åíèÿ â
äëèííîì ìèêðîêàíàëå ïðÿìîóãîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ�, Æóðíàë âû÷èñëèòåëü-
íîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, 50, 2010, 1285�1302.

7. S. Naris, D. Valougeorgis, “Rarefied gas flow in a triangular duct based on a boundary
fitted lattice”, European Journal of Mechanics B/ Fluids, 27 (2008), 810–822.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 1



29

8. C. E. Siewert, D. Valougeorgis, “An analytical discrete-ordinates solution of the S-model
kinetic equations for flow in a cylindrical tube”, Journal of Quantitative Spectroscopy &
Radiative Transfer, 72 (2002), 531–550.

9. P. Taheri, M. Bahrami, “Macroscopic description of nonequilibrium effects in thermal
transpiration flows in annular microchannels”, Physical Review, 86 (2012), 1–9.

10. C.H. Kamphorst, P. Rodrigues, L. B. Barichello, “A Closed-Form Solution of a Kinetic
Integral Equation for Rarefied Gas Flow in a Cylindrical Duct”, Applied Mathematics, 5
(2014), 1516–1527.

11. Â. À. Òèòàðåâ, Å. Ì. Øàõîâ, �×èñëåííûé àíàëèç âèíòîâîãî òå÷åíèÿ Êóýòòà ðàçðå-
æåííîãî ãàçà ìåæäó êîàêñèàëüíûìè öèëèíäðàìè�, Æóðíàë âû÷èñëèòåëüíîé ìàòå-
ìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, 46, 2006, 527�535.

12. I. Graur, F. Sharipov, “Gas flow through an elliptical tube over the whole range of the
gas rarefaction”, European Journal of Mechanics B/Fluids, 27 (2008), 335-345.

13. Ý. Â. Çàâèòàåâ, À. À. Þøêàíîâ, �Ýëåêòðè÷åñêîå ïîãëîùåíèå ìåëêîé ìåòàëëè÷åñêîé
÷àñòèöû öèëèíäðè÷åñêîé ôîðìû�, Æóðíàë òåõíè÷åñêîé ôèçèêè, 75, 2005, 3�9.

14. À. Â. Ëàòûøåâ, À. À. Þøêàíîâ, Êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ òèïà Âèëüÿìñà è èõ
òî÷íûå ðåøåíèÿ: ìîíîãðàôèÿ, ÌÃÎÓ, Ì., 2004.

Mathematical modeling of the process heat transfer in a
long cylindrical channel
c⃝ O. V. Germider 4, V. N. Popov 5, À. À. Yushkanov6

Abstract.Within the framework of the kinetic approach the problem of the �ow of rare�ed gas in
a cylindrical channel with longitudinal temperature gradient is solved. As the basic equation, that
describes the kinetics of the process, the Williams kinetic equation, and as a boundary condition on
the wall of the channel - a model of di�use re�ection are used. The deviation from the equilibrium
state of the gas is assumed small. It allowed to consider the solution of the problem in the linearized
form. In order to �nd a linear correction to the local equilibrium distribution function the problem
is reduced to solving a linear homogeneous di�erential equation of the �rst order. It's solution is
constructed using the method of characteristics. The obtained solution is used to construct the
pro�le of the heat �ux vector in the channel and the heat �ux through the cross section of the
channel. The numerical analysis of the �nal expressions is done. A comparison with similar results
obtained by using the method of discrete ordinates, showed that the procedure proposed in the
decision leads to the correct result in a wide range of channel radius.

Key Words: Boltzmann kinetic equation, model kinetic equations, method of characteristics,
models of boundary conditions
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ÓÄÊ 517.9

Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîëóïðÿìûõ
ïðîèçâåäåíèé DA-äèôôåîìîðôèçìà òîðà è ãðóáîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ îêðóæíîñòè
c⃝ Â. Ç. Ãðèíåñ1, Þ. À. Ëåâ÷åíêî2, Î. Â. Ïî÷èíêà3

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ òð¼õìåðíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ ÿâ-
ëÿþùèõñÿ ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì DA-äèôôåîìîðôèçìà òîðà è ãðóáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
îêðóæíîñòè. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êëàññ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè òàêîãî äèôôåîìîð-
ôèçìà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ êîìáèíàòîðíûìè èíâàðèàíòàìè, à èìåííî ãèïåðáîëè÷åñêèì
àâòîìîðôèçìîì òîðà è íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâîì åãî ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò, à òàêæå ÷èñëîì
ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò è ïîðÿäêîâûì ÷èñëîì ïðåîáðàçîâàíèÿ îêðóæíîñòè

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîïðÿæ¼ííîñòü, DA-äèôôåîìîðôèçì, ãèïåðáîëè÷åñêèõ
àâòîìîðôèçì

1. Ââåäåíèå

Ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ïîíèìàíèè ïðèíöèïèàëüíîãî îòëè÷èÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ
êàñêàäîâ íà ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè áîëüøåé åäèíèöû îò ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ ïî-
òîêîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ ñûãðàë âàæíûé êëàññ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ ïîòîêîâ è äèôôåî-
ìîðôèçìîâ, ââåäåííûõ Ä.À. Àíîñîâûì â [1], [2] íàçâàííûõ èì Ó-ñèñòåìàìè è ïîëó÷èâøèõ
ïîçäíåå íàçâàíèå ïîòîêîâ è äèôôåîìîðôèçìîâ Àíîñîâà. Äèôôåîìîðôèçì Àíîñîâà f çà-
ìêíóòîãî n -ìíîãîîáðàçèÿ Mn õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TMn

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû Óèòíè Es ⊕ Eu df -èíâàðèàíòíûõ ïîäðàññëîåíèé Es ,
Eu ( dimEs

x + dimEu
x = n , x ∈Mn ), è ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû Cs > 0 , Cu > 0 , 0 < λ < 1

òàêèå, ÷òî

∥dfm(v)∥ ≤ Csλ
m∥v∥ äëÿ v ∈ Es, ∥df−m(v)∥ ≤ Cuλ

m∥v∥ äëÿ v ∈ Eu, m > 0.

Ñ. Ñìåéë îáîáùèë ïîíÿòèå Ó-äèôôåîìîðôèçìà è ââåë â ðàññìîòðåíèå êëàññ ñèñòåì ñ
ãèïåðáîëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà, ÿâëÿþùåãîñÿ çàìûêàíèåì ìíî-
æåñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê [11] (äèôôåîìîðôèçìû, îáëàäàþùèå ýòèìè ñâîéñòâàìè, ïî-
ëó÷èëè íàçâàíèå A -äèôôåîìîðôèçìîâ). Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñèñòåì èç ýòîãî êëàññà
äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå, íàçûâàåìîå ñïåêòðàëüíûì, íà êîíå÷íîå ÷èñëî çàìêíóòûõ èíâà-
ðèàíòíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî.
Äèíàìèêà íà íåòðèâèàëüíîì áàçèñíîì ìíîæåñòâå (íå ÿâëÿþùåìñÿ ïåðèîäè÷åñêîé îðáè-
òîé) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè, âî ìíîãîì ñõîäíûìè ñ ïîâåäåíèåì äèôôåîìîðôèçìà â ïðèìåðå
�Àíîñîâñêîãî òîðà�.

Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà áàçèñíîì ìíîæåñòâå Λ íåêîòîðîãî À-äèôôåîìîðôèçìà
f : Mn → Mn , ïîðîæäàåò ñóùåñòâîâàíèå òàê íàçûâàåìûõ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ
ìíîãîîáðàçèé, êîòîðûå îáúåäèíÿþò òî÷êè ñ îäèíàêîâûì àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì ïðè
ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ñîîòâåòñòâåííî èòåðàöèÿõ [6], [10]. Äëÿ ëþáîé òî÷êè

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ÷èñëåííîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî;
vgrines@yandex.ru

2 Íàó÷íûé ñîòðóäíèê ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî; ulev4enko@gmail.com
3 Ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè ÍÈÓ ÂØÝ; olga-pochinka@yandex.ru
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x ∈ Λ ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíàÿ èìåðñèÿ Js
x : Rs → M , îáðàç êîòîðîé W s(x) = Js

x(Rs)
íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì òî÷êè x , òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà:

1. TxW s(x) = Es
Λ .

2. Òî÷êè x, y ∈ Mn ïðèíàäëåæàò îäíîìó ìíîãîîáðàçèþ W s(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà d(fn(x), fn(y)) → 0 ïðè n→ ∞ .

3. f(W s(x)) = W s(f(x)) .

4. Åñëè x, y ∈ Λ , òî ëèáî W s(x) = W s(y) , ëèáî W s(x) ∩W s(y) = ∅ .

5. Åñëè òî÷êè x, y ∈ Λ áëèçêè íà Mn , òî W s(x) , W s(y) C1 -áëèçêè íà êîìïàêòíûõ
ìíîæåñòâàõ.

Íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W u(x) òî÷êè x ∈ Λ îïðåäåëÿåòñÿ êàê óñòîé÷èâîå ìíîãîîá-
ðàçèå îòíîñèòåëüíî äèôôåîìîðôèçìà f−1 . Íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ îáëàäàþò àíàëî-
ãè÷íûìè ñâîéñòâàìè. Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî 4.2), óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ
íàçûâàþòñÿ èíâàðèàíòíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè.

Â ñèëó [8] áàçèñíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì (ðåïåëëåðîì) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíî ñîäåðæèò íåóñòîé÷èâûå (óñòîé÷èâûå) ìíîãîîáðàçèÿ ñâîèõ òî÷åê. Îäíàêî
ðàçìåðíîñòü áàçèñíîãî ìíîæåñòâà, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ ðàçìåðíîñòüþ
íåóñòîé÷èâûõ (óñòîé÷èâûõ) ìíîãîîáðàçèé åãî òî÷åê. Â ñëó÷àå, åñëè ðàçìåðíîñòü àòòðàê-
òîðà (ðåïåëëåðà) ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ íåóñòîé÷èâûõ (óñòîé÷èâûõ) ìíîãîîáðàçèé åãî
òî÷åê, òî àòòðàêòîð (ðåïåëëåð) íàçûâàåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèìñÿ (ñæèìàþùèìñÿ).

Äèôôåîìîðôèçìû Àíîñîâà ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàñòÿãèâàþùèõñÿ àò-
òðàêòîðîâ (ñæèìàþùèõñÿ ðåïåëëåðîâ). Ñëåäóÿ [11], ìîæíî ïîñòðîèòü ñòðóêòóðíî óñòîé-
÷èâûé äèôôåîìîðôèçì òîðà T2 , íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò èç íåïî-
äâèæíîãî èñòî÷íèêà è îäíîìåðíîãî ðàñòÿãèâàþùåãîñÿ àòòðàêòîðà ñ ïîìîùüþ òàê íàçû-
âàåìîé õèðóðãè÷åñêîé îïåðàöèè Ñìåéëà èç äèôôåîìîðôèçìà Àíîñîâà, çàäàííîãî íà T2

(ñì. ðàçäåë 3.). Òàêîé äèôôåîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ DA-äèôôåîìîðôèçìîì.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ìîäåëèðóåì êëàññ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ

òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòüñÿ ëîêàëüíî ïðÿìûì ïðîèçâåäåíè-
åì íåêîòîðîãî DA-äèôôåîìîðôèçìà äâóìåðíîãî òîðà è ãðóáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îêðóæ-
íîñòè. Çàòåì ìû íàõîäèì ïîëíóþ ñèñòåìó òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ äëÿ äèôôåîìîð-
ôèçìîâ èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà.

2. Ãèïåðáîëè÷åñêèå àâòîìîðôèçìû äâóìåðíîãî òîðà

Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì Ó-äèôôåîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèé àâòîìîð-
ôèçì òîðà T2 = R2/Z2 , òî åñòü äèôôåîìîðôèçì Ĉ , çàäàííûé ôîðìóëîé Ĉ(x, y) =

(ax+ by, cx+ dy) (mod 1) , ãäå C =

(
a b
c d

)
� ìàòðèöà èç ìíîæåñòâà GL(2,Z) öåëî÷èñ-

ëåííûõ ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì ±1 , ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, λ2 êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì |λ1| < 1 < |λ2| .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C ìíîæåñòâî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìàòðèö èç GL(2,Z) . Äëÿ C ∈ C îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Z(Ĉ) öåíòðàëèçàòîð Ĉ , òî åñòü Z(Ĉ) = {Ĵ : J ∈ GL(2,Z), ĈĴ = ĴĈ} .

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äîêàçàí â [5].

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Ãðóïïà Z(Ĉ), C ∈ C èçîìîðôíà ãðóïïå Z⊕ Z2 .
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Ïîëîæèì Id =

(
1 0
0 1

)
, −Id =

(
−1 0
0 −1

)
è J = C ∪ Id ∪ (−Id) . Òàê êàê Ĉ è

−Ĉ ïðèíàäëåæàò Z(Ĉ) , òî ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèÿ 2.1. ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ôàêò (ñì.,
íàïðèìåð, [3]).

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Åñëè Ĵ ∈ Z(Ĉ) äëÿ C ∈ C , òî J ∈ J . Áîëåå òîãî, C è J
èìåþò îäèíàêîâóþ ôîðìó â ñëåäóþùåì ñìûñëå: C = (−Id)jCξkC è J = (−Id)jJ ξkJ , ãäå
ξ ∈ C , kC , kJ ∈ Z , jC , jJ ∈ {0, 1} .

Ãèïåðáîëè÷åñêèé àâòîìîðôèçì íàçîâåì ïðèìàðíûì, åñëè îí íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ íè-
êàêîãî äðóãîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî äèôôåîìîðôèçìà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ìíîæåñòâî ñî-
õðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ïðèìàðíûõ àâòîìîðôèçìîâ äâóìåðíîãî òîðà.

3. Êîíñòðóêöèÿ DA-äèôôåîìîðôèçìîâ

Ïðèâåäåì êîíñòðóêöèþ DA-äèôôåîìîðôèçìà.
Ïóñòü Ĉ : T2 → T2 � ãèïåðáîëè÷åñêèé àâòîìîðôèçì òîðà è p0 � íåïîäâèæíàÿ ñåäëîâàÿ

òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íà÷àëó êîîðäèíàò â R2 c ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λu è λs .
Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè p0 ââåäåì ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû x1, x2 , â êîòîðûõ
ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ L äèàãîíàëüíàÿ, òî åñòü Ĉ(x1, x2) = (λux1, λ

sx2) íà U .
Âûáåðåì çíà÷åíèå r0 ∈ (0, 1

2
) òàê, ÷òîáû 2-øàð Br0(p0) ðàäèóñà r0 c öåíòðîì â òî÷êå p0

ñîäåðæàëñÿ â U . Ïóñòü δ(r) � ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé òàêàÿ, ÷òî 0 ≤ δ(r) ≤ 1 äëÿ

âñåõ r , δ′(r) < 0 äëÿ r0/2 < r < r0 è δ(r) =

{
0, r ≥ r0,

1, r ≤ r0/2.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ẋ1 = 0 , ẋ2 = x2δ(∥ x ∥). Ïóñòü
φt � ïîòîê ýòîé ñèñòåìû, φt(x1, x2) = (x1, φ

t
2(x1, x2)) . Òîãäà φt = id âíå øàðà Br0(p0)

è Dφt
p =

(
1 0
0 et

)
. Ïîëîæèì fĈ,p0

= φτ Ĉ äëÿ íåêîòîðîãî τ > 0 òàêîãî, ÷òî eτλs > 1 .

Çàìåòèì, ÷òî Dfp0 =

(
λu 0
0 eτλs

)
, òàê ÷òî p0 � ãèïåðáîëè÷åñêèé èñòî÷íèê. Ïî ïîñòðî-

åíèþ äèôôåîìîðôèçì fĈ,p0
ñîõðàíÿåò óñòîé÷èâîå ñëîåíèå äèôôåîìîðôèçìà Àíîñîâà, è

êîîðäèíàòíûå îñè fĈ,p0
-èíâàðèàíòíû. Ïîñêîëüêó äèôôåîìîðôèçìû φτ è Ĉ èìåþò ïðî-

òèâîïîëîæíûå íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ íà îñè Ox2 , òî äèôôåîìîðôèçì fĈ,p0
èìååò äâå

ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî p0 íåïîäâèæíûå òî÷êè q1, q2 íà îñè Ox2 , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
ãèïåðáîëè÷åñêèìè ñåäëîâûìè òî÷êàìè (ñì. ðèñ. 3.1). Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå
(ñì. íàïðèìåð [9]).

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Õèðóðãè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ Ñìåéëà.
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Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.1. Äëÿ äèôôåîìîðôèçìà fĈ,p0
ìíîæåñòâî Λ = T2 \W u

p0

ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì àòòðàêòîðîì è ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå èìååò âèä {p0,Λ} .

Ïîñòðîåííûé òàêèì îáðàçîì îäíîìåðíûé àòòðàêòîð Λ ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèìñÿ, à
ïðî äèôôåîìîðôèçì fĈ,p0

ãîâîðÿò, ÷òî îí ïîëó÷åí èç ãèïåðáîëè÷åñêîãî àâòîìîðôèçìà Ĉ
ðàçäóòèåì íåïîäâèæíîé òî÷êè p0 . Îïèñàííàÿ õèðóðãè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ î÷åâèäíûì îáðà-
çîì îáîáùàåòñÿ íà ëþáîå ìíîæåñòâî P ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò äèôôåîìîðôèçìà Ĉ è ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç fĈ,P äèôôåîìîðôèçì òîðà T2 , ïîëó÷åííûé èç ãèïåðáîëè÷åñêîãî

àâòîìîðôèçìà Ĉ ðàçäóòèåì ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò ìíîæåñòâà P .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç D êëàññ ïîñòðîåííûõ DA-äèôôåîìîðôèçìîâ fĈ,P .

4. Ãðóáûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îêðóæíîñòè

Ïóñòü MS+(S1) � êëàññ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé îêðóæíîñòè, êîòîðûé ñîâïàäàåò, ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì Ìàéåðà [7], ñ êëàññîì ñîõðà-
íÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà S1 . Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàòû
Ìàéåðà ïî òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ïðåîáðàçîâàíèé èç ìíîæåñòâà MS+(S1) .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 4.1. Äëÿ êàæäîãî äèôôåîìîðôèçìà φ ∈MS+(S1) íåáëóæ-
äàþùåå ìíîæåñòâî NW (φ) ñîñòîèò èç 2n, n ∈ N ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ èìååò ïåðèîä k .

Ïóñòü φ ∈ MS+(S1) . Ïåðåíóìåðóåì ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè èç NW (φ) :
p0, p1, . . . , p2nk−1, p2nk = p0 íà÷èíàÿ ñ ïðîèçâîëüíîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè p0 ïî ÷à-
ñîâîé ñòðåëêå, òîãäà ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî l òàêîå, ÷òî φ(p0) = p2nl , ïðè÷åì l = 0
äëÿ k = 1 , l ∈ {1, . . . , k − 1} äëÿ k > 1 è ÷èñëà (k, l) ÿâëÿþòñÿ âçàèìíîïðîñòûìè
Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî l íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè p0 . Îòìåòèì, ÷òî À. Ã.
Ìàéåð âìåñòî ÷èñëà l èñïîëüçîâàë ÷èñëî r1 , êîòîðîå íàçûâàë ïîðÿäêîâûì ÷èëîì, òàêèì
÷òî l · r1 ≡ 1(mod k) .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 4.2. Äâà äèôôåîìîðôèçìà φ;φ′ ∈MS+(S1) ñ ïàðàìåòðàìè
n, k, l;n′, k′, l′ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n = n′, k = k′ è
âåðíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:
• l = l′ (ïðè ýòîì, åñëè l ̸= 0 , òî ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì ñîõðàíÿåò îðèåíòà-
öèþ),
• l = k′ − l′ (ïðè ýòîì ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì ìåíÿåò îðèåíòàöèþ).
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Ð è ñ ó í î ê 4.1

Òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûå äèôôåîìîðôèçìû îêðóæíîñòè ñ ðàçëè÷íûìè ïîðÿäêîâûìè

÷èñëàìè.

Íà ðèñóíêå 4.1 èçîáðàæåíû ôàçîâûå ïîðòðåòû òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ äèôôåî-
ìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè ñ ðàçëè÷íûìè ïîðÿäêîâûìè ÷èñëàìè.

Äëÿ n, k ∈ N è öåëîãî l , òàêîãî ÷òî äëÿ k = 1 , l = 0 è äëÿ k > 1 , l ∈ {1, . . . , k − 1} ,
ïîñòðîèì ñòàíäàðòíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ φ+ in MS+(S1) ñ ïàðàìåòðàìè n, k, l . Äëÿ q ∈ N
ïîñòðîèì ñòàíäàðòíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ φ− â MS−(S1) ñ ïàðàìåòðîì q .

Ïðåäñòàâèì S1 êàê S1 = {ei2πr = (cos2πr, sin2πr) ∈ R2 : r ∈ R} . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
π : R → S1 ïðîåêöèþ, çàäàííóþ ôîðìóëîé π(r) = ei2πr . Ââåäåì ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ:
ψm : R → R � ñäâèã íà åäèíèöó âðåìåíè ïîòîêà ṙ = sin(2πmr) äëÿ m ∈ N ;
χk,l : R → R � äèôôåîìîðôèçì, çàäàííûé ôîðìóëîé χk,l(r) = r − l

k
;

φ̃ = ψn·kχk,l : R → R .
Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî φ̃(r + w) = φ̃(r) + w äëÿ w ∈ Z . Ñëåäîâàòåëüíî

ñëåäóþùèé äèôôåîìîðôèçì êîððåêòíî îïðåäåëåí: φ = πφ̃π−1 : S1 → S1 , ãäå π−1(s) �
ïîëíûé ïðîîáðàç òî÷êè s ∈ S1 .

5. Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Ïóñòü φ ∈ MS+(S1) , fξ,P ∈ D äëÿ ξ ∈ E , µ ∈ N è ν ∈ Z . Ïîëîæèì C = fµ
ξ,P è

J = f ν
ξ,P . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ̃ : T2 × R → T2 × R ïðîèçâåäåíèå äèôôåîìîðôèçìà φ̃ è

äèôôåîìîðôèçìà C , òî åñòü ϕ̃(z, r) = (C(z), φ̃(r)).
Ïîëîæèì MJ = (T2 × R)/Γ , ãäå Γ = {γk, k ∈ Z} ãðóïïà ñòåïåíåé äèôôåîìîðôèçìà

γ : T2 × R → T2 × R , çàäàííîãî ôîðìóëîé γ(z, r) = (J(z), r − 1) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
p
J
: T2 × R →MJ åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ.
Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ϕ̃σγ = γϕ̃σ è, ñëåäîâàòåëüíî êîððåêòíî îïðåäåëåíî

îòîáðàæåíèå ϕσ = p
J
ϕ̃σp

−1
J
. Áóäåì íàçûâàòü äèôôåîìîðôèçì ϕ : MJ → MJ ëîêàëüíî

ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì îòîáðàæåíèé C è φ è ïèñàòü ϕσ = C ⊗ φ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ
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ìíîæåñòâî âñåõ ëîêàëüíî ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé ϕ . Òîãäà êàæäûé äèôôåîìîðôèçì ϕ ∈ Φ
åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè {ξ, P, µ, ν, , n, k, l} .

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì êðèòåðèåì òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåí-
íîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ èç Φ .

Ò å î ð å ì à 5.1. Äâà äèôôåîìîðôèçìà ϕ;ϕ′ ∈ Φ ñ ïàðàìåòðàìè
{ξ, P, µ, ν, n, k, l}; {ξ′, P ′, µ′, ν ′, n′, k′, l′} òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ν = ν ′ , µ = µ′ , n = n′, k = k′ , è ñóùåñòâóåò ìàòðèöà H ∈ GL(2,Z) ,
òàêàÿ ÷òî ξH = Hξ′ , Ĥ(P ) = P ′ è âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:
• l = l′ ,
• l = k′ − l′ .

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔ-
ÔÈ � 15-01-03687-a, � 13-01-12452 îôè_ì2 è ÐÍÔ � 14-41-00044 â ðàìêàõ â ðàìêàõ
Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ â 2015 ãîäó (ïðîåêò ¾Äèíàìè÷å-
ñêèå ñèñòåìû è èõ ïðèëîæåíèÿ¿).
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The topological classi�cation of locally direct product of
DA-di�eomorphism of a 2-torus and rough di�eomorphism
of the circle
c⃝ V. Z. Grines4, Yu. A. Levchenko5, O. V. Pochinka6

Abstract. In this paper we consider a class of di�eomorphisms of 3-manifold, such that each
di�eomorphism fron this class is a locally direct product of a DA-di�eomorphism of 2-torus and
rough di�eomorphism of the circle. We �nd algebraic criteria for topological conjugacy of the
systems. It is proved that the class of topological conjugacy of such di�eomorphism is completely
determined by combinatorial invariants, namely hyperbolic automorphism of the torus, a subset
of its periodic orbits, the number of periodic orbits and the serial number of the di�eomorphism
of the circle
Key Words: topological conjugacy, DA-di�eomorphism, hyperbolic automorphism
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Î òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ
ñèñòåì íà ïîâåðõíîñòÿõ, ÿâëÿþùèõñÿ ëîêàëüíî
ïðÿìûìè ïðîèçâåäåíèÿìè
c⃝ Å. ß. Ãóðåâè÷1, C. Õ. Çèíèíà2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå âûäåëÿåòñÿ êëàññ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà ïî-
âåðõíîñòÿõ, òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ êîòîðûõ ñâîäèòñÿ ê êëàññèôèêàöèè ãðóáûõ ñè-
ñòåì íà îêðóæíîñòè, ïîëó÷åííîé À.Ã. Ìàéåðîì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà, ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèôôåîìîð-
ôèçì, òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîïðÿæåííîñòü, ëîêàëüíî-òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå, ëîêàëüíî ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå.

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Äèôôåîìîðôèçì f :Mn →Mn ñâÿçíîãî çàìêíóòîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mn ðàç-
ìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Ìîðñà-Ñìåéëà, åñëè åãî íåáëóæäàþùåå ìíîæå-
ñòâî Ωf êîíå÷íî, ñîñòîèò òîëüêî èç ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, è äëÿ ëþáûõ
ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê p, q ∈ Ωf èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ W s

p ,
W u

q ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî. Äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-
Ñìåéëà f íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì, åñëè èç óñëîâèÿ W s

p ∩W u
q ̸= ∅ ñëåäóåò, ÷òî

ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà W u
p ìåíüøå ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà W u

q . Äëÿ ñëó÷àÿ n = 2 ýòî
óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ W s

p , W
u
q ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ òî÷åê

ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî äèôôåîìîðôèçìà íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Ïîòîê f t : M2 → M2 íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì, åñëè åãî íåáëóæäàþùåå ìíî-

æåñòâî ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, è èíâàðèàíò-
íûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèé íå èìåþò îáùèõ òî÷åê. Èç
ðàáîòû [5] ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèôôåîìîðôèçì f :M2 →M2 ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü êàê ñóïåðïîpïîçèöèþ ñäâèãà íà åäèíèöó âðåìåíè âäîëü òðàåêòîðèé íåêî-
òîðîãî ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî ïîòîêà f t è ïåðèîäè÷åñêîãî äèôôåîìîðèçìà íà M2 .

Çàäà÷à î òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïî-
âåðõíîñòÿõ (è ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ñèñòåì â ÷àñòíîñòè) âîñõîäèò ê êëàññè÷åñêèì ðàáîòàì
À.À.Àíäðîíîâà, Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà, Å.À. Ëåîíòîâè÷ è À.Ã. Ìàéåðà, ãäå áûë ïîëó÷åí ïîëíûé
òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò � ñõåìà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû � äëÿ ïîòîêîâ íà ñôåðå S2 ñ
êîíå÷íûì ÷èñëîì îñîáûõ òðàåêòîðèé (ñì. ðàáîòû [1], [12]). Ïîäõîä, ðàçðàáîòàííûé â ýòèõ
ðàáîòàõ, áûë îáîáùåí Ì. Ïåéøîòî, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ðåçóëüòàò ïî òîïîëîãè÷åñêîé
êëàññèôèêàöèè ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïðîèçâîëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ ([17]). Îäíàêî, â
åãî ðàáîòå áûëà äîïóùåíà íåòî÷íîñòü, êîòîðóþ çàìåòèëè À.À. Îøåìêîâ è Â.Â. Øàðêî. Â
èõ ðàáîòå [16] ïîëó÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõ-
íîñòÿõ (âêëþ÷àÿ ðåøåíèå çàäà÷è ðåàëèçàöèè) íà ÿçûêå òðåõöâåòíûõ ãðàôîâ. Åùå îäèí
ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è î òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñîñòîèò

1 Äîöåíò êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè, Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò Âûñ-
øàÿ øêîëà ýêîíîìèêè, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; egurevich@hse.ru

2 Ìàãèñòðàíòêà ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; kapkaevasvetlana@yandex.ru
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â ïðèâëå÷åíèè àïïàðàòà ôóíêöèè Ëÿïóíîâà. Ê.Ìåéåð ïîëó÷èë ïîëíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ
êëàññèôèêàöèþ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõíîñòÿõ ïðè ïîìîùè ñàìîèíäåêñèðóþ-
ùåéñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè (ãëîáàëüíîé ãëàäêîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, ìíîæåñòâî êðè-
òè÷åñêèõ òî÷åê êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ïîòîêà). Îäíàêî,
ïðè ïðîâåäåíèè äîêàçàòåëüñòâà â îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, èñïîëüçîâàë ðåçóëü-
òàò Ïåéøîòî, êîòîðûé, âîîáùå ãîâîðÿ, áûë âåðåí òîëüêî äëÿ áëèçêèõ ñèñòåì. Ðåçóëüòàò
Ê.Ìåéåðà óòî÷íÿåòñÿ â ðàáîòå [9].

Â öèêëå ðàáîò [2]� [8] Â.Ç. Ãðèíåñîì è À.Í. Áåçäåíåæíûõ ïîëó÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ
êëàññèôèêàöèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ
îðáèò íà ïîâåðõíîñòÿõ. Â ðàáîòå [11] èäåè Îøåìêîâà è Øàðêî áûëè ïðèìåíåíû äëÿ òî-
ïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ äâóìåðíûõ ìíî-
ãîîáðàçèé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ åùå îäèí ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû òîïîëîãè-
÷åñêîé êëàññèôèêàöèè íåêîòîðîãî ñîäåðæàòåëüíîãî êëàññà ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ñèñòåì,
ïîçâîëÿþùèé ïîíèçèòü ðàçìåðíîñòü çàäà÷ è ñâåñòè ïðîáëåìó ê òîïîëîãè÷åñêîé êëàññè-
ôèêàöèè ñèñòåì íà ìíîîáðàçèÿõ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

Ïðåäñòàâèì îêðóæíîñòü S1 êàê ïîäìíîæåñòâî êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè: S1 = {z ∈
C| z = eix, x ∈ R} , à òîð T2 è áóòûëêó Êëåéíà K2 êàê ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî ïðÿìîãî
ïðîèçâåäåíèÿ S1 × R ïî öèêëè÷åñêîé ãðóïïå äèôôåîìîðôèçìîâ Γ = {γn, n ∈ Z} ñ îáðà-
çóþùåé γ(z, t) = (τ(z), t − 1), z ∈ S1, t ∈ R , ãäå τ : S1 → S1 � òîæäåñòâåííûé äèôôåî-
ìîðôèçì â ñëó÷àå òîðà è èíâîëþöèÿ τ(eix) = e−ix â ñëó÷àå áóòûëêè Êëåéíà. Îáîçíà÷èì
÷åðåç pτ : S1 × R →M2 åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ.

Ïóñòü M2 ∈ {T2,K2} , è Φ̃ : S1 ×R � äèôôåîìîðôèçì, çàäàííûé ôîðìóëîé Φ̃(z, t) =
(φ1(z), φ̃2(t)) , ãäå äèôôåîìîðôèçìû φ1 : S1 → S1, φ̃2 : R → R óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

1. φ1τ = τφ1 ;

2. ëèáî φ̃2(t+ 1) = φ̃2(t) + 1 , ëèáî φ̃2(t+ 1) = φ̃2(t)− 1 .

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà φ̃2(t + 1) = φ̃2(t) + 1 , èìååò ìåñòî
ñîîòíîøåíèå Φ̃γΦ̃−1 = γ ; à â ñëó÷àå φ̃2(t + 1) = φ̃2(t) − 1 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
Φ̃γΦ̃−1 = γ−1 . Ýòî ïîçâîëÿåò êîððåêòíî îïðåäåëèòü äèôôåîìîðôèçì Φ : M2 → M2

ôîðìóëîé Φ = pτ Φ̃p
−1
τ , ãäå p−1

τ (y) = {x ∈ S1 ×R| pτ (x) = y} îáîçíà÷àåò ïîëíûé ïðîîáðàç
òî÷êè y ∈M2 . Îòìåòèì, ÷òî íàêðûòèå p0 : {z}×R → S1 , îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé p0(t) =
e2πti , è äèôôåîìîðôèçì φ̃2 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò äèôôåîìîðôèçì φ2 : S1 → S1 òàêîé,
÷òî φ2p0 = p0φ̃2 . Äèôôåîìîðôèçì Φ áóäåì íàçûâàòü ëîêàëüíî ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì
äèôôåîìîðôèçìîâ φ1, φ2 è îáîçíà÷àòü Φ = (φ1, φ2) .

Â ðàçäåëå 2.3. ìû ââîäèì êëàññ G(M2) ìîäåëüíûõ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîð-
ôèçìîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ëîêàëüíî ïðÿìûìè ïðîèçâåäåíèÿìè äâóõ ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâûõ
äèôôåîìîðôèçìîâ íà îêðóæíîñòè.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî êëàññ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ïðîèçâîëü-
íûõ ìîäåëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ Φ = (φ1, φ2),Φ

′ = (φ′
1, φ

′
2) , çàäàííûõ íà îäíîì è òîì

æå ìíîãîîáðàçèè M2 ∈ {T2,K2} , îïðåäåëÿåòñÿ êëàññàìè ñîïðÿæåííîñòè äèôôåîìîðôèç-
ìîâ φ1, φ2, φ

′
1, φ

′
2 .

Ò å î ð å ì à 1.1.

1. Ìîäåëüíûå äèôôåîìîðôèçìû Φ = (φ1, φ2),Φ
′ = (φ′

1, φ
′
2) íà òîðå òîïîëîãè÷åñêè ñî-

ïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî φ1 òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ñ φ′
1 è
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φ2 òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ñ φ′
2 , ëèáî φ1 òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ñ φ′

2 è φ2

òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ñ φ′
1 .

2. Ìîäåëüíûå äèôôåîìîðôèçìû Φ = (φ1, φ2),Φ
′ = (φ′

1, φ
′
2) íà áóòûëêå Êëåéíà òîïî-

ëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà φ1 òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ñ
φ′
1 è φ2 òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ñ φ′

2 .

Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ íà îêðóæ-
íîñòè áûëà ïîëó÷åíà À.Ã. Ìàåéðîì â ðàáîòå [13] (èç ýòîé ðàáîòû òàêæå ñëåäóåò, ÷òî êëàññ
ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ íà îêðóæíîñòè ñîâïàäàåò ñ êëàññîì äèôôåî-
ìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà). Äëÿ ñâÿçíîñòè èçëîæåíèÿ ìû ïðèâîäèì åãî ðåçóëüòàòû â ðàç-
äåëe 2..

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 1.1. íå îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ,
ÿâëÿþùèõñÿ ëîêàëüíî ïðÿìûìè ïðîèçâåäåíèÿìè. Òàê, èç ðàáîòû [15] ß. Íèëüñåíà, â ÷àñò-
íîñòè, ñëåäóåò, ÷òî åñëè Φ = (φ1, φ2) , Φ′ = (φ′

1, φ
′
2) � äâà ïåðèîäè÷åñêèõ îòîáðàæåíèÿ íà

òîðå ñ îäèíàêîâûì ïåðèîäîì3, òî ýòè äèôôåîìîðôèçìû òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû äàæå
â òîì ñëó÷àå, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå äèôôåîìîðôèçìû îêðóæíîñòè φi, φ

′
i ( i = 1, 2 ) íå

ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûìè (íàïðèìåð, èìåþò ðàçíûå ïåðèîäû).
Ïóñòü G(M2) � êëàññ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ íà äâóìåðíîì çàìêíó-

òîì ìíîãîîáðàçèè M2 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî f ∈ G(M2) ìíîæåñòâî ñåäëîâûõ òî÷åê Ω1
f

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ íåïóñòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ Σ1,Σ2

òàêèõ, ÷òî:

1) ìíîæåñòâà Af = cl W u
Σ1
, Rf = cl W s

Σ2
ñîñòîÿò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîïàðíî íåïåðå-

ñåêàþùèõñÿ êîìïîíåíò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíà îêðóæíîñòè;

2) (Ω0
f ∪ Ω2

f ) ⊂ Af ∪Rf ;

3) äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ òî÷åê σ1, σ2 ∈ Σ1 ∪ Σ2 , ïðèíàäëåæàùèõ îäíîé è
òîé æå êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè àòòðàêòîðà Af (ðåïåëëåðà Rf ) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
cl (W s

σ1
) ∩ cl (W s

σ2
) = ∅ ( cl (W u

σ1
) ∩ cl (W u

σ2
) = ∅ ).

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïóñòü f ∈ G(M2) . Òîãäà M2 äèôôåîìîðôíî ëèáî òîðó T2 ,
ëèáî áóòûëêå Êëåéíà K2 è íàéäåòñÿ ìîäåëüíûé äèôôåîìîðôèçì Φ = (φ1, φ2) , òîïîëî-
ãè÷åñêè ñîïðÿæåííûé ñ f .

Íåîïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì èç òåîðåìû 1.2. ÿâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ
ïîòîêîâ. Ïóñòü F(M2) � êëàññ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ f t íà ïîâåðõíîñòè M2 òà-
êèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîòîêà f t ∈ F(M2) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1,2 è 3. Àíàëîãè÷íî îïðå-
äåëåíèþ ìîäåëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ, îïðåäåëèì ìîäåëüíûå ïîòîêè íà òîðå è áóòûëêå
Êëåéíà, ÿâëÿþùèåñÿ ëîêàëüíî ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóáûõ ïîòîêîâ íà îêðóæíîñòè
ñîîòâåòñòâåííî.

Ò å î ð å ì à 1.3.

• Ïóñòü f t ∈ F(M2) . Òîãäà M2 ∈ {T2,K2} è íàéäåòñÿ ìîäåëüíûé ïîòîê íà M2 ,
òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûé ïîòîêó f t .

3 Îòîáðàæåíèå f : M2 → M2 íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ïåðèîäà m > 0 , åñëè fm(x) = x äëÿ ëþáîé
òî÷êè x ∈ M2 è ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà òî÷êà y ∈ M2 òàêàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî y, f(y), ..., fm−1(y)
ñîñòîèò èç ïîïàðíî-ðàçëè÷íûõ òî÷åê.
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• Ìîäåëüíûå ïîòîêè Φt = (φt
1, φ

t
2),Φ

′t = (φ′
1
t, φ′

2
t) íà òîðå òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâà-

ëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî φ1
t òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí φ′

1
t è

φ2
t òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí φ′

2
t , ëèáî φ1

t òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí φ′
2
t è

φ2
t òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí φ′

1
t .

• Ìîäåëüíûå ïîòîêè Φt = (φt
1, φ

t
2),Φ

′t = (φ′
1
t, φ′

2
t) íà áóòûëêå Êëåéíà òîïîëîãè÷åñêè

ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà φ1
t òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí φ′

1
t

è φ2
t òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí φ′

2
t .

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäî-
âàíèé ÍÈÓ ÂØÝ â 2015 ãîäó (ïðîåêò ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è èõ ïðèëîæåíèÿ¿) ïðè
÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ (13-01-12452 îôè-ì2, 15-01-03687 À è
15-31-50394 ìîë_íð). Àâòîðû áëàãîäàðÿò Â.Ç. Ãðèíåñà è Î.Â. Ïî÷èíêó çà âíèìàíèå ê
ðàáîòå.

2. Ìîäåëüíûå äèôôåîìîðôèçìû, ÿâëÿþùèåñÿ ëîêàëüíî ïðÿìû-
ìè ïðîèçâåäåíèÿìè íà òîðå è áóòûëêå Êëåéíà

2.1. Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ À.Ã. Ìàéåðà äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-
Ñìåéëà íà îêðóæíîñòè

Â ýòîì ðàçäåëå íàïîìèíàþòñÿ ðåçóëüòàòû À.Ã. Ìàéåðà (ñì. [13]) ïî òîïîëîãè÷åñêîé
êëàññèôèêàöèè äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà îêðóæíîñòè. Îáîçíà÷èì ýòîò êëàññ
÷åðåç MS(S1) è ðàçîáúåì MS(S1) íà äâà ïîäêëàññà MS+(S1) è MS−(S1) , ñîñòîÿùèõ èç
ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ è ìåíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîâ ñîîòâåòñòâåííî.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1.

1. Äëÿ êàæäîãî äèôôåîìîðôèçìà φ ∈MS(S1) íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωφ ñîñòî-
èò èç ÷åòíîãî ÷èñëà ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê.

2. Åñëè φ ∈ MS+(S1) , òî âñå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè èìåþò îäèíàêîâûé ïåðèîä, åñëè
φ ∈MS−(S1) , òî â òî÷íîñòè äâå åãî íåáëóæàþùèå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè, à
îñòàëüíûå èìåþò ïåðèîä 2.

Ïóñòü φ ∈MS+(S1) , 2n � ÷èñëî åãî ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò, k � ïåðèîä. Çàôèêñèðóåì
ïðîèçâîëüíóþ ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó p0 è çàíóìåðóåì îñòàëüíûå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè â
ïîðÿäêå èõ ñëåäîâàíèÿ çà òî÷êîé p0 âäîëü îáõîäà îêðóæíîñòè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Åñëè
k > 1 , òî îáîçíà÷èì ÷åðåç l ∈ {1, . . . , k − 1} òàêîå öåëîå ÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ k , ÷òî
φ(p0) = p2nl . Åñëè k = 1 , òî ïîëîæèì l = 0 4. Çàìåòèì, ÷òî l íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè
p0 .

Ïóñòü φ ∈MS−(S1) , 2q � ÷èñëî åãî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.2.

4 À.Ã. Ìàéåð âìåñòî ÷èñëà l èñïîëüçîâàë ÷èñëî r1 , êîòîðîå îí íàçûâàë ïîðÿäêîâûì ÷èñëîì, òàêîå ÷òî
l · r1 ≡ 1(mod k) .
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1. Äâà äèôôåîìîðôèçìà φ;φ′ ∈ MS+(S1) ñ ïàðàìåòðàìè (n, k, l); (n′, k′, l′) ñîîòâåòñ-
âåííî òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n = n′, k = k′ è
âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

• l = l′ ( ïðè ýòîì åñëè l ̸= 0 , òî ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì ñîõðÿíÿåò
îðèåíòàöèþ ) ,

• l = k′ − l′ ( ïðè ýòîì ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì ìåíÿåò îðèåíòàöèþ ) .

2. Äâà äèôôåîìîðôèçìà φ;φ′ ∈ MS−(S1) ñ ïàðàìåòðàìè q; q′ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿ-
æåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q = q′ .

2.2. Ìîäåëüíûå ïðåäñòàâèòåëè êëàññîâ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè äèô-
ôåîìîðôèçìîâ èç MS(S1)

Íàïîìíèì, ÷òî âî ââåäåíèè îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå îáúåêòû: S1 = {z ∈ C| z = eix, x ∈
R} è p0 : R → S1 � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, çàäàííîå ôîðìóëîé p0(x) = e2πxi . Îïðå-
äåëèì äèôôåîìîðôèçì χ : S1 → S1 ôîðìóëîé χ(eix) = e−ix .

Äëÿ m ∈ N îáîçíà÷èì ÷åðåç η̃m : R → R äèôôåîìîðôèçì, ÿâëÿþùèéñÿ ñäâèãîì íà
åäèíèöó âðåìåíè ïîòîêà ẋ = sin(2πmx) . Äëÿ k = 1 ïîëîæèì l = 0 , äëÿ k > 1 ïóñòü
l ∈ {1, ..., k−1} � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ k . Îïðåäåëèì äèôôåîìîðôèçìû
θ̃k,l, ϕ̃n,k,l : R → R ôîðìóëàìè θ̃k,l(x) = x − l

k
, ϕ̃n,k,l = θ̃k,lη̃n·k . Òàê êàê äëÿ ëþáûõ n, k, l

äèôôåîìîðôèçì ϕ̃n,k,l óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ϕ̃n,k,l(x + 1) = ϕ̃n,k,l(x) + 1 , òî ôîðìóëà
ϕn,k,l(z) = π(ϕ̃n,k,l(π

−1(z))) êîððåêòíî îïðåäåëÿåò ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ äèôôåîìîð-
ôèçì ϕn,k,l : S1 → S1 , ðåàëèçóþùèé êëàññ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè, îïðåäåëÿåìûé
òðîéêîé (n, k, l) .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìåíÿþùåãî îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà íà îêðóæ-
íîñòè, ðåàëèçóþùåãî êëàññ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè, îïðåäåëÿåìûé ÷èñëîì q ∈ N ,
ïîëîæèì ϕq(z) = ϕq,1,0(χ(z)) è îòìåòèì, ÷òî äèôôåîìîðôèçì ϕ̃q(x) = ϕ̃q,1,0(−x) ÿâëÿåòñÿ
íàêðûâàþùèì äëÿ ϕq(z) .

2.3. Îïðåäåëåíèå ìîäåëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ èç êëàññà G(M2)

Íàïîìíèì, ÷òî âî ââåäåíèè òîð T2 è áóòûëêà Êëåéíà K2 îïðåäåëåíû êàê ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ S1 × R ïî öèêëè÷åñêîé ãðóïïå äèôôåîìîðôèçìîâ
Γ = {γn, n ∈ Z} ñ îáðàçóþùåé γ(z, t) = (τ(z), t − 1), z ∈ S1, t ∈ R , τ : S1 → S1 �
òîæäåñòâåííûé äèôôåîìîðôèçì â ñëó÷àå òîðà è èíâîëþöèÿ τ(eix) = χ(eix) = e−ix â
ñëó÷àå áóòûëêè Êëåéíà, è ÷åðåç pτ : S1 × R →M2 îáîçíà÷åíà åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó ìîäåëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ φ1, φ2 ∈ MS(S1) è îïðå-
äåëèì ìîäåëüíûé äèôôåîìîðôèçì Φ ∈ G(T2) êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå Φ = (φ1, φ2) .

Îïðåäåëèì ìîäåëüíûé äèôôåîìîðôèçì Φ ∈ G(K2) , ÿâëÿþùèéñÿ ëîêàëüíî ïðÿìûì
ïðîèçâåäåíèåì Φ = (φ1, φ2) . Â êà÷åñòâå äèôôåîìîðôèçìà φ2 âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé
ìîäåëüíûé äèôôåîìîðôèçì èç ìíîæåñòâà MS(S1) , à â êà÷åñòâå äèôôåîìîðôèçìà φ1

âûáåðåì ëèáî äèôôåîìîðôèçì ϕq (ãäå q ∈ N � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî), ëèáî äèôôåî-
ìîðôèçì ϕn,1,0 , ëèáî äèôôåîìîðôèçì ϕn,2,1 (ãäå n ∈ N � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî). Òàêîé
âûáîð äèôôåîìîðôèçìà φ2 èñ÷åðïûâàåò âñå ìîäåëüíûå äèôôåîìîôèçìû èç ìíîæåñòâà
MS(S1) , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå φ2χ = χφ2 .

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 1



42 Å. ß. Ãóðåâè÷, Ñ. Õ. Çèíèíà

2.4. Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ìîäåëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ èç êëàññà
G(M2)

Â ýòîì ðàçäåëå äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà 1.1..
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü Φ = (φ1, φ2),Φ

′ = (φ′
1, φ

′
2) � ìîäåëüíûå äèôôåîìîðôèçìû èç

êëàññà G(K2) , Φ̃ : S1×R → S1×R , Φ̃′ : S1×R → S1×R � íàêðûâàþùèå äèôôåìîðôèçìû
èç îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ, è, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, φ1 = ϕq, φ2 =
ϕn,k,l , φ′

1 = ϕq′ , φ
′
2 = ϕn′,k′,l′ (ðàññóæäåíèÿ â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ àíàëîãè÷íû).

Ïîëîæèì B̃1 = {S1 × { ν
2nk

}, ν ∈ Z} , B̃2 = {{eiπ
µ
q } × {R}, µ ∈ {0, ..., 2q − 1}} . Îòìåòèì,

÷òî pτ (B̃1 ∪ B̃2) =
∪

p,q∈Ω1
Φ

(cl W s
p ∪ cl W u

q ) , ïðè ýòîì ìíîæåñòâî B1 = pτ (B̃1) ñîñòîèò èç 2nk

äâóñòîðîííèõ êðèâûõ, à ìíîæåñòâî B2 = pτ (B̃2) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ îäíîñòîðîí-
íèõ êðèâûõ è (q − 1) îäíîñòîðîííèõ êðèâûõ. Ïóñòü B2 ∈ B2 � îäíîñòîðîííÿÿ êðèâàÿ.
Âûáåðåì íà B2 îðèåíòàöèþ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì è çàíóìåðóåì êðèâûå B0

1 , ..., B
2nk−1
1 èç

ìíîæåñòâà B1 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè îáõîäå êðèâîé B2 â âûáðàííîì íàïðàâëåíèè îò
òî÷êè B0

1 ∩B2 ê òî÷êå B2nk−1
1 ∩B2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ âîçðàñòàëà, ïðîáåãàÿ âñå

çíà÷åíèÿ îò 0 äî 2nk − 1 . Îãðàíè÷åíèå äèôôåîìîðôèçìà Φ íà ìíîæåñòâî B1 èíäóöè-
ðóåò ïîäñòàíîâêó P1 íà ìíîæåñòâå {0, 1, ..., 2nk−1} ïåðèîäà k , ïðè÷åì ëèáî P1(0) = 2nl
ëèáî P1(0) = 2n(k − l) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B̃′
1, B̃′

2 , B̃′
1, B̃′

2 , P
′
1 àíàëîãè÷íûå îáúåêòû äëÿ äèôôåîìîðôèçìà Φ′ .

Ïóñòü Φ,Φ′ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû, òî åñòü ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h : K2 → K2

òàêîé, ÷òî hΦ = Φ′h . Òîãäà h(Bi) = B′
i , i ∈ {1, 2} è ãîìåîìîðôèçì h|B1 ñîïðÿãàåò

ïîäñòàíîâêè P1, P
′
1 . Òîãäà q = q′, n = n′ , k = k′ è ëèáî l = l′ , ëèáî l = k′ − l′ , ÷òî, â

ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.2., îçíà÷àåò, ÷òî äèôôåîìîðôèçìû φi, φ
′
i òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû,

i ∈ {1, 2} .
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé Φ,Φ′ ∈ G(T2) . Àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ñëó÷àþ ââåäåì ìíîæå-

ñòâà Bi,B′
i , i ∈ {1, 2} , êîòîðûå, â ýòîì ñëó÷àå, ñîñòîÿò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà äâóñòîðîííèõ

êðèâûõ. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h : T2 → T2 òàêîé, ÷òî hΦ = Φ′h .
Âîçìîæíû äâå ñèòóöèè: ëèáî h(Bi) = B′

i , i ∈ {1, 2} , ëèáî h(B1) = B′
2 , à h(B2) = B′

1 .
Â êàæäîé ñèòóàöèè ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü Φ,Φ′ ∈ G(K2) è äèôôåîìîðôèçì φi òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿ-
æåí ñ äèôôåîìîðôèçìîì φ′

i ïîñðåäñòâîì ãîìåîìîðôèçìà hi , i ∈ {1, 2} . Òîãäà ñóùåñòâó-
åò ãîìåîìîðôèçì h̃2 : R → R òàêîé, ÷òî h̃2χ = χh̃2 è h̃2φ̃2 = φ̃′

2h̃2 . Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî äèôôåîìîðôèçì Φ̃ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ñ äèôôåîìîðôèçìîì Φ̃′ ïîñðåäñòâîì
ãîìåîìîðôèçìà h̃ = (h1, h̃2) è äèôôåîìîðôèçì Φ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ñ äèôôåî-
ìîðôèçìîì Φ′ ïîñðåäñòâîì ãîìåîìîðôèçìà h = pτ h̃p

−1
τ . Ðàññóæäåíèÿ â ñëó÷àå òîðà

àíàëîãè÷íû.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

3. Òîïîëîãèÿ ìíîãîîáðàçèé, äîïóñêàþùèõ äèôôåîìîðôèçìû èç
êëàññà G(M 2)

Â ýòîì ðàçäåëå â ëåììå 3.2. äîêàçûâàåòñÿ ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû 1.2..

Ë å ì ì à 3.1. Ïóñòü P1 , P2 � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà òàêèå, ÷òî ñóùå-
ñòâóþò ãîìåîìîðôèçìû h1 : S1 × [0, 1] → P1 è h2 : S1 × [0, 1] → P2 . Òîãäà

a) åñëè P1 ∩ P2 = h1(S1 × {1}) = h2(S1 × {0}) , òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì H :
S1 × [0, 1] → P1 ∪ P2 ;
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b) åñëè P1 ∩ P2 = h1(S1 × {0, 1}) = h2(S1 × {0, 1}) , òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîá-
ðàæåíèå H : S1 × [0, 1] → P1 ∪P2 òàêîå, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ H|S1×(0,1) , H|S1×{0} è H|S1×{1}
ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôèçìàìè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñëó÷àå a) îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì h1,2 : S1 → S1 ôîðìóëîé
h−1
2 (h1(q, 1)) = (h1,2(q), 0) äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈ S1 è ãîìåîìîðôèçì H1,2 : S1 × [0, 1] →

S1 × [0, 1] ôîðìóëîé H1,2(q, t) = (h1,2(q), t) . Ïîëîæèì H2 = h2H1,2 : S1 × [0, 1] → P2 . Òîãäà
èñêîìûé ãîìåîìîðôèçì H : S1 × [0, 1] → P1 ∪ P2 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

H(q, t) =

{
h1(q, 2t), t ∈ [0, 1

2
]

H2(q, 2t− 1), t ∈ [1
2
, 1].

Â ñëó÷àå b) íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî h1(S1 × {1}) = h2(S1 × {0}) .
Òîãäà îòîáðàæåíèå H , ïîñòðîåííîå â ïóíêòå a) áóäåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì íà ìíîæåñòâå
S1 × [0, 1) è H(S1 × {0}) = H(S1 × {1}) . Ïî ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèå H ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíûì è åãî îãðàíè÷åíèÿ H|S1×(0,1) , H|S1×{0} è H|S1×{1} ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôèçìàìè.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ë å ì ì à 3.2. Ïóñòü f ∈ G(M2) , òîãäà M2 äèôôåîìîðôíî ëèáî òîðó, ëèáî áó-
òûëêå Êëåéíà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G(M2)
çàìûêàíèå êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè V ìíîæåñòâà Vf =M2\(Af∪Rf ) ãîìåîìîðôíî
S1 × [0, 1] .

Òàê êàê V � ñâÿçíî è ïðèíàäëåæèò óñòîé÷èâîìó ìíîãîîáðàçèþ àòòðàêòîðà Af

(íåóñòîé÷èâîìó ìíîãîîáðàçèþ ðåïåëëåðà Rf ), òî V ñîäåðæèò â ñâîåì çàìûêàíèè ðîâ-
íî ïî îäíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå A,R ìíîæåñòâ Af ,Rf . Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
ìíîæåñòâà V,A,R èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äèôôåîìîðôèçìà f (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïåðåéäåì ê ïîäõîäÿùåé ñòåïåíè äèôôåîìîðôèçìà f ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ÷åðåç UA çàìêíóòóþ îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà A â V , äëÿ êîòîðîé
ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì hA : UA → S1 × [0, 1] òàêîé, ÷òî hA|A = S1 × {0} . Ïîëîæèì
SA = h−1

A (S1 × {1}) è îáîçíà÷èì ÷åðåç UR ⊂ V , hR : UR → S1 × [0, 1] è SR àíàëîãè÷íûå
îáúåêòû äëÿ ìíîæåñòâà R .

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî ν∗ , òàêîå ÷òî S∗
A = f−ν∗(SA) ⊂ UR . Äåé-

ñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîé òî÷êè t ∈ SA ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî ν(t) è îêðåñòíîñòü
Ut ⊂ SA òàêèå, ÷òî ÷òî f−ν(Ut) ⊂ UR äëÿ âñåõ ν ≥ ν(t) . Ñîâîêóïíîñòü {Ut}t∈SA

îáðàçóåò
ïîêðûòèå îêðóæíîñòè SA . Â ñèëó êîìïàêòíîñòè SA , ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ÷èñëî òî-
÷åê t1, ..., tm òàêèõ, ÷òî èõ îêðåñòíîñòè Ut1 , ...Utm ⊂ {Ut}t∈SA

îáðàçóþò êîíå÷íîå ïîêðûòèå
îêðóæíîñòè SA . Â êà÷åñòâå ν∗ âûáåðåì ìàêñèìàëüíîå èç ÷èñåë ν(t1), ..., ν(tm) .

Ïîêàæåì, ÷òî R è SR ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà
UR\S∗

A . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà S
∗
A ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé íåêîòîðîé îáëàñòè D ⊂ UR

è íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî νD ≥ ν∗ òàêîå, ÷òî f νD(D ∪ f−ν∗(UA)) ⊂ UA . Îêðóæíîñòü
S = f νD(S∗

A) = f νD−ν∗(SA) ãîìîëîãè÷íà îêðóæíîñòè A â VA , òàê êàê S ∪ A ÿâëÿåòñÿ
ãðàíèöåé êîëüöà f νD−ν∗(UA) ⊂ UA . C äðóãîé ñòîðîíû, S îãðàíè÷èâàåò äèñê f νD(D) ⊂ UA ,
ñëåäîâàòåëüíî, S ãîìîëîãè÷íà íóëþ â VA . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî
S∗
A äåëèò R è SR â UR . Òàê êàê UR ïî óñëîâèþ ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ

S1 × [0, 1] , òî çàìûêàíèå îáëàñòè â UR , îãðàíè÷åííîé çàìêíóòûìè êðèâûìè R è S∗
A

òàêæå ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ S1×[0, 1] . Ìíîæåñòâî f−ν∗(UA) ãîìåîìîðôíî
ìíîæåñòâó UA , ñëåäîâàòåëüíî, ãîìåîìîðôíî S1 × [0, 1] . Â ñèëó ëåììû 3.1. çàìûêàíèå
ìíîæåñòâà V ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ S1 × [0, 1] .
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Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Af∪Rf . Â ñèëó ëåììû3.1.
ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Ef : S1 × [0, 1] → M2 \ B òàêîå, ÷òî îòîáðàæåíèÿ
Ef |S1×(0,1) : S1 × (0, 1) → M2 \ B , Ef |S1×{0} : S1 × {0} → B , Ef |S1×{1} : S1 × {1} → B
ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôèçìàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ef,0 : S1 → B (Ef,1 : S1 → B) ãîìåî-
ìîðôèçì òàêîé, ÷òî Ef (z, 0) = Ef,0(z) (Ef (z, 1) = Ef,1(z)) äëÿ ëþáîãî z ∈ S1 . Ïîëî-
æèì τ = E−1

f,0Ef,1 : S1 → S1. Òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ ìíîãîîáðàçèå M2 äèôôåîìîðôíî
ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâó ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ S1 × [0, 1]/∼ ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè
(z, 1) ∼ (τ(z), 0) , êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, äèôôåîìîðôíî ëèáî òîðó T2 (â ñëó÷àå, êîãäà
τ ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìîì), ëèáî áóòûëêîé Êëåéíà (åñëè τ
ÿâëÿåòñÿ ìåíÿþùèì îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìîì).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

4. Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ èç êëàññà
G(M2)

4.1. Îñíàùåííûé ãðàô äèôôåîìîôèçìà

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû èñïîëüçóåòñÿ ðåçóëüòàò ðàáîòû [8], èç êîòîðîãî ñëåäóåò,
÷òî äâà ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìà íà ïîâåðõíîòè òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæå-
íû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èçîìîðôíû èõ ðàçëè÷àþùèå ãðàôû, àíàëîãè÷íûå ãðàôó
Ïåéøîòî. Íèæå äàþòñÿ íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ïðèâîäèòñÿ òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà
ðåçóëüòàòà.

Ïóñòü f : M2 → M2 � ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèôôåîìîðôèçì. Ïîñòàâèì åìó â ñîîò-
âåòñòâèå îðèåíòèðîâàííûé ãðàô Γf , ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîãî èçîìîðôíî ìíîæåñòâó
ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê Ωf , ìíîæåñòâî ðåáåð èçîìîðôíî ìíîæåñòâó âñåõ ñåïàðàòðèñ ñåäëî-
âûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, è êàæäîå ðåáðî îðèåíòèðîâàíî â ñîîòâåòñòâèè ñ îðèåíòàöèåé
ñåïàðàòðèñû (îò èñòî÷íèêà ê ñåäëó èëè îò ñåäëà ê ñòîêó). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ηf èçîìîð-
ôèçì èç ìíîæåñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê è ñåïàðàòðèñ äèôôåîìîðôèçìà f íà ìíîæåñòâî
íà ìíîæåñòâî âåðøèí è ðåáåð ãðàôà Γf .

Äèôôåîìîðôèçì f èíäóöèðóåò íà ìíîæåñòâå âåðøèí ãðàôà Γf ïîäñòàíîâêó, êîòîðóþ
îáîçíà÷èì ÷åðåç Pf .

Ïóñòü Lω � ìíîæåñòâî ñåïàðàòðèñ, ñîäåðæàùèõ â ñâîåì çàìûêàíèè ñòîêîâóþ ïåðèî-
äè÷åñêóþ òî÷êó ω ∈ Ωf è nω � ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Lω . Âûáåðåì äèñê dω ⊂ W s

ω , òàêîé,
÷òî ω ⊂ int dω , à ãðàíèöà cω äèñêà dω ïåðåñåêàåò êàæäóþ ñåïàðàòðèñó èç ìíîæåñòâà
Lω â åäèíñòâåííîé òî÷êå. Çàíóìåðóåì ñåïàðàòðèñû lω,1, ..., lω,nω èç ìíîæåñòâà Lω òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû ïðè îáõîäå äóãè cω îò òî÷êè lω,1∩cω ê òî÷êå lω,nω ∩cω íîìåðà ñåïàðàòðèñ
âîçðàñòàëè, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèíèìàÿ âñå çíà÷åíèÿ îò 1 äî nω , à äèñê dω îñòàâàëñÿ
ñëåâà.

Çàíóìåðóåì ìíîæåñòâî ðåáåð Eω = ηf (Lω) , èíöèäåíòíûõ âåðøèíå ηfω â ñîîòâåòñòâèè
ñ âûáðàííîé íóìåðàöèåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ñåïàðàòðèñ.

Ãðàô Γf , â êîòîðîì êàæäàÿ âåðøèíà ηf (ω), ω ∈ Ω0
f , îñíàùåíà íóìåðàöèåé èíöèäåíò-

íûõ åé ðåáåð, ñîãëàñîâàííîé ñ íóìåðàöèåé ñåïàðàòðèñ, íàçûâàåòñÿ îñíàùåííûì ãðàôîì
äèôôåîìîðôèçìà f .

Îñíàùåííûå ãðàôû Γf ,Γf ′ äèôôåîìîðôèçìîâ f, f ′ èçîìîðôíû, åñëè ñóùåñòâóåò èçî-
ìîðôèçì ξ : Γf → Γf ′ òàêîé, ÷òî:

1. ξ ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ ðåáåð;
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2. ξPf = P ′
fξ ;

3. äëÿ êàæäîé âåðøèíû w , ñîîòâåòñâóþùåé ñòîêîâîé òî÷êå, ïîäcòàíîâêà, êîòîðóþ èí-
äóöèðóåò èçîìîðôèçì ξ íà ìíîæåñòâå {1, ..., Nω} , ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ öèêëè÷åñêîé
ïîäñòàíîâêè.

Â ñèëó [8] (ñì. òàêæå [10], òåîðåìà 3.2.1) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 4.1. Ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûå äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ : M2 →
M2 òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ îñíàùåííûå ãðàôû Γf ,Γf ′

èçîìîðôíû.

4.2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2.

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 4.1. äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G(M2) íàéäåòñÿ ìîäåëüíûé äèôôåîìîðôèçì Φ : M2 →
M2 , îñíàùåííûé ãðàô ΓΦ êîòîðîãî èçîìîðôåí ãðàôó Γf .

Îòìåòèì, ÷òî ìîäåëüíûå äèôôåîìîôèçìû ðåàëèçóþò âñåâîçìîæíûå êëàññû (îòíîñè-
òåëüíî èçîìîðôèçìà, îïðåäåëåííîãî âûøå) îñíàùåííûõ ãðàôîâ è ïîäñòàíîâîê íà èõ ìíî-
æåñòâå âåðøèí, îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. ãðàô ñâÿçåí; íå èìååò êðàòíûõ ðåáåð è öèêëîâ (ñ ó÷åòîì îðèåíòàöèè);

2. êàæäàÿ âåðøèíà èíöèäåíòíà ðîâíî ÷åòûðåì ðåáðàì;

3. ìíîæåñòâî âåðøèí ðàçáèâàåòñÿ íà òðè èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâêè ïîä-
ìíîæåñòâà: ñòîêîâûå (äëÿ êàæäîé ñòîêîâîé âåðøèíû w âñå èíäèäåíòíûå åé ðåáðà
îðèåíòèðîâàíû ê ω ), èñòî÷íèêîâûå (äëÿ êàæäîé èñòî÷íèêîâîé âåðøèíû a âñå èíöè-
äåíòíûå åé ðåáðà îðèåíòèðîâàíû îò a ) è ñåäëîâûå (äëÿ êàæäîé ñåäëîâîé âåðøèíû
s ðîâíî äâà ðåáðà îðèåíòèðîâàíû ê s è äâà � îò s );

4. ÷èñëî ñòîêîâûõ âåðøèí ðàâíî ÷èñëó èñòî÷íèêîâûõ âåðøèí;

5. ÷èñëî ñåäëîâûõ âåðøèí ðàâíî ñóììå ÷èñåë ñòîêîâûõ è èñòî÷íèêîâûõ âåðøèí.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G(M2) îñíàùåííûé ãðàô Γf è ïîäñòàíîâêà
Pf îáëàäàþò ñâîéñòâàìè 1-5. Äåéñòâèòåëüíî, ñâîéñòâà 1, 3 è 5 ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ
ãðàôà Γf è ôîðìóëû Ëåôøåöà. Èç óñëîâèé 1-2, îïðåäåëÿþùèõ êëàññ G(M2) , ñëåäóåò,
÷òî ÷èñëî ñòîêîâûõ |Ω0

f | è ÷èñëî ñåäëîâûõ òî÷åê |Σ1| , ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó Af ,
îäèíàêîâî. Àíàëîãè÷íî, ðàâíû ÷èñëî |Ω2

f | èñòî÷íèêîâûõ è ÷èñëî |Σ2| ñåäëîâûõ òî÷åê,
ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó Rf . Èç óñëîâèÿ 3 îïðåäåëåíèÿ êëàññà G(M2) ñëåäóåò, ÷òî
|Σ1| ≤ |Ω2

f | , |Σ2| ≤ |Ω0
f | . Íî èç ôîðìóëû Ëåôøåöà ñëåäóåò, ÷òî |Σ1| + |Σ2| = |Ω2

f | + |Ω0
f | ,

òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà |Σ1| = |Ω2
f | , |Σ2| = |Ω0

f | , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ãðàôà Γf

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 2,4.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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On topological classi�cation of gradient-like systems on
surfaces, that are locally direct product
c⃝ E.Ya. Gurevich5, S. H. Kapkaeva6

Abstract. We introduce a class of gradient-like dynamical systems for which the problem of
topological classi�cation is reduced to topological classi�cation of structurally stable systems on
the circle obtained by A. Mayer.

Key Words: Morse-Smale gradient-like di�eomorphism topological conjugacy, mapping torus,
locally direct product.
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ÓÄÊ 519.63

Èññëåäîâàíèå ïîðÿäêà òî÷íîñòè íåÿâíîé ñõåìû äëÿ
ìåòîäà Ãàëåðêèíà ñ ðàçðûâíûìè áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè
c⃝ Ð. Â. Æàëíèí1, À. Â. Ìàêñèìêèí2, Â. Ô. Ìàñÿãèí3, À. È. Ïàíòþøèí4,
Å. Å. Ïåñêîâà5, Â. Ä. Ñàëüíèêîâ6, Â. Ô. Òèøêèí7

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïðåäëîæåíà íåÿâíàÿ ìåòîäèêà äëÿ ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà, îñ-
íîâàííàÿ íà ïðåäñòàâëåíèè ñèñòåìû ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé â ¾äåëüòà-ôîðìå¿. Äëÿ èññëåäî-
âàíèÿ ÷èñëåííîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà âûïîëíåíû ñåðèè ðàñ÷åòîâ äëÿ
îäíîìåðíîé çàäà÷è î âîëíå, â êîòîðîé ñîõðàíÿþòñÿ ýíòðîïèÿ è èíâàðèàíò Ðèìàíà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàçðûâíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà, íåÿâíàÿ ñõåìà, óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíà-
ìèêè.

1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåòîä Ãàëåðêèíà ñ ðàçðûâíûìè áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè [1] ÿâëÿåò-
ñÿ îäíèì èç øèðîêî èñïîëüçóåìûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷
ãàçîâîé äèíàìèêè. Íî, êàê èçâåñòíî, ïðè èñïîëüçîâàíèè ÿâíûõ ñõåì íàêëàäûâàþòñÿ æåñò-
êèå îãðàíè÷åíèÿ íà øàã äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè. Ýòî äåëàåò ïåðñïåêòèâíûì ðàçâèòèå
íåÿâíûõ ìåòîäèê, ãäå îãðàíè÷åíèå íà øàã ïî âðåìåíè îáóñëîâëåíî òîëüêî òðåáóåìîé òî÷-
íîñòüþ. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíà íåÿâíàÿ ìåòîäèêà äëÿ ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà,
îñíîâàííàÿ íà ïðåäñòàâëåíèè ñèñòåìû ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé â ¾äåëüòà-ôîðìå¿. Äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ ÷èñëåííîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà âûïîëíåíû ñåðèè ðàñ÷åòîâ
äëÿ îäíîìåðíîé çàäà÷è î ïðîñòîé âîëíå, ñîõðàíÿþùåé ýíòðîïèþ è èíâàðèàíò Ðèìàíà [2].
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õàíèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; zhrv@mrsu.ru.
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maksimkinav@appmath.mrsu.ru.
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ñêîé ìåõàíèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê;
masyaginvf@appmath.mrsu.ru.

4 Àñïèðàíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷å-
ñêîé ìåõàíèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê;
pantyushinai@appmath.mrsu.ru.

5 Àññèñòåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷å-
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2. Íåÿâíàÿ ñõåìà äëÿ ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â ïåðåìåííûõ Ýéëåðà

∂U

∂t
+
∂F (U)

∂x
= 0, (2.1)

ãäå

U =

 ρ
ρu
ρE

 , F (U) =

 ρu
ρu2 + p

(ρE + p)u

 ,

E = ϵ+
u2

2
, p = ρϵ(γ − 1).

Çäåñü ρ � ïëîòíîñòü, p � äàâëåíèå, u � ñêîðîñòü, ϵ � óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ,
γ � ïîêàçàòåëü àääèàáàòû. Ñèñòåìà (2.1) ðàññìàòðèâàåòñÿ âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Ñèñòåìó (2.1) áóäåì ðåøàòü ðàçðûâíûì ìåòîäîì Ãàëåðêèíà íà îòðåçêå [a, b] . Äëÿ ýòîãî
ðàñìîòðèì ñåòêó

a = x1/2 < x3/2 < · · · < xi−1/2 < xi+1/2 < · · · < xN+1/2 = b

ñ øàãîì hi = xi+1/2 − xi−1/2 .
Â êàæäîé ÿ÷åéêå Ii = [xi−1/2, xi+1/2] ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1)

áóäåì èñêàòü â âèäå ïðîåêöèè íà ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ ñòåïåíè p â áàçèñå {ψk(x)} :

Uh(x, t) =

p∑
k=0

uk(t)ψk(x). (2.2)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àè p = 1 è p = 2 . Â êà÷åñòâå áàçèñà âûáåðåì ñèñòåìó ôóíêöèé:

ψ0(x) = 1, ψ1(x) =
x− xi
hi

, ψ2(x) =
(x− xi)

2

h2i
, x ∈ Ii, i = 1, . . . , N, (2.3)

ãäå xi = (xi−1/2 + xi+1/2)/2 .
Ñîãëàñíî ðàçðûâíîìó ìåòîäó Ãàëåðêèíà ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó [1]:

xi+1/2∫
xi−1/2

∂Uh

∂t
ψl(x)dx−

xi+1/2∫
xi−1/2

F (Uh)
∂
∂x
ψl(x)dx+

+Fi+1/2ψl(xi+1/2)− Fi−1/2ψl(xi−1/2) = 0, i = 1, . . . , N, l = 0, . . . , p.

(2.4)

Çäåñü Fi−1/2, Fi+1/2 � äèñêðåòíûå ïîòîêè, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ çàäà÷è î
ðàñïàäå ðàçðûâà [3].

Îáîçíà÷èì M̃i � ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç ýëåìåíòîâ mkl =
xi+1/2∫
xi−1/2

ψk(x)ψl(x)dx, k, l =

0, . . . , p äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè Ii, i = 1, . . . , N . Äàëåå îáîçíà÷èì Mi � áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ
ìàòðèöó

Mi =

 M̃i . . . 0
... M̃i

...
0 . . . M̃i

 ,
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è Un
i � âåêòîð ñîñòàâëåííûé èç êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà êîíñåð-

âàòèâíûõ ïåðåìåííûõ U íà n -ì âðåìåííîì ñëîå â ÿ÷åéêå Ii .
Çàòåì ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé çàïèøåì íåÿâíóþ ñõåìó äëÿ (2.4):

p∑
k=0

(uk)
n+1
i − (uk)

n
i

τ

xi+1/2∫
xi−1/2

ψk(x)ψl(x)dx−
xi+1/2∫
xi−1/2

F (Un+1
i ) ∂

∂x
ψl(x)dx+

+F n+1
i+1/2ψl(xi+1/2)− F n+1

i−1/2ψl(xi−1/2) = 0, i = 1, . . . , N, l = 0, . . . , p,

(2.5)

èëè â ìàòðè÷íîé çàïèñè:

M
Un+1 − Un

τ
− L(Un+1) = 0, (2.6)

ãäå Un = (Un
1 , . . . , U

n
N) .

Ïðåäñòàâèì

F (Un+1) = F (Un) +
∂F

∂U
∆U,

F n+1
i+1/2 = F n

i+1/2 + A+∆Ui + A−∆Ui+1,

ãäå ∆U = Un+1 − Un , A± = RΛ±L , Λ± = (Λ ± |Λ|)/2 , R,L � ìàòðèöû, ñîñòàâëåí-
íûå, ñîîòâåòñòâåííî, èç ïðàâûõ è ëåâûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû A = ∂F

∂U
, à Λ �

äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé A . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
ëèíåéíóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ â ìàòðè÷íîé ôîðìå çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:(

1

τ
M − ∂L

∂U

)
∆U = L(Un). (2.7)

Çíà÷åíèå íà íîâîì âðåìåííîì ñëîå íàõîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Un+1 = ΛΠh(α)(U
n +∆U), (2.8)

ãäå ΛΠh(α) � îãðàíè÷èòåëü Êîêáóðíà ( 1 ≤ α ≤ 2 ) [1, 2], êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
ïîäàâëåíèÿ îñöèëëÿöèé âáëèçè ðàçðûâîâ.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.7) èñïîëüçîâàëèñü ðåøàòåëè GMRES è BoomerAMG èç áèá-
ëèîòåêè HYPRE [5].Áîëåå ïîäðîáíî èñïîëüçîâàíèå äàííûõ ðåøàòåëåé â ðàìêàõ äàííîé
ìåòîäèêè ðàññìîòðåíî â ðàáîòå [6].

3. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Â êà÷åñòâå òåñòîâîé çàäà÷è äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîðÿäêà òî÷íîñòè ìåòîäà áûëà âûáðàíà
çàäà÷à ñ ïðîñòîé âîëíîé [2], â êîòîðîé ýíòðîïèÿ p/ργ è èíâàðèàíò Ðèìàíà R+ = u+ 2

γ−1

ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè.
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò çàäà¼òñÿ ïëîòíîñòü:

ρ =

{
1 + e

2−2 l2

l2−x2 , |x| < l, x ∈ [−1, 1], l = 0.2, γ = 5/3
1, èíà÷å.

(3.1)

Îñòàëüíûå ïàðàìåòðû îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî óñëîâèþ ïîñòîÿíñòâà ýíòðîïèè è èíâàðè-
àíòà Ðèìàíà:

ϵ = ργ−1, u =
−2
√
ϵ(γ − 1)γ

γ − 1
. (3.2)

Áûëè âûïîëíåíû ñåðèè ðàñ÷åòîâ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñãóùàþùèõñÿ ñåòîê. Çíà÷åíèÿ
òî÷íîãî ðåøåíèÿ, èñïîëüçóåìûå äëÿ îïðåäåëåèÿ ïîãðåøíîñòè, âû÷èñëÿëèñü àíàëîãè÷íî
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ðàáîòå [2]. ×èñëåííûå ðåøåíèÿ áûëè ïîëó÷åíèû îïèñàííûì âûøå ìåòîäîì ñ ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè:

ρ(−1, t) = 1, u(−1, t) = −
√
10, E(−1, t) = 6,

ρ(1, t) = 1, u(1, t) = −
√
10, E(1, t) = 6.

(3.3)

Ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ îöåíèâàëàñü â ñëåäóþùèõ íîðìàõ:

||Uh − UT ||L1 =
b∫
a

|Uh − UT | dx,

||Uh − UT ||L2 =

(
b∫
a

|Uh − UT |2 dx
)1/2

,

ãäå Uh � âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ñåòî÷íîé ôóíêöèè, UT � òî÷íûå çíà÷åíèÿ èñêîìîãî ðå-
øåíèÿ.

Â òàáëèöàõ 1 � 8 ïðåäñòàâëåíû ïîãðåøíîñòè è ïîðÿäêè òî÷íîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-
òàòîâ. Ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû (2.7) îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà-
âàëàñü ðàâíîé 10−4 .

Ïî ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòîâ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ñõåìà ñîñòîÿòåëüíà
è ïîêàçûâàåò óäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Ïðè îñëàáëåíèè ïàðàìåòðîâ îãðàíè÷èòåëÿ
(α = 2 ) ïîëó÷àåòñÿ ïîðÿäîê òî÷íîñòè âûøå ïåðâîãî. Òîò ôàêò, ÷òî íå äîñòèãàåòñÿ, êà-
çàëîñü áû, îæèäàåìûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè (âòîðîé èëè âûøå) ìîæíî îáúÿñíèòü âëèÿíèåì
îãðàíè÷èòåëÿ Êîêáóðíà, î ÷åì ïîäðîáíî ãîâîðèòñÿ â ðàáîòå [2]. Ýòî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î
âîçìîæíîñòè ïîâûøåíèÿ ïîðÿäêà òî÷íîñòè ìåòîäèêè çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ îãðàíè÷èòå-
ëåé, êîòîðûå óìåíüøàþò ïîðÿäîê òî÷íîñòè â ìåíüøåé ñòåïåíè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ çàäåëîì äëÿ
äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ.

Èñïîëüçóåìûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íå îêà-
çûâàþò çàìåòíîãî âëèÿíèÿ íà ïîðÿäîê òî÷íîñòè, íî ìåòîä GMRES äåìîíñòðèðóåò ìèíè-
ìàëüíîå ïðåèìóùåñòâî ïåðåä àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãîñåòî÷íûì ìåòîäîì (AMG). Ïðè ýòîì,
ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå BoomerAMG òðåáîâàëî â ñðåäíåì â 1.5 ðàçà ìåíüøåå
êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû (2.7) (äëÿ GMRES ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
Êðûëîâà çàäàâîëàñü ðàâíîé 20; äëÿ BoomerAMG äîïóñòèìàÿ ãëóáèíà âëîæåííûõ ñåòîê
çàäàâàëàñü ðàâíîé 20).

Òàáëèöà 1: Ïîðÿäîê òî÷íîñòè ( p = 2 , α = 1.5 , GMRES)

N || · ||L1 Order, || · ||L1 || · ||L2 Order, || · ||L2

50 7.051978E-002 - 1.219065E-001 -
100 3.789902E-002 0.8959 7.689797E-002 0.6648
200 2.005818E-002 0.9180 4.602746E-002 0.7405
400 1.053435E-002 0.9291 2.663442E-002 0.7893
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Òàáëèöà 2: Ïîðÿäîê òî÷íîñòè ( p = 2 , α = 2.0 , GMRES)

N || · ||L1 Order, || · ||L1 || · ||L2 Order, || · ||L2

50 5.684439E-002 - 1.062554E-001 -
100 2.647765E-002 1.1022 5.847784E-002 8.6157
200 1.085581E-002 1.2863 2.733743E-002 1.0970
400 4.137819E-003 1.3915 1.151226E-002 1.2477

Òàáëèöà 3: Ïîðÿäîê òî÷íîñòè ( p = 2 , α = 1.5 , BoomerAMG)

N || · ||L1 Order, || · ||L1 || · ||L2 Order, || · ||L2

50 7.051859E-002 - 1.218947E-001 -
100 3.790927E-002 0.8955 7.690993E-002 0.6644
200 2.006011E-002 0.9182 4.603179E-002 0.7405
400 1.053347E-002 0.9293 2.663405E-002 0.7894

Òàáëèöà 4: Ïîðÿäîê òî÷íîñòè ( p = 2 , α = 2.0 , BoomerAMG)

N || · ||L1 Order, || · ||L1 || · ||L2 Order, || · ||L2

50 5.681484E-002 - 1.062139E-001 -
100 2.643151E-002 1.1040 5.842460E-002 0.8623
200 1.084692E-002 1.2850 2.731513E-002 1.0969
400 4.162216E-003 1.3819 1.151728E-002 1.2459

Òàáëèöà 5: Ïîðÿäîê òî÷íîñòè ( p = 3 , α = 1.5 , GMRES)

N || · ||L1 Order, || · ||L1 || · ||L2 Order, || · ||L2

50 8.177310E-002 - 1.347056E-001 -
100 4.486013E-002 0.8662 8.702407E-002 0.6303
200 2.430233E-002 0.8843 5.349442E-002 0.7020
400 1.293719E-002 0.9096 3.161057E-002 0.7590
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Òàáëèöà 6: Ïîðÿäîê òî÷íîñòè ( p = 3 , α = 2.0 , GMRES)

N || · ||L1 Order, || · ||L1 || · ||L2 Order, || · ||L2

50 6.638527E-002 - 1.166230E-001 -
100 3.105487E-002 1.0960 6.545680E-002 0.8332
200 1.321185E-002 1.2330 3.167177E-002 1.0473
400 4.934820E-003 1.4208 1.340976E-002 1.2399

Òàáëèöà 7: Ïîðÿäîê òî÷íîñòè ( p = 3 , α = 1.5 , BoomerAMG)

N || · ||L1 Order, || · ||L1 || · ||L2 Order, || · ||L2

50 8.181598E-002 - 1.347550E-001 -
100 4.493047E-002 0.8647 8.711857E-002 0.6293
200 2.438070E-002 0.8820 5.363114E-002 0.6999
400 1.302655E-002 0.9043 3.177319E-002 0.7553

Òàáëèöà 8: Ïîðÿäîê òî÷íîñòè ( p = 3 , α = 2.0 , BoomerAMG)

N || · ||L1 Order, || · ||L1 || · ||L2 Order, || · ||L2

50 6.641629E-002 - 1.166640E-001 -
100 3.110548E-002 1.0944 6.558310E-002 0.8310
200 1.327554E-002 1.2284 3.184349E-002 1.0423
400 5.016678E-003 1.4040 1.361815E-002 1.2255

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 14-01-31260 ìîë_à).
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ÓÄÊ 517.9

Íåïðåðûâíûå ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà íà
ïðîåêòèâíî-ïîäîáíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ
c⃝ Å. Â. Æóæîìà1, Â. Ñ. Ìåäâåäåâ2, Í. À. Òàðàñîâà3

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå èçó÷àåòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íåñóùèõ ìíîãîîáðàçèé äëÿ ïî-
òîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò ðîâíî èç òðåõ ñîñòîÿíèé
ðàâíîâåñèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî, ïðîåêòèâíî-ïîäîáíîå
ìíîãîîáðàçèå

Ïóñòü f t � íåïðåðûâíûé ïîòîê íà çàìêíóòîì n -ìåðíîì òîïîëîãè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè
Mn , n ≥ 2 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ R çàäàí ãîìåîìîðôèçì ft :M

n →Mn òàê,
÷òî f0 = id åñòü òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå è ft1+t2 = ft1 ◦ ft2 äëÿ ëþáûõ t1 , t2 ∈ R .
Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà x ∈Mn íàçûâàåòñÿ íåáëóæäàþùåé, åñëè äëÿ ëþáîé åå îêðåñòíîñòè
U(x) = U è ÷èñëà T > 0 íàéäåòñÿ t0 ≥ T òàêîå, ÷òî U(x) ∩ ft0(U) ̸= ∅ . Ìíîæåñòâî
íåáëóæäàþùèõ òî÷åê îáðàçóåò íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ïîòîêà, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç NW (f t) . Èçâåñòíî, ÷òî NW (f t) ñîñòîèò èç öåëûõ òðàåêòîðèé, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ
èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì ïîòîêà [1], [2].

Â ñâÿçè ñ îòêðûòèåì â ñåðåäèíå ïðîøëîãî âåêà òîïîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, êîòî-
ðûå íå äîïóñêàþò ãëàäêîé ñòðóêòóðû (ñì., íàïðèìåð [3]), òàêèå ïðîáëåìû, êàê èññëåäîâà-
íèå òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû íåñóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ è òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ
äîëæíû ðàññìàòðèâàòüñÿ íå òîëüêî äëÿ ãëàäêèõ ïîòîêîâ íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ, íî è
äëÿ íåïðåðûâíûõ ïîòîêîâ íà òîïîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâ-
ëÿþò íåïðåðûâíûå ïîòîêè, ó êîòîðûõ íåáëóæäàþùèå ìíîæåñòâà àíàëîãè÷íû íåáëóæ-
äàþùèì ìíîæåñòâàì ãëàäêèõ ïîòîêîâ ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, ïîñêîëüêó ïîñëåä-
íèå îáëàäàþò îïðåäåëåííûì òèïîì óñòîé÷èâîñòè [4]. Ïðîñòåéøèìè ïîòîêàìè ñ òàêèìè
íåáëóæäàþùèìè ìíîæåñòâàìè ÿâëÿþòñÿ ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà, ââåäåííûå Ñìåéëîì [5]
(ñì. òàêæå [4], [6] ñ èñòîðè÷åñêèìè êîììåíòàðèÿìè). Áóäåì íàçûâàòü f t (íåïðåðûâíûì)
ïîòîêîì Ìîðñà-Ñìåéëà, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (f t) ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî íàáîðà ñîñòîÿíèé ðàâíî-
âåñèÿ è ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ïðè÷åì α - è ω -ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà ëþáîé òðàåê-
òîðèè ëåæàò â NW (f t) .

2) Â îêðåñòíîñòè êàæäîé òðàåêòîðèè èç NW (f t) ïîòîê ëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè ýê-
âèâàëåíòåí ïîòîêó ëèáî ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèåé, ëèáî ñ ãèïåðáî-
ëè÷åñêèì ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ. Êàê ñëåäñòâèå, äëÿ êàæäîé òðàåêòîðèè l ⊂ NW (f t)
îïðåäåëÿþòñÿ (è ñóùåñòâóþò) óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ W s(l) , W u(l) ñî-
îòâåòñòâåííî, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè:

W s(l) = {x ∈Mn | ft(x) → l}, W u(l) = {x ∈Mn | f−t(x) → l}, t→ ∞.

3) Äëÿ ëþáûõ òðàåêòîðèé l1 , l2 ⊂ NW (f t) ìíîãîîáðàçèÿ W s(l1) , W u(l2) òîïîëîãè-
÷åñêè òðàíñâåðñàëüíû (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè èç W s(l1) ∩W u(l2)

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè ÍÈÓ ÂØÝ, Íèæíèé Íîâãîðîä;
zhuzhoma@mail.ru

2 Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ÍÈÈ ÏÌÊ ÍÍÃÓ èì. Ëîáà÷åâñêîãî, Íèæíèé Íîâãîðîä;
medvedev@unn.ac.ru

3 Äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêèõ è åñòåñòâåííîíàó÷íûõ äèñöèïëèí, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåí-
íûé èíæåíåðíî-ýêîíîìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Êíÿãèíèíî; tarasova-na-an@rambler.ru
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ïåðåñå÷åíèå ìíîãîîáðàçèé W s(l1) , W u(l2) ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíî òðàíñâåðñàëüíîìó ïå-
ðåñå÷åíèþ ãèïåðïëîñêîñòåé â n -ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn ).

Èç íåðàâåíñòâ Ìîðñà, êîòîðûå ñïðàâåäëèâû äëÿ íåïðåðûâíûõ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà,
âûòåêàåò, ÷òî ëþáîé ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà íà çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè èìååò õîòÿ áû îäíó
ïðèòÿãèâàþùóþ è õîòÿ áû îäíó îòòàëêèâàþùóþ òðàåêòîðèè [5]. Èç ñâÿçíîñòè íåñóùåãî
ìíîãîîáðàçèÿ Mn (íèæå ìû âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü ýòî ìíîãîîáðàçèå ñâÿçíûì, åñëè íå îãî-
âîðåíî ïðîòèâíîå) âûòåêàåò, ÷òî åñëè ïîòîê èìååò ðîâíî îäèí óñòîé÷èâûé è ðîâíî îäèí
íåóñòîé÷èâûé óçëû, òî Mn ÿâëÿåòñÿ n -ìåðíîé ñôåðîé è ïîòîê òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåí-
òåí ñòàíäàðòíîìó ïîòîêó òèïà "ñåâåð-þã".

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåïðåðûâíûå ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà, íåáëóæ-
äàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò ðîâíî èç òðåõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ. Ìû èçó÷àåì
òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó íåñóùèõ ìíîãîîáðàçèé.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè äâóìåðíîå çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå M2 äîïóñêàåò ïîòîê
Ìîðñà-Ñìåéëà, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò èç òðåõ òî÷åê, òî M2 ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòüþ, è ëþáûå äâà ïîòîêà Ìîðñà-Ñìåéëà ñ òðåìÿ êðèòè÷åñêèìè
òî÷êàìè íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû. Ýòîò ðåçóëüòàò ìîòèâè-
ðóåò ââåäåíèå ñïåöèàëüíîãî êëàññà ìíîãîîáðàçèé. Ïóñòü Mn � òîïîëîãè÷åñêîå çàìêíóòîå
n -ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, n ≥ 2 . Íàïîìíèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííàÿ â Mn k -ìåðíàÿ
ñôåðà Sk , 1 ≤ k ≤ n− 1 , íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ïëîñêî âëîæåííîé, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè
z ∈ Sk ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(z) = U ⊂Mn è ãîìåîìîðôèçì φz : U → Rn òàêèå, ÷òî
φz(S

k ∩ U) = Rk ⊂ Rn . Ìíîãîîáðàçèå Mn íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíî-ïîäîáíûì, åñëè

1. n ∈ {2, 4, 8, 16} ;

2. Mn åñòü äèçúþíêòèâíîå îáúåäèíåíèå4 n
2
-ìåðíîé ñôåðû S

n
2 , ëîêàëüíî ïëîñêî âëî-

æåííîé â Mn , è îòêðûòîãî n -ìåðíîãî øàðà Bn ,

Mn = S
n
2 ∪Bn, S

n
2 ∩Bn = ∅.

Ñôåðà S
n
2 èç âûøåïðèâåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ íàçûâàåòñÿ îáðàçóþùåé äëÿ äàííîãî

ïðîåêòèâíî-ïîäîáíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáîòû îòíîñèòñÿ ê
îïèñàíèþ òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû íåñóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü f t � íåïðåðûâíûé ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà, íåáëóæäàþùåå
ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò èç òðåõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, íà çàìêíóòîì n -ìåðíîì
òîïîëîãè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè Mn , n ≥ 2 . Òîãäà Mn ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíî-ïîäîáíûì
ìíîãîîáðàçèåì. Ïðè ýòîì, M2 ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòüþ M2 = P2 (íåîðèåí-
òèðóåìîé ïîâåðõíîñòüþ ðîäà åäèíèöà ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé π1(M

2) = Z2 ), à ïðè
n ≥ 4

π1(M
n) = · · · = πn

2
−1(M

n) = 0, è ñëåäîâàòåëüíî, Mn îðèåíòèðóåìîå.

Áîëåå òîãî, íà êàæäîì ïðîåêòèâíî-ïîäîáíîì ìíîãîîáðàçèè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé
ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò èç òðåõ ñîñòîÿíèé
ðàâíîâåñèÿ.

Îòìåòèì ðåçóëüòàòû, èìåþùèå îòíîøåíèå ê ðàññìàòðèâàåìîé òåìàòèêå. Â 1962 ãîäó
Èëëñ è Êóèïåð [7] îïèñàëè çàìêíóòûå ìíîãîîáðàçèÿ (â òîïîëîãè÷åñêîé, êóñî÷íî ëèíåéíîé
è ãëàäêîé êàòåãîðèÿõ), äîïóñêàþùèå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè Ìîðñà ñ òðåìÿ êðèòè÷åñêèìè

4 Îáúåäèíåíèå íàçûâàåòñÿ äèçúþíêòèâíûì, åñëè îáúåäèíÿåìûå ìíîæåñòâà ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.
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òî÷êàìè. Îíè äîêàçàëè, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ, äîïóñêàþùèå òàêèå ôóíêöèè Ìîðñà ÿâëÿþòñÿ
ïðîåêòèâíî-ïîäîáíûìè (â [7] íå èñïîëüçîâàëîñü ïîíÿòèå ïðîåêòèâíî-ïîäîáíîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ, è ìû èíòåðïðåòèðóåì ðåçóëüòàò ðàáîòû [7] â ââåäåííûõ íàìè òåðìèíàõ). Îäíàêî,
â òîïîëîãè÷åñêîé êàòåãîðèè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1. íå ñâîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ê
îñíîâíîìó ðåçóëüòàòó ðàáîòû [7], ïîñêîëüêó íåÿñíî ìîæíî ëè íåïðåðûâíûé ïîòîê Ìîðñà-
Ñìåéëà ïðåäñòàâèòü â âèäå ãðàäèåíòíîãî ïîòîêà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ôóíêöèè Ìîðñà.
Êðîìå ýòîãî, äëÿ ïîòîêîâ äàæå â ãëàäêîé êàòåãîðèè èìååòñÿ àïðèîðíàÿ âîçìîæíîñòü äè-
êîãî âëîæåíèÿ çàìûêàíèé ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ïîýòîìó íåÿñíî
ìîæíî ëè ïðåäñòàâèòü íåñóùåå ìíîãîîáðàçèå â âèäå ëîêàëüíî ïëîñêî âëîæåííîé ñôåðû è
øàðà). Âîçìîæíîñòü äèêîãî âëîæåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ
ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê áûëà îòêðûòà Ïèêñòîíîì [8] äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà
òðåõìåðíîé ñôåðû. Ïðè ðåøåíèè ïðîáëåìû êëàññèôèêàöèè âîçìîæíîñòü äèêîãî âëîæå-
íèÿ áûëà òàêæå íåçàâèñèìî îòêðûòà Áîíàòòè è Ãðèíåñîì [9]. Äëÿ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà
íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè n = 2, 3 çàìûêàíèÿ ñåïàðàòðèñ âñåãäà ëîêàëüíî ïëîñêî âëî-
æåíû [10]. ×òî êàñàåòñÿ ðàçìåðíîñòè n ≥ 4 íåñóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ, òî â [11], [12] àâòîðû
ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ≥ 4 ñóùåñòâóþò çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå Mn è ãðàäèåíò-
íûé ïîëÿðíûé ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà f t íà Mn òàêèå, ÷òî f t íå èìååò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ
ïåðåñå÷åíèé, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî f t ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê, è çà-
ìûêàíèå îäíîé èç ñåïàðàòðèñ ïîòîêà f t ÿâëÿåòñÿ äèêî âëîæåííîé ñôåðîé êîðàçìåðíîñòè
äâà.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íàì ïîíàäîáèòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå äâóõ ëåìì. Ïîýòîìó ìû
ñôîðìóëèðóåì åãî äëÿ ññûëîê â âèäå ïðåäëîæåíèÿ.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1.1. Ïóñòü çàìêíóòîå n -ìåðíîå òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîá-
ðàçèå Mn , n ≥ 2 , ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòèâíûì îáúåäèíåíèåì ëîêàëüíî ïëîñêî âëîæåííîé
â Mn k -ìåðíîé ñôåðû Sk , 1 ≤ k ≤ n−1 , è îòêðûòîãî n -ìåðíîãî øàðà Bn , è ïóñòü Sk

îáëàäàåò îòêðûòîé òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòüþ T (Sk) òàêîé, ÷òî åå ãðàíèöà ∂T (Sk) ÿâ-
ëÿåòñÿ ïëîñêî âëîæåííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì êîðàçìåðíîñòè îäèí, ïðè÷åì îêðåñòíîñòü
T (Sk) åñòü ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ π : T (Sk) → Sk íàä áàçîé
Sk è ñëîåì, ÿâëÿþùèìñÿ îòêðûòûì (n − k) -äèñêîì Dn−k . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïëîñêî
âëîæåííàÿ â Mn (n − 1) -ìåðíàÿ ñôåðà Σn−1

T ⊂ T (Sk) òàêàÿ, ÷òî 1) Sk ∩ Σn−1
T = ∅ ; 2)

ñôåðà Σn−1
T îãðàíè÷èâàåò â Mn n -ìåðíûé øàð bn , ñîäåðæàùèé ∂T (Sk) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Σn−1 � ïëîñêî âëîæåííàÿ â Mn (n − 1) -ìåðíàÿ
ñôåðà, îêðóæàþùàÿ n -øàð bn0 ñ òî÷êîé x0 âíóòðè è òðàíñâåðñàëüíàÿ (â òîïîëîãè÷åñêîì
ñìûñëå) òðàåêòîðèÿì ïîòîêà f t

0 . Èç ñâîéñòâ ýòîãî ïîòîêà è ðàâåíñòâà M
n = Sk∪Bn âûòå-

êàåò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ñäâèãà fT
0 íà âðåìÿ T ñôåðû Σn−1 âäîëü òðàåêòîðèé

ïîòîêà f t
0 ìíîæåñòâî Σn−1

T = fT
0 (Σ

n−1) ÿâëÿåòñÿ (n− 1) -ìåðíîé ñôåðîé, ïðèíàäëåæàùåé
T (Sk) . Èç íåïðåðûâíîñòè ïîòîêà f t

0 âûòåêàåò, ÷òî Σn−1
T ïëîñêî âëîæåíà â Mn . Ãðàíèöà

∂T (Sk) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ïîäìíîæåñòâîì îòêðûòîãî øàðà Bn . Ïîñêîëüêó ïðè óâå-
ëè÷åíèè âðåìåíè òðàåêòîðèè ïîòîêà f t

0 ñòðåìÿòñÿ ê âèðòóàëüíîé ãðàíèöå øàðà Bn , òî
äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî T ìíîæåñòâî ∂T (Sk) îêàæåòñÿ âíóòðè øàðà bn = fT

0 (b
n
0 ) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Êëþ÷åâûì ðåçóëüòàòîì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.1. ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå, èìåþùåå ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ òîïîëîãè÷åñêîãî
ìíîãîîáðàçèÿ áûòü ïðîåêòèâíî-ïîäîáíûì).

Ë å ì ì à 1.1. Ïóñòü çàìêíóòîå n -ìåðíîå òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Mn ,
n ≥ 2 , ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòèâíûì îáúåäèíåíèåì ëîêàëüíî ïëîñêî âëîæåííîé â Mn k -
ìåðíîé ñôåðû Sk , 1 ≤ k ≤ n − 1 , è îòêðûòîãî n -ìåðíîãî øàðà Bn . Òîãäà Mn åñòü
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ïðîåêòèâíî-ïîäîáíîå ìíîãîîáðàçèå, òî åñòü k = n
2
, è Sk = S

n
2 ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùåé

ñôåðîé äëÿ Mn (ïðè ýòîì, M2 ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòüþ). Áîëåå òîãî, ãðàíèöà
òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè ñôåðû S

n
2 ãîìåîìîðôíà (n− 1) -ìåðíîé ñôåðå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì Mn = Sk ∪Bn , Sk ∩Bn = ∅ , 1 ≤ k ≤ n− 1 , n ≥ 2 .
Ïîñêîëüêó äëÿ n = 2 îáðàçóþùàÿ îêðóæíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ M2 íå ìîæåò ðàçáèâàòü
M2 , òî åå òðóá÷àòàÿ îêðåñòíîñòü ãîìåîìîðôíà ëèñòó Ìåáèóñà. Ïîýòîìó M2 ÿâëÿåòñÿ
ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòüþ, M2 = P2 .

Äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü n ≥ 3 . Èç ïëîñêîé âëîæèìîñòè Sk ⊂ Mn âûòåêàåò,
÷òî Sk îáëàäàåò îòêðûòîé òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòüþ T (Sk) òàêîé, ÷òî åå ãðàíèöà ∂T (Sk)
ÿâëÿåòñÿ ïëîñêî âëîæåííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì êîðàçìåðíîñòè îäèí, ïðè÷åì îêðåñòíîñòü
T (Sk) åñòü ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ π : T (Sk) → Sk íàä áàçîé
Sk è ñëîåì, ÿâëÿþùèìñÿ îòêðûòûì (n − k) -äèñêîì Dn−k [13]. Óäîáíî ñ÷èòàòü Dn−k

åäèíè÷íûì äèñêîì òàê, ÷òî ãðàíèöà êàæäîãî ñëîÿ ∂Dn−k
x = Sn−k−1

x , ãäå x ∈ Sk , Dn−k
x =

π−1(x) , ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå ∂T (Sk) òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè T (Sk) .
Ïîñòðîèì íà Bn è clos T (Sk) = T (Sk) ∪ ∂T (Sk) , âîîáùå ãîâîðÿ, íåñâÿçàííûå äðóã ñ

äðóãîì ïîòîêè f t
0 è f t

1 ñîîòâåòñòâåííî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x0 ∈ Bn , íå ïðè-
íàäëåæàùóþ clos T (Sk) . Òàê êàê Bn � øàð, òî íà Bn ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé ïîòîê f t

0

òàêîé, ÷òî x0 ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì óçëîì, à âñå îñòàëüíûå òðàåêòîðèè ïîêèäàþò ëþáóþ
êîìïàêòíóþ ÷àñòü øàðà Bn è ïîòîì â íåå íå âîçâðàùàþòñÿ (òðàåêòîðèè ïðè óâåëè÷åíèè
âðåìåíè ñòðåìÿòñÿ ê âèðòóàëüíîé ãðàíèöå øàðà Bn ). Çà îñíîâó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîòîêà
f t
1 âîçüìåì ïîòîê íà çàìêíóòîì äèñêå clos Dn−k , ó êîòîðîãî öåíòð ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì
óçëîì, ãðàíèöà ñîñòîèò èç òî÷åê ïîêîÿ, à îñòàëüíûå îäíîìåðíûå òðàåêòîðèè ïî ðàäèóñàì
äâèæóòñÿ îò ãðàíèöû ê öåíòðó. Ïîñêîëüêó T (Sk) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàñ-
ñëîåíèåì ñî ñëîåì Dn−k è öåíòð äèñêà Dn−k îòîæäåñòâëÿåòñÿ â ýòîì ðàññëîåíèè ñ Sk ,
òî íà clos T (Sk) ñóùåñòâóåò ïîòîê f t

1 òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâà ∂T (Sk) , Sk ñîñòîÿò èç òî÷åê
ïîêîÿ, à îñòàëüíûå (îäíîìåðíûå) òðàåêòîðèè äâèæóòñÿ îò ∂T (Sk) ê Sk ïðè óâåëè÷åíèè
âðåìåíè.

Ïåðåñå÷åíèå T (Sk) ∩ fT
0 (b

n
0 ) åñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ãðàíèöà êîòîðîãî ñîäåðæèò

∂T (Sk) . Ïîñêîëüêó ∂T (Sk) ñóòü ïîäìíîãîîáðàçèå êîðàçìåðíîñòè îäèí, òî ó ∂T (Sk) â
ìíîæåñòâå clos

(
T (Sk) ∩ fT

0 (b
n
0 )
)
åñòü ïîëóîêðåñòíîñòü U ⊂

(
T (Sk) ∪ ∂T (Sk)

)
∩ fT

0 (b
n
0 )

ãîìåîìîðôíàÿ (0; 1]×∂T (Sk) . Âîçüìåì îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî int U ⊂ U ãîìåîìîðôíîå
(0; 1)× ∂T (Sk) . Èç ñâîéñòâ ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï âûòåêàþò ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

πi(int U) = πi
(
(0; 1)× ∂T (Sk)

)
= πi

(
∂T (Sk)

)
, i = 0, . . . , n− 2. (1.1)

Ìíîæåñòâî A0 = Bn \ clos fT
0 (b

n
0 ) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì n -ìåðíûì êîëüöîì, ãîìåî-

ìîðôíûì (0; 1) × Sn−1 . Ïîýòîìó åãî ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû ðàâíû πi(A0) = 0 äëÿ âñåõ
i = 0, . . . , n − 2 . Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâèòåëü γ : Si → int U ãðóïïû πi(int U) , ãäå Si �
i -ìåðíàÿ (êàíîíè÷åñêàÿ) ñôåðà. Òàê êàê γ(Si) ∩ ∂T (Sk) = ∅ , òî ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî
áîëüøîé ñäâèã fR

1 âäîëü òðàåêòîðèé ïîòîêà f t
1 òàêîé, ÷òî fR

1 (γ(Si)) ⊂ A0 . Îòñþäà è
(1.1) ñëåäóåò, ÷òî πi(∂T (S

k)) = 0 äëÿ âñåõ i = 0, . . . , n − 2 . Èç ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû
Ïóàíêàðå âûòåêàåò, ÷òî ∂T (Sk) ãîìåîìîðôíà (n − 1) -ìåðíîé ñôåðå [14], [15], [16], [17],
[18]. Îòñþäà ñëåäóåò íåòðèâèàëüíîñòü ðàññëîåíèÿ π : T (Sk) → Sk . Áîëåå òîãî, ëîêàëü-
íî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå π : T (Sk) → Sk èíäóöèðóåò ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîå-
íèå ∂T (Sk) → Sk , òî åñòü ðàññëîåíèå (n − 1) -ìåðíîé ñôåðû Sn−1 ñ áàçîé Sk è ñëîåì
Sn−k−1 = ∂Dn−k . Èçâåñòíî [19] (ñì. òàêæå [20]), ÷òî èìåþòñÿ òîëüêî ñëåäóþùèå òàêèå
ðàññëîåíèÿ

S3 → S2, ñëîé S1; S7 → S4, ñëîé S3; S15 → S8, ñëîé S7.
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòèì ðàññëîåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå ïàðû (n, k) : (4, 2) ,
(8, 4) , (16, 8) . Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ãîìåîìîðôíîñòè ïðîåêòèâíî-ïîäîáíûõ
ìíîãîîáðàçèé.

Ë å ì ì à 1.2. Ïóñòü Mn
1 , M

n
2 � ïðîåêòèâíî-ïîäîáíûå ìíîãîîáðàçèÿ, è S1 , S2 �

èõ îáðàçóþùèå ñôåðû ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà åñëè S1 , S2 ëîêàëüíî ýêâèâàëåíòíî âëî-
æåíû, òî Mn

1 , M
n
2 ãîìåîìîðôíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìíîæåñòâî Oi = Mn
i \ Si ãîìåîìîðôíî îòêðûòîìó n -

øàðó, i = 1, 2 . Ïî óñëîâèþ ëåììû, äëÿ íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòåé U(S1) , U(S2) ñôåð S1 ,
S2 ñîîòâåòñòâåííî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì φ0 : U(S1) → U(S2) , φ0(S1) = S2 . Ïåðåéäÿ,
åñëè íåîáõîäèìî, ê ìåíüøåé îêðåñòíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü îêðåñòíîñòü U(S1) òðóá÷àòîé.
Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.1., ñóùåñòâóåò (n− 1) -ñôåðà Sn−1 ⊂ U(S1) , Sn−1 ∩ S1 = ∅ , ïëîñêî
âëîæåííàÿ â Mn

1 . Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì φ :Mn
1 →Mn

2 , ñîâïàäàþùèé
ñ φ0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ñôåðû S1 .

Òàê êàê Mn
1 = S1 ∪ O1 , òî Sn−1 ⊂ O1 , ïîñêîëüêó Sn−1 ∩ S1 = ∅ . Òàê êàê ñôåðà

Sn−1 ïëîñêî âëîæåíà, è O1 ãîìåîìîðôíî n -øàðó, òî Sn−1 îãðàíè÷èâàåò â O1 n -øàð
τn1 , τ

n
1 ∩ S1 = ∅ . Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.1., ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàíèöà ∂U(S1)

òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè U(S1) ëåæèò â øàðå τn1 .
Ïîñêîëüêó Sn−1 ⊂ U(S1) è ∂U(S1) ⊂ τn1 , òî Mn

1 = U(S1) ∪ τn1 . Áîëåå òîãî, ìíîæåñòâî
Mn

1 \ τn1 ïðèíàäëåæèò U(S1) . Èç òîãî, ÷òî φ0 � ãîìåîìîðôèçì âûòåêàåò, ÷òî (n − 1) -
ñôåðà φ0(S

n−1) ïëîñêî âëîæåíà â Mn
2 , è φ0(S

n−1)∩S2 = ∅ , òàê êàê φ0(S1) = S2 . Ïîýòîìó
φ0(S

n−1) îãðàíè÷èâàåò â Mn
2 n -øàð τn2 , òàêîé, ÷òî τn2 ∩ S2 = ∅ (çäåñü ìû ó÷èòûâàåì

ðàâåíñòâî Mn
2 = S2∪O2 ). Äàëåå, èç òîãî, ÷òî Sn−1 îãðàíè÷èâàåò â O1 n -øàð τn1 âûòåêàåò,

÷òî îãðàíè÷åíèå φ0|Sn−1 : Sn−1 → ϕ0(S
n−1) ïðîäîëæàåòñÿ äî íåêîòîðîãî ãîìåîìîðôèçìà

τn1 → τn2 , êîòîðûé îáðàçóåò ñîâìåñòíî ñ φ0|Mn
1 \τn1 òðåáóåìûé ãîìåîìîðôèçì φ : Mn

1 →
Mn

2 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.. Ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà f t íåîáõîäèìî èìååò óñòîé÷è-
âûé ñòîê ω è íåóñòîé÷èâûé èñòî÷íèê α . Èç ñâÿçíîñòè íåñóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ Mn âû-
òåêàåò, ÷òî òðåòüå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì σ ñ k -ìåðíûì ( 1 ≤ k ≤ n− 1 )
óñòîé÷èâûì W s(σ) è (n− k) -ìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì W u(σ) . Ìíîæåñòâî
Sepτ (σ) = W τ (σ)\{σ} íàçûâàåòñÿ ñåïàðàòðèñîé ( τ ëèáî s , ëèáî u ). Åñëè Sepτ (σ) íå ïå-
ðåñåêàåòñÿ ñ ñåïàðàòðèñàìè äðóãèõ ñåäåë, òî Sepτ (σ) ïðèíàäëåæèò íåóñòîé÷èâîìó (åñëè
τ = s ) èëè óñòîé÷èâîìó (åñëè τ = u ) ìíîãîîáðàçèþ íåêîòîðîãî ñòîêà (ñîîòâåòñòâåí-
íî, èñòî÷íèêà), ñêàæåì N . Òîãäà òîïîëîãè÷åñêîå çàìûêàíèå ñåïàðàòðèñû Sepτ (σ) ðàâíî
W τ (σ)∪{N} , è ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííîé â Mn ñôåðîé ( k -ñôåðîé èëè (n−k) -
ñôåðîé ñîîòâåòñòâåííî) [21], [22], [23]. Ïîñêîëüêó ñåïàðàòðèñû îäíîãî ñåäëà ó ïîòîêà f t

Ìîðñà-Ñìåéëà íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî òîïîëîãè÷åñêîå çàìûêàíèå íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñû
Sepu(σ) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííîé k -ñôåðîé W u(σ) ∪ {ω} = Sω , à òîïîëîãè-
÷åñêîå çàìûêàíèå óñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñû Seps(σ) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííîé
(n − k) -ñôåðîé W s(σ) ∪ {α} = Sα . Èíîãäà, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðå÷ü èäåò î ñåïàðà-
òðèñå ñåäëà ïîòîêà f t ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñåïàðàòðèñó ÷åðåç Sepτ (σ, f t) . Íàì íóæíî
ïîêàçàòü, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç ñôåð Sω , Sα ëîêàëüíî ïëîñêî âëîæåíà. Ïîñêîëüêó äëÿ
ðàçìåðíîñòè n = 4 îáîçíà÷åíèÿ è êîíñòðóêöèÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáèòñÿ ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè, òî ìû ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå â âèäå
ïðåäëîæåíèÿ. Äàëåå áóäóò èñïîëüçîâàíû ââåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ.
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Ï ð å ä ë î æ å í è å 1.2. Õîòÿ áû îäíà èç ñôåð Sω , Sα ëîêàëüíî ïëîñêî âëîæå-
íà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îòìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ ïîòîêà Ìîðñà-Ñìåéëà
âûòåêàåò, ÷òî èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñåäåë ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ïëîñêî âëîæåííûìè
ïîäìíîãîîáðàçèÿìè. Ïîýòîìó åäèíñòâåííîé òî÷êîé äèêîãî âëîæåíèÿ ñôåðû Sω (ñîîòâ.
ñôåðû Sα ) ìîæåò áûòü òîëüêî òî÷êà ω (ñîîòâ. α ).

Äëÿ n = 2 ñôåðû Sω , Sα ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòÿìè. Èçâåñòíî, ÷òî òîïîëîãè÷åñêè
âëîæåííàÿ îêðóæíîñòü ïëîñêî âëîæåíà [24], [25].

Èç ðàáîòû [26] âûòåêàåò, ÷òî íà òðåõìåðíûõ çàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèÿõ íå ñóùåñòâóþò
ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà ñ òðåìÿ ñîñòîÿíèÿìè ðàâíîâåñèÿ (íà ñàìîì äåëå â [26] äîêàçàí
áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò äëÿ ñèñòåì Ìîðñà-Ñìåéëà, íî íàì äîñòàòî÷íî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ).

Ïðè n ≥ 5 îäíà èç ñôåð Sω èëè Sα , ñêàæåì Sω , èìååò êîðàçìåðíîñòü íå ìåíåå òðåõ.
Òîãäà èç [27] ñëåäóåò, ÷òî Sω ëîêàëüíî ïëîñêî âëîæåíà.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé n = 4 . Åñëè îäíà èç ñôåð Sω , Sα òðåõìåðíàÿ, òî èçâåñò-
íî, ÷òî îíà íå ìîæåò áûòü äèêî âëîæåííîé òîëüêî â îäíîé òî÷êå [28] (ñì. òàêæå [27], [29]).
Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáå ñôåðû Sω , Sα äâóìåðíûå (äëÿ ñôåð êîðàçìåðíîñòè
äâà èìååòñÿ àïðèîðíàÿ âîçìîæíîñòü áûòü äèêî âëîæåííîé ðîâíî â îäíîé òî÷êå, ñì. [30]).

Ñïåðâà ðàññìîòðèì â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R4 ñ êîîðäèíàòàìè (x1, . . . , x4) , âåê-
òîðíîå ïîëå V⃗s , êîòîðîå çàäàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ1 = −x1, ẋ2 = −x2, ẋ3 = x3, ẋ4 = x4. (1.2)

ßñíî, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò O = (0, . . . , 0) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì ïîëÿ V⃗s ñ 2 -ìåðíîé
óñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñîé W s(O) è 2 -ìåðíîé íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñîé W u(O) , ãäå
W s(O) = {(x1, . . . , x4) |x3 = 0, x4 = 0} ⊂ R4 , W u(O) = {(x1, . . . , x4) |x1 = 0, x2 = 0} ⊂ R4 .
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ F (x1, . . . , x4) =

∑2
i=1 x

2
i

∑4
j=3 x

2
j ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ñè-

ñòåìû (1.2) (ñì. äåòàëè â [11]). Èç âèäà F ñëåäóåò, ÷òî ãèïåðïîâåðõíîñòü F = 1 ÿâëÿåòñÿ
3 -ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì, êîòîðîå ðàçáèâàåò R4 íà äâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâà

{x⃗ = (x1, . . . , x4) |F (x⃗) < 1} def
= U0, {x⃗ = (x1, . . . , x4) |F (x⃗) > 1} def

= U∞.

Îáúåäèíåíèå W s(O) ∪W u(O) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì F = 0 . Ïîñêîëüêó O ∈ W s(O) ∪
W u(O) , òî O ∈ U0 . Òàêèì îáðàçîì, U0 - èíâàðèàíòíàÿ îêðåñòíîñòü ñåäëà O , êîòîðóþ
ìû áóäåì íàçûâàòü ñïåöèàëüíîé. Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà

P1 = {(x1, . . . , x4) | x21 + x22 ≤ 1, x23 + x24 = 1}, P2 = {(x1, . . . , x4) | x21 + x22 = 1, x23 + x24 ≤ 1}

ÿâëÿþòñÿ ïîëíîòîðèÿìè ñ îáùåé ãðàíèöåé ∂P1 = ∂P2 = P1 ∩ P2 , êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé äâóìåðíûé òîð.

Îêðóæèì ñòîê ω è èñòî÷íèê α ïîòîêà f t ÷åòûðåõìåðíûìè øàðàìè B1 , B2 ñîîòâåò-
ñòâåííî òàêèìè, ÷òî èõ ãðàíèöû ∂B1 = S3

1 , ∂B2 = S3
2 òðàíñâåðñàëüíû ïîòîêó, à ñåäëî σ

ïðèíàäëåæèò M4 \ (B1 ∪ B2) . Òîãäà ñåïàðàòðèñû Sepu(σ) , Seps(σ) ïåðåñåêàþò S3
1 , S

3
2

ïî çàìêíóòûì ïðîñòûì êðèâûì C1 , C2 ñîîòâåòñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî ïîòîê èíäóöèðóåò
îòîáðàæåíèÿ ïîñëåäîâàíèÿ Ïóàíêàðå

ξ :
(
S3
2 \ C2

)
→
(
S3
1 \ C1

)
,

è íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî 3-ñôåðà S3
1 ïîëó÷àåòñÿ èç 3-ñôåðû S3

2 â ðåçóëüòàòå ïåðåñòðîé-
êè S3

2 ïî óçëó C2 ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ, êîòîðîå èíäóöèðóåò ξ íà ãðàíèöå òðóá÷àòîé
îêðåñòíîñòè óçëà C2 .
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Äîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ êðèâàÿ C1 , C2 ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì óçëîì ñîîòâåòñòâåííî
â S3

1 è S3
2 . Ýòè êðèâûå íà èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ W s(σ) , W u(σ) îãðàíè÷èâàþò

çàìêíóòûå äâóìåðíûå äèñêè D1 , D2 ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê ñôåðû S3
1 , S

3
2 òðàíñâåð-

ñàëüíû âåêòîðíîìó ïîëþ, òî ñåäëî σ ëåæèò âíóòðè êàæäîãî äèñêà D1 , D2 . Èç òîãî, ÷òî â
ïîòîêàõ Ìîðñà-Ñìåéëà îòñóòñòâóþò ïåòëè ñåïàðàòðèñ ñëåäóåò, ÷òî D1 , D2 ïåðåñåêàþòñÿ
ðîâíî â îäíîé òî÷êå σ = D1 ∩D2 .

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, è ðàññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñëó÷àé, êîãäà êðèâàÿ
C1 îáðàçóåò íåòðèâèàëüíûé óçåë â S3

1 (ñëó÷àé, êîãäà C2 îáðàçóåò íåòðèâèàëüíûé óçåë
â S3

2 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Ñîãëàñíî ðàñøèðåííîé âåðñèè òåîðåìû Ãðîáìàíà-
Õàðòìàíà, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ìíîæåñòâà D1 ∪D2 , â êîòîðîé ïîòîê òîïîëîãè÷å-
ñêè ýêâèâàëåíòåí ëèíåéíîìó ïîòîêó, îïðåäåëÿåìîìó ëèíåéíîé ÷àñòüþ âåêòîðíîãî ïîëÿ
V⃗ â òî÷êå σ . Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.15 [31], ëèíåéíûå ãèïåðáîëè÷åñêèå âåêòîðíûå ïîëÿ
òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâûé òèï ñîñòî-
ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîýòîìó ïîëå V⃗ â U òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî âåêòîðíîìó ïîëþ V⃗s ,
êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.2). Â ÷àñòíîñòè, U ãî-
ìåîìîðôíà äîñòàòî÷íî áîëüøîé ÷àñòè ñïåöèàëüíîé îêðåñòíîñòè U0 , ñîäåðæàùåé ñåäëî
O . Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî U ãîìåîìîðôíà îêðåñòíîñòè W0 ⊂ U0 .
Èç êëàññè÷åñêèõ òåîðåì òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî ξ - ãîìåîìîð-
ôèçì. Òàêèì îáðàçîì, C1 è C2 - äâà óçëà ñ ãîìåîìîðôíûìè äîïîëíåíèÿìè. Â ñèëó [32],
íåòðèâèàëüíîñòü óçëà C1 âëå÷åò íåòðèâèàëüíîñòü óçëà C2 .

Ðàññìîòðèì ïîëíîòîðèé P1 ⊂ U ∩ S3
1 , ÿâëÿþùèéñÿ òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòüþ êðèâîé

C1 â S3
1 . Ïîñêîëüêó C1 - ãëàäêàÿ êðèâàÿ, òî òàêàÿ îêðåñòíîñòü ñóùåñòâóåò. Èç ýêâè-

âàëåíòíîñòè ïîëÿ V⃗ â îêðåñòíîñòè U ñ ïîëåì V⃗s âûòåêàåò, ÷òî ξ(P1 − C1) ñîâìåñòíî
ñ C2 îáðàçóþò òðóá÷àòóþ îêðåñòíîñòü (îáîçíà÷èì åå ÷åðåç P2 ) êðèâîé C2 . Óìåíüøèâ,
åñëè íåîáõîäèìî, ïîëíîòîðèè P1 è P2 , ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî P1 , P2 ïðèíàäëåæàò ãðàíèöå
îêðåñòíîñòè U . Ïîñêîëüêó U ãîìåîìîðôíà îêðåñòíîñòè W0 ⊂ U0 , òî ãðàíèöû ïîëíîòî-
ðèé P1 , P2 ñîåäèíåíû îòðåçêàìè òðàåêòîðèé âåêòîðíîãî ïîëÿ V⃗ , ïðè÷åì îãðàíè÷åíèå
ξ|∂P1 : ∂P1 → ∂P2 ïåðåâîäèò ìåðèäèàí ïîëíîòîðèÿ P1 â ïàðàëëåëü ïîëíîòîðèÿ P2 , à
ïàðàëëåëü P1 - â ìåðèäèàí P2 .

Ïîêàæåì, ÷òî ñôåðà S3
2 ãîìåîìîðôíà ìíîãîîáðàçèþ, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ïå-

ðåñòðîéêè ñôåðû S3
1 âäîëü óçëà C1 . Äåéñòâèòåëüíî, óäàëèì èç S3

1 ïîëíîòîðèé P1 è
âêëåèì âìåñòî íåãî ïîëíîòîðèé P2 ñ ïîìîùüþ ãîìåîìîðôèçìà ξ|∂P1 : ∂P1 → ∂P2 . Ïî-
ñêîëüêó ïðèêëåèâàþùèé ãîìåîìîðôèçì ξ|∂P1 ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ãîìåîìîðôèçìà
ξ|S3

1 \ P1 : S
3
1 \ P1 → S3

2 \ P2 , òî îòîáðàæåíèå ξ∗ : (S3
1 \ P1) ∪ξ P2 → S3

2 , êîòîðîå ñîâïàäàåò
ñ ξ íà S3

1 \ P1 è ñóòü òîæäåñòâåííîå íà P2 , ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííûì ãîìåî-
ìîðôèçìîì. Òàêèì îáðàçîì, ñôåðà S3

2 ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïåðåñòðîéêè ñôåðû S3
1

âäîëü óçëà C1 ñ ïîìîùüþ íåòðèâèàëüíîãî ãîìåîìîðôèçìà ξ|∂P1 : ∂P1 → ∂P2 . Òàê êàê
C1 - íåòðèâèàëüíûé óçåë, òî â ðåçóëüòàòå òàêîé ïåðåñòðîéêè âñåãäà ïîëó÷àåòñÿ ìíîãî-
îáðàçèå, îòëè÷íîå îò 3-ñôåðû [32] (ñì. òàêæå [33]). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò
ïðåäëîæåíèå.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Òàêèì îáðàçîì, Mn ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòèâíûì îáúåäèíåíèåì ëîêàëüíî ïëîñêî âëîæåí-
íîé â Mn k -ìåðíîé ñôåðû Sk = Sω , 1 ≤ k ≤ n−1 , è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ W u(α)
èñòî÷íèêà α , êîòîðîå ãîìåîìîðôíî îòêðûòîìó n -ìåðíîìó øàðó Bn . Îòñþäà è ëåììû
1.1. ñëåäóåò, ÷òî Mn ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíî-ïîäîáíûì ìíîãîîáðàçèåì.

Èç òîãî, ÷òî Mn åñòü äèçúþíêòèâíîå îáúåäèíåíèå ñôåðû S
n
2 è n -ìåðíîãî øàðà Bn

âûòåêàþò ðàâåíñòâà π1(M
n) = · · · = πn

2
−1(M

n) = 0 ïðè n ≥ 4 . Èç π1(M
n) = 0 ñëåäóåò

îðèåíòèðóåìîñòü Mn .
Ïóñòü Mn � ïðîåêòèâíî-ïîäîáíîå ìíîãîîáðàçèå ñ îáðàçóþùåé ñôåðîé S

n
2 . Îïðåäåëèì

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 1



62 Å. Â. Æóæîìà, Â. Ñ. Ìåäâåäåâ, Í. À. Òàðàñîâà

íà S
n
2 ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà f̃ t ðîâíî ñ îäíèì ñòîêîì ω è ðîâíî îäíèì èñòî÷íèêîì σ̃ .

Ïîñêîëüêó, â ñèëó ëåììû 1.1., ãðàíèöà ∂T (S
n
2 ) òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè T (S

n
2 ) ñôåðû S

n
2

åñòü (n−1) -ìåðíàÿ ñôåðà, òî f̃ t ìîæíî ïðîäîëæèòü íà T (S
n
2 ) òàê, ÷òîáû S

n
2 ñòàëà ïðè-

òÿãèâàþùèì èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì ñ ñåäëîì σ̃ è ïðèòÿãèâàþùåé îáëàñòüþ T (S
n
2 ) ,

à ∂T (S
n
2 ) áûëà òðàíñâåðñàëüíà ïîòîêó f̃ t . Òàê êàê äîïîëíåíèå ê T (S

n
2 ) ãîìåîìîðôíî

îòêðûòîìó øàðó, òî íåòðóäíî ïðîäîëæèòü f̃ t íà Mn ñ èñòî÷íèêîì α âíóòðè äàííîãî
îòêðûòîãî øàðà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ íåïðåðûâíûé ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà íà Mn ñ
òðåìÿ ñîñòîÿíèÿìè ðàâíîâåñèÿ: ñòîêîì ω , ñåäëîì σ̃ è èñòî÷íèêîì α .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû áëàãîäàðÿò Â.Ç. Ãðèíåñà è Î.Â. Ïî÷èíêó, à òàêæå ó÷àñòíèêîâ
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¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿ çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ. Àâòîðû áëàãîäàðÿò ÐÔÔÈ, ãðàíòû
13-01-12452 îôè-ì, 15-01-03687, 13-01-00589, è ÐÍÔ, ãðàíò 14-41-00044, çà ôèíàíñîâóþ
ïîääåðæêó. Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ
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Ìíîãîöâåòíûé ãðàô êàê ïîëíûé òîïîëîãè÷åñêèé
èíâàðèàíò ïîòîêîâ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îñîáûõ
òðàåêòîðèé íà ïîâåðõíîñòÿõ
c⃝ Â.Å. Êðóãëîâ1, Î.Â. Ïî÷èíêà2

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåïðåðûâíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû íà
ïîâåðõíîñòÿõ. Äëÿ ñîäåðæàòåëüíîãî êëàññà ïîòîêîâ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îñîáûõ òðàåêòîðèé
ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ìíîãîöâåòíîãî ãðàôà è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êëàññ òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè òàêîãî ïîòîêà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ êëàññîì èçîìîðôíîñòè åãî ìíîãîöâåòíîãî
ãðàôà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîöâåòíûé ãðàô, ïîòîê, òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

1. Ââåäåíèå

Íåïðåðûâíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé èëè ïîòîêîì íà ïîâåðõíîñòè S íàçûâàåòñÿ
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : S × R → S ñ ãðóïïîâûìè ñâîéñòâàìè:
1) f(x, 0) = x ∀x ∈ S ;
2) f(f(x, t), s) = f(x, t+ s) ∀x ∈ S , ∀s, t ∈ R .

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëàãàòü f t(x) = f(x, t) , x ∈ S , t ∈ R .
Ìû ïðåäïîëàãàåì ïîâåðõíîñòü S îðèåíòèðóåìîé, ò.å. îíà ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, ñôå-

ðîé, òîðîì, êðåíäåëåì; â îáùåì, ñôåðîé ñ ðó÷êàìè (ñì. Ðèñ. 1.1).

Ð è ñ ó í î ê 1.1

Ïðèìåðû ïîâåðõíîñòåé S

Äëÿ ïîòîêà f t òî÷êà x íàçûâàåòñÿ áëóæäàþùåé, åñëè ñóùåñòâóåò îêðûòàÿ îêðåñò-
íîñòü Ux òî÷êè x òàêàÿ, ÷òî f t(Ux)∩Ux = ∅ äëÿ âñåõ t > 1 . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷êà
x íàçûâàåòñÿ íåáëóæäàþùåé.

Ìíîæåñòâî âñåõ áëóæäàþùèõ (íåáëóæäàþùèõ) òî÷åê ïîòîêà f t íàçûâàåòñÿ åãî áëóæ-
äàþùèì ìíîæåñòâîì (íåáëóæäàþùèì ìíîæåñòâîì).

1 Ñòóäåíò, ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî; kruglovslava21@mail.ru
2 Ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè, ÍÈÓ ÂØÝ-ÍÍ; olga-pochinka@yandex.ru
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Òðàåêòîðèåé èëè îðáèòîé òî÷êè x ∈ S íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Ox = {f t, t ∈ R} . Ïî-
ëàãàþò, ÷òî òðàåêòîðèè ïîòîêà îðèåíòèðîâàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ âîçðàñòàíèåì ïàðàìåòðà
t .

Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé èëè ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ, åñëè Ox = {x} .
Îðáèòà Ox íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò T > 0 òàêîå, ÷òî fT (x) = x

è f t(x) ̸= x äëÿ t < T . Ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì öèêëîì, åñëè â åå
îêðåñòíîñòè íåò äðóãèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé (ýêâèâàëåíòíûì ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäå-
íèå, ÷òî âñÿêàÿ äîñòàòî÷íî áëèçêàÿ ê ïðåäåëüíîìó öèêëó òðàåêòîðèÿ ñòðåìèòñÿ ê íåìó
ëèáî â ïðÿìîì, ëèáî â îáðàòíîì âðåìåíè).

Ïóñòü d � ðèìàíîâà ìåòðèêà íà S . Òîãäà óñòîé÷èâûì (íåóñòîé÷èâûì) ìíîãîîáðàçèåì
òî÷êè x íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî W s

x = {y ∈ S : d(f t(x), f t(y)) → 0 ïðè t → +∞} (W u
x =

{y ∈ S : d(f t(x), f t(y)) → 0 ïðè t→ −∞} ).
Óñòîé÷èâîé (íåóñòîé÷èâîé) ñåïàðàòðèñîé íåïîäâèæíîé òî÷êè p íàçûâàåòñÿ êîìïî-

íåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W s
p\p (W u

p \p ).
Äâà ïîòîêà íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîð-

ôèçì, îòîáðàæàþùèé òðàåêòîðèè îäíîãî ïîòîêà â òðàåêòîðèè äðóãîãî ñ ñîõðàíåíèåì íà-
ïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ.

Ïîòîê f t íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì, åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(f t)
ýëåìåíòà f t â C1(S×R, S) òàêàÿ, ÷òî åñëè f ′t ∈ U(f t) , òî òðàåêòîðèè f t è f ′t òîïîëîãè-
÷åñêè ýêâèâàëåíòíû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîòîê íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâûì.

Ïîòîêè íà ïëîñêîñòè âîçíèêàþò, íàïðèìåð, ïðè ðåøåíèè ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé âèäà {

ẋ = P (x, y),
ẏ = Q(x, y), ãäå (x, y) ∈ R2.

(1.1)

Â 1937 ã. äëÿ ñèñòåì òèïà (1.1) ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, ïðåäåëüíûõ
öèêëîâ è ñåïàðàòðèñ â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ïëîñêîñòè Å.À. Ëåîíòîâè÷ è À.Ã. Ìàéåð [1] â
êà÷åñòâå òîïîëîãè÷åñêîãî èíâàðèàíòà ïðåäëîæèëè ñõåìó. Â 1955 [2] ãîäó îíè äîêàçàëè,
÷òî ñõåìà çàäà¼ò ïîòîê ñ òî÷íîñòüþ äî òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â 1971 ãîäó Ïåéøîòî [6] ïîëó÷èë òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ ñòðóêòóðíî óñòîé-
÷èâûõ ïîòîêîâ íà ïðîèçâîëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ ñ ïîìîùüþ êîìáèíàòîðíîãî èíâàðèàíòà �
îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà, îáîáùàþùåãî ñõåìó Ëåîíòîâè÷-Ìàéåðà.

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîãî ïîòîêà íà äâóìåðíîé ñôåðå ñëóæèò
ïîòîê, èìåþùèé ÷åòûðå íåïîäâèæíûå òî÷êè: èñòî÷íèê α , ñåäëî σ è äâà ñòîêà ω1 è ω2

(ñì. Ðèñ. 1.2). Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó ïîòîêó òàêæå ïîñòðîåí íà
ðèñóíêå 1.2.

Ð è ñ ó í î ê 1.2

Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô Ïåéøîòî
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Â 1998 ãîäó À.À. Îøåìêîâ, Â.Â. Øàðêî [3] ââåëè íîâûé èíâàðèàíò äëÿ ñòðóêòóðíî
óñòîé÷èâûõ ïîòîêîâ, óñòðàíÿþùèé íåêîòîðûå íåäîñòàòêè îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà, êàê
ïîëíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èíâàðèàíòà, � òð¼õöâåòíûé ãðàô. Òð¼õöâåòíûé ãðàô äëÿ ïîòî-
êà, ÷åé ôàçîâûé ïîðòðåò ïîñòðîåí íà Ðèñóíêå 1.2, âûïîëíåí íà Ðèñóíêå 1.3.

Ð è ñ ó í î ê 1.3

Òðåõöâåòíûé ãðàô Îøåìêîâà-Øàðêî

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìíîãîöâåòíûé ãðàô ñòðîèòñÿ äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ïîòî-
êà íà ïîâåðõíîñòÿõ, âêëþ÷àþùåãî ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå ïîòîêè. Â ñâÿçè ñ ÷åì äàäèì
íåîáõîèìûå ïîíÿòèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî êîíå÷íûì ãðàôîì Γ íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà (B,E) , äëÿ êî-
òîðîé âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: B � íåïóñòîå ìíîæåñòâî âåðøèí; E � ìíîæåñòâî
ïàð âåðøèí, íàçûâàåìûõ ð¼áðàìè.

Åñëè ãðàô Γ ñîäåðæèò ðåáðî e = (a, b) , òî êàæäóþ èç âåðøèí a , b íàçûâàþò èíöè-
äåíòíîé ðåáðó e è ãîâîðÿò, ÷òî âåðøèíû a è b ñîåäèíåíû ðåáðîì e .

Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô � êîíå÷íûé ãðàô, êàæäîå èç ð¼áåð êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ óïîðÿ-
äî÷åííîé ïàðîé âåðøèí.

Ïóò¼ì â ãðàôå íàçûâàþò êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî âåðøèí è ð¼áåð âèäà
b0, (b0, b1), b1, ..., bi−1, (bi−1, bi), bi, ..., bk−1, (bk−1, bk), bk , k > 1 . ×èñëî k íàçûâàåòñÿ äëèíîé
ïóòè, îíî ðàâíî ÷èñëó âõîäÿùèõ â ïóòü ð¼áåð.

Ãðàô íàçûâàþò ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå åãî âåðøèíû ìîæíî ñîåäèíèòü ïóò¼ì.
Öèêëîì äëèíû k ∈ N â ãðàôå íàçûâàþò êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî åãî âåðøèí è ð¼-

áåð âèäà {b0, (b0, b1), b1, ..., bi−1, (bi−1, bi), bi, ..., bk−1, (bk−1, b0), b0} . Ïðîñòûì öèêëîì íàçûâà-
þò öèêë, ó êîòîðîãî âñå âåðøèíû è ð¼áðà ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ãðàô Γ íàçûâàåòñÿ ìíîãîöâåòíûì ãðàôîì, åñëè ìíî-
æåñòâî ð¼áåð ãðàôà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ïîäìíîæåñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîñòîèò
èç ð¼áåð îäíîãî è òîãî æå îïðåäåë¼ííîãî öâåòà;

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Äâà ìíîãîöâåòíûõ ãðàôà íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè,
åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå âåðøèí è ð¼áåð îäíîãî ãðàôà ñî-
îòâåòñòâåííî íà âåðøèíû è ð¼áðà äðóãîãî ãðàôà ñ ñîõðàíåíèåì öâåòíîñòè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî äëÿ øèðîêîãî êëàññà ïîòîêîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ ïîë-
íûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ êëàññ èçîìîðôíîñòè åãî ìíîãîöâåòíîãî ãðà-
ôà. Áîëåå äåòàëüíî.
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2. Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G êëàññ ïîòîêîâ f t , çàäàííûõ íà ïîâåðõíîñòè S è îáëàäàþùèõ
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf t êîíå÷íî è ãèïåðáîëè÷íî;
2) åñëè W s

p ∩W u
q ̸= ∅ äëÿ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ òî÷åê p , q , òî (W u

p \ p) ∩W s
r = ∅ è

(W s
q \ q) ∩W u

r = ∅ äëÿ ëþáîé ñåäëîâîé òî÷êè r .
Çàìåòèì, ÷òî êëàññ G ñîäåðæèò âñå ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå ïîòîêè íà ïîâåðõíîñòÿõ,

íî äîïóñêàåò è íåãðóáûå ïîòîêè ñ òðàåêòîðèÿìè, èäóùèìè èç ñåäëà â ñåäëî. Îäíàêî, â
ñèëó êîíå÷íîñòè íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà, ó ïîòîêîâ â êëàññå G îòñóòñòâóþò öèêëû è,
â ÷àñòíîñòè, ïåòëè ñåïàðàòðèñ.

Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà íåãðóáîãî ïîòîêà èç êëàññà G ðàññìîòðèì ïîòîê
f t , ôàçîâûé ïîðòåðåò êîòîðîãî èçîáðàæ¼í íà Ðèñóíêå 2.1. Òàì æå èçîáðàæåí åãî ÷åòû-
ðåõöâåòíûé ãðàô Γf t . Îïèøåì êîíñòðóêöèþ ïîñòðîåíèÿ ìíîãîöâåòíîãî ãðàôà ïî ïîòîêó
f t ∈ G â îáùåì ñëó÷àå.

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ôàçîâûé ïîðòðåò íåãðóáîãî ïîòîêà èç êëàññà G è åãî ìíîãîöâåòíûé ãðàô

Ïóñòü f t : S → S � ïîòîê èç êëàññà G .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω0

f t ìíîæåñòâî âñåõ ñòîêîâ ïîòîêà f t , Ω1
f t ìíîæåñòâî âñåõ ñ¼äåë f t ,

Ω2
f t ìíîæåñòâî âñåõ èñòî÷íèêîâ f t . Óäàëèì èç ïîâåðõíîñòè S çàìûêàíèå îáúåäèíåíèÿ

óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé âñåõ ñåäëîâûõ òî÷åê ïîòîêà f t è îáîçíà÷èì
ïîëó÷èâøååñÿ ìíîæåñòâî ÷åðåç Ŝ , ò. å. Ŝ = S\(W u

Ω0
ft
∪W u

Ω1
ft
∪W s

Ω1
ft
∪W s

Ω2
ft
) .

Ë å ì ì à 2.1. Ìíîæåñòâî Ŝ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ îáëàñòåé (ÿ÷å-
åê), ãîìåîìîðôíûõ îòêðûòîìó äâóìåðíîìó äèñêó, ãðàíèöà êàæäîé èç êîòîðûõ èìååò
îäèí èç âèäîâ, èçîáðàæ¼ííûõ íà Ðèñóíêå 2.2 è ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäèí ñòîê, îäèí
èñòî÷èê, îäíó, äâå, òðè èëè ÷åòûðå ñåäëîâûå òî÷êè è íåêîòîðûå èç èõ ñåïàðàòðèñ.

Ð è ñ ó í î ê 2.2
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Ïóñòü A � ëþáàÿ ÿ÷åéêà èç ìíîæåñòâà Ŝ , α è ω � èñòî÷íèê è ñòîê, âõîäÿùèå â å¼
ãðàíèöó. Òðàåêòîðèþ θ ∈ A ïîòîêà f t , ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ èñòî÷íèê
α è ω , áóäåì íàçûâàòü t -êðèâîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Θ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç t -êðèâûõ,
âçÿòûõ ïî îäíîé èç êàæäîé ÿ÷åéêè. Ïîëîæèì Ŝ∆ft

= Ŝ\Θ .

Ëþáóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè Ŝ∆ft
íàçîâ¼ì ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòüþ. Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç ∆f t ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòåé ïîòîêà f t . Â ãðàíèöó êàæäîé èç íèõ
âõîäÿò 3 èëè 4 íåïîäâèæíûå òî÷êè: èñòî÷íèê α , îäíî ñåäëî σ èëè äâà ñåäëà σu è σs ,
ñòîê ω , óñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà ñåäëà ls (áóäåì íàçûâàòü å¼ s -êðèâîé) ñ ãðàíè÷íûìè òî÷-
êàìè α è σ ëèáî σs , íåóñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà ñåäëà lu (áóäåì íàçûâàòü å¼ u -êðèâîé)
ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè ω è σ ëèáî σu , t -êðèâàÿ ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè α è ω è, â
ñëó÷àå äâóõ ñ¼äåë, ñåïàðàòðèñà, ñîåäèíÿþùàÿ èõ (áóäåì íàçûâàòü å¼ c -êðèâîé) ñ ãðàíè÷-
íûìè òî÷êàìè σu è σs . Ñòîðîíîé ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè áóäåì íàçûâàòü çàìûêàíèå s -,
u -, t - èëè c -êðèâîé. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå îáëàñòè èìåþò îáùóþ ñòîðîíó, åñëè ýòà
ñòîðîíà ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèÿì îáåèõ îáëàñòåé.

Ïðîñòîé öèêë ãðàôà íàçîâ¼ì äâóõöâåòíûì öèêëîì òèïà tu , st , su , cu , sc èëè òð¼õ-
öâåòíûì öèêëîì òèïà scu , åñëè îí ñîäåðæèò ð¼áðà â òî÷íîñòè äâóõ èëè òð¼õ öâåòîâ
ñîîòâåòñòâåííî.

Ìíîãîöâåòíûé ãðàô Γf t , ñîîòâåòñòâóþùèé ïîòîêó f t ∈ G , ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

1) âåðøèíû ãðàôà Γf t âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ìíîãîóãîëüíûì îáëàñòÿì
ìíîæåñòâà ∆f t ;

2) äâå âåðøèíû ãðàôà èíöèäåíòíû ðåáðó öâåòà s , t , u èëè c , åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå
ýòèì âåðøèíàì ìíîãîóãîëüíûå îáëàñòè èìåþò îáùóþ s -, t -, u - èëè c -êðèâóþ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bf t ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà Γf t . Òàê êàê ñòîðîíû ëþáîé ìíîãî-
óãîëüíîé îáëàñòè ðàñêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà, òî â âåðøèíå, ñîîòâåòñòâóþùåé ìíîãîóãîëü-
íîé îáëàñòè ñõîäÿòñÿ ð¼áðà ìèíèìóì òð¼õ, ìàêñèìóì ÷åòûð¼õ öâåòîâ ãðàôà. Ïîñêîëüêó
êàæäàÿ ñòîðîíà ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè ïðèìûêàåò ðîâíî ê äâóì ðàçëè÷íûì ìíîãîóãîëü-
íûì îáëàñòÿì, òî ãðàô Γf t íå èìååò öèêëîâ äëèíû 1. Òàêèì îáðàçîì, ãðàô Γf t óäîâëå-
òâîðÿåò îïðåäåëåíèþ ìíîãîöâåòíîãî ãðàôà. Â ñèëó êîíñòðóêöèè, ìíîãîöâåòíûå ãðàôû,
ïîëó÷åííûå ïî ðàçëè÷íûì ðàçáèåíèÿì íà ìíîãîóãîëüíûå îáëàñòè (â çàâèñèìîñòè îò âû-
áîðà t -êðèâûõ) èçîìîðôíû.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïîòîêè f t è f ′t èç êëàññà G òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ìíîãîöâåòíûå ãðàôû Γf t è Γf ′t èçîìîðôíû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ â
2015 ãîäó (ïðîåêò ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è èõ ïðèëîæåíèÿ¿) ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé
ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ (13-01-12452 îôè-ì2, 15-01-03687 À).
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Multicolored graph as a complete topological invariant for
the �ow with a �nite number of singular trajectories on
surfaces
c⃝ V. E. Kruglov3, O. V. Pochinka4

Abstract. In this paper we consider the continuous dynamic systems on surfaces. For a meaningful
class of �ows with �nitely many singular trajectories we introduce the concept of multi-color graph
and proved that the class of topological equivalence of such a �ow is completely determined by the
isomorphism class of its multi-colored graph.
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ÓÄÊ 539.376

Î ìîäèôèêàöèè íàèëó÷øåãî ïàðàìåòðà ïðîäîëæåíèÿ
ðåøåíèÿ
c⃝ Å. Á. Êóçíåöîâ1, Ñ. Ñ. Ëåîíîâ2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïàðàìåòðà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ëîêàëüíî ýêâèâà-
ëåíòíîãî íàèëó÷øåìó àðãóìåíòó è äàåòñÿ ðÿä ÷àñòíûõ óòâåðæäåíèé, êàñàþùèõñÿ åãî îáóñëîâ-
ëåííîñòè. Ïîä íàèëó÷øèì ïîíèìàåòñÿ ïàðàìåòð, â êàæäîé òî÷êå íàïðàâëåííûé ïî êàñàòåëü-
íîé ê èíòåãðàëüíîé êðèâîé ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Ïîêàçàíî ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ê íàèëó÷øåìó è ëîêàëüíî ýêâèâàëåíòíîìó åìó àðãóìåíòó äëÿ çàäà÷è îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ
öèëèíäðè÷åñêèõ îáðàçöîâ èç ñòàëè 45 ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè.
Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëçó÷åñòü, ðàçðóøåíèå, äëèòåëüíàÿ ïðî÷íîñòü, ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðîäîëæåíèå ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó, íàèëó÷øàÿ ïàðàìåòðè-
çàöèÿ.

1. Ââåäåíèå

Íà ñîâðåìåííîì ýòàïå ðàçâèòèÿ ïåðåä ÷åëîâå÷åñòâîì ñòàâÿòñÿ âñå áîëåå ñëîæíûå è
òðóäîåìêèå çàäà÷è. Îäíà èç íèõ, ðàñ÷åò è ýêñïëóàòàöèÿ êîíñòðóêöèé èç ìàòåðèàëîâ
ñî ñëîæíûìè ðåîëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, íàïðèìåð êîìïîçèòîâ, â óñëîâèÿõ ñëîæíîãî
íàïðÿæåíî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ. Â ñâÿçè ñ ðîñòîì
ìîùíîñòåé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ìíîãèå çàäà÷è ýòîãî êëàññà ðåøàþòñÿ ñåãîäíÿ êàê
íà ïåðñîíàëüíûõ, òàê è íà âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ êîìïüþòåðàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàç-
íîñòíûõ è êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ïîäõîäîâ. Òåì íå ìåíåå, ïîòðåáíîñòü â ðàçðàáîòêå íîâûõ
ýôôåêòèâíûõ è ýêîíîìè÷íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ íå èñ÷åçëà, áîëåå òîãî,
îíà îùóùàåòñÿ âñå îñòðåå. Âåäü íå ëþáóþ çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü ïðîñòûì óâåëè÷åíèåì
ìîùíîñòè êîìïüþòåðà, èìåííî êîìáèíàöèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè êîìïüþòåðà è ýôôåê-
òèâíîñòè àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ïîçâîëèò ñóùåñòâåííî ïðîäâèíóòüñÿ äàëüøå â èññëåäîâàíèè
ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëîâ ïðè ñëîæíûõ ðåæèìàõ íàãðóæåíèÿ.

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ïîÿâèëñÿ ðÿä ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ïðèìåíåíèþ ïàðàìåòðèçà-
öèè ê ðåøåíèþ çàäà÷ ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Òàê, â ðàáîòå [1] ââîäèòñÿ
íàèëó÷øèé ïàðàìåòð, ïðèìåíÿåìûé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íåëèíåéíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ,
ñâîäÿùèìñÿ ê ñèñòåìàì íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïîä íàèëó÷øèì ïîíè-
ìàåòñÿ ïàðàìåòð, â êàæäîé òî÷êå íàïðàâëåííûé ïî êàñàòåëüíîé ê èíòåãðàëüíîé êðèâîé
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Îáîáùåíèå äàííîãî ïîäõîäà íà ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ (ÎÄÓ) è äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ (ÄÀÓ) óðàâíåíèé áûëî äàíî â
ðàáîòå [2]. Ñóùåñòâåííûìè ïðåèìóùåñòâàìè äàííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïî-
ñòðîåíèÿ ðåøåíèé ñèíãóëÿðíûõ ÎÄÓ, à òàêæå çàäà÷, èíòåãðàëüíûå êðèâûå êîòîðûõ ñî-
äåðæàò êðèòè÷åñêèå èëè ïðåäåëüíûå òî÷êè [2].

Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ íàèëó÷øèé ïà-
ðàìåòð ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ õîòÿ è äàåò ôîðìàëüíî íàèìåíüøóþ ïîãðåøíîñòü, íî âèä

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿, Ìîñêîâñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò (íàöèî-
íàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò), ã. Ìîñêâà; kuznetsov@mai.ru.

2 Àñïèðàíò êàôåäðû ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿, Ìîñêîâñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò (íàöèî-
íàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò), ã. Ìîñêâà; powerandglory@yandex.ru.
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ïàðàìåòðèçîâàííûõ óðàâíåíèé è èõ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ âåñüìà ñëîæ-
íûìè. Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ïðåäëîæåíî âìåñòî íàèëó÷øåãî ïàðàìåòðà ïðèìåíÿòü
ïàðàìåòð áëèçêèé ê íåìó ïî ñâîéñòâàì, íî äàþùèé áîëåå ïðîñòîé âèä äëÿ ïàðàìåòðè-
çîâàííîé çàäà÷è. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ââåäåíèå äàííîãî ïàðàìåòðà íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ
çàäà÷è îá îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè öèëèíäðè÷åñêèõ îáðàçöîâ èç ñòàëè 45.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà äåôîðìèðîâàíèÿ ìåòàëëè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé â óñëîâèÿõ ïîë-
çó÷åñòè áóäåì èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ òåîðèè ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ Þ.Í. Ðàáîòíîâà,
êîòîðûå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû äâóõ ÎÄÓ [3, 4, 5]

dϵ

dt
=
f1(σ, T )

Ψ(ω, T )
,

dω

dt
=
f2(σ, T )

Ψ(ω, T )
,

(2.1)

ãäå ϵ � äåôîðìàöèÿ ïîëçó÷åñòè; ω � ïàðàìåòð ïîâðåæäåííîñòè; σ � äåéñòâóþùåå íàïðÿ-
æåíèå; t � âðåìÿ; T � òåìïåðàòóðà; ôóíêöèîíàëüíûå çàâèñèìîñòè, âõîäÿùèå â ïðàâûå
÷àñòè, îïðåäåëÿþòñÿ ïî ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòà.

Äëÿ çàäà÷è îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ îáðàçöîâ (äèàìåòð d = 42 ìì)
èç ñòàëè 45, øèðîêî èñïîëüçóåìîé â àâèàöèè (íàïðèìåð, äëÿ ñîçäàíèÿ äåòàëåé òðóáîïðî-
âîäíîé àðìàòóðû ïîñëå çàêàëêè è îòïóñêà), ïðè ïîñòîÿííûõ íàïðÿæåíèè è òåìïåðàòóðå
T = 850 ◦C ôóíêöèþ Ψ(ω, T ) ïðèìåì â âèäå [4]

Ψ(ω, T ) = ω−α
(
1− ωα+1

)−m
, (2.2)

à ôóíêöèè f1(σ) è f2(σ) â ôîðìå ñòåïåííîé ôóíêöèè [4]

f1(σ) = Bϵσ
n, a2(σ) = Bωσ

k,

ãäå Bϵ, Bω, n, k, α, m � õàðàêòåðèñòèêè ïîëçó÷åñòè ìàòåðèàëà.
Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ σ = σ0 = const ïîëó÷èì ñèñòåìó

ÎÄÓ 
dϵ

dt
=

Bϵσ
n
0

ωα (1− ωα+1)m
,

dω

dt
=

Bωσ
k
0

ωα (1− ωα+1)m
.

(2.3)

Îòìåòèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ñèñòåìû (2.3). Èñêîìûìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ ϵ(t) è
ω(t) , σ0 � íà÷àëüíîå íàïðÿæåíèå, ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà. Ðåøåíèå çàäà÷è èùåòñÿ â îáëàñòè
V = {(ϵ, ω, t) | 0 ≤ ϵ ≤ ϵ∗, 0 ≤ ω ≤ 1, 0 ≤ t ≤ t∗} , ãäå ϵ∗ � çíà÷åíèå äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè
â ìîìåíò ðàçðóøåíèÿ; t∗ � äëèòåëüíàÿ ïðî÷íîñòü êîíñòðóêöèè, ò. å. âðåìÿ, â òå÷åíèè
êîòîðîãî îáðàçåö íå ðàçðóøèòñÿ; ïðè ω = 0 ìàòåðèàë ñ÷èòàåòñÿ àáñîëþòíî öåëûì, à ïðè
äîñòèæåíèè ω = 1 íàñòóïàåò ðàçðóøåíèå, ïîíèìàåìîå êàê ðàçäåëåíèå îáðàçöà íà äâå
÷àñòè. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà èìååò äâå îñîáûå òî÷êè â êîòîðûõ
ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.3) îáðàùàþòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Ýòî ω = 0 â ìîìåíò
âðåìåíè t = 0 è ω = 1 â ìîìåíò âðåìåíè t = t∗ .

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ ñèñòåìû ÎÄÓ (2.3) áåðóòñÿ îäíîðîäíûå

t = 0 : ω(0) = 0, ϵ(0) = 0. (2.4)

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 1



Î ìîäèôèêàöèè íàèëó÷øåãî ïàðàìåòðà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ 73

Ìîæíî çàïèñàòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.3)-(2.4) [6]

ω(t) =

(
1−

(
1− (α + 1)(m+ 1)Bωσ

k
0 t
) 1
m+1

) 1
α+1

. (2.5)

ϵ(t) =
Bϵσ

n
0

Bωσk
0

(
1−

(
1− (α + 1)(m+ 1)Bωσ

k
0 t
) 1
m+1

) 1
α+1

. (2.6)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè ðàçðóøåíèè ïàðàìåòð ïîâðåæäåííîñòè ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ðàâíîå
åäèíèöå, èç âûðàæåíèÿ (2.5) ïîëó÷èì çíà÷åíèå äëèòåëüíîé ïðî÷íîñòè t∗ äàííîé êîí-
ñòðóêöèè

t∗ =
[
(m+ 1)(α + 1)Bωσ

k
0

]−1
. (2.7)

Ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.3)-(2.4) â ÿâíîì âèäå äàåòñÿ âûðàæåíèÿìè (2.5)-(2.7), ÷òî
âîçìîæíî ëèøü â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü îñíîâíûì èíñòðóìåí-
òîì àíàëèçà ïîäîáíûõ çàäà÷ îñòàþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû. Îäíàêî æå, ïðèíèìàÿ âî âíè-
ìàíèå îñîáåííîñòè ñèñòåìû (2.3), â äàííîì ñëó÷àå ÿâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
íåïðèìåíèìû, à íåÿâíûå òðóäîåìêèå â èñïîëüçîâàíèè. Äëÿ îñëàáëåíèÿ ýòèõ òðóäíîñòåé
ïðåäëàãàåòñÿ ïåðåõîä ê íîâîìó àðãóìåíòó. Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ
ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó è íàèëó÷øåé ïàðàìåòðèçàöèè ê çàäà÷å ðàñòÿæåíèÿ îáðàçöîâ èç
ñòàëè 45.

3. Ïàðàìåòðèçàöèÿ è ïðîäîëæåíèå ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó

Â êà÷åñòâå íàèëó÷øåãî äëÿ çàäà÷è (2.3)-(2.4) ïðèìåì ïàðàìåòð, äèôôåðåíöèàë êîòî-
ðîãî óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ [2]

dλ = (ᾱ, dȳ) , (3.1)

ãäå ᾱ =

(
dϵ

dλ
,
dω

dλ
,
dt

dλ

)T

� âåêòîð, îïðåäåëÿþùèé íàïðàâëåíèå îòñ÷åòà ïàðàìåòðà λ , dȳ =

= (dϵ, dω, dt)T .
Âûðàæåíèå (3.1) ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â âèäå

(dλ)2 = (dϵ)2 + (dω)2 + (dt)2 . (3.2)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (3.2), ïîëó÷èì ñèñòåìó

dϵ

dλ
=

Bϵσ
n
0√

Q(ω)
,

dω

dλ
=

Bωσ
k
0√

Q(ω)
,

dt

dλ
=
ωα (1− ωα+1)

m√
Q(ω)

,

(3.3)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

λ = 0 : ϵ(0) = 0, ω(0) = 0, t(0) = 0. (3.4)

Ôóíêöèÿ Q(ω) , âõîäÿùàÿ â çíàìåíàòåëè ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (3.3)

Q(ω) = ω2α
(
1− ωα+1

)2m
+B2

ϵσ
2n
0 +B2

ωσ
2k
0 . (3.5)
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Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Ïåðåõîä îò çàäà÷è (2.3)-(2.4) ê (3.3)-(3.4) áóäåì íàçû-
âàòü λ -ïðåîáðàçîâàíèåì.

Çàäà÷à (3.3)-(3.4) íå èìååò îñîáåííîñòåé è ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíà ñ ïîìîùüþ
ëþáûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â íåêîòîðûå ìîìåíòû âðåìåíè çíà÷åíèå ôóíêöèè Q(ω) ìîæåò
îêàçàòüñÿ áëèçêèì ê íóëþ (ïîðÿäêà 10−6 ). È ÷åì ìåíüøå õàðàêòåðèñòèêè ïîëçó÷åñòè,
âõîäÿùèå â ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ñèñòåìû, òåì ìåíüøå çíàìåíàòåëè ïðàâûõ ÷àñòåé
ñèñòåìû (3.3). Òàêæå ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ çàäà÷à èìååò áîëåå ñëîæíûé
âèä, íåæåëè (2.3)-(2.4).

×òîáû óñòðàíèòü ýòó ïðîáëåìó, ââåäåì ïàðàìåòð µ , âåêòîð ᾱ′ äëÿ êîòîðîãî ïîëó÷èì,
ïðåîáðàçóÿ âåêòîð (3.1) ê âèäó

ᾱ′ =

(
K̃1 ·

dϵ

dλ
, K̃2 ·

dω

dλ
, K̃3 ·

dt

dλ

)T

, (3.6)

ãäå K̃1, K̃2, K̃3 � â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò ϵ, ω, t . Äëÿ ñîõðàíåíèÿ îäíî-
ãî íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ íîâîãî ïàðàìåòðà µ è íàèëó÷øåãî ïàðàìåòðà λ , ââåäåì
îãðàíè÷åíèÿ

K̃i ≥ 0, i = 1, 2, 3.

Äîìíîæàÿ è äåëÿ êàæäóþ êîìïîíåíòó âåêòîðà (3.6) íà dµ , ïîëó÷èì

ᾱ′ =

(
K̃1 ·

dµ

dλ
· dϵ
dµ
, K̃2 ·

dµ

dλ
· dω
dµ
, K̃3 ·

dµ

dλ
· dt
dµ

)T

.

Çäåñü 0 ≤ dµ

dλ
<∞ � ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò ϵ, ω, t .

Îáîçíà÷àÿ äàëåå

Ki(ϵ, ω, t) = K̃i
dµ

dλ
, i = 1, 2, 3,

çàïèøåì íàïðàâëÿþùèé âåêòîð â ôîðìå

ᾱ′ =

(
K1(ϵ, ω, t) ·

dϵ

dµ
, K2(ϵ, ω, t) ·

dω

dµ
, K3(ϵ, ω, t) ·

dt

dµ

)T

.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé, ïðèìåì

Ki(ϵ, ω, t) =
1

f 2
i (ϵ, ω, t)

, i = 1, 2, 3

è îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

ᾱ′ =

(
1

f 2
1 (ϵ, ω, t)

· dϵ
dµ
,

1

f 2
2 (ϵ, ω, t)

· dω
dµ
,

1

f 2
3 (ϵ, ω, t)

· dt
dµ

)T

, (3.7)

ãäå f1(ϵ, ω, t), f2(ϵ, ω, t), f3(ϵ, ω, t) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè.
Äàëåå, ïàðàìåòð, îïðåäåëÿåìûé âåêòîðîì ᾱ′ (3.7) áóäåì îáîçíà÷àòü κ . Â ñêàëÿðíîì

âèäå åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

(dκ)2 =

(
dϵ

f1(ϵ, ω, t)

)2

+

(
dω

f2(ϵ, ω, t)

)2

+

(
dt

f3(ϵ, ω, t)

)2

. (3.8)
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Ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì ïðè èñïîëüçîâàíèè ïàðàìåòðà κ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íà ñå-
ãîäíÿøíèé äåíü íåò äîêàçàííûõ óòâåðæäåíèé î åãî ïðèìåíèìîñòè. Íåèçâåñòíî, áóäåò ëè
ñèñòåìà (3.14) îáóñëîâëåíà õóæå, ÷åì ñèñòåìà (3.3). Îäíàêî äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïàðàìåò-
ðà κ

(dκ)2 = (dϵ)2 + (dω)2 +

(
dt

f(ϵ, ω, t)

)2

, (3.9)

ò. å. f1(ϵ, ω, t) = f2(ϵ, ω, t) ≡ 1 è f3(ϵ, ω, t) = f(ϵ, ω, t) , ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèå äâå
òåîðåìû

Ò å î ð å ì à 3.1. Åñëè â òî÷êå M0 è íåêîòîðîé åå îêðåñòíîñòè ôóíêöèÿ
f(x0, y0, z0) ̸= 0 , òî ïàðàìåòðû λ è κ , çàäàâàåìûå ñîîòíîøåíèÿìè (3.2) è (3.9), îò-
ëè÷àþòñÿ íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ âåëè÷èíó â îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 , ò. å.

dκ = dλ+ o(1). (3.10)

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.2. Ïàðàìåòðû, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ (3.10) â
îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè èíòåãðàëüíîé êðèâîé, áóäåì íàçûâàòü ëîêàëüíî ýêâèâà-
ëåíòíûìè.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïðè f(x, y, z) ̸= 0 âî âñåõ òî÷êàõ ðàññìàòðèâàåìîãî èíòåðâàëà
èçìåíåíèÿ, ïàðàìåòðû λ è κ ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ýêâèâàëåíòíûìè â êàæäîé òî÷êå ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî âðåìåííîãî èíòåðâàëà. Îòíîñèòåëüíî îáóñëîâëåííîñòè çàäà÷è, ïîëó÷åííîé
ïåðåõîäîì ê ïàðàìåòðó κ , ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îíà áóäåò îòëè÷àòüñÿ íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ
âåëè÷èíó îò ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è, ïîëó÷åííîé λ -ïðåîáðàçîâàíèåì.

Ò å î ð å ì à 3.2. Åñëè â òî÷êå M0 f(x, y, z) = 0 , íî ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
∂f

∂z
îòëè÷íà îò íóëÿ â íåé è íåêîòîðîé åå îêðåñòíîñòè, òî äëÿ ïàðàìåòðîâ λ è κ , çàäà-
âàåìûõ ñîîòíîøåíèÿìè (3.2) è (3.9), â îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∥dλ̄− dκ̄∥2 = K, (3.11)

ãäå K =

∣∣∣∣∣c1 · ∂f∂x
∣∣∣∣
M0

+ c2 ·
∂f

∂y

∣∣∣∣
M0

+
∂f

∂z

∣∣∣∣
M0

∣∣∣∣∣
−1

, c1 = lim
ρ→0

∆x

∆z
, c2 = lim

ρ→0

∆y

∆z
, 0 ≤ c1, c2 < ∞ ,

ρ =
√
(∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2 .

Èëè â âèäå
dκ = dλ+O(1). (3.12)

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû Òåîðåìû 3.2 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.1. Åñëè â óñëîâèÿõ Òåîðåìû 3.2, åñëè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂f

∂x

è
∂f

∂y
îáðàùàåòñÿ â òî÷êå M0 â íîëü, òî çíà÷åíèå K â âûðàæåíèè (3.11) ïðèìåò âèä

K =

∣∣∣∣∣ ∂f∂z
∣∣∣∣
M0

∣∣∣∣∣
−1

è ïàðàìåòðû λ è κ , çàäàâàåìûå ñîîòíîøåíèÿìè (3.2) è (3.9), áóäóò ëîêàëüíî ýêâèâà-
ëåíòíûìè â îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
∂f

∂z
îáðàùàåòñÿ â òî÷êå M0 â áåñêîíå÷íîñòü.
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Ç à ì å ÷ à í è å 3.1. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ðàâåíñòâî íóëþ êàêîé-ëèáî èç

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
∂f

∂x
èëè

∂f

∂y
â îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 íå ñâèäåòåëüñòâóåò î

âîçíèêíîâåíèè íåîïðåäåëåííîñòè âèäà [0 · ∞] , íî ïîêàçûâàåò, ÷òî ñëàãàåìîå, ñîîòâåò-
ñòâóþùåå äàííîé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé, îòñóòñòâóåò â âûðàæåíèè äëÿ K (3.11).

Ïîëàãàÿ â âûðàæåíèè (3.9) f(ϵ, ω, t) = ωα (1− ωα+1)
m , ïîëó÷èì ïàðàìåòð κ â âèäå

(dκ)2 = (dϵ)2 + (dω)2 +

(
dt

ωα (1− ωα+1)m

)2

. (3.13)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (3.13) äëÿ ïàðàìåòðà ïðîäîëæåíèÿ, ìîæíî çàïèñàòü ñèñòåìó
(2.3) â âèäå 

dϵ

dλ
=
Bϵσ

n
0√

Q′ ,

dω

dλ
=
Bωσ

k
0√

Q′ ,

dt

dλ
=
ωα (1− ωα+1)

m

√
Q′ ,

(3.14)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

κ = 0 : ϵ(0) = 0, ω(0) = 0, t(0) = 0. (3.15)

Çíàìåíàòåëü ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (3.14)

Q′ = 1 +B2
ϵσ

2n
0 +B2

ωσ
2k
0 . (3.16)

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.3. Ïåðåõîä îò çàäà÷è (2.3)-(2.4) ê (3.14)-(3.15) áóäåì íà-
çûâàòü κ -ïðåîáðàçîâàíèåì.

Òàêèì îáðàçîì, çíàìåíàòåëè óðàâíåíèé ñèñòåìû (3.14) íå òîëüêî íå áëèçêè ê íóëþ, íî
è áîëüøå åäèíèöû. Áîëåå òîãî, ñèñòåìà (3.14) èìååò áîëåå ïðîñòîé âèä, ÷åì ñèñòåìà (3.3),
òàê êàê ïðàâûå ÷àñòè ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (3.14) ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè.

Èñïîëüçóåì ðåçóëüòàòû ïðèâåäåííûõ óòâåðæäåíèé. Äëÿ çàäà÷è (3.14)-(3.15) ôóíêöèÿ
f(ϵ, ω, t) = ωα (1− ωα+1)

m . Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî îíà íå çàâèñèò îò ϵ è íåÿâíî çàâèñèò îò
âðåìåíè t , ò. å. f(ϵ, ω, t) = f(ω) . Ôóíêöèÿ f(ω) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íè â îäíîé òî÷êå
ðàññìàòðèâàåìîãî âðåìåííîãî èíòåðâàëà, êðîìå ω = 0 ïðè t = 0 è ìîìåíòà ðàçðóøåíèÿ
ω = 1 ïðè t = t∗ . Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòðû (3.2) è (3.13) ëîêàëüíî ýêâèâàëåíòíûå ïðè
t ∈ (0, t∗) , ïîêàæåì, ÷òî îíè òàêæå ëîêàëüíî ýêâèâàëåíòíû è â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïî ϵ ðàâíà íóëþ, ïðîèçâîäíàÿ æå ïî ω

df

dω
= ωα−1

(
1− ωα+1

)m−1 ·
[
α
(
1− ωα+1

)
−m(α + 1)ωα+1

]
. (3.17)

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî
df

dω
= 0 ïðè ω = 0 è ω = 1 .

Ñîãëàñíî óñëîâèÿì Ñëåäñòâèÿ 3.1, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïàðàìåòðû (3.2) è (3.13) áûëè ëî-
êàëüíî ýêâèâàëåíòíûìè â òî÷êàõ t = 0 è t = t∗ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ðàâåíñòâî
áåñêîíå÷íîñòè ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè

df

dt
=
df

dω
· dω
dt

= ωα−1
(
1− ωα+1

)m−1 ·
[
α
(
1− ωα+1

)
−m(α + 1)ωα+1

]
×

× Bωσ
k
0

ωα (1− ωα+1)m
=
Bωσ

k
0 · [α (1− ωα+1)−m(α + 1)ωα+1]

ω (1− ωα+1)
.

(3.18)
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Äàííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðè t → 0 è t → t∗ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Òàêèì îáðàçîì,
ïàðàìåòðû λ è κ äëÿ äàííîé çàäà÷è áóäóò ëîêàëüíî ýêâèâàëåíòíûìè íà âñåì ðàññìàò-
ðèâàåìîì âðåìåííîì èíòåðâàëå, ÷òî ãîâîðèò î áëèçîñòè îáóñëîâëåííîñòè ñèñòåì (3.3) è
(3.14).

4. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Ðàññìîòðèì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷ (2.3)-(2.4), (3.3)-(3.4) è (3.14)-(3.15). Ïî-
ñêîëüêó ÷èñëåííîå ðåøåíèå íåïàðàìåòðèçîâàííîé çàäà÷è (2.3)�(2.4) çàòðóäíèòåëüíî ïðè
ïîìîùè ÿâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ, äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è áûë âû-
áðàí íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà ñ ïåðåìåííûì øàãîì èíòåãðèðîâàíèÿ (ïîëó÷àåìûå ñèñòåìû
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ðåøàþòñÿ ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè). Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ïà-
ðàìåòðèçîâàííûõ çàäà÷ (3.3)�(3.4) è (3.14)-(3.15) ïîëó÷åíî ÿâíûì ìåòîäîì Ýéëåðà è ìå-
òîäîì Ðóíãå-Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ñ ïåðåìåííûì øàãîì èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ñìåíà øàãà ïðîèçâîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì Ðóíãå-Ðîìáåðãà-Ðè÷àðäñîíà, ñ ïî-
ñòîÿííûìè ϵ1 = 10−4 è ϵ2 = 5 · 10−5 , îòðàæàþùèìè òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ [7].
Äàííûå ìåòîäû áûëè ðåàëèçîâàíû â âû÷èñëèòåëüíîé ñðåäå Matlab R2012b.

Ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå Intel Core i5 � 2410M CPU 2,30 ÃÃö;
4,00 ÃÁ ÎÇÓ; âèäåîêàðòà NVIDIA GeForce GT540M 2 ÃÁ; 64 � ðàçðÿäíàÿ îïåðàöèîííàÿ
ñèñòåìà Windows 7 Äîìàøíÿÿ áàçîâàÿ Service Pack 1.

Õàðàêòåðèñòèêè ïîëçó÷åñòè äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé (2.3) è (3.3) è èìåþò âèä [4]: Bϵ =
9, 967 · 10−20 ÌÏà−nñ−1 , Bω = 9, 689 · 10−17 ÌÏà−kñ−1 , α = 0, 849 , n = 9, 1 , k = 6, 97 ,
m = 2, 83 .

Ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòü äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè (ðèñ. 1) è ïàðàìåòðà ïîâðåæäåííîñòè
(ðèñ. 2) îò âðåìåíè, ãäå a � σ0 = 45 ÌÏà; b � σ0 = 40 ÌÏà; ñ � σ0 = 35 ÌÏà. Íà ðèñ. 2, d

� ¾åäèíàÿ êðèâàÿ¿ â íîðìèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ ω− τ̄ , τ̄ =
t

t∗
� íîðìèðîâàííîå âðåìÿ.

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå äëÿ σ0 = 45, 40, 35 ÌÏà îáîçíà÷åíû êðóæêàìè, êâàäðà-
òàìè è ðîìáàìè ñîîòâåòñòâåííî. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà äëÿ äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè
áåðóòñÿ èç ðàáîòû [4], äàííûå äëÿ ïàðàìåòðà ïîâðåæäåííîñòè ïåðåñ÷èòàíû ïî ôîðìóëå

ω =
ϵ

ϵ∗
. (4.1)

Êàê ìîæíî âèäåòü èç ðèñ. 1-2, àíàëèòè÷åñêîå, à òàêæå ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ çàäà-
÷è (2.3)-(2.4) íåÿâíûì ìåòîäîì Ýéëåðà è çàäà÷è (3.3)-(3.4) ÿâíûì ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò. Íà ðèñóíêàõ îíè îáîçíà÷åíû ñïëîø-
íîé, ïóíêòèðíîé è øòðèõ-ïóíêòèðíîé ëèíèÿìè ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ
çàäà÷è (3.14)-(3.15) ÿâíûìè ìåòîäàìè Ýéëåðà, Ðóíãå-Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íî-
ñòè è çàäà÷è (3.3)-(3.4) ÿâíûì ìåòîäîì Ýéëåðà èìåþò âèä àíàëîãè÷íûé, ïðèâåäåííîìó íà
ðèñ. 1-2.

Îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ ïðèâåäåíû â òàáë. 1, ãäå t∗ � ðàñ÷åòíîå
çíà÷åíèå äëèòåëüíîé ïðî÷íîñòè êîíñòðóêöèè; ; τ̄∗ � ðàñ÷åòíîå çíà÷åíèå âðåìåíè â íîð-
ìèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ ω − τ̄ ïðè ðàçðóøåíèè; ϵ∗ � ðàñ÷åòíîå çíà÷åíèå äåôîðìàöèè
ïîëçó÷åñòè â ìîìåíò ðàçðóøåíèÿ; ω∗ � ðàñ÷åòíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïîâðåæäåííîñòè
â ìîìåíò ðàçðóøåíèÿ; tn � âðåìÿ ñ÷åòà. Çäåñü è äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü: 1 � ÿâíûé
ìåòîä Ýéëåðà, λ -ïðåîáðàçîâàíèå; 2 � ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè,
λ -ïðåîáðàçîâàíèå; 3 � ÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà, κ -ïðåîáðàçîâàíèå; 4 � ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, κ -ïðåîáðàçîâàíèå; 5 � íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà, 6 � àíàëèòè-
÷åñêîå ðåøåíèå, 7 � ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå.
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Ð è ñ ó í î ê 4.1
Çàâèñèìîñòü äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè îò âðåìåíè

Ð è ñ ó í î ê 4.2
Çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà ïîâðåæäåííîñòè îò âðåìåíè, åäèíàÿ êðèâàÿ â íîðìèðîâàííûõ

êîîðäèíàòàõ
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Òàáëèöà 9: Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà îáðàçöîâ èç ñòàëè 45 ïðè ðàñòÿæåíèè

σ0,
ÌÏà

Ìåòîä t∗, ÷ τ̄∗ ϵ∗ ω∗ tn, ñ

1 7,000494 1 0,057157 0,99997 0,086
2 7,0004 0,99999 0,057157 0,99997 0,101
3 7,000493 1 0,057156 0,99996 0,052

35 4 7,000492 1 0,057146 0,9998 0,045
5 6,99907 0,9998 0,057156 0,99996 0,159
6 7,000492 1 0,057159 1 �
7 6,706122 � 0.051606 1 �

1 2,7600999 1 0,066467 0,99999 0,092
2 2,760061 0,99999 0,066453 0,99978 0,105
3 2,7600994 1 0,066465 0,99996 0,06

40 4 2,7600994 1 0,066439 0,9996 0,046
5 2,756934 0,9989 0,066467 0,99998 0,171
6 2,7600998 1 0,066477 1 �
7 2,979592 � 0,061554 1 �

1 1,2144838 1 0,075927 0,99996 0,085
2 1,214466 0,99999 0,075909 0,99972 0,103
3 1,21448 1 0,075928 0,99997 0,055

45 4 1,21448 1 0,075884 0,9994 0,041
5 1,208119 0,99476 0,075926 0,99994 0,141
6 1,2144836 1 0,075928 1 �
7 1,22449 � 0,063327 1 �

5. Çàêëþ÷åíèå

×èñëåííîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, îïèñûâàåìîé ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êèíåòè÷åñêîé òåîðèè ïîëçó÷åñòè ñ îäíîðîäíûìè íà÷àëü-
íûìè óñëîâèÿìè, çàòðóäíèòåëüíî ïðè ïîìîùè òðàäèöèîííûõ ÿâíûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðî-
âàíèÿ çàäà÷è Êîøè â ñâÿçè ñ íàëè÷èåì îñîáåííîñòåé â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè è ïðè
ðàçðóøåíèè. Â ðàáîòå ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû. Îí îñíîâàí íà ïðè-
ìåíåíèè ê èñõîäíîé ñèñòåìå (3.3) ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó, â êà÷åñòâå
êîòîðîãî íàðÿäó ñ íàèëó÷øèì àðãóìåíòîì λ ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ëîêàëüíî ýêâèâà-
ëåíòíûé åìó ïàðàìåòð κ . Â ðåçóëüòàòå, äëÿ îáîèõ ïàðàìåòðîâ ïîëó÷èëè ïðåîáðàçîâàííûå
çàäà÷è, êîòîðûå îñîáåííîñòåé íå èìåþò è ìîãóò áûòü ðåøåíà ëþáûì ÷èñëåííûì ìåòîäîì
èíòåãðèðîâàíèÿ çàäà÷è Êîøè.

Ïîëó÷åííûå ïàðàìåòðèçîâàííûå çàäà÷è (3.3)�(3.4) è (3.14)-(3.15) ðåøàëèñü ÷èñëåííî
ÿâíûìè ìåòîäàìè Ýéëåðà è Ðóíãå-Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, íåïàðàìåòðèçî-
âàííàÿ çàäà÷à (2.3)�(2.4) � íåÿâíûì ìåòîäàì Ýéëåðà. Ïðè ñðàâíåíèè ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷
ñ àíàëèòè÷åñêèìè è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, ìîæíî óêàçàòü ñëåäóþùèå ïðåèìó-
ùåñòâà ïðèìåíåíèÿ ïàðàìåòðèçàöèè èñõîäíîé çàäà÷è:

1. ×èñëåííûå ðåøåíèÿ õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ àíàëèòè÷åñêèìè è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè
äàííûìè êàê äëÿ ïàðàìåòðèçîâàííûõ, òàê è íåïàðàìåòðèçîâàííîé çàäà÷.

2. Âðåìÿ ñ÷åòà äëÿ ïàðàìåòðèçîâàííûõ çàäà÷ â 1,5 - 3 ðàçà ìåíüøå, â çàâèñèìîñòè îò
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èñïîëüçóåìîãî ïàðàìåòðà ïðîäîëæåíèÿ è ïîðÿäêà òî÷íîñòè èñïîëüçóåìîãî ÷èñëåí-
íîãî ìåòîäà, ïî ñðàâíåíèþ ñ íåïàðàìåòðèçîâàííîé çàäà÷åé.

3. Ïðèìåíåíèå ïàðàìåòðà ëîêàëüíî ýêâèâàëåíòíîãî íàèëó÷øåìó àðãóìåíòó λ ïîçâî-
ëÿåò ïðåîáðàçîâàòü èñõîäíóþ çàäà÷ó (2.3)�(2.4) ê áîëåå ïðîñòîìó äëÿ ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ âèäó (3.14)-(3.15). Ýòî ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü äî 2 ðàç âðåìÿ ñ÷åòà ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ λ -ïðåîáðàçîâàííîé çàäà÷åé (3.3)�(3.4).

Ïðèâîäèìûå ðåçóëüòàòû ÿðêî èëëþñòðèðóþò âîçìîæíûå ïðåèìóùåñòâà ïîäõîäà, îñ-
íîâàííîãî íà ïåðåõîäå êàê ê íàèëó÷øåìó àðãóìåíòó, òàê è ê ëîêàëüíî ýêâèâàëåíòíîìó
åìó. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èñïîëüçîâàíèå íåÿâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ïðèâî-
äèò ê íåîáõîäèìîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ÷òî ñîïðÿæåíî ñ
èçâåñòíûìè òðóäíîñòÿìè, ñâÿçàííûìè êàê ñ âûáîðîì íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ è âîïðîñà-
ìè ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ, òàê è ñî ñëîæíîñòüþ ðåàëèçàöèè ïðèáëèæåííûõ
ìåòîäîâ ðåøåíèÿ (ïðèâåäåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ê ñïåöèàëüíîìó âèäó, àïïðîêñè-
ìàöèÿ ïðîèçâîäíûõ è ò. ä.). Â äàííîé ñòàòüå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â íåÿâíîì
ìåòîäå Ýéëåðà ðåøàþòñÿ ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè, îäíàêî, â îáùåì ñëó÷àå, ìîãóò ïî-
òðåáîâàòüñÿ áîëåå òðóäîåìêèå ìåòîäû, òðåáóþùèå âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ, íàïðèìåð,
ìåòîä Íüþòîíà. Âñå ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê çíà÷èòåëüíîìó óñëîæíåíèþ ïðîöåññà ðåøåíèÿ.
Âûøåñêàçàííîå ïîä÷åðêèâàåò òî ïðåèìóùåñòâî, êîòîðîå äàåò ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ
ïî ïàðàìåòðó, ïîçâîëÿÿ ïðèìåíÿòü ÿâíûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåì ÎÄÓ ê ðåøåíèþ
ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî Ôîíäà Ôóíäàìåíòàëüíûõ
Èññëåäîâàíèé, ïðîåêò 13-08-00473.
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On modi�cation of the best parameter of solution
continuation
c⃝ E. B. Kuznetsov3, S. S. Leonov4

Abstract. In this paper the concept of a local equivalent to the best solution continuation
parameter is introduced. A number of particular assertions related to the parameterized problem
conditionality is given. As the best parameter is denote a parameter, that at each point tangential to
the integral curve of the problem. Application of the best and local equivalent argument transform
to the uniaxial tension problem of cylindrical steel 45 specimens at a constant temperature under
creep conditions is shown. A comparison of the results is considered.

Key Words: creep, fracture, long-term strength systems of ordinary di�erential equations,
solution continuation with respect to a parameter, the best parametrization. A comparison of
the results is considered.

3 Professor of ¾Di�erential Equations¿ Department, Moscow State Institute (National Research University),
Moscow; kuznetsov@mai.ru.

4 Graduate student of ¾Di�erential Equations¿ Department, Moscow State Institute (National Research
University), Moscow; powerandglory@yandex.ru.
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ÓÄÊ 517.929

Î íåëèíåéíûõ çàäà÷àõ äëÿ
ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
c⃝ À. Ñ. Ëàðèîíîâ1, Ï. Ì. Ñèìîíîâ2

Àííîòàöèÿ. Ïðèâîäÿòñÿ óòâåðæäåíèÿ î ðàçðåøèìîñòè íåëèíåéíûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì. Óòâåðæäåíèÿ ïîëó÷åíû
íà îñíîâå ìîíîòîííîé èòåðàòèâíîé òåõíèêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èçîòîííûå è àíòèòîííûå îïåðàòîðû, âåðõíåå è íèæíåå ðåøåíèÿ, îïåðà-
òîð âíóòðåííåé ñóïåðïîçèöèè, çàäà÷à Êîøè � Íèêîëåòòè, ìîäåëü Ìýêêè � Ãëàñà.

1. Ââåäåíèå

Íåëèíåéíûå íà÷àëüíûå è êðàåâûå çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ïðîòÿ-
æåíèè äëèòåëüíîãî âðåìåíè ÿâëÿþòñÿ îáúåêòîì èíòåíñèâíîãî èçó÷åíèÿ áëàãîäàðÿ ìíîãî-
÷èñëåííûì ïðèëîæåíèÿì (â áèîëîãèè, õèìèè, ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêå, ýêîëîãèè, çàäà-
÷àõ óïðàâëåíèÿ òåõíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè è ò.ä.). Òàêèå çàäà÷è åñòåñòâåííî âîçíèêàþò ïðè
ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ÿâëåíèé, äëÿ êîòîðûõ ëèíåéíûå ìîäåëè äàþò ñëèøêîì
ãðóáîå îïèñàíèå èëè âîâñå íåâîçìîæíû. Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé
íåëèíåéíûõ çàäà÷ è áèáëèîãðàôèÿ ïðèâåäåíà â ìîíîãðàôèÿõ [10], [6], [16], [11] è îáçîðàõ
[13], [14].

Öåíòðàëüíîå ìåñòî ïðè èçó÷åíèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé çàíèìàþò âîïðîñû ðàçðåøèìîñòè. Äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé øèðîêî èçâåñòåí àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ � ìåòîä ×àïëûãèíà, â îñíî-
âå êîòîðîãî ëåæèò òåîðåìà î äèôôåðåíöèàëüíîì íåðàâåíñòâå äëÿ ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ
ẋ = f(t, x), t ∈ [a, b] . Ýòà òåîðåìà íå ïðåäïîëàãàåò íèêàêèõ ñïåöèàëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà
ôóíêöèþ f . Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèê âîïðîñ î ïåðåíåñåíèè ìåòîäà ×àïëûãèíà íà
äðóãèå êëàññû óðàâíåíèé, â ÷àñòíîñòè, íà ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.

Îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé
êðàåâîé èëè íà÷àëüíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ, êàê îòìå÷åíî â îáçîðå [12], ìîíîòîííûé èòåðà-
òèâíûé ìåòîä. Â îñíîâå ýòîãî ìåòîäà ëåæèò ðåäóêöèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ê óðàâíåíèþ

x = Ax (1.1)

c ìîíîòîííûì îïåðàòîðîì A , îïðåäåëåííûì íà íåêîòîðîì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì
ìíîæåñòâå. Ñóùåñòâóåò ðÿä ñõåì, ïîçâîëÿþùèõ ñâåñòè ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó ê îïåðà-
òîðíîìó óðàâíåíèþ (1.1). Ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ýòèõ ñõåì, ïî�âèäèìîìó, âïåðâûå ñòàë ñè-
ñòåìàòè÷åñêè èñïîëüçîâàòü â ñâîèõ ðàáîòàõ Í.Â.Àçáåëåâ. Âïîñëåäñòâèè ýòè ñõåìû íàøëè
øèðîêîå ïðèìåíåíèå â èññëåäîâàíèÿõ î äèôôåðåíöèàëüíûõ, èíòåãðàëüíûõ, ðàçíîñòíûõ è
äðóãèõ íåðàâåíñòâàõ, âîøëè â ñîâðåìåííûå ìîíîãðàôèè è îáçîðû.

Õàðàêòåðíûå ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ (1.1) ñ èçîòîííûì (èç x1 ≤ x2 ñëåäóåò, ÷òî Ax1 ≤
Ax2 ) îïåðàòîðîì A ñîñòîÿò â òîì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äëÿ

1 Äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè, Áðàòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Áðàòñê; larios84@yandex.ru
2 Ïðîôåññîð êàôåäðû èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì è ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ýêîíîìèêå, Ïåðìñêèé

ãîñóäàðñòâåííûé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò, ã. Ïåðìü; simpm@mail.ru
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ýòîãî óðàâíåíèÿ ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Òàðñêîãî � Áèðêãîôà � Êàíòîðîâè÷à [9] î ðàçðå-
øèìîñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ è î ñóùåñòâîâàíèè óïîðÿäî÷åííîé ïàðû ðåøåíèé. Îñíîâíûì
âñïîìîãàòåëüíûì àïïàðàòîì ïðè òàêîì ïîäõîäå ê èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè íåëèíåé-
íûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ìåòîä äèôôåðåíöèàëü-
íûõ íåðàâåíñòâ (ìåòîä âåðõíèõ è íèæíèõ ðåøåíèé). Ðàñïðîñòðàíåíèå íà ôóíêöèîíàëüíî-
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ óïîìÿíóòîãî ìåòîäà èçó÷åíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ ïîòðåáî-
âàëî ñïåöèàëüíûõ èññëåäîâàíèé óñëîâèé ñîõðàíåíèÿ çíàêà ôóíêöèè Ãðèíà âñïîìîãàòåëü-
íûõ ëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ (ôóíêöèè Êîøè âñïîìîãàòåëüíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ)
[4].

Çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ïîñòðîåíèå îáùåé òåîðèè ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé âíîñÿò ïðåäñòàâèòåëè íàó÷íîé øêîëû Í.Â. Àçáåëåâà. Ïðåäëàãàåìàÿ ðàáîòà
ïðèìûêàåò ê èññëåäîâàíèÿì ïåðìñêèõ ìàòåìàòèêîâ ïî óïîìÿíóòîé ïðîáëåìå.

2. Îñíîâíûå òåîðåìû

Âñþäó íèæå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.
Lp = Lp[a, b] , 1 ≤ p < ∞ � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé z : [a, b] → R , ñóì-

ìèðóåìûõ íà [a, b] ñî ñòåïåíüþ p ; L∞ = L∞[a, b] � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé
z : [a, b] → R èìåðèìûõ è îãðàíè÷åííûõ â ñóùåñòâåííîì; ACp = ACp[a, b] � áàíàõî-
âî ïðîñòðàíñòâî òàêèõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé x : [a, b] → R , ÷òî ẋ ∈ Lp ;
C = C[a, b] � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà [a, b] ôóíêöèé x : [a, b] → R .

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

(Lx)(t) ≡ ẋ(t)− b(t)ẋg(t) + p(t)xh(t) = f(t, xh(t)), t ∈ [a, b], (2.1)

ãäå îáîçíà÷åíî

yr(t) =

{
y[r(t)], åñëè r(t) ∈ [a, b],

0, åñëè r(t) /∈ [a, b].

Äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå äëÿ óðàâíåíèÿ (2.1) çàäàäèì â âèäå ðàâåíñòâà

x(a) = α, α ∈ R. (2.2)

Íà÷àëüíóþ çàäà÷ó (2.1), (2.2) ðàññìîòðèì â ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ: ôóíêöèÿ
b : [a, b] → R èçìåðèìà è îãðàíè÷åíà â ñóùåñòâåííîì; ôóíêöèè g, h : [a, b] → R èçìåðèìû
g(t) ≤ t , h(t) ≤ t ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b] , ôóíêöèÿ f : [a, b] × R → R óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü òàêæå, ÷òî ôóíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì:

(i) mes g−1(e) = 0 (çäåñü g−1(e) = {t ∈ [a, b] : g(t) ∈ e}) (2.3)

äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà e ⊂ [a, b] íóëåâîé ìåðû è, êðîìå òîãî, äëÿ 1 ≤ p <∞ èìååò ìåñòî

µ =

{
sup

e⊂[a,b]

mes g−1(e)

mes e

} 1
p

<∞,

ãäå âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì òàêèì ïîäìíîæåñòâàì e îòðåçêà [a, b] , ÷òî mes e > 0 ;
(ii) ñóùåñòâóåò òàêîå τ > 0 , ÷òî ëèáî ìíîæåñòâî κ = {t ∈ [a, b] : t − g(t) ≤ τ, g(t) ≥ a}
ïóñòî, ëèáî µ vrai sup

t∈κ
|b(t)| < 1.

Óñëîâèå (i) îáåñïå÷èâàåò [3], [1], [2] íåïðåðûâíîå äåéñòâèå îïåðàòîðà âíóòðåííåé ñó-
ïåðïîçèöèè S , îïðåäåëÿåìîãî ðàâåíñòâîì (Sy)(t) = b(t)yg(t) â ïðîñòðàíñòâå Lp[a, b] ,
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1 ≤ p < ∞ ; ïðè ýòîì ÷èñëî µ , îïðåäåëåííîå â óñëîâèè (i) , ÿâëÿåòñÿ íîðìîé îïåðàòî-
ðà S â ïðîñòðàíñòâå Lp[a, b] , 1 ≤ p < ∞ . Äëÿ íåïðåðûâíîãî äåéñòâèÿ îïåðàòîðà S â
ïðîñòðàíñòâå L∞ äîñòàòî÷íî [3] âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (2.3), ïðè ýòîì µ = ∥S∥L∞→L∞

= 1
(ñì. òàêæå [1], [2]). Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îïåðàòîð L íåïðåðûâíî äåéñòâóåò èç
ïðîñòðàíñòâà ACp â ïðîñòðàíñòâî Lp è âîëüòåððîâ.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (ii) ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ îïåðàòîðà S ìåíüøå åäèíèöû [3].
Ðåøåíèåì çàäà÷è (2.1), (2.2) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ x ∈ ACp, óäîâëåòâîðÿþùóþ

íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (2.2) è ïî÷òè âñþäó íà [a, b] óðàâíåíèþ (2.1).
Äëÿ v, z ∈ L∞[a, b] îáîçíà÷èì [v, z] = {x ∈ L∞ : v ≤ x ≤ z} .
Áóäåì ãîâîðèòü [4], [1], ÷òî ôóíêöèÿ f(t, u) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ L1[v, z] (L2[v, z]) ,

åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ôóíêöèè r1(t) (r2(t)), r1, r2 ∈ Lp , ÷òî îïåðàòîð Íåìûöêîãî
M1 : [v, z] → Lp (M2 : [v, z] → Lp) , îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì (M1u)(t) = f(t, u) + r1(t)u
((M2u)(t) = f(t, u) + r2(t)u) , èçîòîíåí (àíòèòîíåí).

Îáîçíà÷èì

σr(t) =

{
1, åñëè r(t) ∈ [a, b],
0, åñëè r(t) /∈ [a, b]

è ïðèâåäåì óòâåðæäåíèå î ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1), (2.2) â íåêîòîðîì
ïîðÿäêîâîì îòðåçêå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü b(t)σg(t) ≥ 0 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) ñóùåñòâóþò ôóíêöèè v, z ∈ L∞ òàêèå, ÷òî v ≤ z è ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b]

ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

(Lv)(t) ≤ f(t, vh(t)), (Lz)(t) ≥ f(t, zh(t)), v(a) ≤ x(a) ≤ z(a);

2) ôóíêöèÿ f(t, u) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ L1[vh, zh] ñ òàêèì êîýôôèöèåíòîì r1(t),
÷òî ôóíêöèÿ Êîøè C1(t, s) óðàâíåíèÿ

(L1x)(t)≡(Lx)(t) + r1(t)xh(t) = η1(t), t ∈ [a, b] (2.4)

íåîòðèöàòåëüíà â îáëàñòè ∆ = {(t, s) ∈ [a, b]× [a, b] : a ≤ s ≤ t ≤ b} .
Òîãäà çàäà÷à (2.1), (2.2) èìååò ðåøåíèå x , óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâàì v ≤ x ≤ z .
Åñëè, êðîìå òîãî,
3) ôóíêöèÿ f(t, u) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ L2[vh, zh] ñ òàêèì êîýôôèöèåíòîì r2(t),

÷òî ôóíêöèÿ Êîøè C2(t, s) óðàâíåíèÿ

(L2x)(t)≡(Lx)(t) + r2(t)xh(t) = η2(t), t ∈ [a, b] (2.5)

íåîòðèöàòåëüíà â îáëàñòè ∆ , òî ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 2 òåîðåìû 1 íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (2.1), (2.2)

ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèþ (1.1), ãäå îïåðàòîð A : [v, z] → C îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì

(Ax)(t) =

t∫
a

C1(t, s)M1(s, xh(s)) ds+ ξ1(t).

Çäåñü ξ1(t) � ðåøåíèå ïîëóîäíîðîäíîé çàäà÷è (L1x)(t) = 0, t ∈ [a, b], x(a) = α. .
Îïåðàòîð A èçîòîíåí è âïîëíå íåïðåðûâåí. Ïîêàæåì, ÷òî èç íåðàâåíñòâ

(Lv)(t) ≤ f(t, vh(t)), v(a) ≤ x(a)

ñëåäóåò, ÷òî v ≤ Av . Äåéñòâèòåëüíî, èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò
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(Lv)(t) ≤
t∫

a

C1(t, s)M1(s, xh(s)) ds+ v1(t),

ãäå v1(t) � ðåøåíèå çàäà÷è (L1x)(t) = η1(t), t ∈ [a, b], x(a) = v(a). .
Îáîçíà÷èâ θ(t) = ξ1(t) − v1(t), ïîëó÷àåì, ÷òî θ(t) ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ðåøåíè-

åì óðàâíåíèÿ (L1x)(t) = 0 . Â ðàáîòå [7] ïîêàçàíî, ÷òî íåîòðèöàòåëüíîñòü ôóíêöèè Êî-
øè óðàâíåíèÿ (L1x)(t) = η(t) ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(L1x)(t) = 0 íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà [a, b] . Òàê êàê v(a) ≤ x(a) , òî îòñþäà çàêëþ÷àåì,
÷òî θ(t) ≥ 0 , òî åñòü ξ1(t) ≥ v1(t) , ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî v ≤ Av óñòàíîâëåíî. Íåðà-
âåíñòâî z ≥ Az ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òàêèì îáðàçîì, âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð
A îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî [v, z] â ñåáÿ, ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð A èìååò íåïîäâèæíóþ
òî÷êó, ïðèíàäëåæàùóþ [v, z] . Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1.1), (2.1) â ïî-
ðÿäêîâîì èíòåðâàëå äîêàçàíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1.1), (2.1) â ïîðÿäêîâîì
îòðåçêå [v, z] çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû ñóùåñòâóþò �âåðõíåå� x̄ è �íèæíåå� x
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, ïðè÷åì v ≤ x ≤ x ≤ x ≤ z . Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 3 òåîðåìû
1 èñõîäíàÿ çàäà÷à (2.1), (2.2) ðåäóöèðóåòñÿ ê ýêâèâàëåíòíîìó óðàâíåíèþ x = Bx , ãäå
îïåðàòîð B : [v, z] → C îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

(Bx)(t) =

t∫
a

C2(t, s)M2(s, xh(s)) ds+ ξ2(t). (2.6)

Çäåñü ôóíêöèÿ ξ2(t) åñòü ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è

(L2x)(t) = 0, t ∈ [a, b], x(a) = α.

Îïåðàòîð B àíòèòîíåí. Îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî x ≥
x , ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Â ïðèâîäèìîé íèæå òåîðåìå äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è
(2.1), (2.2).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü b(t) σg(t) ≥ 0 è ñóùåñòâóþò ôóíêöèè v, z ∈ L∞ òàêèå, ÷òî v ≤ z
è ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b] âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) ôóíêöèÿ f(t, u) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ L2[vh, zh] ñ òàêèì êîýôôèöèåíòîì r2(t),
÷òî ôóíêöèÿ Êîøè C2(t, s) óðàâíåíèÿ (2.5) íåîòðèöàòåëüíà â îáëàñòè ∆ ;

2) ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b] ñïðàâåäëèâû äèôôåðåíöèàëüíûå íåðàâåíñòâà

(L2v)(t)≡(Lv)(t) + r2(t)vh(t) ≤ f(t, zh(t)) + r2(t)zh(t),

(L2z)(t)≡(Lz)(t) + r2(t)zh(t) ≥ f(t, vh(t)) + r2(t)vh(t), t ∈ [a, b], v(a) ≤ x(a) ≤ z(a).

Òîãäà íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (2.1), (2.2) èìååò ðåøåíèå x , óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâàì
v ≤ x ≤ z .

Ïðèâåäåì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 1 òåîðåìû 2
íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (2.1), (2.2) ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèþ x = Bx , ãäå îïåðàòîð B : [v, z] → C
îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì (2.6). Îïåðàòîð B àíòèòîíåí è âïîëíå íåïðåðûâåí. Èç äèôôåðåí-
öèàëüíûõ íåðàâåíñòâ, âõîäÿùèõ â óñëîâèå 2 òåîðåìû 2, ñëåäóåò, ÷òî v ≤ Bz è z ≥ Bv ,
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òî åñòü âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð B îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî [v, z] â ñåáÿ, ñëåäîâà-
òåëüíî, îïåðàòîð B èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó, ïðèíàäëåæàùóþ [v, z] . Ñóùåñòâîâàíèå
ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (2.1), (2.2) â ïîðÿäêîâîì èíòåðâàëå [v, z] äîêàçàíî.

Ðàññìîòðèì äëÿ óðàâíåíèÿ (2.1) çàäà÷ó Êîøè � Íèêîëåòòè ñ êðàåâûì óñëîâèåì

x(b) = α. (2.7)

Ïðèåäåì óòâåðæäåíèÿ î ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è (2.1), (2.7).
Òåîðåìà 3. Ïóñòü b(t)σg(t) ≥ 0 è ñóùåñòâóþò ôóíêöèè v, z ∈ L∞ òàêèå, ÷òî v ≤ z

è ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b] âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) ôóíêöèÿ f(t, u) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ L2[vh, zh] ñ òàêèì êîýôôèöèåíòîì r2(t),

÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à

(L2x)(t)≡(Lx)(t) + r2(t)xh(t) = η2(t), t ∈ [a, b], x(b) = 0 (2.8)

îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà è åå ôóíêöèÿ Ãðèíà G2(t, s) íåïîëîæèòåëüíà â êâàäðàòå [a, b] ×
[a, b] ;

2) ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b] ñïðàâåäëèâû äèôôåðåíöèàëüíûå íåðàâåíñòâà

(L2v)(t)≡(Lv)(t) + r2(t)vh(t) ≤ f(t, zh(t)) + r2(t)zh(t),

(L2z)(t)≡(Lz)(t) + r2(t)zh(t) ≥ f(t, vh(t)) + r2(t)vh(t), t ∈ [a, b], v(b) ≤ x(b) ≤ z(b).

Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (2.1), (2.7) èìååò ðåøåíèå x , óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâàì
v ≤ x ≤ z .

Åñëè, êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ f(t, u) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ L1[vh, zh] ñ òàêèì êîýôôè-
öèåíòîì r1(t), ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à

(L1x)(t)≡(Lx)(t) + r1(t)xh(t) = η1(t), t ∈ [a, b], x(b) = 0 (2.9)

îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà è åå ôóíêöèÿ Ãðèíà G1(t, s) íåïîëîæèòåëüíà â êâàäðàòå [a, b] ×
[a, b] , òî ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü b(t)σg(t) ≥ 0 è ñóùåñòâóþò ôóíêöèè v, z ∈ L∞ òàêèå, ÷òî v ≤ z
è ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b] âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) ôóíêöèÿ f(t, u) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ L1[vh, zh] ñ òàêèì êîýôôèöèåíòîì r1(t),
÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (2.9) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà è åå ôóíêöèÿ Ãðèíà G1(t, s) íåïîëîæè-
òåëüíà â êâàäðàòå [a, b]× [a, b] ;

2) ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b] ñïðàâåäëèâû äèôôåðåíöèàëüíûå íåðàâåíñòâà

(L1v)(t)≡(Lv)(t) + r1(t)vh(t) ≤ f(t, zh(t)) + r1(t)zh(t),

(L1z)(t)≡(Lz)(t) + r1(t)zh(t) ≥ f(t, vh(t)) + r1(t)vh(t), t ∈ [a, b], v(a) ≤ x(a) ≤ z(a).

Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (2.1), (2.7) èìååò ðåøåíèå x x, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâàì
v ≤ x ≤ z .

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 3 è 4 ïðîâîäÿòñÿ ïî òåì æå ñõåìàì, ÷òî è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì
1 è 2.
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Çàìå÷àíèå. Ýôôåêòèâíûå ïðèçíàêè íåîòðèöàòåëüíîñòè ôóíêöèè Êîøè C(t, s) âñïî-
ìîãàòåëüíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [7], [5]; óñëîâèÿ íåïîëîæèòåëüíî-
ñòè ôóíêöèè Ãðèíà âñïîìîãàòåëüíûõ ëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñôîðìóëèðîâàíû â ðàáîòå
[7].

Â êà÷åñòâå ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 1 ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ïðîèçâîäñòâà
êëåòîê êðîâè [15], [8], ÿâëÿþùåéñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðèâåäåííîé âûøå íà÷àëüíîé çàäà÷è
(2.1), (2.2)

ẋ(t) + px(t) =
mx(t− τ)

c+ xn(t− τ)
, t ∈ [a, b], (2.10)

x(a) = α, α ∈ R, (2.11)

ãäå p > 0 , m > 0 , c > 0 , n > 1 , 0 ≤ τ <∞ .

Îáîçíà÷èì στ (t) =

{
1, åñëè t− τ ∈ [a, b],
0, åñëè t− τ /∈ [a, b]

è ïðèâåäåì óòâåðæäåíèå î ðàç-

ðåøèìîñòè çàäà÷è (2.10), (2.11).
Òåîðåìà 5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî p ≥ 1
t

[
m(t−τ)
c+(t−τ)n

− 1
]
, t ∈ [a, b] ,

2) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ r(t) ≥ 0 , ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî p + r(t)στ (t) ≤
1
e
, t ∈ [a, b] .
Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (2.10), (2.11), óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâàì

0 ≤ x ≤ t.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå óñëîâèé òåîðåìû 1, ãäå â
êà÷åñòâå ôóíêöèé v è z âûáðàíû ñîîòâåòñòâåííî v = 0 , z = t .
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Ñåòî÷íûå àïïðîêñèìàöèè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è
ðåøåíèÿìè, ñ óïðàâëåíèÿìè â êîýôôèöèåíòàõ ïðè
ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ
c⃝ Ô. Â. Ëóáûøåâ1, Ì. Ý. Ôàéðóçîâ2

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ è èññëåäóþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ïîñòàíîâêè íåëèíåéíûõ çà-
äà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíûìè
êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèÿìè, ñ óïðàâëåíèÿìè â êîýôôèöèåíòàõ ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ.
Ïîñòðîåíû ðàçíîñòíûå àïïðîêñèìàöèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, óñòàíîâëåíû îöåíêè òî÷íîñòè
àïïðîêñèìàöèé ïî ñîñòîÿíèþ è ôóíêöèîíàëó, äîêàçàíà ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü àïïðîêñèìàöèé ïî
óïðàâëåíèþ. Ïðîâåäåíà ðåãóëÿðèçàöèÿ àïïðîêñèìàöèé ïî Òèõîíîâó.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ïîëóëèíåéíûå ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíå-
íèÿ, ðàçíîñòíûé ìåòîä ðåøåíèÿ, ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè

1. Ââåäåíèå

Õàðàêòåð êîíêðåòíûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ðàñïðåäåëåí-
íûõ ñèñòåì ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîãî, êóäà âõîäÿò óïðàâëåíèÿ (â ñâîáîäíûå ÷ëåíû
óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ èëè â êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé), ëèíåéíûìè èëè íåëèíåéíûìè äèô-
ôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (ÓÌÔ) îïèñûâàþòñÿ ñîñòîÿíèÿ
ñèñòåì óïðàâëåíèÿ (ñì. [1]-[10]), à òàêæå çàâèñèò îò òîãî, êàêîé ãëàäêîñòüþ îáëàäàþò
âõîäíûå äàííûå ñèñòåì óïðàâëåíèÿ (äîïóñêàþò ëè âõîäíûå äàííûå è ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ
ðàçðûâû). Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëåå ïîëíî èññëåäîâàí ñëó÷àé òàêèõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ,
êîãäà óïðàâëåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûì îáðàçîì âõîäÿò â ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ è
ëèíåéíûå ïðåäåëüíûå óñëîâèÿ, à òàêæå êîãäà âõîäíûå äàííûå è ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåì
ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè ( íå äîïóñêàþùèìè ðàçðûâîâ êîýôôèöèåíòîâ è ðåøåíèé).
Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íåëèíåéíîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî îòîáðàæåíèå g → u(g) èç ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé U â ïðîñòðàíñòâî
ñîñòîÿíèé W ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì. Íåëèíåéíûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ
ÓÌÔ îòíîñÿòñÿ ê íàèáîëåå ñëîæíîìó êëàññó çàäà÷ îïòèìèçàöèè (ñì. [2]). Îñîáûé èíòå-
ðåñ ïðåäñòàâëÿþò çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, êîãäà èõ íåëèíåéíîñòü îáóñëîâëåíà
âõîæäåíèåì óïðàâëåíèé â êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé äëÿ ñîñòîÿíèé, â òîì ÷èñëå, â êîýô-
ôèöèåíòû ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ. Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ óïðàâëÿþùèìè
ïàðàìåòðàìè, ñîäåðæàùèìèñÿ â ãëàâíîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (â ñòàðøèõ
êîýôôèöèåíòàõ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèé) ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî íåëèíåéíûìè îïòèìèçàöèîííûìè
çàäà÷àìè (ñì. [2]). Òàêèå çàäà÷è âåñüìà ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò çàäà÷, ãäå óïðàâëåíèå
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì âíåøíèõ âîçäåéñòâèé íà ñèñòåìó (ñì. [2]), îíè íàèìåíåå èçó÷åíû,
õîòÿ ðàçâèòèå òåîðèè è ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ âûçâàíî ïîòðåáíîñòÿìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ íåëèíåéíûõ îïòèìàëüíûõ ïðîöåññîâ, áîëüøîé ïðèêëàäíîé âàæíîñòüþ òàêèõ

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé èíôîðìàòèêè è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò, ã. Óôà; fairuzovme@mail.ru.

2 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé èíôîðìàòèêè è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíè-
âåðñèòåò, ã. Óôà;fairuzovme@mail.ru.
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çàäà÷ ïðè îïòèìèçàöèè ïðîöåññîâ òåïëîôèçèêè, äèôôóçèè, ôèëüòðàöèè, òåîðèè óïðóãî-
ñòè è äð., à òàêæå ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ÓÌÔ, ðàññìàòðèâàåìûõ â âàðèà-
öèîííîé ïîñòàíîâêå. Íåëèíåéíîñòü îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ åùå áîëåå óñóãóáëÿåòñÿ, åñëè,
êðîìå òîãî, è ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññîâ îïèñûâàþòñÿ íåëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè. Îñîáûé èíòå-
ðåñ ñ òåîðåòè÷åñêîé è ïðàêòè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå
ïîñòàíîâêè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, â êîòîðûõ â ñèëó õàðàêòåðà èññëåäóåìûõ
ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ñîñòîÿíèÿ îïèñûâàþòñÿ íåëèíåéíûìè ÓÌÔ ñ ðàçðûâíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè è, êðîìå òîãî, èçíà÷àëüíî ïî ñâîèì ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèì ïîñòàíîâêàì
ñàìè ðåøåíèÿ ÓÌÔ äîïóñêàþò ðàçðûâû.

Ïðîáëåìà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðèâîäèò ê íåîáõîäè-
ìîñòè èõ àïïðîêñèìàöèè çàäà÷àìè áîëåå ïðîñòîé ïðèðîäû � ¾êîíå÷íîìåðíûìè çàäà÷àìè
îïòèìèçàöèè¿ (ñì. [1]). Îáçîð ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ îñíîâàì îáùåé òåîðèè è ìåòîäàì óñòîé-
÷èâîñòè è àïïðîêñèìàöèè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, à òàêæå ðåçóëüòàòàì â ýòîé îá-
ëàñòè, ïðåäñòàâëåí, íàïðèìåð, â [1], [7]-[10]. Îäíèì èç íàèáîëåå óäîáíûõ, óíèâåðñàëüíûõ
è øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûõ ìåòîäîâ êîíå÷íîìåðíûõ àïïðîêñèìàöèé çàäà÷ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ñåòîê (ñì. [11]-[14]). Öåíòðàëüíûìè â ïðîáëåìå àïïðîêñèìà-
öèè ÿâëÿþòñÿ âîïðîñû ¾êîíñòðóèðîâàíèÿ¿ àïïðîêñèìàöèé, ñõîäèìîñòè àïïðîêñèìàöèé ïî
ñîñòîÿíèþ, ôóíêöèîíàëó, óïðàâëåíèþ, ðåãóëÿðèçàöèè àïïðîêñèìàöèé (ñì., íàïðèìåð, [1],
[7]-[10]). Äëÿ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìûõ ÓÌÔ, ïîñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ àïïðîê-
ñèìàöèé ïðîâîäèëèñü â îñíîâíîì òàêæå äëÿ ëèíåéíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ,
ïðè÷åì ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè ÓÌÔ è ñîñòîÿíèÿìè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïî òåìàòèêå, ïðèìûêàþùåé ê [1], [7]-[10], [15]-[20] ðàññìîòðåíû
è èññëåäîâàíû ìàòåìàòè÷åñêèå ïîñòàíîâêè íåëèíåéíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ,
îïèñûâàåìûõ ïîëóëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ
ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèÿìè (ñîñòîÿíèÿìè), ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
ñîïðÿæåíèÿ òèïà íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà [11], [14], [21]-[23]. Â êà÷åñòâå óïðàâëåíèé âû-
ñòóïàþò ïåðåìåííûå êîýôôèöèåíòû ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ â óðàâíåíèÿõ ñîñòîÿíèÿ.
Ïîñòðîåíû è èññëåäîâàíû ðàçíîñòíûå àïïðîêñèìàöèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, óñòàíîâëåíû
îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè àïïðîêñèìàöèè ïî ñîñòîÿíèþ è ôóíêöèîíàëó, ñëàáàÿ ñõî-
äèìîñòü ïî óïðàâëåíèþ. Ïðîâåäåíà ðåãóëÿðèçàöèÿ àïïðîêñèìàöèè. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè
çàäà÷, îïèñûâàþùèõ ñîñòîÿíèÿ ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèåì ïðåäëîæåíà
íåêîòîðàÿ íîâàÿ ¾ìîäèôèöèðîâàííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà¿ ñ íåòðàäèöèîííûì äëÿ òåîðèè
ðàçíîñòíûõ ñõåì ñïîñîáîì âû÷èñëåíèÿ ïåðåìåííûõ ñåòî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ â ãëàâíîé
÷àñòè ñåòî÷íîãî îïåðàòîðà. Èññëåäîâàíèÿ àïïðîêñèìàöèè ïðîâîäÿòñÿ äëÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ðàçðûâíûå ñîñòîÿíèÿ ñ îáîáùåííûìè ðåøåíèÿìè èç
êëàññà Ñîáîëåâà.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ è èõ êîððåêòíîñòü

Ïóñòü Ω =
{
r = (r1, r2) ∈ R2 : 0 < rα < lα, α = 1, 2

}
� ïðÿìîóãîëüíèê â R2 ñ

ãðàíèöåé ∂Ω = Γ . Ïóñòü îáëàñòü Ω ðàçäåëåíà ïðÿìîé r1 = ξ , ãäå 0 < ξ < l1 (¾âíóò-
ðåííåé êîíòàêòíîé ãðàíèöåé¿ S =

{
r1 = ξ, 0 ≤ r2 ≤ l2

}
, 0 < ξ < l1 ) íà ïîäîáëàñòè

Ω1 ≡ Ω− =
{
0 < r1 < ξ, 0 < r2 < l2} è Ω2 ≡ Ω+ =

{
ξ < r1 < l1, 0 < r2 < l2} (íà ëåâóþ

è ïðàâóþ ïîäîáëàñòè Ω1 è Ω2 ñîîòâåòñòâåííî) ñ ãðàíèöàìè ∂Ω1 ≡ ∂Ω− è ∂Ω2 ≡ ∂Ω+ .
Òàê ÷òî îáëàñòü Ω åñòü îáúåäèíåíèå îáëàñòåé Ω1 è Ω2 è âíóòðåííèõ òî÷åê ¾êîíòàêòíîé¿
ãðàíèöû S ïîäîáëàñòåé Ω1 è Ω2 , à ∂Ω � âíåøíÿÿ ãðàíèöà îáëàñòè Ω . Äàëåå, ÷åðåç Γk

áóäåì îáîçíà÷àòü ãðàíèöû îáëàñòåé Ωk áåç S , k = 1, 2 . Òàê ÷òî ∂Ωk = Γk ∪ S , ãäå ÷àñòè
Γk , k = 1, 2 � îòêðûòûå íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà â ∂Ωk , k = 1, 2 ; Γ1 ∪ Γ2 = ∂Ω = Γ .
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×åðåç nα , α = 1, 2 áóäåì îáîçíà÷àòü âíåøíþþ íîðìàëü ê ãðàíèöå ∂Ωα îáëàñòè Ωα ,
α = 1, 2 . Ïóñòü, äàëåå, n = n(x) � åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê S â êàêîé-ëèáî åå òî÷êå x ∈ S ,
îðèåíòèðîâàííàÿ, íàïðèìåð, òàêèì îáðàçîì, ÷òî íîðìàëü n ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé íîðìàëüþ
ê S ïî îòíîøåíèþ ê îáëàñòè Ω1 , òî åñòü íîðìàëü n íàïðàâëåíà âíóòðü îáëàñòè Ω2 .
Íèæå, ïðè ïîñòàíîâêå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñîñòîÿíèé ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ, S � ýòî ïðÿ-
ìàÿ, âäîëü êîòîðîé áóäóò ðàçðûâíû êîýôôèöèåíòû è ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷, êîòîðûå â
îáëàñòÿõ Ω1 è Ω2 îáëàäàþò íåêîòîðîé ãëàäêîñòüþ. Ïóñòü óñëîâèÿ óïðàâëÿåìîãî ôèçè-
÷åñêîãî ïðîöåññà ïîçâîëÿþò ìîäåëèðîâàòü åãî â îáëàñòè Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ S , ñîñòîÿùåé èç
äâóõ ÷àñòåé (ïîäîáëàñòåé) Ω1 è Ω2 , ðàçáèòîé íà ÷àñòè âíóòðåííåé ãðàíèöåé S , ñëåäóþ-
ùåé çàäà÷åé Äèðèõëå äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñ ðàçðûâíûìè
êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèÿìè:

Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u(r) , îïðåäåëåííóþ íà Ω âèäà u(r) = u1(r) , r ∈ Ω1 ≡ Ω− ,
u(r) = u2(r) , r ∈ Ω2 = Ω+ , ãäå êîìïîíåíòû up(r) , p = 1, 2 , óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

1) Ôóíêöèè up(r) , p = 1, 2 , îïðåäåëåííûå íà Ωp = Ωp ∪ ∂Ωp , p = 1, 2 , óäîâëåòâîðÿþò
â Ωp , p = 1, 2 , óðàâíåíèÿì

Lp up = −
2∑

α=1

∂

∂rα

(
kp(r)

∂up
∂rα

)
+ dp(r)qp(up) = fp(r), â Ωp, p = 1, 2; (2.1)

à íà ãðàíèöàõ ∂Ω1 \ S = Γ1 , ∂Ω2 \ S = Γ2 óñëîâèÿì

u1(r) = 0, r ∈ Γ1, u2(r) = 0, r ∈ Γ2; (2.2)

2) Èñêîìûå ôóíêöèè up(r) , p = 1, 2 , óäîâëåòâîðÿþò åùå äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì íà
S � ãðàíèöå ðàçðûâà êîýôôèöèåíòîâ è ðåøåíèÿ, ïîçâîëÿþùèì ¾cøèòü¿ ðåøåíèÿ u1(r)
è u2(r) âäîëü êîíòàêòíîé ãðàíèöû S îáëàñòåé Ω1 è Ω2 ñëåäóþùåãî âèäà:

G(x) = k1(r)
∂u1
∂r1

= k2(r)
∂u2
∂r1

= θ(r2) (u2(r)− u1(r)) , r ∈ S. (2.3)

Åñëè ââåñòè ôóíêöèè âèäà

u(r) =

{
u1(r), r ∈ Ω1;
u2(r), r ∈ Ω2,

q(ξ) =

{
q1(ξ1), ξ1 ∈ R;
q2(ξ2), ξ2 ∈ R, (2.4)

k(r), d(r), f(r) =

{
k1(r), q1(r), f1(x), x ∈ Ω1;
k2(r), q2(r), f2(r), x ∈ Ω2,

(2.5)

òî çàäà÷ó (2.1)-(2.3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå:
Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u(r) , îïðåäåëåííóþ íà Ω , óäîâëåòâîðÿþùóþ â êàæäîé èç

îáëàñòåé Ω1 è Ω2 óðàâíåíèþ

Lu(r) = −
2∑

α=1

∂

∂rα

(
k(r)

∂u

∂rα

)
+ d(r)q(u) = f(r), r ∈ Ω1 ∪ Ω2, (2.6)

è óñëîâèÿì
u(r) = 0, r ∈ ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2,[

k(r)
∂u

∂r1

]
= 0, G(r) =

(
k1(r)

∂u1
∂r1

)
= θ(r2)[u], x ∈ S.

(2.7)

Çäåñü [u] = u2(r) − u1(r) = u+(r) − u−(r) � ñêà÷îê ôóíêöèè u(r) íà S ; d(r) , f(r)
� èçâåñòíûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå ïî ðàçíîìó â Ω1 è Ω2 , ïðåòåðïåâàþùèå ðàçðûâ
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ïåðâîãî ðîäà íà S ; qα(ξα) , α = 1, 2 � çàäàííûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå äëÿ ξα ∈ R ,
α = 1, 2 ; θ(r2) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ íà S ;

k(r) ≡ g(r) =

{
g1(r) ≡ k1(r), r ∈ Ω1,
g2(r) ≡ k2(r), r ∈ Ω2,

(2.8)

� óïðàâëåíèå. Îòíîñèòåëüíî çàäàííûõ ôóíêöèé áóäåì ïðåäïîëàãàòü: d(r) ∈ L∞(Ω1) ×
L∞(Ω2) , f(r) ∈ L2(Ω1) × L2(Ω2) , θ(r2) ∈ L∞(S) ; 0 ≤ d0 ≤ d(r) ≤ d0 , r ∈ Ω1 ∪ Ω2 ; 0 <
θ0 ≤ θ(r2) ≤ θ0 , x ∈ S , d0 , d0 , θ0 , θ0 � êîíñòàíòû; ôóíêöèè qα(ξα) , α = 1, 2 îïðåäåëåíû
íà R ñî çíà÷åíèÿìè â R , ïðè÷åì qα(0) = 0 , 0 ≤ q0 ≤ (qα(ξ1)− qα(ξ2))/(ξ1 − ξ2) ≤ Lq <∞
äëÿ âñåõ ξ1, xi2 ∈ R , ξ1 ̸= ξ2 .

Ââåäåì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé

U = U1 × U2 ⊂ W 1
∞(Ω1)×W 1

∞(Ω2) = B, (2.9)

ñîñòîÿùåå èç ïàð g(r) = k(r) , îïðåäåëåííûõ â (2.8) òàêèõ, ÷òî

gp(r) ∈ Up =
{
gp(r) = kp(r) ∈ W 1

∞(Ωp) = Bp : 0 < νp ≤ gp(r) ≤ νp,∣∣∣∣∂gp(r)∂r1

∣∣∣∣ ≤ R(1)
p ,

∣∣∣∣∂gp(r)∂r2

∣∣∣∣ ≤ R(2)
p ï.â. íà Ωp

}
, p = 1, 2,

(2.10)

ãäå Bp = W 1
∞(Ωp) � ïðîñòðàíñòâà óïðàâëåíèé gp(r) = kp(r) , çàäàííûõ íà Ωp , p = 1, 2 ,

ñîîòâåòñòâåííî, νp , νp , R
(p)
1 , R(p)

2 , p = 1, 2 � çàäàííûå ÷èñëà.
Çàäàäèì ôóíêöèîíàë öåëè J : U → R1 â âèäå

g → J(g) =

∫
Ω1

|u(r1, r2; g)− u
(1)
0 (r)|2dΩ1 = I(u(r; g)), (2.11)

ãäå u(1)0 (r) ∈ W 1
2 (Ω1) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ.

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè òàêîå óïðàâëåíèå g∗ ∈ U ,
êîòîðîå ìèíèìèçèðóåò íà ìíîæåñòâå U ⊂ B ôóíêöèîíàë öåëè g → J(g) , òî÷íåå, íà
ðåøåíèÿõ u(r) = u(r; g) çàäà÷è (2.1)-(2.3), îòâå÷àþùèõ âñåì äîïóñòèìûì óïðàâëåíèÿì
g = k ∈ U , òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ôóêíöèîíàë öåëè (2.11).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî V (Ω(1,2)) , Ω(1,2) = Ω1 ∪ Ω2 ïàð ôóíêöèé u(r) =
(u1(r), u2(r)) :

V ≡ V (Ω(1,2)) =
{
u(r) = (u1(r), u2(r)) ∈ W 1

2 (Ω1)×W 1
2 (Ω2)

}
, (2.12)

ãäå W 1
2 (Ωk) , k = 1, 2 � Ñîáîëåâñêèå ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé, çàäàííûõ â ïîäîáëàñòÿõ Ωk ,

k = 1, 2 , ñ ãðàíèöàìè ∂Ωk , k = 1, 2 ñîîòâåòñòâåííî è íîðìàìè [24]

∥uk∥2W 1
2 (Ωk)

=

∫
Ωk

[ 2∑
α=1

(
∂uk
∂rα

)2

+ u2k

]
dΩk, k = 1, 2. (2.13)

Ñíàáæåííîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è íîðìîé

(u, v)V =
2∑

k=1

(uk, vk)W 1
2 (Ωk), ∥u∥2V =

2∑
k=1

∥uk∥2W 1
2 (Ωk)

, (2.14)

V = V (Ω(1,2)) ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 1



Ñåòî÷íûå àïïðîêñèìàöèè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ . . . 93

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå V (Ω(1,2)) ìîæíî ââåñòè ýêâèâà-
ëåíòíóþ íîðìó

∥u∥2∗ =
2∑

k=1

∫
Ωk

2∑
α=1

(
∂uk
∂rα

)2

dΩk +
2∑

k=1

∫
Γk

u2k dΓk +

∫
S

[u]2 dS, (2.15)

ãäå [u] = u2(r) − u1(r) = u+(r) − u−(r) � ñêà÷îê ôóíêöèè u(r) ∈ V (Ω(1,2)) íà S . Çäåñü
u2(r) = u+(r) , r ∈ S è u1(r) = u−(r) , r ∈ S � ñëåäû ôóíêöèè u(r) íà S ñî ñòîðîíû
Ω2 = Ω+ è Ω1 = Ω− ñîîòâåòñòâåííî. Ïîíÿòíî, ÷òî èç óñëîâèÿ u(r) ∈ V (Ω(1,2)) ñëåäóåò,
÷òî îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ W 1

2 (Ωk) , k = 1, 2 â ïðîñòðàíñòâà L2(∂Ωk) , k = 1, 2 , îãðà-
íè÷åíû, òàê êàê Ω1 è Ω2 � îáëàñòè ñ ëèïøèöåâûìè ãðàíèöàìè ∂Ω1 è ∂Ω2 . Â ÷àñòíîñòè,
èç óñëîâèÿ u(r) ∈ V (Ω(1,2)) ñëåäóåò, ÷òî [u(r)] ∈ L2(S) , òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå òåîðåìà
î ñëåäàõ [24]-[28] ñïðàâåäëèâà äëÿ êàæäîé èç ñòîðîí S+ , S− ãðàíèöû êîíòàêòà S (îïåðà-
òîð ñóæåíèÿ èç W 1

2 (Ω
±) â L2(S) íåïðåðûâåí). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðèìåíåíèå òåîðåìû

î ñëåäàõ ê Ω1 è Ω2 ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u(r) ∈ V (Ω(1,2)) äâà ñëåäà
ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ ñóæåíèÿ íà S± . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ýëåìåíò u(r) ∈ V (Ω(1,2)) ,
òî åãî ñëåäû íà S ñ ðàçíûõ ñòîðîí (ñî ñòîðîíû Ω1 è ñî ñòîðîíû Ω2 ) â îáùåì ñëó÷àå
ðàçëè÷íû. Ñóæåíèÿ ôóíêöèè u(r) íà îáëàñòè Ωk , k = 1, 2 : u|Ωk

, k = 1, 2 ïðèíàäëåæàò
ïðîñòðàíñòâàì W 1

2 (Ωk) , k = 1, 2 , ñîîòâåòñòâåííî, íî ïðîñòðàíñòâó W 1
2 (Ω) ñàìà ôóíêöèÿ

u(r) íå ïðèíàäëåæèò, ïîñêîëüêó íà ìíîæåñòâå S (ïðè ïåðåõîäå èç Ω1 â Ω2 ) îíà èìååò
ðàçðûâ ( δ(r) = u2(r) − u1(r) = u+(r) − u−(r) , r ∈ S ). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî íåîáõîäèìûì
è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè v(r) ∈ W 1

2 (Ω) = W 1
2 (Ω1 ∪ Ω2 ∪ S)

ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå ñêëåéêè: v(r) ∈ W 1
2 (Ωk) , k = 1, 2 ; v1(r)|S = v2(r)|S (ñì., íàïðèìåð,

[28], [29]). Äàëåå, òàê êàê Ωk � îáëàñòè ñ ãðàíèöàìè Ëèïøèöà ∂Ωk , k = 1, 2 , à Γ1 è
Γ2 � ñîîòâåòñòâåííî èõ (îòêðûòûå) ÷àñòè (êóñêè ãðàíèö ∂Ω1 è ∂Ω2 ) ñ ïîëîæèòåëüíûìè
ìåðàìè Ëåáåãà, mesΓk > 0 , k = 1, 2 , òî [30] ñóùåñòâóþò íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå C1 è C2 ,
çàâèñÿùèå òîëüêî îò äàííûõ îáëàñòåé Ωk , k = 1, 2 è îò êóñêîâ Γ1 è Γ2 ñîîòâåòñòâåííî,
òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè uk(r) ∈ W 1

2 (Ωk) , k = 1, 2 èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

∥uk(r)∥2W 1
2 (Ωk)

≤ C2
k

[∫
Ωk

2∑
α=1

(
∂uk
∂xα

)2

dΩk +

∫
Γk

u2kdΓk

]
, k = 1, 2. (2.16)

Òàê êàê äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îáëàñòåé Ωk , k = 1, 2 îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ W 1
2 (Ωk) ,

k = 1, 2 â ïðîñòðàíñòâà L2(∂Ωk) , k = 1, 2 , îãðàíè÷åíû, òî ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå
C3 è C4 ñîîòâåòñòâåííî, íå çàâèñÿùèå îò ôóíêöèè uk(r) , ÷òî äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé uk(r) ∈
W 1

2 (Ωk) ñïðàâåäëèâû îöåíêè [25],[26]:

∥uk(r)∥2L2(∂Ωk)
≤ C2

k+2∥uk(r)∥2W 1
2 (Ωk)

, k = 1, 2, (2.17)

âûòåêàþùèå èç òåîðåì âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ W 1
2 (Ωk) â L2(∂Ωk) .

Ïóñòü
◦
Γk � ÷àñòü ∂Ωk . ×åðåç W 1

2

(
Ωk;

◦
Γk

)
îáîçíà÷èì çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðî-

ñòðàíñòâà W 1
2 (Ωk) , ïëîòíûì ìíîæåñòâîì â êîòîðîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç

C1(Ωk) , ðàâíûõ íóëþ âáëèçè
◦
Γk⊂ ∂Ωk , k = 1, 2 � êàêîãî-ëèáî ó÷àñòêà

◦
Γk ãðàíèöû ∂Ωk ,

k = 1, 2 . Ïîä ó÷àñòêàìè
◦
Γk ãðàíèöû ∂Ωk ïîíèìàþòñÿ êóñêè ãðàíèöû ∂Ωk ; åñòåñòâåííî,

ìû íå ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà êàêîé-ëèáî èç ó÷àñòêîâ
◦
Γk âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó;

W 1
2 (Ωk;

◦
Γk) ñîâïàäàåò ñ W 1

2 (Ωk) ïðè
◦
Γk= ∅ ; W 1

2 (Ωk;
◦
Γk) =

0

W
1

2 (Ωk) ïðè
◦
Γk= ∂Ωk . Çàìå-
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òèì, ÷òî äëÿ ýëåìåíòîâ uk(r) ∈ W 1
2 (Ωk;

◦
Γk) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî [25]∫

Ωk

u2k(r) dΩk ≤ Ck+4(Ωk,
◦
Γk)

∫
Ωk

2∑
α=1

(
∂uk
∂rα

)2

dΩk, k = 1, 2. (2.18)

ñ ïîñòîÿííîé Ck+4(Ωk,
◦
Γk) , çàâèñÿùåé òîëüêî îò Ωk è

◦
Γk , ïðè ýòîì ¾ïëîùàäü¿ êóñêà

◦
Γk

ïîâåðõíîñòè ∂Ωk äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíîé: mes
◦
Γk> 0 .

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî
◦
V Γ1,Γ2 (Ω(1,2)) ïàð ôóíêöèé

u(r) = (u1(r), u2(r)) :

◦
V Γ1,Γ2 (Ω

(1,2)) =
{
u(r) = (u1(r), u2(r)) ∈ W 1

2 (Ω1; Γ1)×W 1
2 (Ω2; Γ2)

}
, (2.19)

∥u∥2◦
V Γ1,Γ2

(Ω(1,2))
=

2∑
k=1

∫
Ωk

2∑
α=1

(
∂uk
∂rα

)2

dΩk +

∫
S

[u]2dS. (2.20)

Ïîä ðåøåíèåì ïðÿìîé çàäà÷è (2.1)-(2.3) ïðè ôèêñèðîâàííîì óïðàâëåíèè g(r) =

k(r) ∈ U ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ u(r) ≡ u(r; g) ∈
◦
V Γ1,Γ2 (Ω(1,2)) , óäîâëåòâîðÿþùàÿ äëÿ âñåõ

v ∈
◦
V Γ1,Γ2 (Ω

(1,2)) òîæäåñòâó

Q(u, v) =

∫
Ω1∪Ω2

[
2∑

α=1

k(r)
∂u

∂rα

∂v

∂rα
+ d(r)q(u)v

]
dΩ0 +

∫
S

θ(x)[u][v] dS =

=

∫
Ω1∪Ω2

f(r)v dΩ0 = l(v).

(2.21)

Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (2.1)-(2.3) â ñìûñëå åå îïðåäåëåíèÿ (2.21) ãàðàíòèðóåò

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïðè ëþáîì g(r) ∈ U ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðå-

øåíèå u(r) = u(r; g) ∈
◦
V Γ1,Γ2 (Ω(1,2)) çàäà÷è (2.1)-(2.3), îïðåäåëÿåìîå èç èíòåãðàëüíîãî

òîæäåñòâà (2.21), ïðè÷åì

∥u(r; g)∥ ◦
V Γ1,Γ2

≤ C7

2∑
k=1

∥fk(r)∥L2(Ωk)
= C7, , (2.22)

ãäå C7 = Const > 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1. îïèðàåòñÿ íà òåîðèþ ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ [26], [27],
[30], [31], ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ, ââåäåííûå âûøå Ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà

V (Ω(1,2)) ,
◦
V Γ1,Γ2 (Ω(1,2)) è ââåäåííûå â íèõ ýêâèâàëåíòíûå íîðìû, à òàêæå íåðàâåíñòâà

(2.15)-(2.17).
Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (2.11), (2.1)-(2.10). Ñïðàâåäëèâà

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ðàçðåøèìîñòè ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (2.11), (2.1)-(2.10).

Ò å î ð å ì à 2.2. Ñóùåñòâóåò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå
g∗ ∈ U çàäà÷è (2.11), (2.1)-(2.10), ò.å. J∗ = inf{J(g) : g ∈ U} > −∞ , U∗ = {g∗ ∈ U :
J(g∗) = J∗} ̸= ∅ . Ìíîæåñòâî òî÷åê ìèíèìóìà U∗ ôóíêöèîíàëà öåëè J(g) â ýêñòðå-
ìàëüíîé çàäà÷å (2.11), (2.1)-(2.10) ñëàáî êîìïàêòíî â H = W 1

2 (Ω1) × W 1
2 (Ω2) . Ëþáàÿ

ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
g(n)
}∞
n=1

⊂ U ôóíêöèîíàëà J(g) ñëàáî â H ñõî-
äèòñÿ ê ìíîæåñòâó U∗ .
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3. Ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ. Êîððåêòíîñòü
àïïðîêñèìàöèé

Â ñâÿçè ñ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñóùåñòâåííûé èíòå-
ðåñ ïðåäñòàâëÿåò âîïðîñ îá àïïðîêñèìàöèè áåñêîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè (2.11),
(2.1)-(2.10) ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Íèæå
ïîñòðîèì è èçó÷èì àïïðîêñèìàöèè çàäà÷ íà îñíîâå ìåòîäà ñåòîê (ñì. [10]-[14]) è èññëåäóåì
ñõîäèìîñòü ýòèõ àïïðîêñèìàöèé ïðè íåîãðàíè÷åííîì èçìåëü÷åíèè øàãà h ñåòêè äèñêðå-
òèçàöèè. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè çàäà÷ îïòèìèçàöèè (2.11), (2.1)-(2.10) íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêî-
òîðûå ñåòêè íà [0, lα] , α = 1, 2 è â Ω . Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îäíîìåðíûå íåðàâíîìåðíûå
ñåòêè ïî x1 è x2 : ω̂α = {x(iα)α ∈ [0, lα] : iα = 0, Nα, x

(0)
α = 0, x

(Nα)
α = lα, hαiα = x

(iα)
α −x(iα−1)

α } ,
α = 1, 2 , à òàêæå ââåäåì íåðàâíîìåðíóþ ñåòêó ïî x1 è x2 â îáëàñòè Ω = Ω1 ∪ Ω2 :
ω̂ = ω̂1 × ω̂2 . Î÷åâèäíî, âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ñåòêó ω̂1 íà [0, l1] òàê, ÷òîáû òî÷êà
x1 = ξ áûëà åå óçëîì. Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ öåëåñîîáðàçíî âûáèðàòü â îá-
ëàñòÿõ Ω1 è Ω2 ðàâíîìåðíûå øàãè h

(1)
1 è h

(2)
1 ñîîòâåòñòâåííî, è èñõîäÿ èç ïîëîæåíèÿ

òî÷êè x1 = ξ ÷èñëî óçëîâ íàõîäèòü èç ïðåäïîëîæåíèÿ h
(1)
1 ≈ h

(2)
1 . Îáîñíîâàíèÿ ðàçíîñò-

íûõ ñõåì íà íåðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ äëÿ äàííîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (2.11), (2.1)-(2.10)
íå íîñÿò ïðèíöèïèàëüíîãî õàðàêòåðà, è â äàëüíåéøåì äëÿ íàãëÿäíîñòè èññëåäîâàíèÿ âî
âñåé îáëàñòè Ω ñåòêó ïî x1 è x2 áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíîìåðíîé, ïîëàãàÿ x

(i1)
1 −x(i1−1)

1 = h1 ,
i1 = 1, N1 è x

(i2)
2 − x

(i2−1)
2 = h2 , i2 = 1, N2 . Çíà÷åíèå x1 â òî÷êå x1 = ξ îáîçíà÷èì ÷åðåç

xξ , à ñîîòâåòñòâóþùèé íîìåð óçëà îáîçíà÷èì ÷åðåç N1ξ , 1 < N1ξ < N1 − 1 .
Ââåäåì ñåòêè óçëîâ: ω̄(1)

1 = {x(i1)1 = i1h1 ∈ [0, ξ] : i1 = 0, N1ξ, N1ξh1 = ξ} , ω̄(2)
1 = {x(i1)1 =

i1h1 ∈ [ξ, l1] : i1 = N1ξ,N1 , N1h1 = l1} , ω(1)
1 = ω̄

(1)
1 \{x1 = 0, x1 = ξ} , ω(2)

1 = ω̄
(2)
1 \{x1 = ξ, x1 =

l1} ; ω̄2 = {x(i2)2 = i2h2 ∈ [0, l2] : i2 = 0, N2, N2h2 = l2} , ω2 = ω̄2 \ {x2 = 0, x2 = l2} ; ω̄1 =

ω̄
(1)
1 ∪ω̄(2)

1 ; ω1 = ω
(1)
1 ∪ω(2)

1 ; ω̄(1) = ω̄
(1)
1 ×ω̄2 ; ω̄(2) = ω̄

(2)
1 ×ω̄2 ; ω(1) = ω

(1)
1 ×ω2 ; ω(2) = ω

(2)
1 ×ω2 ;

ω̄ ≡ ω̄(1,2) = ω̄(1)∪ω̄(2) = (ω̄
(1)
1 ∪ω̄(2)

1 )×ω̄2 = {x(i1)1 = i1h1, i1 = 0, N1, N1/xih1 = ξ, (N1−N1ξ)h1 =

l1−ξ, 1 < N1ξ < N1−1}×ω̄2 , ω ≡ ω(1,2) = ω(1)∪ω(2) ; ω(1)+
1 = ω̄

(1)
1 ∩(0, ξ] , ω(1)−

1 = ω̄
(1)
1 ∩[0, ξ) ,

ω
(2)−
1 = ω̄

(2)
1 ∩ [ξ, l1) , ω(1)+ = ω

(1)+
1 × ω̄2 ; γξ = {x1 = ξ, x2 = h2, 2h2, ..., (N2 − 1)h2} =

{x1 = ξ, x
(i2)
2 = i2h2, i2 = 1, N2 − 1} ; γ(k) = ∂ω(k)\γS ; ω(1)+

1 × ω2 = ω(1) ∪ γS = ω̄(1)\γ(1) ;
∂ω(k) = ω̄(k)\ω(k) � ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ óçëîâ ñåòêè ω̄(k) , k = 1, 2 . Ïðè èññëåäîâàíèå
ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé íàì ïîòðåáóþòñÿ ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ, íîðìû
è ïîëóíîðìû ñåòî÷íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ. Ìíîæåñòâî ñåòî÷íûõ
ôóíêöèé yk(x) , x ∈ ω̄(k) ⊂ Ω̄k , k = 1, 2 , ñíàáæåííîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è íîðìîé

(yk, vk)L2(ω̄(k)) =
∑
ω̄(k)

yk(x)vk(x)~1~2, ∥yk∥L2(ω̄(k))) = (yk, yk)
1/2

L2(ω̄(k))
, (3.1)

îáîçíà÷èì ÷åðåç L2(ω̄
(k)) , k = 1, 2 . Çäåñü ~1 = ~1(x) � ñðåäíèé øàã ñåòîê ω̄(1)

1 è ω̄(2)
1 , ~2 =

~2(x) � ñðåäíèé øàã ñåòêè ω̄2 [11]. ×åðåç W 1
2 (ω̄

(1)) è W 1
2 (ω̄

(2)) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâà
ñåòî÷íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ñåòêàõ ω̄(1) è ω̄(2) ñî ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè è
íîðìàìè:

(yk, vk)W 1
2 (ω̄

(k)) =
∑

ω
(k)+
1 ×ω̄2

ykx̄1vkx̄1h1~2 +
∑

ω̄
(k)
1 ×ω+

2

ykx̄2vkx̄2~1h2 + (yk, vk)L2(ω̄(k)),

∥y∥2W 1
2 (ω̄

(k)) = ∥∇yk∥2 + ∥yk∥2L2(ω̄(k)), ∥∇yk∥
2 =

∑
ω
(k)+
1 ×ω̄2

y2kx̄1
h1~2 +

∑
ω̄
(k)+
1 ×ω̄+

2

y2kx̄2
~1h2, k = 1, 2.

(3.2)
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî Vh ≡ Vh(ω̄
(1,2)) ïàð ñåòî÷íûõ ôóíêöèé y(x) =

(y1(x), y2(x)) , îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèåì Vh ≡ Vh(ω̄
(1,2)) = {y(x) = (y1(x), y2(x)) ∈

W 1
2 (ω̄

(1))×W 1
2 (ω̄

(2))} . Ñíàáæåííîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è íîðìîé

(yk, vk)Vh(ω̄(1,2)) =
2∑

k=1

(yk, vk)W 1
2 (ω̄

(k)), ∥yk∥Vh(ω̄(1,2)) =
2∑

k=1

∥yk∥2W 1
2 (ω̄

(k)), (3.3)

Vh(ω̄
(1,2)) ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïóñòü γ(k) = ∂ω(k) \ γS � ïîäìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ óçëîâ ∂ω(k) ñåòêè ω̄(k) ⊂ Ω̄k ,
k = 1, 2 . ×åðåç L2(ω̄

(k); γ(k)) îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà ñåòî÷íûõ ôóíêöèé
L2(ω̄

(k)) , îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà γ(k) , k = 1, 2 , ñ íîðìàìè

∥yk∥2L2(ω̄(k);γ(k)) =
∑

x∈ω(k)

y2k(x)h1h2 +
1

2

∑
x∈γS

y2k(x)h1h2, k = 1, 2. (3.4)

èíäóöèðîâàííûìè ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè

(yk, vk)L2(ω̄(k);γ(k)) =
∑

x∈ω(k)

yk(x)vk(x)h1h2 +
1

2

∑
x∈γS

yk(x)vk(x)h1h2, k = 1, 2. (3.5)

×åðåç W 1
2 (ω̄

(k); γ(k)) îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà ñåòî÷íûõ ôóíêöèé
W 1

2 (ω̄
(k)) , îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà γ(k) , k = 1, 2 .

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî
◦
Hγ(1),γ(2) (ω̄(1,2)) è

◦
V γ(1),γ(2) (ω̄(1,2)) ïàð y(x) =

(y1(x), y2(x)) :

◦
Hγ(1),γ(2) (ω̄(1,2)) = {y = (y1(x), y2(x)) ∈ L2(ω̄

(1); γ(1))× L2(ω̄
(2); γ(2))}, (3.6)

◦
V γ(1),γ(2) (ω̄(1,2)) = {y = (y1(x), y2(x)) ∈ W 1

2 (ω̄
(1); γ(1))×W 1

2 (ω̄
(2); γ(2))}, (3.7)

∥y∥2◦
H

γ(1),γ(2)

=
2∑

k=1

∥yk∥2L2(ω̄(k);γ(k)), ∥y∥2◦
V

γ(1),γ(2)

=
2∑

k=1

∥∇yk∥2 + ∥[y]∥2L2(γS)
. (3.8)

Çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (2.11), (2.1)-(2.10) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñëåäó-
þùèå ðàçíîñòíûå àïïðîêñèìàöèè: ìèíèìèçèðîâàòü ñåòî÷íûé ôóíêöèîíàë

Jh(Φh) =
∑

x∈ω̄(1)

|y(x; Φh)− u
(1)
0h |

2~1~2 = ∥y(x; Φh)− u
(1)
0h ∥

2
L2(ω̄(1)), (3.9)

ïðè óñëîâèÿõ, ÷òî ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ y(x) ≡ y(x,Φh) = (y1(x,Φh), y2(x,Φh)) ∈
◦
V γ(1),γ(2)

(ω̄(1,2)) , íàçûâàåìàÿ ðåøåíèåì ðàçíîñòíîé êðàåâîé çàäà÷è (ðàçíîñòíîé ñõåìîé) äëÿ çàäà÷è

(2.1)-(2.3), óäîâëåòâîðÿåò äëÿ ëþáîé ñåòî÷íîé ôóíêöèè v(x) = (v1(x), v2(x)) ∈
◦
V γ(1),γ(2)
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(ω̄(1,2)) ñóììàòîðíîìó òîæäåñòâó

Qh(y, v) =

{∑
ω
(1)+
1

∑
ω2

b
(1)
1h (Φ1h(x1, x2))y1x̄1v1x̄1h1h2 +

(∑
ω
(1)
1

∑
ω+
2

b̃
(1)
1h (Φ1h(x1, x2))y1x̄1v1x̄1h1h2+

+
1

2

∑
ω+
2

b̃
(1)
1h (Φ1h(ξ, x2))y1x̄2(ξ, x2)v1x̄2(ξ, x2)h1h2

)}
+

+

{∑
ω
(2)+
1

∑
ω2

b
(2)
2h (Φ2h(x1, x2))y2x̄1v2x̄1h1h2+

+

(∑
ω
(2)
1

∑
ω+
2

b̃
(2)
2h (Φ2h(x1, x2))y2x̄2v2x̄2h1h2 +

1

2

∑
ω+
2

b̃
(2)
2h (Φ2h(ξ, x2))y2x̄2(ξ, x2)v2x̄2(ξ, x2)h1h2

)
+

+

{(∑
ω(1)

d1h(x)q1(y1(x))v1(x)h1h2 +
1

2

∑
ω2

d1h(ξ, x2)q1(y1(ξ, x2))v1(ξ, x2)h1h2

)
+

+

(∑
ω(2)

d2h(x)q2(y2(x))v2(x)h1h2 +
1

2

∑
ω2

d2h(ξ, x2)q2(y2(ξ, x2))v2(ξ, x2)h1h2

)}
+

+
∑
ω2

θh(x2)[y(ξ, x2)] · [v(ξ, x2)]h2 ={(∑
ω(1)

f1h(x)v1(x)h1h2+ =
1

2

∑
ω2

f1h(ξ, x2)v1(ξ, x2)h1h2

)
+

+

(∑
ω(2)

f2h(x)v2(x)h1h2 +
1

2

∑
ω2

f2h(ξ, x2)v1(ξ, x2)h1h2

)}
= lh(v),

(3.10)
à ñåòî÷íûå óïðàâëåíèÿ Φh(x) ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó äîïóñòèìûõ ñåòî÷íûõ óïðàâëåíèé

Uh = U1h × U2h ⊂ W 1
∞(ω̄(1))×W 1

∞(ω̄(2)) = Bh (3.11)

è ñîñòîÿò èç ïàð

Φh(x) =

{
Φ1h(x), x ∈ ω̄(1);
Φ2h(x), x ∈ ω̄(2),

(3.12)

Φph(x)(x) ∈ Uph =
{
Φph(x) ∈ W 1

∞(ω̄(p)) = Bph : 0 < νp ≤ Φph(x) ≤ ν̄p, x ∈ ω̄(p),

|Φphx1(x)| ≤ R(1)
p , x ∈ ω

(p)−
1 × ω̄2, |Φphx2(x)| ≤ R(2)

p , x ∈ ω
(p)
1 × ω̄−

2

}
, p = 1, 2,

(3.13)

ãäå B1h = W 1
∞(ω̄(1)) , B2h = W 1

∞(ω̄(2)) � ïðîñòðàíñòâà ñåòî÷íûõ óïðàâëåíèé Φ1h(x) ,
Φ2h(x) , çàäàííûõ íà ñåòêàõ ω̄(1) , ω̄(2) ñ íîðìàìè

∥Φ1h(x)∥W 1
∞(ω̄(1)) = max

ω̄(1)
|Φ1h(x)|+ max

ω
(1)−
1 ×ω̄2

|Φ1hx1(x)|+ max
ω̄
(1)
1 ×ω−

2

|Φ1hx2(x)|,

∥Φ2h(x)∥W 1
∞(ω̄(2)) = max

ω̄(2)
|Φ2h(x)|+ max

ω
(2)−
1 ×ω̄2

|Φ2hx1(x)|+ max
ω̄
(2)
1 ×ω−

2

|Φ2hx2(x)|,
(3.14)

ñîîòâåòñòâåííî. Çäåñü

b
(1)
1h (Φ1h(x1, x2)) =

Φ
(−12)
1h (x) + Φ

(−11,−12)
1h (x) + Φ

(+12)
1h (x) + Φ

(−11,+12)
1h (x)

4
,

b̃
(1)
1h (Φ1h(x1, x2)) =

Φ1h(x) + Φ
(−12)
1h (x)

2
,

b
(2)
2h (Φ2h(x1, x2)) =

Φ
(−12)
2h (x) + Φ

(−11,−12)
2h (x) + Φ

(+12)
2h (x) + Φ

(−11,+12)
2h (x)

4
,

b̃
(2)
2h (Φ2h(x1, x2)) =

Φ2h(x) + Φ
(−12)
2h (x)

2
,

(3.15)
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Φ
(−11,−12)
1h (x) = Φ1h(x1 − h1, x2 − h2) , Φ

(−12)
1h (x) = Φ1h(x1, x2 − h2) , Φ

(−11,+12)
1h (x) = Φ1h(x1 −

h1, x2 + h2) , Φ
(+12)
1h (x) = Φ1h(x1, x2 + h2) , Φ

(−11,−12)
2h (x) = Φ2h(x1 − h1, x2 − h2) , Φ

(−12)
2h (x) =

Φ2h(x1, x2−h2) , Φ(−11,+12)
2h (x) = Φ2h(x1−h1, x2+h2) , Φ(+12)

2h (x) = Φ1h(x1, x2+h2) , à dαh(x) ,
α = 1, 2 , θh(x2) , fαh(x) , α = 1, 2 , u(1)0h (x) � ñåòî÷íûå àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé dα(r) ,
α = 1, 2 , θ(r2) , fα(r) , α = 1, 2 , u(1)0 (r) , îïðåäåëÿåìûå ÷åðåç óñðåäíåíèÿ ïî Ñòåêëîâó:

dαh(x) =
1

h1h2

∫∫
e(α)(x)

dα(r1, r2) dr1dr2, x ∈ ω(α), α = 1, 2;

d1h(ξ, x2) =
2

h1h2

ξ∫
ξ−0.5h1

∫
e2(x2)

d1(r1, r2) dr1dr2, x2 ∈ ω2,

d2h(ξ, x2) =
2

h1h2

ξ+0.5h1∫
ξ

∫
e2(x2)

d2(r1, r2) dr1dr2, x2 ∈ ω2,

f1h(x) =
1

h1h2

∫∫
e(1)(x)

f1(r1, r2) dr1dr2, x2 ∈ ω
(1)
1 ,

f1h(ξ, x2) =
2

h1h2

ξ∫
ξ−0.5h1

∫
e2(x2)

f1(r1, r2) dr1dr2, x2 ∈ ω2;

f2h(x) =
1

h1h2

∫∫
e(2)(x)

f2(r1, r2) dr1dr2, x ∈ ω(2),

f2h(ξ, x2) =
2

h1h2

ξ+0.5h1∫
ξ

∫
e2(x2)

f2(r1, r2) dr1dr2, x2 ∈ ω2;

θh(x2) =
1

h2

∫
e2(x2)

θ(r2) dr2, x2 ∈ ω2; u
(1)
0h (x) =

1

~1~2

∫∫
e(1)(x)

u
(1)
0 (r1, r2) dr1dr2, x ∈ ω̄(1).

(3.16)

Çäåñü óñðåäíåíèÿ áåðóòñÿ ïî ýëåìåíòàðíûì ÿ÷åéêàì [10].

Ò å î ð å ì à 3.1. Çàäà÷à î íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû (3.10) ïðè ëþ-
áîì ôèêñèðîâàííîì óïðàâëåíèè Φh ∈ Uh îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà, ïðè÷åì ñïðàâåäëèâà
àïðèîðíàÿ îöåíêà

∥y(x; Φh)∥ ◦
V

γ(1),γ(2)
(ω̄(1,2))

≤M
2∑

k=1

∥fkh(x)∥L2(ω(k))∪γS = M̂, ∀Φh ∈ Uh, (3.17)

ãäå M = Const > 0 .

Ò å î ð å ì à 3.2. Äëÿ êàæäîãî h > 0 ñóùåñòâóåò ïî êðàéíå ìåðå îäíî îïòèìàëü-
íîå óïðàâëåíèå Φh∗ ∈ Uh â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåòî÷íûõ (ðàçíîñòíûõ) ýêñòðåìàëüíûõ
çàäà÷ (3.9)-(3.16), ò.å. Jh∗ = inf{Jh(Φh) : Φh ∈ Uh} > −∞ , Uh∗ = {Φh∗ ∈ Uh : Jh(Φh∗) =
Jh∗} ̸= ∅ .

4. Àïðèîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè è ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ñåòî÷-
íûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ïî ñîñòîÿíèþ

Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó u(r; g) � ðåøåíèåì ïðÿìîé çàäà÷è (2.1)-(2.3) ñ ðàçðûâíûìè
êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèåì è y(x,Φh) = (y1(x,Φh), y2(x,Φh)) � ðåøåíèåì àïïðîêñèìè-
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ðóþùåé åå ðàçíîñòíîé çàäà÷è ñîñòîÿíèÿ (3.10) ïðè h → 0 , äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ
óïðàâëåíèé g ∈ U è Φh ∈ Uh , ãäå U è Uh � ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé â çàäà÷àõ
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (2.11), (2.1)-(2.10) è (3.9)-(3.16) ñîîòâåòñòâåííî.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèé ïî ñîñòîÿíèþ.

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïóñòü g ∈ U è Φh ∈ Uh � ïðîèçâîëüíûå óïðàâëåíèÿ, à u(r; g)
è y(x,Φh) � ñîîòâåòñòâóþùèå èì ðåøåíèÿ çàäà÷ ñîñòîÿíèÿ â ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷àõ
(2.11), (2.1)-(2.10) è (3.9)-(3.16). Òîãäà äëÿ ëþáûõ h > 0 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåí-
êà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà ñåòîê ïî ñîñòîÿíèþ äëÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (2.11),
(2.1)-(2.10):

∥y(x,Φh)− u(x; g)∥ ◦
V

γ(1),γ(2)
(ω̄(1,2))

≤ C

{
|h|
[ 2∑
α=1

(
∥kα∥L∞(Ωα) + Lqα∥dα∥L∞(Ωα)

)
×

×∥uα∥W 2
2 (Ωα) + ∥θ∥L∞(0,lα)

2∑
α=1

∥uα∥W 2
2 (Ωα)

]
+

+
2∑

α=1

(∥∥∥∥b(α)αh (Φαh(x1, x2))−
1

h2

∫
e2(x2)

kα(x1 − 0.5h1, r2) dr2

∥∥∥∥
L∞(ω

(α)+
1 )×ω2

+

+

∥∥∥∥b̃(α)αh (Φαh(x1, x2))−
1

h1

∫
e
(α)
1 (x1)

kα(r1, x2 − 0.5h2) dr1

∥∥∥∥
L∞(ω

(α)
1 )×ω+

2

)
∥uα∥W 2

2 (Ωα)+

+

∥∥∥∥b̃(1)1h (Φ1h(ξ, x2))−
2

h1

ξ∫
ξ−0.5h1

k1(r1, x2 − 0.5h2) dr1

∥∥∥∥
L∞(ω+

2

∥u1∥W 2
2 (Ω1)

+

∥∥∥∥b̃(2)2h (Φ2h(ξ, x2))−
2

h1

ξ+0.5h1∫
ξ

k2(r1, x2 − 0.5h2) dr1

∥∥∥∥
L∞(ω+

2

∥u2∥W 2
2 (Ω1)

}
.

(4.1)

5. Îöåíêè ïîãðåøíîñòè ñåòî÷íîãî ôóíêöèîíàëà è ñêîðîñòè ñõð-
äèìîñòè ñåòî÷íûõ àïïðîêñèìàöèé ïî ôóíêöèîíàëó, ñõîäèìîñòü
ïî óïðàâëåíèþ. Ðåãóëÿðèçàöèÿ àïïðîêñèìàöèé

Äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ñåòî÷íûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (3.9)-
(3.16) ïî ôóíêöèîíàëó è óïðàâëåíèþ íåîáõîäèìî, ïðåæäå âñåãî, óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó
ôóíêöèîíàëàìè Jh(Φh) è J(g) ýêòðåìàëüíûõ çàäà÷ (3.9)-(3.16) è (2.11), (2.1)-(2.10), äëÿ
ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ óïðàâëåíèé Φh ∈ Uh è g ∈ U , è ëþáûõ h > 0 .

Îöåíêó ïîãðåøíîñòè ôóíêöèîíàëà Jh(Φh) ýêòðåìàëüíîé çàäà÷è (3.9)-(3.16) óñòàíàâ-
ëèâàåò

Ò å î ð å ì à 5.1. Äëÿ ëþáûõ óïðàâëåíèé g ∈ U è Φh ∈ Uh ýêñòðåìàëüíûõ çà-
äà÷ (2.11), (2.1)-(2.10) è (3.9)-(3.16) ñîîòâåòñòâåííî è ëþáûõ h > 0 äëÿ ïîãðåøíîñòè
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ñåòî÷íîãî ôóíêöèîíàëà Jh(Φh) ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (3.9)-(3.16) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|J(g)− Jh(Φh)| = |I(u(r; g))− Ih(y(x; Φh))| ≤

≤M

{
|h|+

2∑
α=1

[∥∥∥∥ 1

h2

∫
e2(x2)

kα(x1 − 0.5h1, r2) dr2 − b
(α)
αh (Φαh(x1, x2))

∥∥∥∥
L∞(ω

(α)+
1 )×ω2

+

+

∥∥∥∥ 1

h2

∫
e
(α)
1 (x1)

kα(r1, x2 − 0.5h2) dr1 − b̃
(α)
αh (Φαh(x1, x2))

∥∥∥∥
L∞(ω

(α)
1 ×ω+

2 )

]
+

+

∥∥∥∥ 2

h1

ξ∫
ξ−0.5h1

k1(r1, x2 − 0.5h2) dr1 − b̃
(1)
1h (Φ1h(ξ, x2))

∥∥∥∥
L∞(ω+

2 )

+

+

∥∥∥∥ 2

h1

ξ+0.5h1∫
ξ

k2(r1, x2 − 0.5h2) dr1 − b̃
(2)
2h (Φ2h(ξ, x2))

∥∥∥∥
L∞(ω+

2 )

}
.

(5.1)

ãäå M = Const > 0 , íå çàâèñÿùàÿ îò h , y , u , Φh , g .

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ (2.11), (2.1)-(2.10) ïî ôóíêöèîíàëó è óïðàâëåíèþ ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ðàçíîñòíûõ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè (3.9)-(3.16), çàâèñÿùèõ îò øàãà h = (h1, h2) ñåòêè ω̄ =
ω̄(1) ∪ ω̄(2) = ω̄(1,2) ⊂ Ω̄1 ∪ Ω̄2 ïðè |h| → 0 .

Ò å î ð å ì à 5.2. Ïóñòü J∗ è Jh∗ � íèæíèå ãðàíè ôóíêöèîíàëîâ J(g) è Jh(Φh)
â çàäà÷àõ (2.11), (2.1)-(2.10) è (3.9)-(3.16) ñîîòâåòñòâåííî. Ñåìåéñòâî ñåòî÷íûõ çàäà÷
(3.9)-(3.16), çàâèñÿùèõ îò øàãà h = (h1, h2) ñåòêè ω̄(1,2) = ω̄(1)∪ ω̄(2) ⊂ Ω̄1∪ Ω̄2 ïðè |h| →
0 àïïðîêñèìèðóåò èñõîäíóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó (2.11), (2.1)-(2.10) ïî ôóíêöèîíàëó,
ò.å. lim Jh∗ = J∗ ïðè |h| → 0 , è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

|Jh∗ − J∗| ≤M |h|. (5.2)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïðè êàæäîì h = (h1, h2) è ñîîòâåòñòâóþùåé ñåòêå ω̄ = ω̄h =
ω̄(1) ∪ ω̄(2) ñ ïîìîùüþ êàêîãî-ëèáî ìåòîäà ìèíèìèçàöèè ïîëó÷åíî ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå
Jh∗ + ϵh íèæíåé ãðàíè Jh∗ ôóíêöèîíàëà Jh(Φh) íà Uh â çàäà÷å (3.9)-(3.16) è íàéäåíî
ñåòî÷íîå óïðàâëåíèå Φhϵh(x) ∈ Uh , äàþùåå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.9)-(3.16) â
ñëåäóþùåì ñìûñëå:

Jh∗ ≤ Jh(Φhϵh) ≤ Jh∗ + ϵh, Φhϵh ∈ Uh, (5.3)

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϵh} òàêîâà, ÷òî ϵh ≥ 0 è ϵh → 0 ïðè |h| → 0 .
Âîçíèêàåò âîïðîñ, ìîæíî ëè ïðèíÿòü ñåòî÷íîå óïðàâëåíèå Φhϵh(x) ∈ Uh èç (5.3) â

êà÷åñòâå íåêîòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ çàäà÷è (2.11), (2.1)-(2.10).

Ò å î ð å ì à 5.3. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòî÷íûõ óïðàâëåíèé {Φhϵh(x) ⊂
Uh} îïðåäåëåíà èç óñëîâèé (5.3). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïðàâëåíèé {FhΦhϵh(r)} ,
ãäå Fh : Hh → H � êóñî÷íî-ëèíåéíûå âîñïîëíåíèÿ ñåòî÷íûõ óïðàâëåíèé, ÿâëÿåò-
ñÿ ìèíèìèçèðóþùåé äëÿ ôóíêöèîíàëà J(g) èñõîäíîé çàäà÷è (2.11), (2.1)-(2.10), ò.å.
lim J(FhΦhϵh) = J∗ ïðè |h| → 0 è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

0 ≤ J(FhΦhϵh)− J∗ ≤ C|h|+ ϵh. (5.4)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {FhΦhϵh(r)} ñëàáî â H =W 1
2 (Ω1)×W 1

2 (Ω2) ñõîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó
U∗ ̸= ∅ îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé èñõîäíîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (2.11), (2.1)-(2.10).
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Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñèëüíîé ñõîäèìîñòè â H = W 1
2 (Ω1) × W 1

2 (Ω2) ïî àðãóìåíòó
(óïðàâëåíèþ) ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé (3.9)-(3.16). Áóäåì äîïóñêàòü, ÷òî âû÷èñëåíèÿ
ñåòî÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ Jh(Φh) âåäóòñÿ ïðèáëèæåííî, êàê â ñèëó ïðèáëèæåííîé èñõîäíîé
èíôîðìàöèè, òàê è â ñèëó òîãî, ÷òî ñ÷åò âåäåòñÿ ñ îêðóãëåíèÿìè, òàê ÷òî âìåñòî ôóíöè-
îíàëà Jh(Φh) , ôàêòè÷åñêè èñïîëüçóåòñÿ ïðèáëèæåííûé ôóíêöèîíàë Jhδh(Φh) , êîòîðûé
ñâÿçàí ñ Jh(Φh) ñîîòíîøåíèÿìè

Jhδh(Φh) = Jh(Φh) + θδh(Φh), |θδh(Φh)| ≤ δh, ∀Φh ∈ Uh, δh → +0 ïðè |h| → 0. (5.5)

Äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè ñåìåéñòâà ñåòî÷íûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ (3.9)-(3.16) ââåäåì íà U
ôóíêöèîíàë-ñòàáèëèçàòîð Ω(g) = ∥g∥2H = ∥g∥2

W 1
2 (Ω1)×W 1

2 (Ω2)
, g ∈ U , è åãî ñåòî÷íûé àíàëîã

Ω(Φh) = ∥Φh∥2Hh
= ∥Φh∥2W 1

2 (ω̄1)×W 1
2 (ω̄2)

, Φh ∈ Uh . Ïðè êàæäîì h = (h1, h2) ðàññìîòðèì íà

Uh ñåòî÷íûé ôóíêöèîíàë Òèõîíîâà çàäà÷è (3.9)-(3.16): Thδhαh
(Φh) = Jhδh(Φh)+αhΩh(Φh) ,

Φh ∈ Uh , ãäå {αh} � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ñõîäÿùàÿñÿ
ê íóëþ ïðè |h| → 0 . Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà Thδhαh

(Φh) íà
Uh : ïðè êàæäîì h = (h1, h2) îïðåäåëèì ñåòî÷íîå óïðàâëåíèå Φ̂h = Φhδhαhνh(x) ∈ Uh ,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

Thδhαh∗ = inf{Thδhαh
(Φh) : Φh ∈ Uh} ≤ Thδhαh

(Φ̂h) ≤ Thδhαh∗ + νh, (5.6)

ãäå νh ≥ 0 è νh → +0 ïðè |h| → 0 . Ââåäåì ìíîæåñòâî Ω -íîðìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (2.11), (2.1)-(2.10): U∗∗ = {g∗∗ ∈ U∗ : Ω(g∗∗) = inf{Ω(g∗) : g∗ ∈
U∗} = Ω∗} . Òàê êàê ôóíêöèîíàë Ω(g) ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ñòàáèëèçàòîðîì â H çàäà÷è
(2.11), (2.1)-(2.10) è ôóíêöèîíàëû J(g) è Ω(g) � ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó íà U â ñëàáîé
òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà H =W 1

2 (Ω1)×W 1
2 (Ω2) , òî U∗∗ ̸= ∅ [1].

Ò å î ð å ì à 5.4. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòî÷íûõ óïðàâëåíèé {Φ̂h} ⊂ Uh

îïðåäåëåíà èç óñëîâèé (5.6). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïðàâëåíèé {FhΦ̂h(r)} ⊂ Uh ÿâ-
ëÿåòñÿ ìèíèìèçèðóþùåé äëÿ ôóíêöèîíàëà J(g) èñõîäíîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (2.11),
(2.1)-(2.10), ò.å. lim J(FhΦ̂h) = J∗ ïðè |h| → 0 è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìî-
ñòè

0 ≤ J(FhΦ̂h)− J∗ ≤M [|h|+ νh + δh + αh]. (5.7)

Åñëè, êðîìå òîãî, ïàðàìåòðû νh , δh , αh ñîãëàñîâàíû ñ |h| òàê, ÷òî νh, δh, αh → +0 ïðè
|h| → 0 è (|h|+νh+δh)/αh → 0 ïðè |h| → 0 , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {FhΦ̂h} ñèëüíî ñõî-
äèòñÿ â H ê ìíîæåñòâó Ω -íîðìàëüíûõ (â ñìûñëå ìèíèìàëüíîé íîðìû) îïòèìàëüíûõ
óïðàâëåíèé U∗∗ çàäà÷è (2.11), (2.1)-(2.10).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå ìåòîäèêè èç [1], [32] è îïèðàåòñÿ íà ïîëó-
÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû.

Ç à ì å ÷ à í è å 5.1. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íå çàâèñÿò îò ñïîñîáà ðåøåíèÿ
ðàçíîñòíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (3.9)-(3.16).
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Grid approximation of optimal control problems for
semilinear elliptic equations with discontinuous coe�cients
and solutions, with o�ces in the coe�cients of the highest
derivatives
c⃝ F. V. Lubyshev3, M. E. Fairuzov4

Abstract. Discusses and examines the mathematical formulation of nonlinear optimal control
problems for semilinear elliptic equations with discontinuous coe�cients and solutions, with o�ces
in the coe�cients of the highest derivatives. Built di�erence approximation of extremal problems,
establish estimates of the accuracy of the approximations on the condition and functionality, proved
weak convergence of approximations. Held regularization approximations on Tikhonov.
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ÓÄÊ 621.383.4, 621.382.2.3

Èñêàæåíèÿ, âîçíèêàþùèå ïðè âîññòàíîâëåíèè
âûñîêî÷àñòîòíûõ îïòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ
ôîòîïðèåìíèêîì, èçãîòîâëåííîì íà îñíîâå
êðèñòàëëè÷åñêîãî êðåìíèÿ, ëåãèðîâàííîãî èíäèåì
c⃝ Å. Â. Íèêèøèí1, Ñ. Ì. Ìóðþìèí2, Å. Å. Ïåñêîâà3

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ïðîâåäåíû òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ èñêàæåíèé âîññòàíîâëåííîãî
ïî ôîòîòîêó âûñîêî÷àñòîòíîãî îïòè÷åñêîãî ñèãíàëà. Ðàñ÷åòû ñäåëàíû äëÿ ôîòîðåçèñòîðà ñ
ðåêîìáèíàöèîííûìè öåíòðàìè èíäèÿ (In). Èñïîëüçîâàíû ïàðàìåòðû õàðàêòåðíûå äëÿ êðè-
ñòàëëè÷åñêîãî êðåìíèÿ. Îïðåäåëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ÷àñòîòíûå è ôàçîâûå èñêàæåíèÿ
ìàëû.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåõàíèçìû ðåêîìáèíàöèè, ôîòîïðîâîäèìîñòü, êðåìíèé, èíäèé, ïåðèî-
äè÷åñêîå âîçáóæäåíèå, ÷àñòîòíûå èñêàæåíèÿ, ôàçîâûå èñêàæåíèÿ

Ïðè îñâåùåíèè ðåçèñòîðà (ôîòîäèîäà) âèä îòêëèêà íà âîçáóæäåíèå, ïðîÿâëÿþùèéñÿ
â âèäå èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè íîñèòåëåé çàðÿäà (ýëåêòðîíîâ è äûðîê), êàê ïðàâèëî, íå
ïîâòîðÿåò ôîðìó ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ. Òî åñòü çàâèñèìîñòè èíòåíñèâíîñòè âîçáóæäàþ-
ùåãî èçëó÷åíèÿ ( J = J(t) ) è çàâèñèìîñòè êîíöåíòðàöèé íåðàâíîâåñíûõ íîñèòåëåé (ÊÍÍ)
çàðÿäà (∆n = ∆n(t) , ∆p = ∆p(t) ) ïðåäñòàâëÿþòñÿ ðàçíûìè ôóíêöèÿìè. Â ðàáîòàõ [1�4]
èçëîæåíà ìåòîäèêà âîññòàíîâëåíèÿ âðåìåííîé çàâèñèìîñòè âûñîêî÷àñòîòíûõ âîçáóæäà-
þùèõ èìïóëüñîâ ïî çàâèñèìîñòÿì òîêà îò âðåìåíè ïðè ïîäà÷å ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ
íà ôîòîðåçèñòîð. Ìåòîäèêà âîññòàíîâëåíèÿ ñåðèè èìïóëüñîâ ðåàëèçóåòñÿ, åñëè èõ ñðåä-
íÿÿ äëèòåëüíîñòü τ ñðàâíèìà èëè ìåíüøå âðåìåíè æèçíè îñíîâíûõ íîñèòåëåé çàðÿäà
max(τn, τp) . Êèíåòèêà ôîòîïðîâîäèìîñòè â ýòîì ñëó÷àå ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò âðå-
ìåí æèçíè ýëåêòðîíîâ è äûðîê è îïðåäåëÿåòñÿ â îñíîâíîì çàâèñèìîñòüþ âåëè÷èíû òåìïà
ãåíåðàöèè îò âðåìåíè (èëè èíòåíñèâíîñòè).

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ îïòè÷åñêîãî ñèãíàëà âîçíèêàþò ðàçëè÷íî-
ãî ðîäà èñêàæåíèÿ: ÷àñòîòíûå, ôàçîâûå, íåëèíåéíûå. Â ðàáîòå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå
èñêàæåíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîòîïðèåìíèêà, èçãîòîâëåííîãî íà îñíîâå
êðèñòàëëè÷åñêîãî êðåìíèÿ ñ ðåêîìáèíàöèîííûìè öåíòðàìè èíäèÿ. Ó÷èòûâàëàñü ìåæ-
çîííàÿ è Îæå - ðåêîìáèíàöèÿ. Óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ çàâèñèìîñòåé êîíöåíòðàöèé
ýëåêòðîíîâ è äûðîê èìåþò âèä [5�7]:

dn

dt
= kβ(1−R)J(ω ·t)−A(pn−n2

i )−Bnn(np−n2
i )−Bpp(np−n2

i )−Nrσn(n(1−f)−n1f), (1.1)

dp

dt
= kβ(1−R)J(ω ·t)−A(pn−n2

i )−Bnn(np−n2
i )−Bpp(np−n2

i )−Nrσp(pf−p1(1−f)), (1.2)

df

dt
= σn(n(1− f)− n1f)− σp(pf − p1(1− f)), (1.3)

1 Äîöåíò êàôåäðû ýêñïåðèìåíòàëüíîé ôèçèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; nikishin57@mail.ru.

2 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè,
Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; korspa@yandex.ru

3 Àññèñòåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìåõà-
íèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; lizanika@mail.ru.
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çäåñü n1 è p1 ÷èñëåííî ðàâíû êîíöåíòðàöèè ýëåêòðîíîâ è äûðîê, êîãäà óðîâåíü Ôåð-
ìè ñîâïàäàåò ñ ïîëîæåíèåì ðåêîìáèíàöèîííîãî öåíòðà èíäèÿ â çàïðåùåííîé çîíå; Nr

� êîíöåíòðàöèÿ ðåêîìáèíàöèîííûõ öåíòðîâ èíäèÿ; σp è σn � âåðîÿòíîñòè çàõâàòà äû-
ðîê è ýëåêòðîíîâ ïðèìåñíûìè öåíòðàìè èíäèÿ; f � âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ýëåêòðîíà
íà ðåêîìáèíàöèîííîì öåíòðå; A � êîýôôèöèåíò ìåæçîííîé ðåêîìáèíàöèè; Bn , Bp �
êîýôôèöèåíòû Îæå-ðåêîìáèíàöèè.

Â ðàáîòå [5] ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ èñêàæåíèé ïðè ðàçëè÷íûõ èíòåíñèâíîñòÿõ âîç-
áóæäàþùåãî èçëó÷åíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå èññëåäîâàíî âëèÿíèå êîíöåíòðàöèè öåíòðîâ èí-
äèÿ íà èñêàæåíèÿ îïòè÷åñêîãî èìïóëüñà âîññòàíîâëåííîãî ïî ýëåêòðè÷åñêîìó èìïóëüñó.
Ìåòîäèêà ðàñ÷åòà àíàëîãè÷íà òîé, êîòîðàÿ ïðèìåíÿëàñü â ðàáîòå [5], ïîýòîìó çäåñü íå
ïðèâîäèòñÿ.

Íåëèíåéíûå èñêàæåíèÿ, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ íåëèíåéíîñòüþ ïðîöåññîâ ïðè îáðàáîòêå
è ïåðåäà÷å ñèãíàëà, â íàøåì ñëó÷àå ñâÿçàíû, â îñíîâíîì, ñ íåëèíåéíûìè çàêîíàìè ðå-
êîìáèíàöèè ýëåêòðîíîâ è äûðîê, êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ñëîæíû [6�9]. Ïðè
âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà max(τnω, τpω) > 1 ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó ìåíåå 1%. Êîýôôèöè-
åíò íåëèíåéíûõ èñêàæåíèé â ýòîé îáëàñòè ÷àñòîò óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì êîíöåíòðàöèè
öåíòðîâ èíäèÿ. Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè ÷àñòîò, ãäå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ îïòè÷åñêîãî èìïóëüñà (èìïóëüñîâ) âëèÿíèåì íåëèíåéíûõ èñêàæåíèé ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ïðè áîëüøèõ ÷àñòîòàõ îïòè÷åñêîãî ñèãíàëà ñèñòåìà
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1�1.3) ëèíåàðèçóåòñÿ [2].

Ïðè âîññòàíîâëåíèè ôîðìû îïòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ àìïëèòóäà âîññòàíîâëåííîãî ñèã-
íàëà áóäåò çàâèñåòü îò ÷àñòîòû, ñ êîòîðîé èçìåíÿåòñÿ èíòåíñèâíîñòü ïàäàþùåãî íà ôî-
òîäàò÷èê ñâåòà. Ïîä êîýôôèöèåíòîì, îïðåäåëÿþùèì ÷àñòîòíûå èñêàæåíèÿ (Y (ωi) ), áó-
äåì ïîíèìàòü îòíîøåíèå àìïëèòóäû èíòåíñèâíîñòè âîññòàíîâëåííîãî ñèãíàëà äëÿ ôèê-
ñèðîâàííîé ÷àñòîòû ( J(ωi) ) ê ìàêñèìàëüíîé àìïëèòóäå èíòåíñèâíîñòè âîññòàíîâëåííîãî
ñèãíàëà (max(J(ω))) â ðàáî÷åé îáëàñòè ÷àñòîò ω [5]. Òàê êàê â ïðåäëîæåííîì ìåòî-
äå èíòåíñèâíîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà ïðîèçâîäíîé îò ïëîòíîñòè òîêà ÷åðåç ôîòîðåçèñòîð
(J(ωi) ≈ const · j′t(ωi)) è max(J(ω) ≈ const ·max(j′t)) , òî äëÿ Y (ωi) ïîëó÷àåì:

Y (ωi) = max |j′t(ωi · t)|/max[j′t(ω · t)]. (1.4)

Ïðè áîëüøèõ ÷àñòîòàõ ôóíêöèÿ çàâèñèìîñòè èíòåíñèâíîñòè ñâåòà îò âðåìåíè îòëè÷à-
åòñÿ îò çàâèñèìîñòè ôîòîòîêà îò âðåìåíè. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî ñâÿçàíî ñ ÷àñòîòíûìè
èñêàæåíèÿìè, âî âòîðóþ ñ ôàçîâûìè èñêàæåíèÿìè. Ïðè óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû è íåèçìåí-
íîé àìïëèòóäå èíòåíñèâíîñòè ïàäàþùåãî íà ôîòîðåçèñòîð ñâåòà, ïåðåìåííàÿ ñîñòàâëÿþ-
ùàÿ êîòîðîé ìåíÿåòñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó, àìïëèòóäà ïåðåìåííîé ñîñòàâëÿþùåé
ôîòîòîêà óìåíüøàåòñÿ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ÷àñòîòå. Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ
ïðîèçâîëüíîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè èíòåíñèâíîñòè ñâåòà îò âðåìåíè ck(j) è ñîîòâåò-
ñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè ôîòîòîêà ck(j) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì:
ω · ck(j) ≈ const · ck(J) .

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè Y = Y (ω) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîí-
öåíòðàöèé ðåêîìáèíàöèîííûõ öåíòðîâ. Ðàñ÷åòû ïðèâåäåíû â øèðîêîé îáëàñòè ÷àñòîò.
Ïðè óâåëè÷åíèè êîíöåíòðàöèè öåíòðîâ ðåêîìáèíàöèè êîýôôèöèåíò ÷àñòîòíûõ èñêàæå-
íèé äëÿ ôèêñèðîâàííîé ÷àñòîòû óìåíüøàåòñÿ. Ïðè ÷àñòîòàõ, ãäå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
max(τnω, τpω) > 1 , Y (ω) ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó ìåíåå 1% è íå çàâèñèò îò êîíöåíòðàöèè
ðåêîìáèíàöèîííûõ öåíòðîâ èíäèÿ. Ôóíêöèÿ Y = Y (ω) èìååò ýêñòðåìóì, ÷òî îáóñëîâëå-
íî âêëàäîì äûðî÷íîé ïðîâîäèìîñòè, äîëÿ êîòîðîé óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû.
Ïðè áîëüøèõ ÷àñòîòàõ çíà÷åíèå Y ïðèáëèæàåòñÿ ê åäèíèöå.
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà ÷àñòîòíûõ èñêàæåíèé îò êîíöåíòðàöèè ðåêîìáèíàöèîííûõ

öåíòðîâ ïðè Q = 1020ñì−3ñ−1 , n = 1011ñì−3 : 1−Na = 1017ñì−3ñ−1 ; 2−Na = 8 · 1016ñì−3ñ−1 ;

3−Na = 4 · 1016ñì−3ñ−1 ; 4−Na = 2 · 1016ñì−3ñ−1 .

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ñäâèãà ôàç ìåæäó èìïóëüñîì âîçáóæäåíèÿ, ïåðå-
ìåííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ êîòîðîãî ìåíÿåòñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó, è âîññòàíîâëåííîãî,
êîòîðûé ïî ôîðìå áëèçîê ê ãàðìîíè÷åñêîìó èìïóëüñó, ÷òî ñâÿçàíî ñ ìàëîñòüþ êîýôôè-
öèåíòà íåëèíåéíûõ èñêàæåíèé. Âîññòàíîâëåííûé èìïóëüñ îòñòàåò ïî ôàçå îò âîçáóæäàþ-
ùåãî èìïóëüñà. Ýêñòðåìóì ôóíêöèè ñâÿçàí ñ îòíîñèòåëüíûì (ïî ñðàâíåíèþ ñ êîíöåíòðà-
öèåé ýëåêòðîíîâ) óâåëè÷åíèåì êîíöåíòðàöèè äûðîê. Ïðè áîëüøèõ ÷àñòîòàõ ∆n = ∆p .
Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà max(τnω, τpω) > 1 , Y (ω) ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó ìåíåå 1%.
Çàâèñèìîñòü ñäâèãà ôàç îò êîíöåíòðàöèè ðåêîìáèíàöèîííûõ öåíòðîâ èíäèÿ ñóùåñòâåííà
ïðè ìàëûõ ÷àñòîòàõ, ãäå ìåòîä íå ðàáîòàåò. Â îáëàñòè ðàáî÷èõ ÷àñòîò (max(τnω, τpω) > 1 )
ϕ óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè óìåíüøåíèè êîíöåíòðàöèè.
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòè ñäâèãà ôàç îò êîíöåíòðàöèè ðåêîìáèíàöèîííûõ öåíòðîâ ïðè

Q = 1020ñì−3ñ−1 , n = 1011ñì−3 : 1−Na = 1017ñì−3ñ−1 ; 2−Na = 8 · 1016ñì−3ñ−1 ;

3−Na = 4 · 1016ñì−3ñ−1 ; 4−Na = 2 · 1016ñì−3ñ−1 .

Äëÿ êà÷åñòâåííîãî âîññòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòè èíòåíñèâíîñòè ñâåòà îò âðåìåíè ïî
çàâèñèìîñòè ôîòîòîêà îò âðåìåíè íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî áîëüøóþ ãëóáèíó àì-
ïëèòóäíîé ìîäóëÿöèè ôîòîòîêà [5]. Ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî åå âåëè÷èíà ïðàêòè÷åñêè
íå çàâèñèò îò êîíöåíòðàöèè ðåêîìáèíàöèîííûõ öåíòðîâ è ïî âåëè÷èíå äîñòàòî÷íà äëÿ
âîññòàíîâëåíèÿ îïòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ äî ÷àñòîò âïëîòü äî 1 ÃÃö. Ãëóáèíó àìïëèòóäíîé
ìîäóëÿöèè ôîòîòîêà óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû (ðèñ. 3).
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòè ãëóáèíû ìîäóëÿöèè îò êîíöåíòðàöèè ðåêîìáèíàöèîííûõ öåíòðîâ ïðè

Q = 1020ñì−3ñ−1 , n = 1011ñì−3 : 1−Na = 1017ñì−3ñ−1 ; 2−Na = 8 · 1016ñì−3ñ−1 ;

3−Na = 4 · 1016ñì−3ñ−1 ; 4−Na = 2 · 1016ñì−3ñ−1 .

Òàêèì îáðàçîì, ôîòîäàò÷èê, èçãîòîâëåííûé íà îñíîâå êðèñòàëëè÷åñêîãî êðåìíèÿ ñ
ðåêîìáèíàöèîííûìè öåíòðàìè èíäèÿ, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïåðè-
îäè÷åñêîãî îïòè÷åñêîãî ñèãíàëà, îñíîâíàÿ ÷àñòîòà è ãàðìîíèêè êîòîðîãî ëåæàò â îáëàñòè
÷àñòîò îò 1 ÌÃö äî 1 ÃÃö.
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Ðåãóëÿðèçîâàííûé íåïðåðûâíûé ìåòîä âòîðîãî ïîðÿäêà
äëÿ àêêðåòèâíûõ âêëþ÷åíèé
c⃝ È. Ï. Ðÿçàíöåâà1

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû óðàâíåíèÿ ñ ìíîãîçíà÷íûìè àêêðåòèâíûìè îïåðàòîðàìè â áàíàõî-
âîì ïðîñòðàíñòâå, ðåøåíèÿ êîòîðûõ ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå âêëþ÷åíèÿ. Ñ ïîìîùüþ ðåçîëüâåí-
òû ýòè óðàâíåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì ñ îäíîçíà÷íûìè îïåðàòîðàìè. Äëÿ ïîñòðîåííûõ çà-
äà÷ ïðåäëàãàåòñÿ ðåãóëÿðèçîâàííûé íåïðåðûâíûé ìåòîä âòîðîãî ïîðÿäêà, â íåêîòîðîì êëàññå
áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åãî ñèëüíîé ñõîäèìîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àêêðåòèâíûé îïåðàòîð, äóàëüíîå îòîáðàæåíèå, ðåçîëüâåíòà, íåïðåðûâ-
íûé ìåòîä, ñõîäèìîñòü.

1. Îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ, âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ è ïî-
ñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü X � ðàâíîìåðíî âûïóêëîå è ðàâíîìåðíî ãëàäêîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, X∗

� åãî ñîïðÿæåííîå, ⟨x, y⟩ � çíà÷åíèå ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà x ∈ X∗ íà ýëåìåíòå y ∈
X, Js : X → X∗ � äóàëüíîå îòîáðàæåíèå â X ñ ìàñøòàáíîé ôóíêöèåé µ(t) = ts−1, s ≥ 2,
ïðè s = 2 èìååì íîðìàëèçîâàííîå äóàëüíîå îòîáðàæåíèå J : X → X∗ (ñì. [1], c.65).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð A : X → X îáëàäàåò ñâîéñòâîì îáðàòíîé ñèëüíîé ïñåâäî-
àêêðåòèâíîñòè (ñì. [2])

⟨Js(u− v), Au− Av⟩ ≥M∥Au− Av∥s ∀u, v ∈ X, M > 0, (1.1)

à B : X → 2X � m-àêêðåòèâíîå îòîáðàæåíèå, ò.å. R(γB + E) = X ïðè âñåõ γ > 0, E :
X → X � åäèíè÷íûé îïåðàòîð.

Ðàññìîòðèì â X óðàâíåíèå
Ax+Bx = f (1.2)

ñ ìíîãîçíà÷íûì îïåðàòîðîì, ðåøåíèå êîòîðîãî ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå âêëþ÷åíèÿ

f − Ax ∈ Bx.

Ïóñòü (1.2) èìååò íåïóñòîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé N. Â íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñè-
òåëüíî ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ A è B çàäà÷à ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.2) ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíîé,
ïîýòîìó äëÿ å¼ ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè. Â íàñòîÿùåé
çàìåòêå äëÿ ðåøåíèÿ (1.2) ñòðîèòñÿ íåïðåðûâíûé ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà,
óñòàíàâëèâàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åãî ñèëüíîé ñõîäèìîñòè. Ìåòîäû ïåðâîãî ïîðÿäêà
äëÿ (1.2) èçó÷àëèñü â [2]. Èíòåðåñ ê ìåòîäàì âòîðîãî ïîðÿäêà âûçâàí âîçìîæíîñòüþ ïîëíåå
ó÷åñòü â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ î èñêîìîì ðåøåíèè. Äëÿ óðàâíåíèé
ñ îäíîçíà÷íûìè àêêðåòèâíûìè îïåðàòîðàìè ðåãóëÿðèçîâàííûå ìåòîäû âòîðîãî ïîðÿäêà
èçó÷àëèñü â [3], [4].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð Js îáëàäàåò ñâîéñòâîì

∥Jsu− Jsv∥ ≤ C(R)∥u− v∥σ, σ ∈ (0, 1], ∥u∥ ≤ R, ∥v∥ ≤ R, (1.3)

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåð-
ñèòåò èì. Ð.Å. Àëåêñååâà, Íèæíèé Íîâãîðîä; lryazantseva@applmath.ru
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ãäå C(R) � íåóáûâàþùàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðè R ≥ 0.
Îòìåòèì, ÷òî èç (1.1) ñëåäóåò àêêðåòèâíîñòü îïåðàòîðà A è ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ íåãî

óñëîâèÿ Ëèïøèöà ñ ïîñòîÿííîé L = 1/M, ò. å.

∥Au− Av∥ ≤ 1

M
∥u− v∥ ∀u, v ∈ X. (1.4)

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð A â íàøèõ óñëîâèÿõ íåïðåðûâåí.
Â [2], [5] íà îñíîâàíèè (1) è (1.3) óñòàíîâëåíî íåðàâåíñòâî

⟨Js(v − w), Au− Av⟩ ≤ Cm(R)

M̃
∥u− w∥mσ,

1

s
+

1

m
= 1, σ ∈ (0, 1], (1.5)

ãäå R ≥ max{∥v − w∥, ∥v − u∥}, M̃ = s1/(s−1)M.
Âîïðîñ î ñïðàâåäëèâîñòè (1.3) èññëåäîâàí â [5], ãäå â ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà lp, Lp(G)
(G � îãðàíè÷åííàÿ èçìåðèìàÿ îáëàñòü â Rn ) óñòàíîâëåíû íåðàâåíñòâà âèäà (1.3) ïðè
îïðåäåë¼ííûõ ñîãëàñîâàíèÿõ s è p.

Èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè íåïðåðûâíîãî ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè îïèðàåòñÿ íà óñòàíîâ-
ëåííóþ ñõîäèìîñòü îïåðàòîðíîãî ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè, êîòîðûé äëÿ (1.2) îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì [6]

Ax+Bx+ α(t)x = f, (1.6)

ãäå α(t) � ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðè t ≥ t0 ≥ 0, ïðè÷åì

lim
t→∞

α(t) = 0. (1.7)

Â íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ â [7] äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü (1.6) ïðè âñåõ t ≥ t0,
ò.å. ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò xα(t) ∈ X òàêîé, ÷òî

f − Axα(t)− α(t)xα(t) ∈ Bxα(t) ∀t ≥ 0

èëè
Axα(t) + yα(t) + α(t)xα(t) = f, yα(t) ∈ Bxα(t), (1.8)

è
lim
t→∞

xα(t) = x∗, (1.9)

çäåñü x∗ ∈ N è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì

⟨Js(x∗ − x), x∗⟩ ≤ 0 ∀x ∈ N. (1.10)

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî (1.9), âûïîëíåíû.

2. Íåïðåðûâíûé ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà

Ïîñêîëüêó âñÿêèé ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè äîëæåí áûòü óñòîé÷èâ îòíîñèòåëüíî âîçìóùå-
íèé äàííûõ ðåøàåìîé çàäà÷è, òî ñ÷èòàåì, ÷òî âìåñòî A, B è f èçâåñòíû èõ ïðèáëèæåíèÿ
ñîîòâåòñòâåííî A(t), B(t) è f(t) ïðè t ≥ t0 ≥ 0, êîòîðûå ïðè êàæäîì t ≥ t0 îáëàäàþò
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè :
(I) âåëè÷èíû A(t)u, f(t) íåïðåðûâíû ïî t ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u ∈ X;
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(II) îïåðàòîð A(t) : X → X îáëàäàåò ñâîéñòâîì îáðàòíîé ñèëüíîé ïñåâäîàêêðåòèâíîñòè,
ò. å.

⟨Js(u− v), A(t)u− A(t)v⟩ ≥M s−1∥A(t)u− A(t)v∥s ∀u, v ∈ X, s ≥ 2, M > 0, (2.1)

è
∥A(t)u− Au∥ ≤ h(t)p(∥u∥) ∀u ∈ X; (2.2)

(III) B(t) : X → 2X � m-àêêðåòèâíûé îïåðàòîð, îïåðàòîð B : X → 2X îãðàíè÷åííûé è
m-àêêðåòèâíûé,

rX(Bu,B(t)u) ≤ h̃(t)q(∥u∥) ∀u ∈ X, (2.3)

êðîìå òîãî, ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ {B(t)} îáëàäàåò ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàí-
íîãî ýëåìåíòà v ∈ X è ëþáîãî ÷èñëà ϵ > 0 íàéä¼òñÿ ÷èñëî δ̃(ϵ, v) > 0 òàêîå, ÷òî ïðè
|t1 − t2| < δ̃ äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà y ∈ B(t1)v ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ỹ ∈ B(t2)v òàêîé, ÷òî
∥y − ỹ∥ < ϵ;
(IV) ∥f(t)− f∥ ≤ δ(t).
Çäåñü rX(M1,M2) � õàóñäîðôîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè M1 è M2 èç X (ñì. [1],
ñ. 18), p(θ) è q(θ) � îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè, ò. å. ïåðåâîäÿùèå îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà â
îãðàíè÷åííûå, θ ≥ 0, h(t), h̃(t), δ(t) � íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè, ÿâëÿþùèåñÿ áåñêîíå÷íî
ìàëûìè ïðè t→ ∞.

Îòìåòèì, ÷òî èç (2.1) ñëåäóåò ïðè êàæäîì t ≥ t0 àêêðåòèâíîñòü îïåðàòîðà A(t) è
ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ íåãî óñëîâèÿ Ëèïøèöà (ñðàâíè ñ (1.4))

∥A(t)u− A(t)v∥ ≤ 1

M
∥u− v∥ ∀u, v ∈ X, (2.4)

è ïðåäïîëîæåíèå (2.2) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü èç (2.1) è (2.4) ñâîéñòâà (1.1) è (1.4) îïåðàòîðà
A. Êðîìå òîãî, èç (2.2), (2.3) è îãðàíè÷åííîñòè îòîáðàæåíèé A è B âûòåêàåò îãðàíè÷åí-
íîñòü â ñîâîêóïíîñòè ñåìåéñòâ îïåðàòîðîâ {A(t)} è {B(t)}.

Ïóñòü Iγ(t)B = (γ(t)B+E)−1 � ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà B, γ(t) � ïîëîæèòåëüíàÿ äâàæäû
äèôôåðåíöèðóåìàÿ óáûâàþùàÿ âûïóêëàÿ âíèç ïðè t ≥ t0 ôóíêöèÿ,

lim
t→∞

γ(t) = 0. (2.5)

Òîãäà îò (1.8) ïðèäåì ê óðàâíåíèþ

xα(t) = I
γ(t)
B (xα(t)− γ(t)[Axα(t) + α(t)xα(t)− f ])

ñ îäíîçíà÷íûìè îïåðàòîðàìè.
Äàëåå ôóíêöèþ α(t) äîïîëíèòåëüíî ñ÷èòàåì äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé óáûâàþùåé

è âûïóêëîé âíèç íà [t0,+∞). Î÷åâèäíî, ÷òî ñâîéñòâà ôóíêöèé α(t) è γ(t) ñîõðàíÿþòñÿ
è äëÿ ôóíêöèè β(t) = α(t)γ(t) ïðè t ≥ t0.

Íåïðåðûâíûé ìåòîä âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ïðè ïðèáëèæ¼ííîì
çàäàíèè äàííûõ èìååò âèä ñëåäóþùåé çàäà÷è Êîøè (ñì., íàïðèìåð, [8])

u′′(t) + µu′(t) + u(t) = I
γ(t)
B(t)(u(t)− γ(t)[A(t)u(t) + α(t)u(t)− f(t)]), µ > 0, (2.6)

u(t0) = u0 ∈ X, u′(t0) = u′0 ∈ X, (2.7)

çäåñü è äàëåå Iγ(t)B(t) = (γ(t)B(t) + E)−1.
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Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ýòîé çàäà÷è â êëàññå ôóíêöèé C2[t0,∞) óñòàíàâëèâàåòñÿ
â íàøèõ óñëîâèÿõ òåìè æå ðàññóæäåíèÿìè, ÷òî è â [9], [10] c ïðèìåíåíèåì ðåçóëüòàòîâ
[11], c. 399 � 401.

Èññëåäóåì ñòàáèëèçàöèþ u(t) ïðè t → ∞ ê ðåøåíèþ x∗ óðàâíåíèÿ (1.2), ïðè ýòîì
áóäåì èñïîëüçîâàòü èäåè èç [12], ãë. 2, �10.

Ïóñòü xα(τ) � ðåøåíèå (1.6) ïðè t = τ, ãäå τ � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.
Çíà÷èò, ñîãëàñíî (1.8), âåðíî ðàâåíñòâî

Axα(τ) + yα(τ) + α(τ)xα(τ) = f. (2.8)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ
r(t, τ) = ∥u(t)− xα(τ)∥s/s, (2.9)

òîãäà
r′t(t, τ) = ⟨Js(u(t)− xα(τ)), u

′(t)⟩, (2.10)

r′′tt(t, τ) = ⟨Js(u(t)− xα(τ)), u
′′(t)⟩+

⟨
dJs(u(t)− xα(τ))

dt
, u′(t)

⟩
. (2.11)

Îò (2.6) ïåðåéäåì ê ýêâèâàëåíòíîìó óðàâíåíèþ

u′′(t) + µu′(t) + γ(t)[B(t)(u′′(t) + µu′(t) + u(t)) + A(t)u(t) + α(t)u(t)− f(t)]) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè êàæäîì t ≥ t0 íàéä¼òñÿ ýëåìåíò ξ(t) ∈ B(t)(u′′(t) + µu′(t) + u(t))
òàêîé, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

u′′(t) + µu′(t) + γ(t)[ξ(t) + A(t)u(t) + α(t)u(t)− f(t)] = 0. (2.12)

Òåïåðü, ââåäÿ îáîçíà÷åíèå v(t) = u′′(t) + µu′(t) + u(t), èç (2.12) è (2.8), óìíîæåííîì íà
γ(t), èìååì

⟨Js(v(t) − xα(τ)), u
′′(t) + µu′(t)⟩+ γ(t)[⟨Js(v(t)− xα(τ)), ξ(t)− yα(τ)⟩+

+ ⟨Js(v(t)− xα(τ)), A(t)u(t)− Axα(τ)⟩] + β(τ)⟨Js(v(t)− xα(τ)), u(t)− xα(τ)⟩ =
= α(τ)[γ(t)− γ(τ)]⟨Js(v(t)− xα(τ)), xα(τ)⟩+
+ [β(τ)− β(t)]⟨Js(v(t)− xα(τ)), u(t)⟩+ γ(t)⟨Js(v(t)− xα(τ)), f(t)− f⟩. (2.13)

Äëÿ îöåíêè ñëàãàåìûõ, âõîäÿùèõ â (2.13), áóäåì èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâî (1.3) äóàëüíîãî
îòîáðàæåíèÿ Js. Ïîñêîëüêó îíî âåðíî íà îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâàõ, òî íàì íåîáõîäèìà
îãðàíè÷åííîñòü ∥xα(τ)∥, ∥u(t)∥, ∥u′(t)∥, ∥u′′(t)∥ ïðè t ≥ t0, τ ≥ t0. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì
îãðàíè÷åííîñòü ∥xα(τ)∥, âûòåêàþùóþ èç (1.9). Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ îãðàíè÷åííîñòè îñòàëü-
íûõ ôóíêöèé ñäåëàåì äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå ( ñðàâíè ñ [13]).

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî R > 0 è ëþáîé ôóíêöèè y(t) ∈ C2[t0,∞) ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî

µ∥y′(t)∥2 − ⟨Jy(t), y′(t)⟩+ ⟨Jy′(t), y(t)− I
γ(t)
B(t)(y(t)− γ(t)[A(t)y(t) + α(t)y(t)− f(t)])⟩ ≥ 0

ïðè ∥y(t)∥2 + ∥y′(t)∥2 ≥ R2
0. (2.14)

Òåïåðü, ïîäîáíî [13], èñïîëüçóÿ (1.8), (2.2), (IV), (2.5), (2.6), (2.14) è íåðàñòÿæèìîñòü ðå-
çîëüâåíòû, óáåæäàåìñÿ â ñóùåñòâîâàíèè ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé R1 òàêîé, ÷òî

∥xα(τ)∥ ≤ R1, ∥w(t)∥ ≤ R1, ∥w′(t)∥ ≤ R2, ∥w′′(t)∥ ≤ R3 ∀τ ≥ t0, ∀t ≥ t0. (2.15)
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Ñëåäîâàòåëüíî, èç (2.12) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

∥u′′(t) + µu′(t)∥ ≤ a1γ(t), a1 > 0, t ≥ t0. (2.16)

Âñþäó äàëåå ak � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Òåïåðü íàøà öåëü ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè
èç (2.13) äèôôåðåíöèàëüíîãî íåðàâåíñòâà âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè r(t, τ)
ïðè t ≤ τ, t, τ ∈ [t0,+∞). Äëÿ ýòîãî ïîñëåäîâàòåëüíî îöåíèì ñëàãàåìûå, âõîäÿùèå â
(2.13).
Ïîäîáíî [13] ñ ó÷¼òîì (2.10), (2.11) è ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðà Js ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

⟨Js(v(t)− xα(τ)), u
′′(t) + µu′(t)⟩ ≥ r′′tt(t, τ) + µr′t(t, τ)−

⟨
d(Js(u(t)− xα(τ))

dt
, u′(t)

⟩
. (2.17)

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ (2.3) äëÿ ýëåìåíòà yα(τ) ∈ Bxα(τ) íàéä¼òñÿ ýëåìåíò zα(t, τ) ∈
B(t)xα(τ) òàêîé, ÷òî

∥zα(t, τ)− yα(τ)∥ ≤ h̃(t)q(∥xα(τ)∥) ≤ a2h̃(t), t, τ ≥ t0.

Ïðè çàïèñè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ó÷òåíû ñâîéñòâà ôóíêöèè q(s) è îãðàíè÷åííîñòü
∥xα(τ)∥ ïðè τ ≥ t0. Òåïåðü ñ ó÷åòîì àêêðåòèâíîñòè îïåðàòîðà B(t) è (2.15) èìååì

⟨Js(v(t)− xα(τ)), ξ(t)− yα(τ)⟩ ≥ −a2h̃(t). (2.18)

Ñâîéñòâî (1.5) îïåðàòîðà A, óñëîâèå (2.2) è äîêàçàííûå íåðàâåíñòâà (2.15) îáåñïå÷èâàþò
ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé

⟨Js(v(t)− xα(τ)), A(t)u(t)− Axα(τ)⟩ = ⟨Js(v(t)− xα(τ)), [A(t)u(t)− Au(t)] +

+ [Au(t)− Axα(τ)]⟩ ≥ −a3 [h(t) + ∥u′′(t) + µu′(t)∥mσ] ,
1

m
+

1

s
= 1, σ ∈ (0, 1]. (2.19)

Äàëåå, èñïîëüçóÿ óñëîâèå (1.3), îïðåäåëåíèå (2.9) âåëè÷èíû r(t, τ) , ÷èñëîâîå íåðàâåíñòâî

ab ≤ am

m
+
bs

s
,

1

m
+

1

s
= 1, a > 0, b > 0, (2.20)

è (2.15), èìååì

⟨Js(v(t) − xα(τ)), u(t)− xα(τ)⟩ = ⟨Js(v(t)− xα(τ))− Js(u(t)− xα(τ)), u(t)− xα(τ)⟩+
+ ⟨Js(u(t)− xα(τ)), u(t)− xα(τ)⟩ ≥ ∥u(t)− xα(τ∥s −
− a4∥u′′(t) + µu′(t)∥σ∥u(t)− xα(τ)∥ ≥ (s− 1)r(t, τ)−
− a5∥u′′(t) + µu′(t)∥mσ. (2.21)

Òåïåðü íåðàâåíñòâà (ñì. [12], ñ. 266)

β(t)− β(τ) ≤ β′(t)(t− τ), γ(t)− γ(τ) ≤ γ′(t)(t− τ), t ≤ τ,

óñëîâèÿ (1.7), (2.5), (IV) è îöåíêè (2.15) � (2.19) è (2.21) ïîçâîëÿþò îò (2.13) ïåðåéòè ê
ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó ïðè t ≤ τ

r′′tt(t, τ) + µr′t(t, τ) + (s− 1)β(τ)r(t, τ) ≤
⟨
d(Js(u(t)− xα(τ))

dt
, u′(t)

⟩
+

+ a6

{
γ(t)

[
(γ(t))mσ + δ(t) + h(t) + h̃(t)

]
+

+ β′(t)(t− τ) + α(t)γ′(t)(t− τ)} . (2.22)
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×òîáû óñòàíîâèòü îöåíêó ñâåðõó äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè ïî-
ñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, ñäåëàåì äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî ãåîìåòðèè
ïðîñòðàíñòâà X.

Ïóñòü ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∥∥∥∥dJs(u(t)− xα(τ))

dt

∥∥∥∥ ≤ λ∥u′(t)∥, λ > 0 ∀t ≥ t0. (2.23)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åíèå óêàçàííîé îöåíêè ñâåëîñü ê íàõîæäåíèþ îöåíêè ñâåðõó äëÿ
∥u′(t)∥2 ïðè t ≥ t0.
Âû÷èñëÿÿ çíà÷åíèå ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà Ju′(t) íà ýëåìåíòàõ îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà
(2.12) è èñïîëüçóÿ îãðàíè÷åííîñòü â ñîâîêóïíîñòè êàæäîãî èç ñåìåéñòâ îïåðàòîðîâ {A(t)}
è {B(t)}, ïðåäïîëîæåíèÿ (1.7), (IV) è äîêàçàííûå îöåíêè (2.15), ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

⟨Ju′(t), u′′(t)⟩+ µ⟨Ju′(t), u′(t)⟩ ≤ a7γ(t)∥u′(t)∥.

Îòñþäà (ñì. [13]) èìååì îöåíêó

∥u′(t)∥2 ≤ a8
[
exp(−2µt) + γ2(t)

]
∀t ≥ t0.

Òåïåðü íåðàâåíñòâî (2.22) ïåðåïèøåì â âèäå

r′′tt(t, τ) + µr′t(t, τ) + (s− 1)β(τ)r(t, τ) ≤ a9
{
γ(t)

[
δ(t) + h(t) + h̃(t)

]
+

+β′(t)(t− τ) + [γ(t)]η + exp(−2µt)
}
= a9Γ(t, τ), t ≥ τ, η = max{2, 1 +mσ}.

Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó (ñì. [13], [14])

r(t, τ) ≤ a10

[
exp(k2(τ)t) +

∫ t

t0

Γ(ξ, τ)exp(−k2(τ)(ξ − τ))dξ

]
, t ≤ τ,

çäåñü

k2(τ) = −β(τ)(s− 1)

µ
+ o(β(τ)).

Ïðè t = τ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä

r(τ, τ) ≤ a10

[
exp(k2(τ)τ) +

∫ τ

t0

Γ(ξ, τ)exp(−k2(τ)(ξ − τ))dξ

]
.

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, äåëàåì âûâîä î òîì, ÷òî r(τ, τ) → 0 ïðè τ → ∞,
åñëè (tβ(t))′ > 0 õîòÿ áû ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t,

lim
t→∞

β′(t)

β2(t)
= 0, lim

t→∞

γ(t)[δ(t)|+ h(t) + h̃(t)]

(tβ(t))′
= 0, (2.24)

lim
t→∞

γη(t)

(tβ(t))′
= 0, lim

t→∞

β′(t)

(tβ(t))′′ + [(tβ(t))′]2
= 0. (2.25)

Òåïåðü ñ ó÷¼òîì (1.9) ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ.
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Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü X � ðàâíîìåðíî âûïóêëîå è ðàâíîìåðíî ãëàäêîå áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî, äóàëüíîå îòîáðàæåíèå Js ñ s ≥ 2 îáëàäàåò ñâîéñòâîì (1.3), B : X → 2X

� m-àêêðåòèâíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, A : X → X � îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå,
óðàâíåíèå (1.2) èìååò íåïóñòîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé N, ïðèáëèæ¼ííûå äàííûå (1.2)
A(t), B(t) è f(t) ïðè t ≥ t0 îáëàäàþò ñâîéñòâàìè (I) � (IV). Ïîëîæèòåëüíûå äâà-
æäû äèôôåðåíöèðóåìûå óáûâàþùèå âûïóêëûå âíèç ôóíêöèè α(t) è γ(t) óäîâëåòâîðÿ-
þò óñëîâèÿì (1.7), (2.5). Òîãäà çàäà÷à Êîøè (2.6), (2.7) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
u(t) ∈ C2[t0,∞). Ïóñòü èìåþò ìåñòî (2.14), (2.23), ôóíêöèÿ β(t) = α(t)γ(t) òàêîâà,
÷òî (tβ(t))′ > 0, õîòÿ áû ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t, è îáëàäàåò ñâîéñòâàìè (2.24),
(2.25), òîãäà ïðè ëþáûõ u0 è u′0 èç X u(t) → x∗ ïðè t→ ∞, ãäå x∗ � ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (1.2), îïðåäåëÿåìîå íåðàâåíñòâîì (1.10).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ïîëîæèòåëüíûõ α, γ, δ, h, h̃ ôóíêöèè α(t) = t−α, γ(t) =

t−γ (ò.å. β(t) = t−(α+γ) ), δ(t) = t−δ, h(t) = t−h, h̃(t) = t−h̃ ïðè 0 < α < max{δ, h, h̃}, α <
γ(η− 1), α+ γ < 1 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 2.1. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ ôóíê-
öèé α(t) è γ(t) ñòåïåííîãî òèïà âòîðîå ðàâåíñòâî â (2.24) ïðèíèìàåò âèä êëàññè÷åñêîãî
äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè îïåðàòîðíîãî ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè

lim
t→∞

δ(t) + h(t) + h̃(t)

α(t)
= 0,

à äëÿ ôóíêöèé α(t) è γ(t) ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà α(t) = exp(−αt), γ(t) = exp(−γt)
íàðóøàåòñÿ ïåðâîå ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî â (2.24).

Ç à ì å ÷ à í è å 2.1. Ïîÿñíèì, êàê óñòàíîâëåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îãðàíè÷åí-
íîñòè w(t) è w′(t) íà [t0,∞) â ôîðìå (2.14). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî íåðàâåíñòâî

⟨Jy(t), C(t)y(t)− f(t)⟩ ≥ 0 ∀t ≥ t0 ïðè ∥y(t)∥ ≥ r0 > 0, C(t) : X → X, (2.26)

îáåñïå÷èâàåò îãðàíè÷åííîñòü íà [t0,∞) ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y′(t) + C(t)y(t) = f(t). (2.27)

×òîáû èñïîëüçîâàòü ýòîò ôàêò, îò óðàâíåíèÿ (2.6) áûë ñäåëàí ïåðåõîä ê ñèñòåìå äâóõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, äëÿ êîòîðîé óñëîâèå òèïà (2.26) â ïðîñò-
ðàíñòâå X×X ïðèíÿëî âèä (2.14). Êðîìå òîãî, (2.26) åñòü îäíî èç äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé
ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ C(t)x = f(t) ïðè t ≥ t0 (ñì. [1], ñ.158).

Óðàâíåíèÿ ñ ìíîãîçíà÷íûìè àêêðåòèâíûìè îïåðàòîðàìè èçó÷àëèñü ìíîãî÷èñëåííûìè
àâòîðàìè (ñì., íàïðèìåð, [15], [16] è ïðèâåä¼ííóþ òàì áèáëèîãðàôèþ).
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Second-order regularized continuous method for accretive
inclusions
c⃝ I. P. Ryazantseva2

Abstract. We consider equations with set-valued accretive operators in Banach space, whose
solutions are understood in the sense of inclusion. By using the resolvent, we reduce these equations
to equations with single-valued operators. For the constructed problems, we suggest a regularized
continuous method and obtain su�cient conditions for their strong convergence in some class of
Banach spaces.

Key Words: accretive operator, duality mapping, resolvent, continuous method, convergence
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ÓÄÊ 517.9

Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå è îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé
íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
c⃝ Ä. Â. Ïàøóòêèí1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé íåêî-
òîðîãî êëàññà ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íà áàçå ìåòîäîâ,
ïðåäëîæåííûõ â [1], ïîëó÷åíû íîâûå êëàññû óðàâíåíèé, èìåþùèõ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí-
íûå ðåøåíèÿ è îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâíî-
âåñèå, ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé

1. Ââåäåíèå

Ñðåäè çàäà÷ òåîðèè àñèìïòîòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è îáíàðóæåíèÿ ñâîéñòâ ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé
è ñóùåñòâîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ [1]. Ñâÿçü ýòèõ çàäà÷ äðóã ñ äðóãîì ïðî-
ÿâëÿåòñÿ ïðåæäå âñåãî â ìåòîäàõ èññëåäîâàíèÿ: õîòÿ ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü è íå
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì àñìïòîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, øèðîêèé êëàññ óðàâíåíèé,
îáëàäàþùèõ ñ ýòèì ñâîéñòâîì, óäàåòñÿ ïîëó÷èòü êàê ïîäêëàññ óðàâíåíèé ñ ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åííûìè ðåøåíèÿìè [1].

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

dx

dt
= f(t, x), (1.1)

ãäå f ∈ C([T,+∞)× Rn,Rn) .
Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:
∥.∥ � ïðîèçâîëüíàÿ íîðìà â Rn .
∥.∥C � ðàâíîìåðíàÿ íîðìà â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
x(t : t0, x0) � ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñèñòåìû (1.1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (t0, x0) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. [2] Åñëè äëÿ ëþáîãî C1 > 0 ñóùåñòâóåò C2 ∈ R òàêîå,
÷òî äëÿ ðåøåíèé (1.1) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∥x(t : t0, x0)∥ ≤ C2 <∞

ïðè âñåõ t0 ≥ T , t ≥ t0 , ∥x0∥ ≤ C2 , òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèÿ (1.1) ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åíû.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. [1] Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (1.1) îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì àñèìïîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, åñëè ëþáîå å¼ ðåøåíèå áåñêîíå÷íî ïðîäîëæèìî âïðà-
âî. Ëþáîå ðåøåíèå (1.1) x(t) èìååò ïðåäåë ïðè t → +∞ è äëÿ ëþáîãî C ∈ Rn ñóùå-
ñòâóåò ðåøåíèå x(t) òàêîå, ÷òî x(t) → C ïðè t→ +∞ .

Ñëåäóÿ [1, 2, 3], äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé (1.1) ïðè t→ +∞ îöåíèì íîðìó
ïðàâîé ÷àñòè f(t, x) :

∥f(t, x)∥ ≤ λ(t, ∥x∥). (1.2)

1 Ðóêîâîäèòåëü îòäåëà, ÃÊ ÀÒÎË
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Íà îñíîâå àíàëèçà ðåøåíèé âñïîìîãàòåëüíîãî óðàâíåíèÿ

dz

dt
= λ(t, z), z ≥ 0, t ≥ T. (1.3)

äåëàþòñÿ âûâîäû îá àñèìïîòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ðåøåíèé (1.1).
Â ðàáîòàõ [2, 3] â ôóíêöèÿ λ èìååò âèä

λ(t, α) = φ(t)Ψ(α), (1.4)

ò.å. "ðàçäåëåíà"îòíîñèòåëüíî àðãóìåíòîâ. Íà Ψ íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå∫ +∞

a

1

Ψ(α)
dα = +∞, (1.5)

îãðàíè÷èâàþùåå ñêîðîñòü å¼ ðîñòà ïðè α→ +∞ . Ôóíêöèÿ φ(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:∫ +∞

T

φ(s)ds = c < +∞. (1.6)

Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû è îíà îáëàäàåò ñâîéñòâîì
àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ.

Â [1] äàþòñÿ óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ñè-
ñòåìû (1.1) äëÿ ôóíêöèè λ îáùåãî âèäà. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû óðàâíå-
íèé ñ ñóùåñòâåííûìè íåëèíåéíîñòÿìè, êîãäà ïðåäñòàâëåíèå âèäà (1.4) ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèé (1.5), (1.6) íåâîçìîæíî.

Äëÿ èëëþñòðàöèè õàðàêòåðà óñëîâèé, íàêëàäûâàåìûõ íà λ , ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé
ïðîñòîé ïðèìåð:

dx

dt
=

1

1 + t2
· x

1 + |x| arctg t
, (1.7)

ãäå t ∈ [0,+∞) . Îöåíèì ìîäóëü ïðàâîé ÷àñòè ôóíêöèåé λ :∣∣∣∣ 1

1 + t2
· x

1 + |x| arctg t

∣∣∣∣ ≤ λ(t, |x|).

Âûáðàâ â êà÷åñòâå λ(t, α) = 1
1+t2

α , ëåãêî óáåæäàåìñÿ, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ðàâíî-
ìåðíî îãðàíè÷åíû è îíî îáëàäàåò ñâîéñòâîì àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ([2, 3]).

Ïîïûòàåìñÿ îöåíèòü ïðàâóþ ÷àñòü áîëåå òî÷íî. Ïîëîæèì

λ(t, α) =
1

1 + t2
· α

1 + α arctg t
(1.8)

Ðåçóëüòàòû [2, 3] ïðè òàêîé îöåíêå íåïðèìåíèìû â ïðèíöèïå. Íî ðåçóëüòàòû [1] ïîçâîëÿþò
èññëåäîâàòü óðàâíåíèÿ è ñ îöåíêîé ïðàâîé ÷àñòè òàêîãî òèïà.

Íàïðèìåð, íà âîïðîñ îá îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé â ýòîì ñëó÷àå äàåò îòâåò ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà (â îáîçíà÷åíèÿõ [1] Òåîðåìà 1.2.2).

Ò å î ð å ì à 1.1. ([1, ñ.26]) Ïóñòü:
1) Èíòåãðàë

J(α) =

∫ +∞

T

λ(s, α)ds < +∞

ñóùåñòâóåò ∀α ∈ [0,+∞) è λ(t, α1) ≤ λ(t, α2) , α1 ≤ α2 .
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2) Ïðè íåêîòîðîì a ≥ 0 ∫ +∞

a

dα

J(α)
= +∞.

3) Ôóíêöèÿ

q(t, α) =

∫ t

t0

λ(s, α)

J(α)
ds

èìååò íåïðåðûâíóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ q′α(t, α) ≥ 0 .
Òîãäà ðåøåíèÿ (1.1) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, ò.å.

∥x(t : t0, y0)∥ ≤ c(r) < +∞, ∥x0∥ ≤ r, t ≥ t0, t0 ≥ T.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå.
Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ

V (t, z) = e−q(t,z)

∫ z

a

dα

J(α)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì êðèòåðèÿ Ìèçîõàòû-ßìàãóòè [2] äëÿ óðàâíåíèÿ (1.3), îòêóäà âû-
òåêàåò ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü åãî ðåøåíèé.

Òàê êàê äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1) x(t)

∥x(t)∥ ≤ ∥x0∥+
∫ t

t0

∥f(s, x(s))∥ds ≤ ∥x0∥+
∫ t

t0

λ(s, ∥x(s)∥)ds,

òî íà îñíîâàíèè òåîðåìû îá èíòåãðàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ [4]

∥x(t)∥ ≤ z(t), ∥x0∥ ≤ z0, z(t) = z0 +

∫ t

t0

λ(s, z(s))ds, t0 ≤ t < +∞.

Îòêóäà è âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Äëÿ ôóíêöèè λ âèäà (1.8) ïîëó÷àåì:

J(α) =

∫ +∞

0

1

1 + s2
· α

1 + α arctg s
= ln (

π

2
α + 1);

∫ +∞

1

1

ln (π
2
α + 1)

= +∞;

q(t, α) =
ln (α arctg t+ 1)

ln (π
2
α + 1)

;

q′(t, α) ≥ 0.

Ôóíöèÿ λ íå óáûâàåò ïî âòîðîìó àðãóìåíòó. Îòêóäà ïîëó÷àåì òîò æå âûâîä î ðàâíî-
ìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.7).

Íåñêîëüêî èçìåíèì ïðàâóþ ÷àñòü (1.7) è ðàñìîòðèì óðàâíåíèå

dx

dt
=

1

(1 + t)2
· x

1 + |x|/(1 + t)
. (1.9)

Ñíîâà îöåíèì ïðàâóþ ÷àñòü ôóíêöèåé λ ,∣∣∣∣ 1

(1 + t)2
· x

1 + |x|/(1 + t)

∣∣∣∣ ≤ λ(t, |x|).
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Åñëè â êà÷åñòâå λ âûáðàòü

λ(t, α) =
1

(1 + t)2
α,

òî ïîëó÷èì, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû.
Íî åñëè ñíîâà óòî÷íèòü îöåíêó ïðàâîé ÷àñòè (1.1), âûáðàòü

λ(t, α) =
1

(1 + t)2
α

α/(1 + t) + 1
(1.10)

è ïîïûòàòüñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 1.1., òî îáíàðóæèòñÿ, ÷òî å¼ óñëîâèÿ íå âûïîëíÿ-
þòñÿ.

Äåéñòâèòåëüíî,

J(α) =

∫ +∞

0

λ(s, α)ds = ln (α + 1) < +∞,

α ∈ [0,+∞) . ∫ +∞

0

dα

J(α)
= +∞.

Ôóíêöèÿ λ âîçðàñòàåò ïî âòîðîé ïåðåìåííîé. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü ïîñëåäíåå óñëîâèå.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ:

q(t, α) =

∫ t

t0

λ(s, α)

J(α)
ds = − ln(α/(t+ 1) + 1)− ln(α/(t0 + 1) + 1)

ln(α + 1)
.

Ñîãëàñíî ïîñëåäíåìó óñëîâèþ ýòà ôóíêöèÿ äîëæíà èìåòü íåîòðèöàòåëüíóþ ÷àñòíóþ ïðî-
èçâîäíóþ ïî α . Îäíàêî çäåñü ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ: âñåãäà ìîæíî ïîäîáðàòü äî-
ñòàòî÷íî áîëüøîå α , ïðè êîòîðîì q′α(t, α) < 0 . Äåéñòâèòåëüíî,

q′α(2t0, α) =
1

ln (α + 1)

(
ln (α/(2t0 + 1) + 1)− ln (α/(t0 + 1) + 1)

ln (α + 1)(α + 1)
−

−
(

1

a+ 2t0 + 1
− 1

a+ t0 + 1

))
=

=
1

ln (α + 1)

(
ln ((α/(2t0 + 1) + 1)/(α/(t0 + 1) + 1))

ln (α + 1)(α + 1)
+

+
t0

(a+ 2t0 + 1)(a+ t0 + 1)

)
.

Òàê êàê ln ((α/(2t0 + 1) + 1)/(α/(t0 + 1) + 1)) → − ln 2 ïðè α→ +∞ , à

1

a+ t0 + 1
= o

(
1

ln (α + 1)

)
,

òî q′α(2t0, α) < 0 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì α .
Ïðèìåð ñ îäíîé ñòîðîíû äåìîíñòðèðóåò, ÷òî èçëèøíÿÿ òî÷íîñòü îöåíîê ìîæåò îêàçàòü-

ñÿ âðåäíîé. Ñ äðóãîé óêàçûâàåò íà ñóùåñòâîâàíèå êëàññîâ óðàâíåíèé, äëÿ èññëåäîâàíèÿ
ñâîéñòâà àñèìïîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìû íîâûå òèïû îãðàíè÷åíèé íà
λ .
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2. Ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé

Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó (1.9). Ðàñøèðèòü îáëàñòü äåéñòâèÿ òåîðåìû 1.1. òàê, ÷òîáû çà-
õâàòûâàëèñü â ÷àñòíîñòè ïðèìåðû, ïîäîáíûå óêàçàííîìó, ìîæíî çà ñ÷åò âûáîðà äðóãîé
ôóíêöèè Ëÿïóíîâà è îñëàáëåíèÿ íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèé íà ôóíêöèþ λ .

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ J ∈ C([0,+∞),R) , J(α) > 0 òà-
êàÿ, ÷òî

1) Ïðè íåêîòîðîì a ≥ 0 ∫ +∞

a

dα

J(α)
= +∞.

2) Ôóíêöèÿ

q(t, α) =

∫ +∞

t

λ(s, α)

J(α)
ds

èìååò íåïðåðûâíóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî α , ïðè÷åì

λ(t, α)q′α(t, α) ≤ φ(t),

φ ∈ C([T,+∞),R),
∫ +∞

T

φ(s)ds ≤ c2 < +∞.

Òîãäà ðåøåíèÿ (1.1) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, ò.å.

∥x(t : t0, y0)∥ ≤ c(r) < +∞, ∥x0∥ ≤ r, t ≥ t0, t0 ≥ T.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

V (t, α) =

∫ z

a

dα

J(α)
+

∫ +∞

t

λ(s, α)

J(α)
ds−

∫ t

T

φ(s)ds.

Èç óñëîâèé 1), 3) âûòåêàåò, ÷òî V (t, α) → +∞ ðàâíîìåðíî ïî t , ïðè÷åì äëÿ ïðîèçâîäíîé
V â ñèëó (1.3) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

V̇ (t, α)(1.3) = λ(t, α)q′α(t, α)− ϕ(t) ≤ 0.

Îòêóäà èç êðèòåðèÿ Ìèçîõàòû-ßìàãóòè [2] âûòåêàåò ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü ðåøå-
íèé óðàâíåíèÿ (1.3).

Ïîêàæåì, ÷òî ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé (1.3) âëå÷åò çà ñîáîé îãðàíè÷åí-
íîñòü ðåøåíèé (1.1). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ W (x) = ∥x∥ . Îáîçíà÷èì D+ ïðàâóþ âåðõíþþ
ïðîèçâîäíóþ Äèíè. Òîãäà åñëè x(t) � ðåøåíèå (1.7), òî

D+W (x(t)) = lim
h→0+

∥x(t) + hf(t, x(t))∥ − ∥x(t)∥
h

≤

≤ lim
h→0+

∥x(t) + hf(t, x(t))− x(t)∥
h

= ∥f(t, x(t))∥ ≤ λ(t, x(t)).

Îòêóäà íà îñíîâàíèè òåîðåìû î äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ [4]

∥x(t)∥ ≤ z(t), ∥x(t0)∥ ≤ z0, z(t0) = z0,
dz

dt
= λ(t, z),
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÷òî è îáåñïå÷èâàåò ðàâíîìåðíóþ îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé (1.1). (Çàìåòèì, ÷òî íåóáûâàíèå
ôóíêöèè λ ïî âòîðîìó àðãóìåíòó çäåñü íå òðåáóåòñÿ).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Âûáîð J(α) ïðè èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû 1.1. â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò âûçâàòü îïðåäå-

ëåííûå çàòðóäíåíèÿ. Íî åñëè ïîëîæèòü J(α) =
+∞∫
T

λ(s, α)ds (ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ

èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè), òî ïîëó÷èì îáîáùåíèå òåîðåìû 1.1..

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Ïóñòü:
1) Èíòåãðàë

J(α) =

∫ +∞

T

λ(s, α)ds < +∞

ñóùåñòâóåò ∀α ∈ [0,+∞) è ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî α íà ëþáîì îòðåçêå èç [0,+∞) ,
J(α) > 0

2) Ïðè íåêîòîðîì a ≥ 0 ∫ +∞

a

dα

J(α)
= +∞.

3) Ôóíêöèÿ

q(t, α) =

∫ +∞

t

λ(s, α)

J(α)
ds

èìååò íåïðåðûâíóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî α , ïðè÷åì

λ(t, α)q′α(t, α) ≤ φ(t),

φ ∈ C([T,+∞), R),

∫ +∞

T

φ(s)ds ≤ c2 < +∞.

Òîãäà ðåøåíèÿ (1.1) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, ò.å.

∥x(t : t0, y0)∥ ≤ c(r) < +∞, ∥x0∥ ≤ r, t ≥ t0, t0 ≥ T.

Çàìåòèì, òàê êàê

q(t, α) =

∫ +∞

t

λ(s, α)ds

J(α)
=

=

∫ +∞
T

λ(s, α)ds−
∫ t

T
λ(s, α)ds∫ +∞

T
λ(s, α)ds

= 1−
∫ t

T

λ(s, α)ds

J(α)
,

òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 2) òåîðåìû 1.1. óñëîâèå 3) ñëåäñòâèÿ 2.1. âñåãäà âûïîëíåíî.
Ïðè÷¼ì çäåñü óñëîâèå íåóáûâàíèÿ λ(s, α) çàìåíåíî áîëåå ñëàáûì óñëîâèåì 1). Óñëîâèå 3)
òàêæå îñëàáëåíî.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ïðèìåðà (1.9) ñ îöåíêîé ïðàâîé ÷àñòè (1.10) óñëîâèÿ
ñëåäñòâèÿ 2.1. îêàçûâàþòñÿ âûïîëíåííûìè.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð, äåìîíñòðèðóþùèé èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû 2.1., è äëÿ êîòîðîãî
ðàíåå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íåïðèìåíèìû. Äëÿ óðàâíåíèÿ

dx

dt
= sin2

(
x2

tm

)
, (2.1)

ãäå m ≥ 3 , ïîëîæèì

λ(t, α) = sin2

(
α2

tm

)
, J(α) = α + 1.

Âñå óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ 2.1. âûïîëíåíû è ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû.
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3. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå

Ïåðåéäåì ê âîïðîñó îá àñèìïòîòè÷åñêîì ðàâíîâåñèè ñèñòåìû (1.1). Ïðåäâàðèòåëüíî
äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ë å ì ì à 3.1. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì c ∈ Rn ñåìåéñòâî ôóíê-
öèé F ⊂ C([T,+∞),Rn) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî, ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî è
lim

t→+∞
sup
f∈F

|f(t)− c| = 0 , òîãäà F îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â C([T,+∞),Rn) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 äëÿ F ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ
ε -ñåòü. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó óñëîâèé ëåììû ìîæíî âûáðàòü T1 òàêîå, ÷òî

|f1(t)− f2(t)| < ε (3.1)

äëÿ âñåõ f1, f2 ∈ F , t ∈ [T1,+∞) . Åñëè ðàññìîòðåòü ñåìåéñòâî F , êàê ïîäìíîæåñòâî
ìíîæåñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [T, T1] (ýëåìåíòàìè ýòîãî
ïîäìíîæåñòâà áóäóò ñóæåíèÿ ôóíêöèé èç F íà ïðîìåæóòîê [T1, T2] ), òî ñîãëàñíî òåî-
ðåìå Àðöåëà-Àñêîëè, äëÿ F ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íóþ ε -ñåòü â C([T, T1],Rn) , íî â ñèëó
(3.1) ýòà ε -ñåòü áóäåò ÿâëÿòüñÿ ε -ñåòüþ è äëÿ ôóíêöèé èç F , îïðåäåëåííûõ íà ïðîìå-
æóòêå [T,+∞) , îòêóäà âûòåêàåò îòíîñèòåëüíàÿ êîìïàêòíîñòü F â C([T,+∞),Rn) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1.1) âûïîëíåíû òåîðåìû 2.1., ïðè÷åì èí-
òåãðàë

∫ +∞
T

λ(s, α) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî α íà êàæäîì êîíå÷íîì îòðåçêå, òî ñèñòåìà
(1.1) îáëàäàåò ñâîéñòâîì àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî êàæäîå ðåøåíèå y(t) (1.1) èìååò ïðåäåë.
Áóäåì ñëåäîâàòü ([1], Ñ.26). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñåõ T1 ≤ t1 ≤ t2 < +∞ èìååì

∥y(t1)− y(t2)∥ =

∥∥∥∥∫ t2

t1

y′(s)ds

∥∥∥∥ ≤
∫ +∞

T1

λ(s, ∥y(s)∥)ds.

Òàê êàê äëÿ ∥y(t)∥ ≤M , ïðè âñåõ t , òî èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
∫ +∞
T1

λ(s, α) íà [0,M ]
âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïðèäåëà y(t) ïðè t→ +∞ .

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà y0 ∈ Rn ñóùåñòâóåò ðåøåíèå (1.1) òàêîå,
÷òî

lim
t→+∞

y(t) = y0.

Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû îïåðàòîð L : C([T1,+∞)) → C([T1,+∞)) (T1 ≥ T )

L[y(t)] = y0 −
∫ +∞

t

f(s, y(s))ds

êîððåêòíî îïðåäåëåí. Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå C([T1,+∞)) øàð ðàäèóñà 2∥y0∥ ñ öåí-
òðîì â íóëå:

B = {y|y ∈ C([T1,+∞)), ∥y∥C ≤ 2∥y0∥}.

Èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà
∫ +∞
T

λ(s, α) íà îòðåçêå [0, 2∥y0∥] âûòåêàåò, ÷òî
ìîæíî âûáðàòü T1 òàêîå, ÷òî ∥∥∥∥∫ +∞

t

f(s, y(s))ds

∥∥∥∥ ≤ ∥y0∥
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äëÿ âñåõ y ∈ B . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî L íåïðåðûâåí è îòîáðàæàåò B â ìíîæåñòâî, óäîâëå-
òâîðÿþùåå óñëîâèÿì ëåììû 3.1.. Òîãäà èç òåîðåìû Øàóäåðà âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ó L
íåïîäâèæíîé òî÷êè y1(t) â B , êîòîðàÿ áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì (1.1), ïðè÷åì y1(t) → y0
ïðè t→ +∞ .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.1. Â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 2.1. ñèñòåìà (1.1) îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñíîâà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (2.1). Èç ñëåäñòâèÿ 3.1. ïîëó÷àåì, ÷òî
ýòî óðàâíåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ.
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ÓÄÊ 517.95

Îá îäíîì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè
ôðåäãîëüìà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà
ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì
c⃝ Ò. Ê. Þëäàøåâ 1 Î. Â. Íîâîñåëîâ2

Àííîòàöèÿ. Èçó÷åíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ íåëèíåéíîãî
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åòâåðòîãî ïî-
ðÿäêà ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì. Ñíà÷àëà ìîäèôèöèðîâàí ìåòîä âûðîæäåííîãî ÿäðà èíòåãðàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà äëÿ ñëó÷àÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
Ôðåäãîëüìà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Ïîñëå ðåøåíèÿ ñèñòåìû àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé ïóòåì èíòíåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà âòîðîãî
ðîäà. Äàëåå èñïîëüçîâàí ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé â ñî÷åòàíèè åãî ñ ìåòîäîì
ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ñìåøàííàÿ çàäà÷à, èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, óðàâíåíèå
Ôðåäãîëüìà ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì, ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îäíîçíà÷íàÿ ðàçðå-
øèìîñòü.

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ìíîãèõ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â ðåàëüíîì ìèðå,
÷àñòî ïðèâîäèò ê èçó÷åíèþ ñìåøàííûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé, íå èìåþùèõ àíàëîãîâ â
êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå. Òåîðèÿ ñìåøàííûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ â ñèëó åå ïðèêëàäíîé âàæíîñòè â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç
âàæíåéøèõ ðàçäåëîâ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èí-
òåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Èçó÷åíèå ìíîãèõ çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè, òåîðèè óïðóãî-
ñòè, òåîðèè ïëàñòèí è îáîëî÷åê ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ [1].

Èçó÷åíèþ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïîñâÿùåíî áîëüøîå
êîëè÷åñòâî ðàáîò (ñì., íàïð. [2] � [8]).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà èçó÷åíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ íåëèíåé-
íîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åòâåð-
òîãî ïîðÿäêà ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì. Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì è
ñîâåðøåíñòâîâàíèåì ìåòîäèêè ðàáîò [9] � [13].

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ â îáëàñòè Ω ≡ ΩT×R+ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåä-
ãîëüìà âèäà

∂

∂ x

∂ 3u(t, x)

∂ t3
− λ

T∫
0

K(t, s)u(s, x)ds

 = p(t) · f

x, T∫
0

∞∫
0

H(s, y)u(s, y)dyds

 (1.1)

ñî ñìåøàííûìè óñëîâèÿìè

ux(0, x) = φ 1(x), ux(T, x) = φ 2(x), uxt(0, x) = φ 3(x), x ∈ R+, (1.2)

1 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
èìåíè àêàäåìèêà Ì. Ô. Ðåøåòíåâà, ã. Êðàñíîÿðñê, tursunbay@rambler.ru

2 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
èìåíè àêàäåìèêà Ì. Ô. Ðåøåòíåâà, ã. Êðàñíîÿðñê
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u(t, 0) = ψ(t), t ∈ ΩT , (1.3)

ãäå p(t) ∈ C(ΩT ) , f(x, γ) ∈ C(R+×R) , φ k(x) ∈ C 1(R+), k = 1, 3 , K(t, s) =
n∑

i=1

a i(t)b i(s) ,

0 < a i(t), b i(s) ∈ C(ΩT ) , ψ(t) ∈ C(ΩT ) , ΩT ≡ [0, T ] , R+ ≡ [0,∞) , λ � ïàðàìåòð,

0 <
T∫
0

∞∫
0

|H(t, x)|dxdt <∞ .

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà èçó÷åíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1) � (1.3)
äëÿ íåëèíåéíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì.

Ïîä ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1) � (1.3) ïîíèìàåì ôóíêöèþ u(t, x) ∈ C 3,1(Ω) ,
óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (1.1) è ñìåøàííûì óñëîâèÿì (1.2) è (1.3).

2. Ñâåäåíèå çàäà÷ó (1.1) � (1.3) ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

Â óðàâíåíèè (1.1) ñäåëàåì çàìåíó ux(t, x) = ϑ(t, x) . Òîãäà óðàâíåíèå (1.1) ïðèíèìàåò
âèä

∂ 3ϑ(t, x)

∂ t3
− λ

T∫
0

K(t, s)ϑ(s, x)ds = p(t) · f(x, γ), (2.1)

ãäå γ =
T∫
0

∞∫
0

H(s, y)u(s, y)dyds � íåèçâåñòíàÿ êîíñòàíòà.

Ñ ïîìîùüþ îáîçíà÷åíèÿ

c i(x) =

T∫
0

b i(s)u(s, x)ds (2.2)

óðàâíåíèå (2.1) ïåðåïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

∂ 3ϑ(t, x)

∂ t3
= λ

n∑
i=1

a i(t) · c i(x) + p(t) · f(x, γ). (2.3)

Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.3) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.2) ïðèíèìàþò âèä

ϑ(0, x) = φ 1(x), ϑ(T, x) = φ 2(x), ϑ t(0, x) = φ 3(x), x ∈ R+. (2.4)

Èñïîëüçîâàíèå îáîáùåííîé ôóíêöèè Ãðèíà ñ ó÷åòîì óñëîâèé (2.4) â (2.3) äàåò

ϑ(t, x) = h(t, x) + λ

n∑
i=1

µ i(t) · c i(x) + q(t) · f(x, γ), (2.5)

ãäå

h(t, x) =

(
1− t2

T 2

)
φ 1(x) +

t2

T 2
φ 2(x) +

(
t− t2

T 2

)
φ 3(x),

G(t, s) =

{
sT−ts
2T 2 (ts+ sT − 2tT ), 0 ≤ s ≤ t,

− t2

2T 2 (T − s)2, t ≤ s ≤ T,

µ i(t) =

T∫
0

G(t, s)a i(s)ds, q(t) =

T∫
0

G(t, s)p(s)ds.
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Ïîäñòàâëÿÿ (2.5) â (2.2), èìååì

c i(x) =

T∫
0

b i(s)

[
h(s, x) + λ

n∑
j=1

µ j(s) · c j(x) + q(s) · f(x, γ)

]
ds. (2.6)

Ïðèìåì îáîçíà÷åíèå

B i(x) =

T∫
0

b i(s) [h(s, x) + q(s) · f(x, γ)] ds. (2.7)

Ïóñòü

A ij =

T∫
0

b i(s)µ j(s)ds > 0. (2.8)

Òîãäà èç (2.6) ïîëó÷àåì îòíîñèòåëüíî c i(x) ñëåäóþùóþ ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé (ÑÀÓ)

c i(x)− λ

n∑
j=1

A ij · c j(x) = B i(x), i = 1, n. (2.9)

Ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (2.9) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ êîíå÷íûõ
B i(x) , åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå

∆(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λA11 −λA12 . . . −λA1n

−λA21 1− λA22 . . . −λA2n
...

...
. . .

...
−λAn1 −λAn2 . . . 1− λAnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0. (2.10)

Îïðåäåëèòåëü ∆(λ) â (2.10) åñòü ìíîãî÷ëåí îòíîñèòåëüíî λ ñòåïåíè íå âûøå n . Óðàâ-
íåíèå ∆(λ) = 0 èìååò íå áîëåå n ðàçëè÷íûõ êîðíåé. Ýòè êîðíè ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè
÷èñëàìè ÿäðà èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.1). Äðóãèå çíà÷åíèÿ λ ÿâëÿþò-
ñÿ ðåãóëÿðíûìè, ïðè êîòîðûõ óñëîâèå (2.10) âûïîëíÿåòñÿ. Äëÿ ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé λ
ñèñòåìà (2.9) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ëþáîé êîíå÷íîé è íåíóëåâîé ïðàâîé ÷à-
ñòè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ òàêèõ ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ óñòàíàâëèâàåòñÿ
îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ïîñòàâëåííîé ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1) � (1.3).

Ñíà÷àëà ðåøåíèÿ ÑÀÓ (2.9) çàïèñûâàåì â âèäå

ci(x) =
∆i(λ, x)

∆(λ)
, i = 1, n, (2.11)

ãäå

∆i(λ, x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λA11 . . . −λA1(i−1) B1(x) −λA1(i+1) . . . −λA1n

−λA21 . . . −λA2(i−1) B2(x) −λA2(i+1) . . . −λA2n
...

...
...

...
...

. . .
...

−λAn1 . . . −λAn(i−1) Bn(x) −λAn(i+1) . . . 1− λAnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ñðåäè ýëåìåíòîâ îïðåäåëèòåëåé ∆i(λ, x) íàõîäÿòñÿ ôóíêöèè Bi(x) . Â ñâîþ î÷åðåäü,

ôóíêöèè Bi(x) ñîäåðæàò â ñåáÿ íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ u(t, x) â ñîñòàâå ôóíêöèè f(x, γ) .
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Â ñàìîì äåëå, ýòà íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ íàõîäèëàñü â ïðàâîé ÷àñòè ÑÀÓ (2.9). ×òîáû
âûâåñòè å¼ èç çíàêà îïðåäåëèòåëÿ âûðàæåíèå â (2.7) çàïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå

B i(x) = B 1i(x) + f(x, γ) ·B 2i,

ãäå B 1i(x) =
T∫
0

h(s, x) · b i(s)ds , B 2i =
T∫
0

q(s) · b i(s)ds .

Â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî ñâîéñòâó îïðåäåëèòåëÿ èìååì

∆i(λ, x) = ∆1i(λ, x) + f(x, γ) ·∆2i(λ),

ãäå

∆ki(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λA11 . . . −λA1(i−1) B k1 −λA1(i+1) . . . −λA1n

−λA21 . . . −λA2(i−1) B k2 −λA2(i+1) . . . −λA2n
...

...
...

...
...

. . .
...

−λAn1 . . . −λAn(i−1) B kn −λAn(i+1) . . . 1− λAnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
k = 1, 2 , ∆1i(λ) = ∆1i(λ, x) , B 1i = B 1i(x) .

Òîãäà (2.11) ïðèîáðåòàåò âèä

ci(x) =
∆ 1i(λ, x)

∆(λ)
+ f(x, γ)

∆ 2i(λ)

∆(λ)
, i = 1, n. (2.12)

Ïîäñòàíîâêà (2.12) â (2.5) äàåò

ux(t, x) = Φ(t, x) + F (t) · f(x, γ), (2.13)

ãäå

Φ(t, x) = h(t, x) + λ

n∑
i=1

µ i(t)
∆ 1i(λ, x)

∆(λ)
, F (t) = λ

n∑
i=1

µ i(t)
∆ 2i(λ)

∆(λ)
+ q(t).

Èíòåãðèðóÿ ïî x , èç (2.13) ïîëó÷àåì

u(t, x) = D(t) +

x∫
0

Φ(t, y)dy + F (t)

x∫
0

f(y, γ)dy. (2.14)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîãî êîýôôèöèåíòà D(t) èñïîëüçóåì íà÷àëüíîå óñëîâèå
(1.3). Òîãäà èç (2.14) èìååì ñëåäóþùåå íåëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

u(t, x) = Q(t, x) + F (t)

x∫
0

f(y, γ)dy, (2.15)

ãäå Q(t, x) = ψ(t) +
x∫
0

Φ(t, y)dy .

3. Òåîðåìà îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.1) � (1.3)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè l(t, x) ∈ C 3,1(Ω) ðàñìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ íîðìà∥∥l(t, x∥∥
C
= max

{∣∣l(t, x)∣∣ : (t, x) ∈ Ω
}
.
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Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü:
1) Âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2.8) è (2.10) ;

2) α = max
{∣∣Q(t, x)∣∣ : (t, x) ∈ Ω

}
<∞ ;

3) M = max

{∣∣∣∣F (t) x∫
0

f(y, γ)dy

∣∣∣∣ : (t, x) ∈ Ω

}
<∞ ;

4)
∣∣∣f(x, γ1)− f(x, γ2)

∣∣∣ ≤ L(x)
∣∣∣γ1 − γ2

∣∣∣ , 0 < L(x) ∈ C(R+) ;

5) ρ = δ1δ2 < 1 ,

ãäå δ1 =
T∫
0

∞∫
0

∣∣∣H(t, x)
∣∣∣dxdt <∞ , δ2 = max

{∣∣∣∣F (t) x∫
0

L(y)dy

∣∣∣∣ : (t, x) ∈ Ω

}
<∞ .

Òîãäà â îáëàñòè Ω ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1) �
(1.3) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ äëÿ óðàâíåíèÿ
(2.15)

u 0(t, x) = 0, u k+1(t, x) = Q(t, x) + F (t)

x∫
0

f(y, γ k)dy, k = 0, 1, 2, . . . , (3.1)

ãäå γ k =
T∫
0

∞∫
0

H(s, ξ)u k(s, ξ)dξds .

Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû, èç (3.1) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îöåíêè∥∥∥u 1(t, x)− u 0(t, x)
∥∥∥

C
≤ α +M, (3.2)∥∥∥u k+1(t, x)− u k(t, x)
∥∥∥

C
≤

≤ δ1 max

∣∣F (t)∣∣
x∫

0

L(y) ·
∥∥∥u k(t, y)− u k−1(t, y)

∥∥∥
C
dy : (t, x) ∈ Ω

 ≤

≤ ρ ·
∥∥∥u k(t, x)− u k−1(t, x)

∥∥∥
C
<
∥∥∥u k(t, x)− u k−1(t, x)

∥∥∥
C
. (3.3)

Èç îöåíîê (3.2) è (3.3) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð â ïðàâîé ÷àñòè (2.15) ÿâëÿåòñÿ ñæèìà-
þùèì. Ñëåäîâàòåëüíî, â îáëàñòè Ω ñìåøàííàÿ çàäà÷à (1.1) � (1.3) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

4. Çàêëþ÷åíèå

Â çàêëþ÷åíèè îòìåòèì, ÷òî òåîðèÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëü-
ìà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ ðàçäåëîâ ñî-
âðåìåííîé òåîðèè óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ðàññìîòðåíî íåëèíåéíîå èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà,
äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîãî íå ïðèìåíèì ìåòîä Ôóðüå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Äîêàçàíà òåî-
ðåìà îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ñìåøàííîé çàäà÷è (1) � (3). Ãëàâíîé îñîáåííîñòüþ
ýòîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ñâåñòè äàííîå óðàâíåíèå ê áîëåå ïðîñòîìó è óäîáíî-
ìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ âèäó, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ÿäðî âûðîæäåííîå. Äàííàÿ ðàáîòà ìîæåò áûòü
ïðèìåíåíà ïðè òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ïî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.
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Èññëåäîâàíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â
òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ïàðîãàçîâûõ ðàçðÿäîâ ñ æèäêîñòíûìè ýëåêòðîäàìè
c⃝ Ð. Ê. Ãàëèìîâà1, Ç. ß. ßêóïîâ2

Àííîòàöèÿ. Ñ öåëüþ ðàñ÷¼òà ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà â îáú¼ìå ýëåêòðîëèòà ïðèìåíÿëèñü
ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè
ýëåêòðîëèòà. Ðåøàëîñü óðàâíåíèå, ñâîäÿùååñÿ ê óðàâíåíèþ Ëàïëàñà. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâà-
ëèñü öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò è ìåòîä ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé íà ðàçíîñòíîé
ñåòêå ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Áûëè ðàññ÷èòàíû ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿ-
æ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà âáëèçè ìèêðîâûñòóïîâ îá-
ðàáàòûâàåìîé ïîâåðõíîñòè ïîïåðåìåííî�òðåóãîëüíûì ìåòîäîì ïðè ôèêñèðîâàííîé ãðàíèöå.
Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðàñ÷¼òà ïðîöåññà îáðàáîòêè ìèêðîâûñòóïà ïîâåðõíîñòè ïîäòâåðäèëè
ôàêò áîëåå áûñòðîãî âûðàâíèâàíèÿ ïîâåðõíîñòè çà ñ÷¼ò áîëüøåé ïëîòíîñòè òîêà íà âåðøèíå
ïèêà âûñòóïà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÷èñëåííûå ìåòîäû, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, óðàâíåíèå Ëàïëàñà,
ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà, ïàðîãàçîâûé ðàçðÿä, æèäêîñòíûé ýëåêòðîä, ýëåêòðîëèò, òåõíîëî-
ãè÷åñêèé ïðîöåññ

1. Ââåäåíèå

ßâëåíèÿ, ïðîòåêàþùèå íà ãðàíèöå ìåòàëë�ýëåêòðîëèò è â ìåæýëåêòðîäíîì ïðîìå-
æóòêå â ïðîöåññå îáðàáîòêè ïîâåðõíîñòåé ïàðîãàçîâûì ðàçðÿäîì ñ æèäêèì ýëåêòðîäîì,
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü âçàèìîñâÿçàííûõ ïðîöåññîâ ôèçè÷åñêîãî, õèìè÷åñêî-
ãî è ýëåêòðîõèìè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Ê îñíîâíûì ìàêðîñêîïè÷åñêèì ôèçèêî�õèìè÷åñêèì
ÿâëåíèÿì, îïðåäåëÿþùèì ïðîöåññ îáðàáîòêè ïîâåðõíîñòè, ñëåäóåò îòíåñòè ýëåêòðè÷åñêîå
ïîëå, îáåñïå÷èâàþùåå îáðàáàòûâàåìîñòü ïîâåðõíîñòè, è ðåæèì òåïëî-ìàññîïåðåíîñà ìåæ-
äó îáðàáàòûâàåìîé ïîâåðõíîñòüþ è ýëåêòðîëèòîì [1� 5].

Íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ðàçðàáîòàíû ìåòîäèêè îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæ¼í-
íîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ïëîòíîñòè òîêà íà ïîâåðõíîñòè ýëåêòðîëèòà â ôóíêöèè
îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ ïàðîãàçîâîãî ðàçðÿäà ñ æèäêèì ýëåêòðîäîì (ôîðìà è ãåîìåòðèÿ
ýëåêòðîäîâ, ïîëÿðíîñòü è âåëè÷èíà ïðèëîæåííîãî íàïðÿæåíèÿ, ñîñòàâ è êîíöåíòðàöèÿ
ïðèìåñåé â æèäêîì ýëåêòðîäå). Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èçìåðåíèé ðàñïðåäåëåíèÿ
ïîòåíöèàëà íà ïîâåðõíîñòè ýëåêòðîëèòà è ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ðàñïðåäåëåíèÿ
ïîòåíöèàëà â îáú¼ìå ýëåêòðîëèòà, êîìïîíåíò íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è
ïëîòíîñòè òîêà íà ïîâåðõíîñòè ýëåêòðîëèòà èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà
îáðàáîòêè ïîâåðõíîñòåé ìåòàëëè÷åñêèõ èçäåëèé [1, 3].

1 Äîöåíò êàôåäðû òåõíè÷åñêîé ôèçèêè, Êàçàíñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé òåõíè÷åñêèé óíè-
âåðñèòåò èì. À.Í.Òóïîëåâà � ÊÀÈ (Êàçàíñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò), ã. Êàçàíü; zymat@bk.ru

2 Äîöåíò êàôåäðû ñïåöèàëüíîé ìàòåìàòèêè, Êàçàíñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé òåõíè÷åñêèé
óíèâåðñèòåò èì. À.Í.Òóïîëåâà � ÊÀÈ (Êàçàíñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò), ã. Êàçàíü; zymat@bk.ru
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2. ×èñëåííûå ìåòîäû

Èññëåäîâàíà âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òåõ-
íîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà îáðàáîòêè ìåòàëëè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàðî-
ãàçîâûõ ðàçðÿäîâ ñ æèäêîñòíûìè ýëåêòðîäàìè. Íàïðèìåð, ê èññëåäîâàíèþ ïðîñòåéøåãî
óðàâíåíèÿ êëàññà óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= 0,

è èì ïîäîáíûì [2], ïðèâîäèò ðàññìîòðåíèå çàäà÷ îá ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ ïîëÿõ, î
ñòàöèîíàðíîì òåïëîâîì ñîñòîÿíèè, çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè, äèôôóçèè è ò. ä.

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èçìåðåíèÿ ïîòåíöèàëà íà ïîâåðõíîñòè ýëåêòðîëèòà ñ ïîìîùüþ
îäèíî÷íîãî öèëèíäðè÷åñêîãî çîíäà è óðàâíåíèé

÷j⃗ = 0,

j⃗ = σE⃗,

E⃗ = −gradφ

ïîçâîëèëè ðàññ÷èòàòü çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè òîêà íà ïîâåðõíîñòè æèäêîãî ýëåêòðîäà [3].
Äëÿ ðàñ÷åòà ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà â îáúåìå ýëåêòðîëèòà èñïîëüçîâàíî óðàâíåíèå

1

r

∂

∂r

(
σr
∂φ

∂r

)
+

∂

∂z

(
σ
∂φ

∂z

)
= 0, (1)

ãäå r � ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ýëåêòðîëèòè÷åñêîé ÿ÷åéêè êðóãëîãî ñå÷åíèÿ (0 ≤ r ≤ R)
, z � êîîðäèíàòà ðàññòîÿíèÿ îò ìåòàëëè÷åñêîãî òîêîïîäâîäà íà äíå ýëåêòðîëèòè÷åñêîé
ÿ÷åéêè äî ïîâåðõíîñòè ýëåêòðîëèòà.

Óðàâíåíèå (1) ðåøàåòñÿ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðè ñëåäóþùèõ ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèÿõ

∂φ

∂r

∣∣∣∣
r=0

= 0, (2)

φ(r, 0) = 0, (3)

φ(r, h) = f(r), (4)

φ(R, z) = 0, (5)

ãäå R ≫ h, R � âíåøíèé ðàäèóñ ýëåêòðîëèòè÷åñêîé ÿ÷åéêè, h � òåêóùåå ðàññòîÿíèå ïî
îñè z.

Óñëîâèå (2) ïðîäèêòîâàíî ñîîáðàæåíèÿìè ñèììåòðèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà φ îò-
íîñèòåëüíî îñè z. Óñëîâèå (4) � èçâåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà φ íà ïîâåðõíîñòè
ýëåêòðîëèòà.

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé íà ðàçíîñò-
íîé ñåòêå. Ïðèìåíÿåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñåòêà ïî (r, z). Ïðàâèëü-
íîñòü ðàñ÷¼òîâ îöåíèâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

I =

∫
S

jz dS,

ãäå I � ïîëíûé òîê ðàçðÿäà, jz = σEz, σ � óäåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü ñðåäû, jz � êîìïîíåíòà
ïëîòíîñòè òîêà. Èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ïîâåðõíîñòè ýëåêòðîëèòà S.
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Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà îáðàáîòêè ïðîâîäèëîñü ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

÷(σE⃗) = 0. (6)

Óðàâíåíèå (6) ðåøàëîñü â ìàëîé îáëàñòè D ìèêðîâûñòóïà ñ ïëàâíûì ïðîôèëåì âû-
ñîòîé Rz. Íà÷àëüíûé ïðîôèëü ìèêðîâûñòóïà çàäàâàëñÿ êàê

y =
Rz

2
cos

(
2π

a
x

)
,

ãäå a � ïðîòÿæåííîñòü ìèêðîâûñòóïà âäîëü êîîðäèíàòû x. Âûñîòà îáëàñòè D âûáèðà-
ëàñü äîñòàòî÷íî áîëüøîé (b ≈ (3÷4)Rz). Íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà âåðõíåé
ãðàíèöå îáëàñòè ñ÷èòàëàñü ïîñòîÿííîé: E|y=b = E0 = const. Ýòî çíà÷åíèå íàõîäèëîñü èç
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6). Íà îáðàáàòûâàåìîé ïîâåðõíîñòè ïðèíèìàëîñü ãðàíè÷íîå óñëîâèå
φ|Γ = 0, Γ � ãðàíèöà ïîâåðõíîñòè èçäåëèÿ. Íà áîêîâûõ ãðàíèöàõ îáëàñòè D ãðàíè÷íîå
óñëîâèå èìåëî âèä ∂φ

∂x
|x=±a= 0.

Óðàâíåíèå (6) ðåøàëîñü ïîïåðåìåííî�òðåóãîëüíûì ìåòîäîì ïðè ôèêñèðîâàííîé
ãðàíèöå Γ. Èñïîëüçîâàëàñü ïðÿìîóãîëüíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñåòêà ñ ðàâíîìåðíûì øàãîì êàê
ïî êîîðäèíàòå x, òàê è ïî êîîðäèíàòå y.

3. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà φ âî âñåõ óç-
ëàõ ðàçíîñòíîé ñåòêè. Äàëåå íàõîäèòñÿ ïëîòíîñòü òîêà âáëèçè ãðàíèöû Γ : jx = −σ ∂φ

∂x
;

jy = −σ ∂φ
∂y
; j =

√
j2x + j2y . Ñêîðîñòü ñú¼ìà ìåòàëëà vp ïðèíèìàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîé

ïëîòíîñòè òîêà v⃗p = kv j⃗ |Γ . Çäåñü kv � óäåëüíûé ñú¼ì ìåòàëëà.
Ïðîâåä¼ííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ïðè kv = 60 ÷ 100(ìì3/A · ÷) [3] ýêñïåðèìåí-

òàëüíûå äàííûå ïî èçìåðåíèþ Rz èññëåäóåìûõ ìåòàëëè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé äî è ïîñëå
îáðàáîòêè õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðàñ÷¼òíûìè.

4. Âûâîäû

Áëàãîäàðÿ øèðîêèì âîçìîæíîñòÿì ïðèìåíåíèÿ, èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñïîñîáû ïîëó-
÷åíèÿ íèçêîòåìïåðàòóðíîé ïëàçìû çàæèãàíèåì ðàçðÿäà ìåæäó òâåðäûì ìåòàëëè÷åñêèì
è æèäêèì íåìåòàëëè÷åñêèì (ýëåêòðîëèòû ñ äîáàâëåíèåì íåîðãàíè÷åñêèõ è îðãàíè÷åñêèõ
ïðèìåñåé) ýëåêòðîäàìè. Èçó÷åíèå ÿâëåíèé â òàêèõ ðàçðÿäàõ çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ ñïå-
öèàëèñòîâ ïî òåõíîëîãèè îáðàáîòêè ìàòåðèàëîâ ñ ðàçëè÷íûìè ôèçèêî�ìåõàíè÷åñêèìè
ñâîéñòâàìè ñ öåëüþ óëó÷øåíèÿ èõ ýêñïëóàòàöèîííûõ ñâîéñòâ [1, 3, 5].

Ìíîãîôàêòîðíîñòü ïðîöåññà è áîëüøîå êîëè÷åñòâî âèäîâ ñâÿçè âûçûâàåò òðóäíîñòè
ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà â òåõíîëîãèè îáðàáîòêè ïîâåðõíîñòåé èçäåëèé ïàðîãàçîâûì
ðàçðÿäîì ìåæäó òâåðäûì ìåòàëëè÷åñêèì è æèäêèì íåìåòàëëè÷åñêèì ýëåêòðîäàìè. Êàê
è â áîëüøèíñòâå òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, íàðÿäó ñ êîíòðîëèðóåìûìè ôàêòîðàìè ñó-
ùåñòâóåò öåëûé ðÿä íåêîíòðîëèðóåìûõ âõîäíûõ ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó èçìåíåíèå âûõîä-
íûõ ïàðàìåòðîâ, íàïðèìåð, øåðîõîâàòîñòè ïîâåðõíîñòè, íîñèò ñëó÷àéíûé õàðàêòåð [4].
Íåñìîòðÿ íà ýòî, ïðîöåññû ïðîãíîçèðîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì óêàçàííîãî òèïà ðàçðÿäà è èõ ìîäåëèðîâàíèå â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòóàëüíû
è âîñòðåáîâàíû.
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Â ðàáîòå èñïîëüçîâàëàñü èíôîðìàöèÿ îá îáðàáîòêå ìåòàëëè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé â
ýëåêòðîëèòàõ ñ êîíöåíòðàöèåé ðàñòâîðåííûõ âåùåñòâ ïîðÿäêà 1%. Îáû÷íàÿ ýëåêòðî-
õèìè÷åñêàÿ îáðàáîòêà ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå çíà÷èòåëüíî êîíöåíòðèðîâàííûõ
ýëåêòðîëèòîâ ñ àãðåññèâíûìè äîáàâêàìè [1, 3, 4]. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ è ÷èñëåííûå
ðàñ÷åòû, ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå, ïîçâîëÿþò ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå îá îäíîâðåìåííîì
âîçäåéñòâèè íà îáðàáàòûâàåìóþ ïîâåðõíîñòü ïàðîãàçîâîãî ðàçðÿäà è ýëåêòðîõèìè÷åñêîãî
ðàñòâîðåíèÿ, à òàêæå î çíà÷èòåëüíîé àêòèâàöèè ýëåêòðîõèìè÷åñêîé îáðàáîòêè ðàçðÿä-
íûìè ïðîöåññàìè.
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Investigation of the solutions of the Laplace equation in
processes using steam and gas discharges with liquid
electrodes
c⃝ R. K. Galimova3, M. Y. Yakupov4

Abstract. For the purpose of calculation of distribution of potential in volume of electrolyte
experimental data of distribution of potential of electric �eld on an electrolyte surface were applied.
The equation which is reducing to the equation of Laplace was solved. The cylindrical system of
coordinates and method of the variable directions on a di�erential grid were thus used under the
corresponding boundary conditions. Distributions of intensity of electric �eld and density of electric
current near microledges of a processed surface were calculated by an alternate and triangular
method at the �xed border. Results of numerical calculation of processing of a microledge of a
surface con�rmed the fact of faster alignment of a surface at the expense of the bigger density of
current at top of peak of a ledge.

Key Words: numerical methods, mathematical modeling, Laplace's equation, potential
distribution, steam-gas category, liquid electrode, electrolyte, technological process
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ÓÄÊ 517.929

Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëîâ ñèñòåìû óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ
c⃝ À. Â. Çóáîâ 1, À. Ô. Çóáîâà 2, Î. À. Ïóñòîâàëîâà 3

Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åí àíàëîã èçâåñòíîé òåîðåìû Õàðèòîíîâà íà ñëó÷àé îäíî-
ðîäíûõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè íåóñòîé÷èâûõ èíòåðâàëüíûõ ïîëèíîìîâ. Â.Ë. Õàðèòîíîâûì
óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ óñòîé÷èâîñòè èíòåðâàëüíîãî ïîëèíîìà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
÷åòûðå åãî óãëîâûõ ïîëèíîìà áûëè óñòîé÷èâû [5]. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàøèõ èññëåäîâàíèé
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî íåóñòîé-
÷èâûé èíòåðâàëüíûé ïîëèíîì ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì, ò. å. ñîñòîèò èç ïîëèíîìîâ, èìåþùèõ
îäèíàêîâîå ÷èñëî êîðíåé, ëåæàùèõ êàê â ëåâîé, òàê è â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè. Ïîëó÷åííûå
óñëîâèÿ íåñêîëüêî ñëîæíåå, ÷åì ó Â.Ë. Õàðèòîíîâà, íî îíè ïîçâîëÿþò òàêæå êàê è â ñëó÷àå
óñòîé÷èâûõ ïîëèíîìîâ, áåñêîíå÷íîìåðíóþ çàäà÷ó ñâåñòè ê êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷å.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëèíîì, ñòåïåíü, âåùåñòâåííûé êîýôôèöèåíò, êîðåíü, êëàññ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, ïðÿìîóãîëüíèê, ðàäèóñ - âåêòîð, êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ îñü, ÷àñî-
âàÿ ñòðåëêà

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ïîëèíîì ñòåïåíè n ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè

φ(s) = a0 + a1s+ . . .+ ans
n, a0 ̸= 0, an ̸= 0,

íå èìåþùèé íóëåâûõ è ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé, ïðèíàäëåæèò êëàññó (n, k) - ýêâèâàëåíò-
íîñòè, åñëè k åãî êîðíåé (ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé) ëåæàò â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè [1].

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Èíòåðâàëüíûé ïîëèíîì ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåí-
òàìè

F (s) =

{
f(s) = a0 + a1s+ . . .+ ans

n, ai ≤ ai ≤ āi,

i = 0, n, a0 · ā0 > 0, an · ān > 0
(1.1)

íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëüíûì ïîëèíîìîì êëàññà (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè, åñëè ëþáîé ïî-
ëèíîì èç ýòîãî ñåìåéñòâà ïðèíàäëåæèò êëàññó (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Óãëîâûìè ïîëèíîìàìè f1(s) , f2(s) , f3(s) , f4(s) èí-
òåðâàëüíîãî ïîëèíîìà (1.1) áóäåì íàçûâàòü óãëîâûå ïîëèíîìû Õàðèòîíîâà, çàäàâàåìûå
ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè:

f1(s) = a0 + a1s+ ā2s
2 + ā3s

3 + . . . ,

f2(s) = ā0 + a1s+ a2s
2 + ā3s

3 + . . . ,

f3(s) = ā0 + ā1s+ a2s
2 + a3s

3 + . . . , (1.2)

f4(s) = a0 + ā1s+ ā2s
2 + a3s

3 + . . .

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû òåîðèè óïðàâëåíèÿ; ÑÏáÃÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
2 Ïðîôåññîð êàôåäðû òåîðèè óïðàâëåíèÿ; ÑÏáÃÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
3 Àñïèðàíò êàôåäðû òåîðèè óïðàâëåíèÿ; ÑÏáÃÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
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Ò å î ð å ì à 1.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû èíòåðâàëüíûé ïîëèíîì (1.1) ÿâëÿëñÿ èíòåð-
âàëüíûì ïîëèíîìîì êëàññà (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû:
1. Óãëîâûå ïîëèíîìû (1.2) ïðèíàäëåæàëè êëàññó (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè; 2. Äëÿ âñåõ
âåùåñòâåííûõ êîðíåé ω ïîëèíîìîâ

ḡ(ω) = ā0ω
2 + ā4ω

4 − . . . , g(ω) = a0 − ā2ω
2 + a4ω

4 − . . . ,

h̄(ω) = ā1ω − a3ω
3 + ā5ω

5 − . . . , h(ω) = a1ω − ā3ω
3 + a5ω

5 − . . . ,

âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

åñëè h̄(ω) = 0 èëè h(ω) = 0, òî g(ω) · ḡ(ω) > 0;

åñëè ḡ(ω) = 0 èëè g(ω) = 0, òî h(ω) · h̄(ω) > 0. (1.3)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü èíòåðâàëüíûé ïîëèíîì (1.1) ÿâëÿë-
ñÿ èíòåðâàëüíûì ïîëèíîìîì êëàññà (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè. Òîãäà "óãëîâûå"ïîëèíîìû
(1.2) ïðèíàäëåæàò ýòîìó êëàññó, ò. ê. âõîäÿò â ýòî ñåìåéñòâî. Äàëåå î÷åâèäíî, ÷òî êîíöû
âñåõ ðàäèóñ - âåêòîðîâ f(iω) = g(ω)+ ih(ω) , ïîëó÷àþùèõñÿ èç ïîëèíîìîâ f(s) , âõîäÿùèõ
â èíòåðâàëüíûé ïîëèíîì (1.1) ïîäñòàíîâêîé â íèõ s = iω , ïðèíàäëåæàò ïðÿìîóãîëüíèêó
Γ(ω) êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ âåðøèíàìè îáðàçîâàííûìè "óãëîâûìè"ðàäèóñ - âåêòîðàìè:

f1(iω) = Γ1(ω) = g(ω) + ih(ω), f2(iω) = Γ2(ω) = g(ω) + ih̄(ω),

f3(iω) = Γ3(ω) = ḡ(ω) + ih(ω), f4(iω) = Γ4(ω) = ḡ(ω) + ih̄(ω).

Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç î÷åâèäíûõ íåðàâåíñòâ

g(ω) ≤ g(ω) ≤ ḡ(ω), h(ω) ≤ h(ω) ≤ h̄(ω), (1.4)

êîòîðûå ñïðàâåäëèâû ó ýòèõ ïîëèíîìîâ äëÿ âñåõ ω ∈ [0,+∞) . Â ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâîãî
íåðàâåíñòâà ìîæíî óáåäèòüñÿ, óìíîæèâ íåðàâåíñòâà, çàäàííûå â îïðåäåëåíèè 1

a0 ≤ a0 ≤ ā0, −ā2 ≤ −a2 ≤ −a2, a4 ≤ a4 ≤ ā4, . . . (1.5)

ñîîòâåòñòâåííî íà 1, ω2, ω4, . . . , à çàòåì ñëîæèâ. Âòîðîå íåðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ àíàëî-
ãè÷íî.

Ïðè èçìåíåíèè ω îò 0 äî +∞ ïðÿìîóãîëüíèê Γ(ω) ïåðåìåùàåòñÿ ïî êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè, à åãî ñòîðîíû îñòàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî
ïðèíöèïó àðãóìåíòà, "óãëîâûå"ðàäèóñ-âåêòîðû Γ1(ω) , Γ2(ω) , Γ3(ω) , Γ4(ω) ïîâîðÿ÷è-
âàþòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íà óãîë π

2
(n − 2k) , òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùèå èì "óãëî-

âûå"ïîëèíîìû ïðèíàäëåæàò êëàññó (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû ω ïðÿìîóãîëüíèê Γ(ω) ïðåêðàùàåò "âðàùàòüñÿ"è îñòàåòñÿ â îäíîì
èç êâàäðàíòîâ, òàê êàê Argfj(iω) → π

2
(n− 2k) ïðè ω → +∞ , j = 1, 4 .

Äîêàæåì, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê Γ(ω) ïðè ñâîåì ïåðåìåùåíèè íå ìîæåò ïåðåñåêàòüñÿ ñ
íà÷àëîì êîîðäèíàò íè ïî îäíîé èç ñâîèõ ñòîðîí. Ýòî è áóäåò ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ
óñëîâèé (1.3).

Çàìåòèì, ÷òî íè îäíà èç âåðøèí ïðÿìîóãîëüíèêà Γ(ω) íå ìîæåò ïåðåñåêàòüñÿ ñ íà÷à-
ëîì êîîðäèíàò. Èáî ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî óãëîâîé ïîëèíîì èìååò ìíèìûé êîðåíü.
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Äîïóñòèì, íàïðèìåð, ÷òî èìååò ìåñòî ïåðåñå÷åíèå ïðÿìîóãîëüíèêà Γ(ω) ïî ñâîåé íèæ-
íåé ñòîðîíå ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ω0 > 0 ñïðàâåäëèâû
ñîîòíîøåíèÿ h(ω0) = 0 , g(ω0) < 0 , ḡ(ω0) > 0 .

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîëèíîì g(ω) òàêîé, ÷òî êîýôôèöèåíòû ýòîãîïîëèíîìà óäî-
âëåòâîðÿþò èíòåðâàëüíûì îãðàíè÷åíèÿì (1.5) è, ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿì (1.4) g(ω) ≤
g(ω) ≤ ḡ(ω) , à, êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî g(ω0) = 0 .

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïîëèíîì g̃(t, ω) ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò ïàðàìåòðà
t

g̃(t, ω) = a0 + t(ā0 − a0)− (ā2 + t(a2 − ā2))ω
2+

+(a4 + t(ā4 − a4))ω
4 − (ā6 + t(a6 − ā6))ω

6 + . . . .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî t ∈ [0, 1] êîýôôèöèåíòû ýòîãî ïîëè-
íîìà óäîâëåòâîðÿþò èíòåðâàëüíûì îãðàíè÷åíèÿì (1.5) è, ñîîòâåòñòâåííî óñëîâèÿì (1.4).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè t ∈ [0, 1] ïîëèíîì f(s) = g̃(t,−si) + ih(−si) âõîäèò â ñåìåéñòâî
èíòåðâàëüíûõ ïîëèíîìîâ (1.1) ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äàëåå ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé t , g̃(t, ω0) . Òàê êàê ñïðàâåä-
ëèâû íåðàâåíñòâà g̃(0, ω0) = g(ω0) < 0 è g̃(1, ω0) = ḡ(ω0) > 0 , òî ñóùåñòâóåò t0 ∈ (0, 1)
òàêîå, ÷òî g̃(t0, ω0) = 0 .

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïîëèíîì f(s) = g̃(t0,−si) + ih(−si) èìååò ìíèìûé êîðåíü iω0 ,
ò. ê. âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòü åãî ãîäîãðàôà Ìèõàéëîâà â ýòîé òî÷êå ðàâíà íóëþ
g̃(t0, ω0) = h(ω0) = 0 . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ïîëèíîì f(s) = g̃(t0,−si) + ih(−si)
ïðèíàäëåæèò êëàññó (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè, êàê áûëî óñòàíîâëåíî âûøå.

Çàìåòèì, ÷òî íàìè ïàðàëëåëüíî äîêàçàíî áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ω ∈ [0,+∞) ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ãîäîãðàôîâ Ìèõàéëîâà ñåìåéñòâà èíòåðâàëüíûõ
ïîëèíîìîâ (1.1), ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîëíîñòüþ çàïîëíÿåò
ïðÿìîóãîëüíèê Γ(ω) .

Äîñòàòî÷íîñòü. Âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê Γ(ω) -
ñîäåðæàùèé âñå ðàäèóñ - âåêòîðà f(iω) = g(ω)+ih(ω) , ïîëó÷àþùèåñÿ èç ïîëèíîìîâ f(s) ,
âõîäÿùèõ â èíòåðâàëüíûé ïîëèíîì (1.1) ïîäñòàíîâêîé â íèõ s = iω , ïðè èçìåíåíèè ω îò
0 äî +∞ , ïîâîðÿ÷èâàåòñÿ ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè íà óãîë π

2
(n − 2k) , íå ïåðåñåêà-

ÿñü ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå ãîäîãðàôû Ìèõàéëîâà ïîëèíîìîâ ýòîãî
ñåìåéñòâà, ÿâëÿþùèåñÿ êðèâûìè îáðàçîâàííûìè êîíöàìè ýòèõ ðàäèóñ-âåêòîðîâ ïðè èç-
ìåíåíèè ω îò 0 äî +∞ , ïîâîðÿ÷èâàþòñÿ ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè íà óãîë π

2
(n−2k) ,

íå ïåðåñåêàÿñü ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, òî åñòü, ñîãëàñíî ïðèíöèïó àðãóìåíòà, ïðèíàäëåæàò
êëàññó (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Òåîðåìó Õàðèòîíîâà [5] ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñò-
íûé ñëó÷àé äàííîé òåîðåìû, ò. ê. óñòîé÷èâûå ïîëèíîìû ñîîòâåòñòâóþò êëàññó (n, 0)
- ýêâèâàëåíòíîñòè, à óñëîâèÿ (1.3) òåîðåìû áóäóò âûòåêàòü èç ìîíîòîííîñòè "âðà-
ùåíèÿ"ïðÿìîóãîëüíèêà Γ(ω) ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè ïðè èçìåíåíèè ω îò 0 äî
+∞ .

Ç à ì å ÷ à í è å 1.2. Äëÿ ïðîâåðêè ïðèíàäëåæíîñòè "óãëîâûõ"ïîëèíîìîâ êëàññó
(n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ìåòîä ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà [4], íî äëÿ
ïðîâåðêè ñîîòíîøåíèé (1.3) íåîáõîäèìî íàéòè âñå âåùåñòâåííûå êîðíè ïîëèíîìîâ ḡ(ω) ,
h̄(ω) , g(ω) , h(ω) , òîãäà êàê äëÿ óñòîé÷èâûõ ïîëèíîìîâ (òåîðåìà Õàðèòîíîâà) ýòî íå
òðåáóåòñÿ.
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Ç à ì å ÷ à í è å 1.3. Ïîëó÷åííûé êðèòåðèé ëåãêî ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé,
êîãäà êîýôôèöèåíòû èíòåðâàëüíîãî ïîëèíîìà áóäóò çàâèñåòü îò ïàðàìåòðîâ [2], îäíà-
êî, â ýòîì ñëó÷àå ïðîâåðêà óñëîâèé (1.3) ñòàíåò âåñüìà çàòðóäíèòåëüíîé.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.4. Ìîæíî äîêàçàòü ïðèíàäëåæíîñòü èíòåðâàëüíîãî ïîëèíî-
ìà (1.1) êëàññó (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè, åñëè ïîòðåáîâàòü ïðèíàäëåæíîñòü êëàññó
(n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè 4-õ óãëîâûõ ïîëèíîìîâ è ëèíåéíûõ ïîëèòîïîâ, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ðåáðàì, èõ ñîåäèíÿþùèõ. Õîòÿ çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíîé, íî ïðèíàä-
ëåæíîñòü ïîëèòîïîâ êëàññó (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îáîáùå-
íèÿ êðèòåðèÿ Íàéêâèñòà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïð. ℵ10− 8− 00624 .)
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The conditions of existing integrals system equations of
motion
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Abstract. In giving work is receives analog know theorem Haritonov's on case homogeneous classes
of equivalent instability interval polynomials. V.L. Haritonov is installs that for stability interval
polynomial necessary and su�ciently that four this angle polynomial was stabilizes. The base result
own investigations is contains in that is gives necessary and su�ciently conditions that instability
interval polynomial is appears homogeneous, i.e. is consists from polynomials is have equal number
roots is lies as in left, so in right half-plane. Is giving conditions several composite, than by V.L.
Haritonov, but they is allows so as in case stability polynomials, in�nitely measure task is reduces
to last measure task.
Key Words: Polynomial, degree, material coe�cient, root, class of equivalent, rectangle, radius
- vector, integrated plane, parallel axis, hands of a clock
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Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñåé â æóðíàë

¾Æóðíàë Ñðåäíåâîæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáùåñòâà¿

Ê ðàññìîòðåíèþ ïðèíèìàþòñÿ ðóêîïèñè íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ, íå îïóáëèêî-
âàííûå è íå ïðåäíàçíà÷åííûå ê ïóáëèêàöèè â äðóãîì èçäàíèè. Îáúåì ðóêîïèñè íå äîëæåí
ïðåâûøàòü 12 ñòðàíèö äëÿ ñòàòüè, 20 ñòðàíèö äëÿ îáçîðíîé ñòàòüè è 3-4 ñòðàíèöû äëÿ
êðàòêîãî ñîîáùåíèÿ. Òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî ïîäãîòîâèòü â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TeX ñ
èñïîëüçîâàíèåì ìàêðîðàñøèðåíèÿ LaTeX. Êîìïèëÿöèþ ñòàòüè íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü
ñ ïîìîùüþ MiKTeX, äèñòðèáóòèâ êîòîðîãî ìîæíî ïîëó÷èòü íà îôèöèàëüíîì ñàéòå �
http://www.miktex.org. Â ðåäàêöèþ ñëåäóåò íàïðàâëÿòü èñõîäíûé òåêñò ñòàòüè (ôîðìàò
LaTeX), ôàéëû ñ ðèñóíêàìè (ôîðìàò EPS) è îòêîìïèëèðîâàííûé âàðèàíò ñòàòüè (ôîðìàò
PDF). Ñòàòüÿ äîëæíà ñîäåðæàòü ñëåäóþùèå ðàçäåëû:

� êîäû ÓÄÊ;
� íàçâàíèå ñòàòüè;
� èíôîðìàöèÿ î êàæäîì èç àâòîðîâ: ÔÈÎ, e-mail, äîëæíîñòü è ìåñòî ðàáîòû (îôèöè-

àëüíîå íàçâàíèå îðãàíèçàöèè);
� àííîòàöèÿ;
� êëþ÷åâûå ñëîâà;
� òåêñò ñòàòüè;
� ñïèñîê ëèòåðàòóðû.
Åñëè ñòàòüÿ íà ðóññêîì ÿçûêå, òî íàçâàíèå ñòàòüè, èíôîðìàöèþ î êàæäîì èç àâòîðîâ,

àííîòàöèþ, êëþ÷åâûå ñëîâà íåîáõîäèìî òàê æå ïðåäîñòàâèòü è íà àíãëèéñêîì ÿçûêå. Åñëè
ñòàòüÿ íàïèñàíà íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, òî îòäåëüíî ïðåäñòàâëÿþòñÿ êîäû ÓÄÊ, íàçâàíèå
ñòàòüè, èíôîðìàöèþ î êàæäîì èç àâòîðîâ, àííîòàöèþ, êëþ÷åâûå ñëîâà íà ðóññêîì ÿçûêå.
Àííîòàöèÿ äîëæíà áûòü ÷åòêî ñòðóêòóðèðîâàíà, èçëîæåíèå ìàòåðèàëà äîëæíî ñëåäîâàòü
ëîãèêå îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòîâ â ñòàòüå. Òåêñò äîëæåí áûòü ëàêîíè÷åí è ÷åòîê, ñâîáîäåí îò
âòîðîñòåïåííîé èíôîðìàöèè, îòëè÷àòüñÿ óáåäèòåëüíîñòüþ ôîðìóëèðîâîê. Ðåêîìåíäóåòñÿ
âêëþ÷àòü â àííîòàöèþ ñëåäóþùèå àñïåêòû ñîäåðæàíèÿ ñòàòüè: ïðåäìåò, òåìó, öåëü ðàáî-
òû, ìåòîä èëè ìåòîäîëîãèþ ïðîâåäåíèÿ ðàáîòû, ðåçóëüòàòû ðàáîòû, îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ
ðåçóëüòàòîâ, âûâîäû. Îáúåì àííîòàöèè äîëæåí áûòü â ñðåäíåì îò 100 äî 250 ñëîâ.

Îñîáîå âíèìàíèå íåîáõîäèìî óäåëèòü îôîðìëåíèþ àííîòàöèé íà àíãëèéñêîì ÿçûêå.
Ðåêîìåíäàöèè ïî îôîðìëåíèþ àííîòàöèé íà àíãëèéñêîì ÿçûêå áóäóò ðàçìåùåíû íà ñàéòå
æóðíàëà ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿.

Ðàçäåë Êëþ÷åâûå ñëîâà äîëæåí ñîäåðæàòü îò 5 äî 15 ñëîâ è ÷åòêî óêàçûâàòü íà îñíîâ-
íîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè. Íå ñëåäóåò ïðèâîäèòü â êà÷åñòâå êëþ÷åâûõ ñëîâ îáùèå ïîíÿòèÿ,
òàê êàê ïîèñê ïî êëþ÷åâîìó ñëîâó íå ïðèâåäåò ÷èòàòåëÿ ê íàõîæäåíèþ èíòåðåñóþùåé åãî
èíôîðìàöèè. Îäíàêî äàííîå ñëîâî ìîæåò âõîäèòü â çíà÷èìîå ñëîâîñî÷åòàíèå.

Àâòîðàì ñòàòåé íåîáõîäèìî ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùåé ñòðóêòóðû ñòàòåé:
• Ââåäåíèå - êðàòêîå èçëîæåíèå ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî âîïðîñà è ïîñòàíîâêè

çàäà÷è, ðåøàåìîé â ñòàòüå.
• Ìàòåðèàëû è ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è è ïðèíÿòûå äîïóùåíèÿ.
• Ðåçóëüòàòû � îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè.
• Îáñóæäåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è ñîïîñòàâëåíèå èõ ñ ðàíåå èçâåñòíûìè.
• Çàêëþ÷åíèå � âûâîäû è ðåêîìåíäàöèè.
Ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû äîëæåí áûòü îôîðìëåí â ôîðìàòå AMSBIB (ñì. Òåõ-

íè÷åñêèå èíñòðóêöèè ïî îôîðìëåíèþ ðóêîïèñåé â ñèñòåìå LaTex). Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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äîëæåí ñîäåðæàòü òîëüêî òå èñòî÷íèêè, íà êîòîðûå èìåþòñÿ ññûëêè â òåêñòå ðàáîòû.
Èñòî÷íèêè ðàñïîëàãàþòñÿ â ïîðÿäêå èõ óïîìèíàíèÿ â ñòàòüå. Â îðèãèíàëüíûõ ñòàòüÿõ
äîïóñêàåòñÿ äî 20, â îáçîðíûõ � äî 60 èñòî÷íèêîâ.

Ïîäðîáíûå Òåõíè÷åñêèå èíñòðóêöèè ïî îôîðìëåíèþ ðóêîïèñåé â ñèñòåìå LaTex ñî-
äåðæàòñÿ íà ñàéòå æóðíàëà.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 1



Ïðàâèëà âåðñòêè ðóêîïèñåé â ñèñòåìå LaTex 147

Ïðàâèëà âåðñòêè ðóêîïèñåé

â ñèñòåìå LaTex

Îáðàùàåì Âàøå âíèìàíèå íà òî, ÷òî óêàçàííûå íèæå ïðàâèëà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
àáñîëþòíî òî÷íî. Â ñëó÷àå, åñëè ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñè íå áóäóò âûïîëíåíû,
Âàøà ñòàòüÿ íå áóäåò îïóáëèêîâàíà.

Òåêñò äîêëàäà äîëæåí áûòü íàáðàí â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TEX (èëè îäíîì èç åå
êëîíîâ). Äëÿ âåðñòêè ðóêîïèñè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðåàìáóëó, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü
íà ñàéòå http://www.svmo.ru.

Îáúåì ñòàòüè íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10 ñòðàíèö. Òåêñò ñòàòüè äîëæåí áûòü ïîìåùåí
â ôàéë ñ èìåíåì <ôàìèëèÿ àâòîðà>.tex (êîòîðûé âêëþ÷àåòñÿ êîìàíäîé \input â ïðåàì-
áóëå). Íàïðèìåð,

\input{voskresensky.tex}

Ñîäåðæàíèå ïðåàìáóëû èçìåíÿòü íåëüçÿ. Îïðåäåëåíèå íîâûõ êîìàíä àâòîðîì ñòàòüè
íå äîïóñêàåòñÿ äëÿ ïðåäóïðåæäåíèÿ êîíôëèêòîâ èìåí ñ êîìàíäàìè, êîòîðûå ìîãëè áû
áûòü îïðåäåëåíû â ñòàòüÿõ äðóãèõ àâòîðîâ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà ðóññêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäó
\headerRus. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerRus{ÓÄÊ}{íàçâàíèå ñòàòüè}{àâòîð(û)}{Àâòîð1\ footnote { Äîëæ-
íîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\ footnote {Äîëæíîñòü, ìåñòî ðà-
áîòû, ãîðîä; e-mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êî-
ìàíäó \headerEn. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerEn{íàçâàíèå ñòàòüè} {Àâòîð1\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáî-
òû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-
mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Åñëè ñòàòüÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, òî äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \headerFirstEn ñ òàêèìè æå ïàðàìåòðàìè, êàê äëÿ êîìàíäû
\headerRus.

Ñòàòüÿ ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäçàãîëîâêè ëþáîé âëîæåííîñòè. Ïîäçàãîëîâêè ñàìîãî âåðõ-
íåãî óðîâíÿ ââîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè êîìàíäû \sect ñ îäíèì ïàðàìåòðîì:

\sect{Çàãîëîâîê}

Ïîäçàãîëîâêè áîëåå íèçêèõ óðîâíåé ââîäÿòñÿ êàê îáû÷íî êîìàíäàìè \subsection,
\subsubsection è \paragraph.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ âëîæåííîñòè ïîäçàãîëîâêîâ â
Âàøåé ñòàòüå, íóìåðàöèÿ îáúåêòîâ (ôîðìóë, òåîðåì, ëåìì è ò.ä.) âñåãäà áóäåò äâîéíîé è
áóäåò ïîä÷èíåíà ïîäçàãîëîâêàì ñàìîãî âåðõíåãî óðîâíÿ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ òåîðåì, ëåìì, ïðåäëîæåíèé, ñëåäñòâèé, îïðåäåëåíèé, çàìå÷àíèé è
ïðèìåðîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî îêðóæåíèÿ Th, Lemm, Prop, Cor, De�n,
NB è Example. Åñëè â Âàøåé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, èõ ñëåäó-
åò îêðóæèòü êîìàíäàìè \proof è \proofend (äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðîê 'Äîêàçàòåëüñòâî.' è
'Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.' ñîîòâåòñòâåííî).
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148 Ïðàâèëà âåðñòêè ðóêîïèñåé â ñèñòåìå LaTex

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \R, \Rn, \C, \Z, \N è
ò.ä.

Äëÿ âñòàâîê áóêâ ϕ è ϵ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \phi, \epsilon ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñèìâîëû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂

∂xi
è ∂u

∂xi
âñòàâëÿþòñÿ êîìàíäàìè \px{i} è

\pxtog{u}{i}.
Äëÿ âñòàâîê áóêâ êèðèëëèöû â ôîðìóëû ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \textrm,

\textit. Íàïðèìåð, äëÿ âñòàâîê ôîðìóë Ãi , Äi â òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî íàáðàòü êî-
ìàíäû \textrm{Ã}_i, \textit{Ä}_i.

Äëÿ íóìåðîâàíèÿ ôîðìóë è ñîçäàíèÿ ïîñëåäóþùèõ ññûëîê íà ýòè ôîðìóëû íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî êîìàíäû \label{ìåòêà} è \eqref{ìåòêà}, ãäå â êà÷åñòâå
ìåòêè íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó ñëåäóþùåãî âèäà: 'Ôàìèëèÿ ÀâòîðàÍîìåð Ôîðìóëû'.
Íàïðèìåð, ôîðìóëó (14) â ñòàòüå Èâàíîâà íóæíî ïîìåòèòü \label{ivanov14}, òåîðåìó
5 èç ýòîé ñòàòüè � \label{ivanovt5} è ò.ï. (Äëÿ ññûëîê íà òåîðåìû, ëåììû è äðóãèå
îáúåêòû, îòëè÷íûå îò ôîðìóë, íóæíî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \ref{ìåòêà}).

Äëÿ âñòàâêè â òåêñò ñòàòüè ðèñóíêîâ íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè êîìàíäà-
ìè:

à) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà áåç ïîäïèñè è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicture{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ}

ãäå ñòåïåíü_ñæàòèÿ ÷èñëî îò 0 äî 1.

á) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ

\insertpicturewcap{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ïîäïèñü_ïîä_ðè-ñóíêîì}

â) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicturecapscale{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

ã) âñòàâêà ðèñóíêà áåç íîìåðà ïîä ðèñóíêîì, íî ñ ïîäïèñüþ èëè íåò

\insertpicturenonum{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

Âñå âñòàâëÿåìûå êàðòèíêè äîëæíû íàõîäèòüñÿ â ôàéëàõ â ôîðìàòå EPS (Encapsulated
PostScript).

Âíèìàíèå! Íîâûå ïðàâèëà. Äëÿ îôîðìëåíèÿ ñïèñêà ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçû-
êå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îêðóæåíèå thebibliography. Ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòó-
ðû äîëæåí áûòü îôîðìëåí â ôîðìàòå AMSBIB. Ïîäðîáíîñòè ñìîòðèòå â ïðèëàãàåìîì
ôàéëå amsbib.pdf. Äëÿ ïðàâèëüíîé ðàáîòû äàííîãî ñòèëÿ îôîðìëåíèÿ ëèòåðàòóðû íåîá-
õîäèìî èñïîëüçîâàòü ñòèëåâîé ôàéë svmobib.sty (ïðèëàãàåòñÿ).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà àíãëèéñêîì ÿçûêå îôîðìëÿòü íå íóæíî.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå îôîðìëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíä

\RBibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê}.

Äëÿ ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà â êà÷åñòâå ìåòêè äëÿ ïóíêòà 7 â ñïèñêå ëèòåðàòó-
ðû íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó 'ivanovb7'. Äëÿ ññûëîê íà ýëåìåíòû ñïèñêà ëèòåðàòóðû
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \cite èëè \pgcite (ïàðàìåòðû ñì. â ïðåàìáóëå).

Ìåòêè âñåõ îáúåêòîâ ñòàòüè äîëæíû áûòü óíèêàëüíûìè.
Êîìïèëÿöèÿ æóðíàëà ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè MiKTEX 2.9, äèñòðèáóòèâ êîòîðîãî

ìîæíî ïîëó÷èòü íà ñàéòå http://www.miktex.org.
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Àëôàâèòíûé óêàçàòåëü

Àíêèëîâ À. Â. 8

Âåëüìèñîâ Ï. À. 8

Ãàëèìîâà Ð. Ê. 135

Ãåðìèäåð Î. Â. 22

Ãðèíåñ Â.Ç. 30

Ãóðåâè÷ Å. ß. 37

Æàëíèí Ð. Â. 48

Æóæîìà Å. Â. 55

Çèíèíà Ñ. Õ. 37

Çóáîâ À. Â. 140

Çóáîâà À. Ô. 140

Êðóãëîâ Â. Å. 65

Êóçíåöîâ Å. Á. 71

Ëàðèîíîâ À. Ñ. 82

Ëåâ÷åíêî Þ. À. 30

Ëåîíîâ Ñ. Ñ. 71

Ëóáûøåâ Ô. Â. 89

Ìàêñèìêèí À. Â. 48

Ìàñÿãèí Â. Ô. 48

Ìåäâåäåâ Â. Ñ. 55

Ìóðþìèí Ñ. Ì. 105

Íèêèøèí Å. Â. 105

Íîâîñåëîâ Î. Â. 128

Ïàíòþøèí À. È. 48

Ïàøóòêèí Ä. Â. 120

Ïåñêîâà Å. Å. 48, 105

Ïîïîâ Â. Í. 22

Ïî÷èíêà Î. Â. 30, 65

Ïóñòîâàëîâà Î. À. 140

Ðÿçàíöåâà È. Ï. 111

Ñàëüíèêîâ Â. Ä. 48

Ñèìîíîâ Ï. Ì. 82

Òàðàñîâà Í. À. 55

Òèøêèí Â. Ô. 48

Ôàéðóçîâ Ì. Ý. 89

Þëäàøåâ Ò. Ê. 128

Þøêàíîâ À. À. 22

ßêóïîâ Ç. ß 135
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150 Èíôîðìàöèÿ äëÿ ÷èòàòåëåé è ïîäïèñ÷èêîâ

Â 2008 ã. íà XVI Ìåæäóíàðîäíîé ïðîôåññèîíàëüíîé
âûñòàâêå ¾Ïðåññà¿ æóðíàë ¾Òðóäû Ñðåäíåâîëæñêîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿ óäîñòîåí Çíàêà îòëè÷èÿ
¾Çîëîòîé ôîíä ïðåññû-2008¿ â íîìèíàöèè ¾Íàóêà, òåõ-
íèêà, íàó÷íî-ïîïóëÿðíàÿ ïðåññà¿.

Ñ 2009 ãîäà æóðíàë íîñèò íàçâàíèå ¾Æóðíàë Ñðåäíå-
âîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿.

Óâàæàåìûå ÷èòàòåëè è ïîäïèñ÷èêè!

Ïîäïèñêà íà æóðíàë ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îáùåñòâà¿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç îòäåëåíèÿ ïî÷òîâîé ñâÿçè
¾Ïî÷òà Ðîññèè¿ íà âñåé òåððèòîðèè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè.

Ïîäïèñíîé èíäåêñ æóðíàëà â Îáúåäèíåííîì êàòàëîãå ¾Ïðåññà
Ðîññèè¿ � 94016.
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Äëÿ çàìåòîê
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Äëÿ çàìåòîê
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