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1 Многие задачи геофизической гидродинами�
ки связаны с описанием конвективных процессов
вертикального турбулентного переноса. 

В гидрологии такие процессы рассматривают�
ся в задачах о промерзании пресных и соленых
озер, а также в задаче о техногенном выбросе
электростанциями холодной воды на поверх�
ность более теплых водоемов. 

В метеорологии такие процессы лежат в осно�
ве параметризации конвективного слоя в задаче
численного прогноза погоды и общей циркуля�
ции атмосферы. 

Для решения научных задач о турбулентном
течении жидкости разработаны модели замыка�
ния второго, третьего и четвертого порядка [9].

Однако в инженерной практике для простран�
ственно�одномерных задач широко используют�
ся модели замыкания первого порядка. Эти моде�
ли опираются на локальные потоково�градиент�
ные соотношения, связывающие турбулентные
потоки импульса и тепла с соответствующими
градиентами скорости и температуры. 

Неотъемлемая часть потоково�градиентных
соотношений – коэффициент турбулентного об�

1 Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 15�05�
068491�a).

мена K. Согласно теории Колмогорова–Обухова,
коэффициент турбулентного обмена имеет вид:

 (  – путь перемешивания, b – кинети�
ческая энергия турбулентных пульсаций). 

Согласно [21, 29], параметры  и b вычисля�
ются по дифференциальным уравнениям, вид ко�
торых определяет ту или иную форму универсаль�
ной теории турбулентности (подробнее – в [20]). 

Для решения одномерных задач с простран�
ственной координатой z более удобны “профиль�
ные” модели, в которых коэффициент турбулент�
ного обмена задается некоторым известным соот�
ношением  Это соотношение либо
представляет собой некоторую априорную ап�
проксимацию [36], либо соответствует аппрокси�
мации результатов вихреразрешающей модели с
высоким порядком замыкания [16]. 

Профильные модели турбулентности широко
используются для параметризации пограничного
слоя в задачах прогноза погоды и общей циркуля�
ции атмосферы [17, 34].

В настоящей работе предложена постановка
задачи о конвективном промерзании пресного
озера. Для описания процесса промерзания пред�
ложена специфическая профильная модель с пе�
ременной глубиной слоя. Зависимость глубины
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охлаждающегося слоя от времени определяется
универсальным уравнением распространения
конвективного слоя [11]. Коэффициент турбу�
лентного обмена задается в соответствии с [16]. В
рамках теории Колмогорова–Обухова выполнено
физическое обоснование выбранного профиля.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
О НЕСТАЦИОНАРНОЙ ТУРБУЛЕНТНОЙ 

КОНВЕКЦИИ С ПЕРЕМЕННОЙ 
ВЕРХНЕЙ ГРАНИЦЕЙ СЛОЯ

Пусть t – время; x, y, z – декартова система ко�
ординат, в которой направление оси z совпадает с
направлением силы тяжести g; оси x, y лежат на
плоской охлаждаемой поверхности. 

Будем предполагать, что неограниченный
слой однородной жидкости расположен в поле
силы тяжести и ограничен сверху плоской гори�
зонтальной поверхностью:  

Допустим, что в начальный момент времени
 поверхность жидкости начинает охлаждать�

ся и в слой поступает положительный поток пла�
вучести:  Такая задача возникает в
гидрологии зимой при образовании льда на по�
верхности пресных озер. В условиях интенсивно�
го охлаждения поверхности в слое жидкости фор�
мируется нестационарный конвективный слой,
глубина которого h зависит от времени t. Типич�
ная картина конвекции в жидкости, наблюдаемая
в лабораторном эксперименте [13], представлена
на рис. 1.

Под глубиной слоя здесь и далее понимается
уровень минимального среднего потока плавуче�
сти. Закон перемещения глубины конвективного
слоя:  – зависит от мощности теплового
потока на нижней поверхности [2, 11]. Нестацио�
нарное уравнение, способное описать эволюцию
глубины конвективного слоя, было впервые

= 0.z

= 0t

θ θ= ≥( ) 0.gS gS t

= ( )h h t

предложено в [11] (см. также [2]). Следуя [11], бу�
дем считать, что

 (1)

Здесь  – нестационарный поток
плавучести на охлаждаемой поверхности (  =
= м2/с3).

Уравнение (1) соответствует случаю нестацио�
нарной “непроникающей” конвекции, когда теп�
ловой поток на подвижной границе конвективно�
го слоя намного меньше теплового потока на под�
стилающей поверхности [6].

Пусть  w – компоненты вектора скорости
вдоль плоскости x, y и оси z соответственно; ρ, p –
локальные значения плотности и давления.
Допустим, что   – фоновые
статические значения плотности и давления, свя�
занные уравнением статики;   –
отклонения плотности и давления от их статиче�
ских фоновых значений.

Для значений модифицированного давления Φ
и безразмерной пульсации плотности θ использу�
ем обозначения

(2)

В качестве исходных уравнений примем урав�
нения теории мелкой конвекции Буссинеска в
форме [30] с нейтральной стратификацией плот�
ности:

 (3)

Уравнения (3) – для области с переменной
верхней границей: 

θ=
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dt
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Рис. 1. Развитие течения в слое силиконового масла при высоких числах Рэлея после внезапного увеличения темпера�
туры на нижней границе жидкости, согласно [13].
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Усредняя по единице площади различные про�
изведения степеней θ и w, получим различные
турбулентные моменты конвективного слоя. В

частности,  при  Здесь и далее
знак черты “–“ обозначает операцию усреднения
по единице площади. При этом из системы (3)
следует уравнение вертикального турбулентного
теплообмена: 

(4)

где  – среднее по площади значение безразмер�
ной пульсации плотности θ.

В нейтрально стратифицированной жидкости
отсутствует контр�градиент Дирдорфа. Поэтому
справедливо потоко�градиентное соотношение
Буссинеска: 

(5)

где  – коэффициент турбулентного тепло�
обмена. 

Подстановка (5) в соотношение (4) приводит к
уравнению теплопроводности, заданному в слое с
переменной глубиной: 

(6)

Условия Неймана краевой задачи (6) соответ�
ствуют потокам плавучести на границах конвек�
тивного слоя. 

Для замыкания системы (6) необходимо зада�
ние коэффициента турбулентного обмена KH.

Аналитические исследования систем типа (6)
при некоторых специально заданных профилях 
представлены в [1, 4, 31, 34].

ВТОРЫЕ МОМЕНТЫ ТУРБУЛЕНТНОГО 
КОНВЕКТИВНОГО СЛОЯ

Существование параметров  и h позволяет
ввести в конвективном слое параметры Дирдорф�
фа для скорости и плавучести [10]: 

(7)

Турбулентность конвективного слоя характе�
ризуется теорией подобия [39]. Согласно этой
теории, в нижней части конвективного слоя:
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 – безразмерные турбулентные мо�
менты, образованные с помощью параметров 

и  являются функциями только z/h. В частно�
сти, для первых турбулентных моментов 

(8)

где  – положительная гладкая функция.

Соответственно, для вторых турбулентных мо�
ментов 

(9)

где    – положительные гладкие функции.

Согласно экспериментальным полевым изме�
рениям, вторые моменты в конвективном слое
можно аппроксимировать соотношениями, пред�
ложенными в [14, 22, 23]:

(10)

Коэффициенты  и  получены
в процессе прямых измерений вторых моментов w
и θ конвективного приземного слоя атмосферы в
экспериментах Kansas 1968; Minnesota 1973;
AMTEX 1975 [38, 19, 23]. Данные натурных изме�
рений теплового потока и второго момента пла�
вучести в атмосферном конвективном слое, полу�
ченные в [14, 23] и их аппроксимации (10) пред�
ставлены на рис. 2 и 3 соответственно. 

В конвективном поверхностном слое при
 выражения (8)–(10)переходят в пре�

дельную форму, соответствующую теории сво�
бодно�конвективного слоя: 

(11)

где    – постоянные положительные ко�
эффициенты.

Преобразование (11) с учетом (7) приводит к
эквивалентным уравнениям:

(12)
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Первые два равенства (12) – основной резуль�
тат классической теории турбулентности свобод�
но�конвективного слоя [33], а также теории подо�
бия [5]. Последнее равенство (12) следует из тео�
рии подобия [38]. 

Из соотношений (12) следует предельная фор�
ма коэффициента турбулентного обмена:

(13)

подробнее – в [5].

КОЭФФИЦИЕНТ ТУРБУЛЕНТНОГО 
ОБМЕНА В ТЕОРИИ 

КОЛМОГОРОВА–ОБУХОВА

Базовые уравнения полуэмпирической теории
турбулентности Колмогорова–Обухова в гори�
зонтально неподвижном слое имеют следующий
вид [27]:

( ) ( )

−

θ

θ θ

θ⎛ ⎞= − θ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

= =
λ λ

1

1 3 4 34 31 1 ,

H

D

dK g w g
dz

gS z w h z h

(14)

Второе соотношение – (14) соответствует
упрощенной форме уравнения турбулентной
энергии Колмогорова–Обухова, в котором все

остальные слагаемые выражены через 

и 

Из соотношений (14) следует выражение для
коэффициента турбулентного обмена:

(15)

Простейшую эмпирическую аппроксимацию
пути перемешивания Колмогорова  в конвек�
тивном слое можно получить из следующих сооб�
ражений. Согласно Прандтлю, путь перемешива�
ния вблизи стенки растет пропорционально вы�
соте, т.е.   Модифицируем классическую
теорию Прантля для слоя жидкости, ограничен�
ного двумя горизонтальными поверхностями.
Для этого аппроксимируем  многочленом Тей�
лора второй степени с учетом нулевых условий на

∂
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3 2
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Рис. 2. Значения безразмерного теплового потока в
зависимости от безразмерной высоты в конвектив�
ном слое по данным [14]. Черные точки и сплошная
линия соответствуют атмосферным измерениям [14]
и аппроксимации (10) соответственно.
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Рис. 3. Значения безразмерного второго момента пла�
вучести в зависимости от безразмерной высоты в кон�
вективном слое, по данным [22]. Черные точки и
сплошная линия соответствуют атмосферным изме�
рениям [22] и аппроксимации (10) соответственно.

Корректор Корнилова
Выделение
:
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поверхности водоема и на подвижной границе
слоя, т.е.  при  и  Тогда с учетом
теории размерности, получим:

  (16)

где  – неопределенный постоянный пара�
метр, соответствующий коэффициенту разложе�
ния Тейлора. 

Обзоры распространенных аппроксимаций
пути перемешивания приведены в [25, 32]. Трех�
членная ярусная аппроксимация пути перемеши�
вания с нулевыми значениями  на границах об�
ласти использовалась в [15, 25, 37]. Эта аппрокси�
мация имеет вид

 (17)

где  – постоянный параметр длины, харак�
теризующий путь перемешивания в центральной
части конвективного слоя. Очевидно, что равен�
ство (16) является пределом выражения (17) при

Идея интерпретации пути перемешивания 
как некоторого “доминирующего” внутреннего
масштаба турбулентности  связанного со
спектром поля вертикальной скорости, обсужда�
лась в [8, 24].

В [8, 24] в качестве доминирующего масштаба
 использовалась длина волны, реали�

зующая максимум в спектре вертикальной скоро�
сти. Заметим, что выбор аппроксимации (16)
обеспечивает подобие профилей  и

 

Подставляя путь перемешивания (16) в (15),
получим:

(18)

Соотношение (18) соответствует коэффициен�
ту турбулентного обмена в теории Колмогорова–
Обухова.

Использование в системе (6) соотношения (18)
приводит к нелинейному уравнению теплопро�
водности, которое трудно исследовать аналити�
чески.

Рассмотрим естественное упрощение выраже�

ния (18). Очевидно, что величины  и

 соответствуют средним по единице
площади локальным значениям θ и θ2. При турбу�
лентном течении локальную переменную

= 0Kl = 0z = .z h

( )= α −1 ,K
K

l z z
h h h

α ∼ 1k

Kl

−

⎛ ⎞
= α + +⎜ ⎟

−⎝ ⎠

11 1 1 1 ,K
K Ml z h z L

> 0ML

→ ∞.ML

Kl

Λ ,w

Λ = Λ ( )w w z h

= ( )K Kl l z h
Λ = Λ ( ).w w z h

( )∂θ⎛ ⎞ ⎡ ⎤= α −⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦∂⎝ ⎠

1 2 2
2 2 g 1 .H K

z zK h
z h h

θ = θ( )z h

θ = θ
2 2( )z h

 следует считать случайной величиной
и характеризовать плотностью вероятности

 Тогда

(19)

где  – первый момент распределения случайной

величины 

Из второго равенства следует, что 
В силу гипотезы пространственной эргодичности

 поэтому  где  первый
момент распределения случной величины

 

В конвективном слое выделяют структурные
ярусы: поверхностный слой, слой перемешива�
ния, инверсионный слой. Предположим, что в
каждом i�м ярусе конвективного слоя

 Иными словами, каждый ярус ха�
рактеризуется собственным распределением 
форма которого не зависит от высоты  Это
предположение подтверждается многочисленны�
ми экспериментальными данными, приведенны�
ми в [3]. В этой ситуации функция  – сту�
пенчатая функция по высоте.

Так как функции  и  непрерывны по высо�

те, то равенство  должно быть непре�
рывно на границе слоев. Это означает, что ступен�
чатая функция  непрерывна по высоте. Но
единственной непрерывной ступенчатой функ�
цией является постоянная, поэтому 

во всем конвективном слое  Величину 
легко вычислить по профилям поверхностного

слоя, при этом 

Дифференцируя по высоте равенство

 с учетом экспериментальных дан�
ных (10) и параметров Дирдорффа (7), получим:

(20)

Подставляя (20) в соотношение (18), найдем:

(21)

Выбирая неопределенный параметр  так,
чтобы выполнялся поверхностный предел (13),
получим: 

η = θ θ
2 1 2( )

= η( , ).F F z h

∞ ∞

−∞ −∞

η η = η η η = μ∫ ∫ 1( , ) 1, ( , ) ( ),F z h d F z h d z h

µ1

η = θ θ
2 1 2( ) .

θ = μ θ
2 1 2

1( ) .

θ = θ, θ = μ θ
2 1 2

1( ) , µ1( )z h

η = θ θ
2 1 2( ) .

η = η( , ) ( ).iF z h f
η( ),if

.z h

µ1( )z h

θ θ
2

θ = μ θ
2 1 2

1( )

µ1( )z h

µ = µ1( ) Sz h
< <0 1.z h µS

−

θ θθμ = λ λ
1 23 .S

θ = μ θ
2 1 2( )S

( ) ( )

−

θθ

− −

θ θ

∂ ∂
− θ = −μ θ = μ λ θ =

∂ ∂

θ
= λ = λ

2 1 2 1 2 1 3 4 3

24 3 4 3

2

1( )
3

.

S S D

D D

g g g h z
z z

g wz z
h h hh

( ) ( )θ= α λ −
4 3 22 1 2( ) 1 .H K DK w h z h z h

αK
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(22)

Сопоставляя (21) и (22), найдем, что 

Соотношение (22) с коэффициентом 
было впервые предложено в [16] как результат ап�
проксимации численных расчетов. В работе [16]
коэффициент турбулентного обмена  вычис�
лялся непосредственно из потоково�градиентно�
го соотношения (5) с использованием вихре�раз�
решающей численной модели. Таким образом,
приведенные рассуждения следует рассматривать
как теоретическое обоснование аппроксимации
численных расчетов [16] в рамках полуэмириче�
ской теории турбулентности Колмогорова–Обу�
хова.

ДРУГИЕ ПРОФИЛИ КОЭФФИЦИЕНТА 
ТУРБУЛЕНТНОГО ОБМЕНА

В соответствии с теорией размерности и с уче�
том предельной формы (13) общая форма профи�
ля коэффициента турбулентного обмена должна
иметь вид:

(23)

где  – положительная функция, форма ко�
торой определяется либо из численного экспери�
мента, либо из натурных наблюдений.

Многоярусная аппроксимация коэффициента
турбулентного обмена в форме (23) была рассмот�
рена в [26]. 

Ярусная аппроксимация, согласованная с (23)
и использующая в качестве пути перемешивания 

доминирующий турбулентный масштаб  была
предложена в [12]. 

Следует упомянуть также распространенную
аппроксимацию коэффициента турбулентного
обмена, предложенную в [36]: 

(24)

где  

Для устойчиво стратифицированных слоев ап�
проксимация (24) с коэффициентом  рас�
сматривалась в [31, 35, 28].

Для неустойчиво стратифицированных слоев
аппроксимация (24) с коэффициентом  рас�
сматривалась в [31, 35, 28]. 

Существенно, что аппроксимация (24) не со�
гласована с (23) так как в поверхностном слое ап�
проксимация (24) не удовлетворяет предельной

( ) ( )
θ

= −
λ

4 3 21 1 .H DK w h z h z h

−

θα = λ ≈
3 4 1.K

θλ = 1

HK

( ) ( ) ( )
→θ

= =
λ

4 3

0

1 , lim 1.H

z hD

K
z h G z h G z h

w h

( )G z h

Kl
Λ ,w

( ) ( )= −0.64 1 ,pH

D

K
z h z h

hw

< <1 3.p

= 3 2p

= 2p

форме теории Колмогорова–Обухова (13). По�
этому для турбулентной конвекции без ветра эта
аппроксимация хуже обоснована физически.

ВЫВОДЫ

Дополнение теории Колмогорова–Обухова
эмпирической аппроксимацией турбулентных
моментов позволяет построить профиль коэффи�
циента теплового обмена в условиях турбулент�
ной конвекции. 

Построенное соотношение идентично извест�
ному профилю [16]. Теоретическая обоснован�
ность и аналитическая простота выделяют этот
профиль из ряда аналогичных соотношений. 
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