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1. СИСТЕМЫ СЧИСЛЕНИЯ, ПРИМЕНЯЕМЫЕ В ЦВМ

§1.1 Позиционные системы счисления
Системой счисления называется совокупность приемов и правил для наименования и записи чисел. Различают непозиционные и позиционные системы счисления. В непозиционных системах счисления значение цифры не зависит от ее положения (позиции) в числе. Примером непозиционной системы может служить римская система счисления.
В позиционных системах счисления значение каждой цифры изменяется в зависимости от ее положения в числе.
Запись произвольного числа в позиционной системе счисления основывается на представлении этого числа в виде полинома:
x=an Pn +an-1Pn-1+…+a1P1+a0P0+a-1P-1+…+a-mP-m

(1.1)
Здесь:
Р - основание системы. Это число единиц какого-либо разряда, образующих одну единицу более старшего разряда;
ai- знаки (цифры), используемые для записи чисел;
m - количество разрядов справа от запятой;
n+1 - количество разрядов слева от запятой.
Сокращенная запись этого выражения, представляющая перечисление коэффициентов этого полинома
x=anan-1…ai…a1a0,a-1…a-m
есть изображение числа x в Р-ичной системе.
Принцип построения позиционных систем проще всего проиллюстрировать на примере хорошо известной десятичной системы счисления.
В этой системе для записи любых чисел используется десять различных символов (цифр): 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Эти символы введены для обозначения десяти последовательных целых чисел, начиная с нуля и кончая девятью. Десять единиц каждого разряда объединяются в одну единицу соседнего, более старшего разряда. Это означает, что единица каждого старшего разряда в десять раз больше единицы предыдущего младшего разряда, т.е. значение каждой из цифры поставлено в зависимость от того места, где она стоит в изображении числа.

Например, в записи числа 535.5 цифра 5 повторена трижды. Самая левая цифра 5 означает количество сотен, цифра 5, стоящая перед запятой, означает количество единиц, а самая правая цифра- количество десятых долей единицы. Таким образом, число 535.5 представляет сокращенную запись выражения
5·102 + 3·I01 + 5·100 + 5·10-1
Аналогичным образом запись произвольного десятичного числа в виде последовательности цифр

anan-1…a1a0,a-1…a-m
основана на представлении этого числа в виде полинома
x=an ·10n +an-1 ·10n-1+…+a1 ·101+a0 ·100+a-1 ·10-1+…+a-m ·10-m
Десятичная система является самой распространенной, но не единственной возможной позиционной системой счисления. В качестве основания системы может быть принято любое целое число, большее единицы (Р > 1). Арифметические действия над числами в любой позиционной системе счисления производятся по тем же правилам, что и в десятичной системе, при этом нужно пользоваться теми таблицами сложения и умножения, которые имеют место при данном конкретном основании.
§1.2 Восьмеричная система счисления
В восьмеричной системе счисления используется восемь различных цифр 0,1,2,3,4,5,6,7. Запись произвольного числа в этой системе счисления основывается на его разложении по степеням числа 8:
x=an ·8n +an-1 ·8n-1+…+a1 ·81+a0 ·80+a-1 ·8-1+…+a-m ·8-m
Так десятичное число79,5 в восьмеричной системе изображается в виде 117,4, что следует из разложения
1·82+1·81+7·80+4·8-1=64+8+7+4/8=79,5

Арифметические операции в восьмеричной системе производятся на основании таблиц сложения (табл. 1.1) и умножения (табл. 1.2).
                                            Таблица 1.1

	+
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	10

	0
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	10

	1
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	10
	11

	2
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	10
	11
	12

	3
	3
	4
	5
	6
	7
	10
	11
	12
	13

	4
	4
	5
	6
	7
	10
	11
	12
	13
	14

	5
	5
	6
	7
	10
	11
	12
	13
	14
	15

	6
	6
	7
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16

	7
	7
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17

	10
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	20


                                                       Таблица 1.2
	×
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	10

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	1
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	10

	2
	0
	2
	4
	6
	10
	12
	14
	16
	20

	3
	0
	3
	6
	11
	14
	17
	22
	25
	30

	4
	0
	4
	10
	14
	20
	24
	30
	34
	40

	5
	0
	5
	12
	17
	24
	31
	36
	43
	50

	6
	0
	6
	14
	22
	30
	36
	44
	52
	60

	7
	0
	7
	16
	25
	34
	43
	52
	61
	70

	10
	0
	10
	20
	30
	40
	50
	60
	70
	100


Пример 1.1 Сложение
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Пример 1.2 Вычитание
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[image: image50.wmf]модуль порядка
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Пример 1.3 Умножение
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Пример 1.4 Деление
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§1.3. Двоичная система счисления
Двоичная система счисления для изображения любого числа использует всего две цифры: 0 и 1.
Произвольное число
x=an ·2n +an-1 ·2n-1+…+a1 ·21+a0 ·20+a-1 ·2-1+…+a-m ·2-m
где каждый из коэффициентов ai может принимать значение 0 или 1, в двоичной системе счисления будет изображаться последовательностью цифр
anan-1…a1a0,a-1…a-m
Любое число допускает разложение по степеням 2 и, следовательно, может быть изображено в двоичной системе счисления. Десятичное число 79.5 в двоичной системе имеет изобретение: (79.5)10 = (1001111.1)2, что следует из разложения
1·26+0·25+0·24+1·23+1·22+1·21+1·20+1·2-1=64+8+4+2+1+0.5=79.5

Ниже даны изображения некоторых чисел в двоичной системе
	0
	=
	0
	6
	=
	110

	1
	=
	1
	7
	=
	111

	2
	=
	10
	8
	=
	1000

	3
	=
	11
	9
	=
	1001

	4
	=
	100
	0,5
	=
	0.1

	5
	=
	101
	0,25
	=
	0.01


Таблицы сложения и умножения двоичных чисел весьма просты

	0+0=0
	0×0=0

	0+1=1
	0×1=0

	1+0=1
	1×0=0

	1+1=10
	1×1=1


Пример 1.5 Сложение
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Пример 1.6 Вычитание
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Пример 1.7 Умножение.
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Пример 1.8 Деление
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§1.4. Шестнадцатиричная система счисления
Для изображения чисел в этой системе используется шестнадцать различных цифр. Так как имеющихся в десятичной системе счисления цифр для шестнадцатиричной системы недостаточно, то вводятся специальные обозначения  для шести недостающих цифр. Примем для их обозначения заглавные буквы латинского алфавита. Ниже даны изображения некоторых десятичных чисел в шестнадцатеричной системе счисления:
	0=0
	10=A
	20=14

	1=1
	11=B
	21=15

	2=2
	12=C
	22=16

	3=3
	13=D
	23=17

	4=4
	14=E
	24=18

	5=5
	15=F
	25=19

	6=6
	16=10
	26=1А

	7=7
	17=11
	27=1В

	8=8
	18=12
	и т.д.

	9=9
	19=13
	


Десятичное число 175.5 в шестнадцатиричной системе будет записано в виде AF,8, что следует из разложения
10·161+15·160+8·16-1=160+15+8/16=175.5

Шестнадцатиричные таблицы сложения и умножения значительно больше десятичных (табл.1.3 и 1.4).
Таблица 1.3
	+
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F

	0
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F

	1
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10

	2
	2
	3
	4
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	10
	11

	3
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12

	4
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13

	5
	5
	6
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14

	6
	6
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15

	7
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16

	8
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17

	9
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18

	A
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19

	B
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	1A

	C
	C
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	1A
	1B

	D
	D
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	1A
	1B
	1C

	E
	E
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	1A
	1B
	1C
	1D

	F
	F
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	1A
	1B
	1C
	1D
	1E


Таблица 1.4

	×
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	1
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F

	2
	0
	2
	4
	6
	8
	A
	C
	E
	10
	12
	14
	16
	18
	1A
	1C
	1E

	3
	0
	3
	6
	9
	C
	F
	12
	15
	18
	1B
	1E
	21
	24
	27
	2A
	2D

	4
	0
	4
	8
	C
	10
	14
	18
	1C
	20
	24
	28
	2C
	30
	34
	38
	3C

	5
	0
	5
	A
	F
	14
	19
	1E
	23
	28
	2D
	32
	37
	3C
	41
	46
	4B

	6
	0
	6
	C
	12
	18
	1E
	24
	2A
	30
	36
	3C
	42
	48
	4E
	54
	5A

	7
	0
	7
	E
	15
	1C
	23
	2A
	31
	38
	3F
	46
	4D
	54
	5B
	62
	69

	8
	0
	8
	10
	18
	20
	28
	30
	38
	40
	48
	50
	58
	60
	68
	70
	78

	9
	0
	9
	12
	1B
	24
	2D
	36
	3F
	48
	51
	5A
	63
	6C
	75
	7E
	87

	A
	0
	A
	14
	1E
	28
	32
	3C
	46
	50
	5A
	64
	6E
	78
	82
	8C
	96

	B
	0
	B
	16
	21
	2C
	37
	42
	4D
	58
	63
	6E
	79
	84
	8F
	9A
	A5

	C
	0
	C
	18
	24
	30
	3C
	48
	54
	60
	6C
	78
	84
	90
	9C
	A8
	B4

	D
	0
	D
	1A
	27
	34
	41
	4E
	5B
	68
	75
	82
	8F
	9C
	A9
	B6
	C3

	E
	0
	E
	1C
	2A
	38
	46
	54
	62
	70
	7E
	8C
	9A
	A8
	B6
	C4
	D2

	F
	0
	F
	1E
	2D
	3C
	4B
	5A
	69
	78
	87
	96
	A5
	B4
	C3
	D2
	E1


§1.5. Смешанные системы счисления
В ряде случаев числа, заданные в системе счисления с некоторым основанием Р, приходится изображать с помощью цифр другой системы счисления с основанием Q , где Q <Р. В этих случаях используются смешанные системы счисления, в которых каждая цифра числа в Р -ичном разложении числа записывается в Q -ичной системе. В такой системе Р называется старшим основанием, Q - младшим основанием, а сама смешанная система называется Q-P-ичной; Для того, чтобы запись числа в смешанной системе счисления была однозначной, для изображения любой Р-ичной цифры отводится одно и то же количество Q -ичных разрядов, достаточное для изображения любой Р-ичной цифры. Так, в смешанной двоично-десятичной системе счисления для изображения каждой десятичной цифры отводится четыре двоичных разряда. Например, десятичное число 925 в двойчно-десятичной системе запишется в виде
1001  0010  0101
Здесь последовательные четверки двоичных разрядов изображают цифры 9, 2 и 5 записи числа в десятичной системе счисления. Следует обратить внимание, что хотя в двоично-десятичной записи числа и используются только цифры 0 и 1, эта запись отличается от двоичного изображения данного числа. Например, приведенный выше двоичный код в двоичной системе счисления изображает число 2341, а не число 925. На некоторых машинах двоично-десятичная система является основной, т.е. используется для изображения чисел на всех этапах работы машины.
Аналогично рассмотренной выше двоично-десятичной системе можно использовать и другие смешанные системы при различных значениях Р и Q. Особого внимания заслуживает случай, когда 
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 - целое положительное число). В этом случае запись какого-либо числа в смешанной системе тождественно совпадает с изображением этого числа в системе счисления с основанием Q , что, как мы видели, не имеет места, например, в двоично-десятичной системе.
Действительно, рассмотрим произвольное целое число N . В Р-ичной системе счисления это число будет записано в виде
N=(pn pn-1 … p1 p0)p
основанном на представлении
N=pn ·pn +pn-1 ·pn-1+…+p1 ·p1+p0, 

(1.2)
где pi (i=0, 1, 2,…, n) являются базисными числами этой системе. Каждый коэффициент pi в (1.2) будет записываться в Q-ичной системе счисления в виде
pi=(gi,l-1 gi,l-2 … gi,1 gi,0)q
основанном на представлении
pi = gi,l-1Ql-1+ gi,l-2Ql-2+…+ gi,1Q+gi,0,
(1.3)
где gi,j - базисные, числа системы счисления с основанием Q .Тогда в смешанной системе счисления число, N будет записывать в виде
N=gn,l-1 gn,l-2 … gn-1,0 gn-1,l-1 gn-1,l-2 … gn-1,0 …g0,l-1 g0,l-2 … g0,0
Подставляя (1.3) в (1.2) и учитывая соотношение P-Ql, получим
N= gn,l-1Qn·l+l-1+ gn,l-2Qn·l+l-2+…+ gn,0Qn·l+gn-1,l-1 ·Qn·l-l+…

(1.4)
+ gn-1,0Qn·l-l+…+ g0,l-1Ql-1+…+ g0,0Q0 

т.е. разложение числа N по степеням Q . Поэтому запись числа N в Q-ичной системе счисления, соответствующая разложению (1.4), будет иметь вид
N =(gn,l-1 gn,l-2 … gn,0 gn-1,l-1 …g0,0)Q
Как видно, эта запись тождественно совпадает с приведенной выше записью числа N в смешанной системе счисления, где каждая очередная группа из l цифр является просто изображением соответствующего коэффициента pi в системе счисления с основанием Q.
Все сказанное выше относительно целых чисел автоматически переносится и на случай произвольных чисел. Таким образом, изображение числа x в Р-ичной системе счисления в случае P=Ql является просто сокращенной записью изображения этого же числа x в Q -ичной системе.
Рассмотренное выше свойство некоторых смешанных систем широко используется на практике для сокращенной записи чисел, заданных в системе счисления с небольшим основанием. Для этого в исходной записи числа разряды объединяются вправо и влево от запятой в группе некоторой длины (добавляя в случае необходимости левее старшей и правее младшей значащих цифр соответствующее количество нулей), и каждая такая группа записывается одной цифрой другой системы, основание которой равно соответствующей степени исходного основания. Например, двоичное изображение 101110.1 числа 46.5 можно записать короче с использованием цифр других систем, причем эта сокращенная запись одновременно является и изображением данного числа в соответствующей системе счисления:
	10
	11
	10.
	10
	=
	(232.2)4;

	
	101
	110.
	100
	=
	(56.4)8;

	
	0010
	1110.
	1000
	=
	(2Е.8)16 и т.д.


§1.6. Перевод чисел из одной системы счисления в другую
При решении задач на вычислительной машине исходные данные обычно задаются в десятичной системе счисления. В этой же системе, как правило, нужно получить и окончательные результаты. Но если машина работает в какой-либо другой системе счисления, то возникает необходимость перевода чисел из одной системы счисления в другую.
Задача перевода заключается в следующем. Пусть известна запись числа 
[image: image3.wmf]x

 в системе счисления с каким-либо основанием P:

x=(pn pn-1 … p0, p-1 p-2 …p-m)
где: gi - цифры Q -ичной системы.
При этом можно ограничиться случаем положительных чисел, поскольку перевод любого числа сводится к переводу его модуля и приписыванию числу нужного знака.
При рассмотрении правил, перевода необходимо учитывать, средствами какой арифметики должен быть осуществлен перевод, т.е. в какой системе счисления должны быть выполнены все необходимые для перевода арифметические действия. Ради краткости изложения условимся считать, что перевод должен осуществляться средствами Р -ичной арифметики.
1.6.1. Перевод Q→P
Задача перевода произвольного числа х, заданного в системе счисления с основанием Q,

x=(gn gn-1 … g1 g0, g-1 …g-m)




(1.5)
в систему счисления с основанием Р сводится к вычислению значения полинома

x= gn·Qn+ gn-1·Qn-1+…+ g1· Q+g0+ g-1Q-1+…+ g-mQ-m


(1.6) 

Для получения изображения последнего выражения достаточно все цифры gi и число Q заменить их Р -ичными изображениями и произвести все требуемые по формуле операции в Р-ичной системе счисления.
Пример 1.9 Перевести число х = (371.4)8 в десятичную систему счисления, пользуясь средствами десятичной арифметики.
Здесь Р = 10 Q = 8. Для перевода запишем число х в виде
х=3·82+7·81+1·80+4·8-1
и выполним все необходимые действия в десятичной системе
x=3·64+7·8+1+0,5=192+56+1+0.5=249.5
Пример 1.10 Перевести число x=(AF,4)16 в десятичную систему счисления с использованием средств десятичной арифметики. 
Здесь Р=10, Q = 16. Дня перевода запишем число х в виде
х = 10·16 + 15 + 4·16-1
и выполним все необходимые операции в десятичной системе 
х=160+15+0,25=175.25

Пример 1.11 Перевести число х = (1100111.11)2 в десятичную систему.
Здесь Р = 10. Q = 2. Для перевода запишем число в виде 
1·26 + 1·25+ 0·24 +0·23 + 1·22 + 1·21 + 1·20 + 1·2-1 +1·2-2 = 103.375
При вычислении значений указанных полиномов целесообразно пользоваться схемой Горнера.
Для целой части числа х полином имеет вид
[x]=gn·Qn + gn-1·Qn-1+…+g1·Q + g0
который согласно схеме Горнера может быть записан в виде
[x]=(…((gn·Qn + gn-1)·Q +…+g1)·Q + g0
По этой схеме сначала находится произведение старшего разряда числа на основание исходной системы счисления, к которому прибавляется следующая цифра переводимого числа. Затем полученная сумма также умножается на основание, к полученному произведению прибавляется следующая цифра и т.д. до последнего цикла, в котором осуществляется только прибавление цифры младшего разряда без последующего умножения. При этом действия выполняются в новой системе счисления.
Пример 1.12 Перевести двоичное число х = (111101)2 в десятичную систему
	х
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Результат (111101)2 = (61)10
Для дробной части числа х  полином имеет вид
{x}=g-1·Q-1 + g-2·Q-2+…+g-(m-1)·Q-(m-1) + g-m·Q-m
По схеме Горнера он переписывается в виде
{x}=((…(g-m·Q-1 + g-(m-1))·Q-1+…+g-2)·Q-1 + g-1)·Q-1
Пример 1.13 Перевести двоичное число x= (0,101)2 в десятичную систему счисления. Здесь 
Q-1 = 2-1 =0.5
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Результат: (0.101)2 = (0.625)10
1.6.2. Перевод P→Q
Поскольку для перевода любого числа достаточно уметь переводить отдельно его целую и дробную части, то можно рассмотреть оба эти случая отдельно.
1.6.2.1. Перевод целых чисел. Пусть известна запись целого числа N. в системе счисления с основанием Р и требуется перевести это число в систему счисления с основанием Q . Поскольку N - целое число, то его запись в Q -ичной системе счисления будет иметь вид
N=(gs gs-1 … g1 g0)Q,
где gi - подлежащие определению цифры Q -ичной системы. Для определения g0 разделим обе части равенстве
N=gs·Qs+gs-1·Qs-1+…+ g1·Q+g0



(1.7)
на число Q, причем в левой части равенства произведем фактическое деление, поскольку запись числа N в системе счисления с основанием Р нам известна, а в правой части деление выполним аналитически:
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= gs·Qs-1+gs-1·Qs-2+…+ g1+
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Приравниваем между собой полученные целые и дробные части (учитывая при этом, что.
[
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]=gs·Qs-1+gs-1·Qs-2+…+ g1
{
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Отсюда получаем, что младший коэффициент gо в разложении (1.7) определяется соотношением
g0={
[image: image9.wmf]Q

N

}
т.е. является остатком от деления N на Q . 
Положим, далее
N1=[
[image: image10.wmf]Q

N

]
т.е.
N1= gs·Qs-1+gs-1·Qs-2+…+ g2·Q + g1
Тогда N1 будет целым числом и к нему можно применить ту же самую процедуру для того, чтобы определить следующую искомую цифру g1 и т.д.
Таким образом, если положить N0=N, то перевод чисел с иcпользованием Р -ичной арифметики осуществляется по следующим рекуррентным формулам:

gi=Q {
[image: image11.wmf]Q

N

}
(1.8)
Ni+1=[
[image: image12.wmf]Q

N

]   (i=1,2,…)
Этот процесс продолжается до тех пор, пока не будет получено Ni+1=0.
Заметим, что поскольку все операции выполняются в системе счисления с основанием Р , то в этой же системе счисления будут получены и искомые коэффициенты gi. Для окончательной записи числа N в Q-ичной системе необходимо каждый из полученных коэффициентов gi записать одной Q -ичной цифрой.
Пример 1.14 Перевести число N =47 в двоичную систему с использованием десятичной арифметики. Применяя формулы (1.8) при Q = 2, получим
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Поскольку числа нуль и единица в обеих системах счисления обозначаются одинаковыми цифрами 0 и 1, то в процессе деления сразу получены двоичные изображения искомых цифр N=(101111)2
Пример 1.15 Перевести число N = 3060 в шестнадцатиричную систему счисления с использованием десятичной арифметики. Применяем рекуррентные формулы (1.6):
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Таким образом g0 = (4)10, g0=(15)10, g2=(11)10. Для окончательной записи числа N в шестнадцатиричной системе нужно каждый из этих коэффициентов записать одной шестнадцатиричной цифрой N=(BF4)16
1.6.2.2. Перевод дробных чисел. Пусть необходимо перевести в Q-ичную систему правильную дробь М (0<M<1), заданную в Р-ичной системе счисления.
Поскольку M<1, то в Q -ичной системе запись числа будет иметь вид (0, g-1 g-2 … g-t …)Q, т.е.

M=g-1·Q-1+g-2·Q-2+…+g-t·Q-t +…,
где g-t - подлежащие определению коэффициенты Q-ичного разложения числа M. 
Дня определения g-1 умножим левую и правую часть равенства на Q
M·Q=g-1+g-2·Q-1+g-3·Q-2+…+g-t·Q-t+1+…
Приравниваем между собой полученные целые и дробные части:

[M·Q]=g-1

{M·Q}= g-2·Q-1+g-3·Q-2+…+g-t·Q-t+1+…
Отсюда получаем, что первый после запятой разряд Q -ичного числа определяется выражением 
g-1=[M·Q]
т.е. является целой частью произведения M·Q. 
Положим, далее
M1={ M·Q }, т.е.

M1= g-2·Q-1+g-3·Q-2+…+g-t·Q-t+1+…
Тогда M1 будет дробным и к нему можно применить ту же самую процедуру, чтобы определить следующую искомую цифру g2 и т.д.

Таким образом, искомые коэффициенты gi могут быть определены из рекуррентных формул

g-(i+1)=[Mi·Q]

Mi+1={Mi·Q},
                  (1.9)

если положить M0=M.

Процесс продолжается до тех пор, пока не будет получено Mi+1=0, либо не будет достигнута требуемая точность изображения числа.
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Пример 1.16 Перевести число M = 0.734375 в двоичную, восьмеричную и шестнадцатиричную системы с использованием средств десятичной арифметики. 

Применение рассмотренных формул приводит к следующей последовательности действий (вертикальной чертой отделены получающиеся целые части произведений, которые и дают искомые коэффициенты разложения). 

Окончательно: M= (0.734375)I0=(0.101111)2= =(0.57)8=(0.BC)16
1.6.2.3. Перевод произвольных чисел. При переводе произвольных чисел можно пользоваться рассмотренными выше правилами, переводя отдельно целую и дробную части числа. Такой способ неудобен тем, что целые и дробные числа переводятся по разным правилам: при переводе целых чисел в основном используется операция деления, а при переводе дробных чисел - операция умножения. Для достижения единообразия действий и устранения деления как более сложной операции по сравнению с умножением можно перевод произвольных чисел сводить к случаю перевода правильных дробей, что может быть достигнуто следующим образом.

Пусть x>1 - произвольное число, заданное своим изображением в системе счисления с основанием Р. Для перевода числа х в Q-ичную систему предварительно подберем число y=Qk (k - целое) так, чтобы число 
[image: image13.wmf]y
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 удовлетворяло условию
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<1. Полученную правильную дробь можно перевести в Q-ичную систему с использованием только операции умножения. Для получения Q-ичного изображения исходного числа х достаточно число 
[image: image15.wmf]x

 умножить на y=Qk, что равносильно перенесению запятой в Q личном изображений числа 
[image: image16.wmf]x

 на k разрядов вправо.

Для сокращения количества необходимых для перевода операций в ряде случаев целесообразно использовать рассмотренное ранее свойство эквивалентности изображения чисел в системах счисления с основаниями R и S , если имеет место соотношение R=Sl (l- целое).
Для этого при переводе числа из системы с основанием Р в систему с основанием Q можно предварительно сделать перевод в систему с основанием R, где R=Ql, а затем записать каждую полученную цифру в системе счисления с основанием Q, что сделать довольно просто.
Например, для перевода десятичных чисел в двоичную систему в качестве промежуточных можно использовать восьмеричную или шестнадцатиричную системы счисления. Исходное число переводится в восьмеричную (шестнадцатиричную) систему, а затем каждая восьмеричная (шестнадцатиричная) цифра заменяется дойкой (четверкой) двоичных цифр.
Пример 1.17 Перевести десятичное число N = (957)10 в двоичную систему: 
Переводим исходное число в восьмеричную систему
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Восьмеричная запись числа N = (1675)8. Заменяя каждую восьмеричную тетраду тройкой двоичных цифр (старшие нули не записываются), имеем: 

N=(1.110.111.101)2
То же число переводим в шестнадцатиричную систему 
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Шестнадцатиричная запись числа N=(3BD)16. Заменяя каждую шестнадцатиричную цифру ее четырехразрядным двоичным изображением получаем: 

N=(11.1011.1101)2.

Для перехода от двоичной к восьмеричной (шестнадцатиричной) системе поступают следующим образом: разбивают двоичное число на тройки (четверки) цифр влево и вправо от запятой; если левая и правая тройки (четверки) оказываются неполными, то к ним приписывают нули. Затем каждую тройку (четверку) двоичных цифр заменяют соответствующей восьмеричной (шестнадцатиричной) цифрой.

Пример 1.18 Перевести двоичное число х=(1001011110.10111)2 в восьмеричную и шестнадцатиричную системы.

Для перевода числа в восьмеричную систему разбиваем его на тройки цифр и заменяем каждую тройку восьмеричной цифрой:
001.001.011.110,101.110

1    1     3      6  ,   5    6

Для перевода в шестнадцатиричную систему разбиваем исходное двоичное число на четверки цифр
0010   0101   1110  ,  1011   1000

2         5       Е    ,       В        8
§1.7. Выбор основания системы счисления
Одной из важных задач, стоящих перед разработчиками цифровой вычислительной машины является выбор систему счисления для представления чисел. При выборе системы счисления обычно учитываются, такие факторы, как надежность представления чисел при использовании конкретных физических элементов, экономичность представления чисел, скорость выполнения арифметических операций, удобство работы человека с вычислительной машиной и др.

Теоретический анализ показывает, что использование троичной системы счисления позволяет строить более экономичные схемы по объему оборудования без потерь в скорости работы.

Очевидно, что чем меньше основание системы счисления, тем большее количество разрядовых позиций требуется для представления одного и того же числа. Если N - наибольшее число, представляемое в машине, S - основание принятой системы счисления и n-количество разрядовых позиций, необходимое для представления числа то справедливо равенство N=Sn. Если принять, что объем оборудования в машине Е пропорционален разрядовой емкости, то
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Основание системы счисления, при котором объем оборудования получается минимальным, определяется из условия 
[image: image18.wmf]0
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. Это соответствует числу е=2.718. Ближайшее целое число, соответствующее такому основанию, будет S=3.

В настоящее время не существует равноценных по простоте элементов, обладающих тремя, четырьмя и т.д. качественно отличными состояниями. Но если допустить их существование, то объем оборудования E’, необходимого для представления числа N, должен быть пропорционален n: 
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. Если принять N=106 и представить объем оборудования в зависимости от основания системы счисления, то кривые будут иметь вид, показанный на Рис. 1.1а,б. В обоих случаях видно сокращение объема оборудования при переходе от системы с основанием 2 к системе с основанием 3. Десятичная система счисления приблизительно в 1.5 раза уступает троичной, а двоичная и четверичная близки к троичной. Однако в подавляющем большинстве современных вычислительных машин используется не троичная, а двоичная система счисления с цифрами 0 и 1. Это связано с тем, что несмотря на преимущества в использовании некоторых систем по целому ряду требований, они по другим критериям имеют весьма существенные недостатки. Двоичная система счисления с цифрами 0 и 1, несколько уступая другим системам по ряду частных оценок, оказывается удовлетворительной с позиции совокупности этих требований.

Так выбор двоичной системы счисления целесообразен с точки зрения надежности представления чисел, относительной простоты логики выполнения арифметических операций, расхода оборудования и т.д. Однако ее использование вызывает некоторые трудности в общении человека с вычислительной машиной. 

Наиболее удобным для человека является использование десятичной системы счисления, однако машинный перевод десятичной записи в двоичный код и обратно занимает довольно много времени.
В современных ЭВМ сочетаются, преимущества двоичной и десятичной систем счисления. Десятичная арифметика входит в систему команд с тем, чтобы обеспечить выполнение арифметических операций непосредственно над информацией, представленной в двоично-десятичной системе счисления. 
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Рис. 1.1.
2. КОДИРОВАНИЕ ИНФОРМАЦИИ В ЦВМ

§2.1. Формы представления чисел в машинах
Числа, с которыми оперирует машина, в общем случае могут иметь различные знаки, а также целую и дробную части. Поэтому рассмотрение вопроса о формах представления чисел в машине сводится по существу к рассмотрению способов представления знаков и запятой, отделяющей целую часть от дробной.

Чтобы не вводить новых символов, удобно обозначить знаки "+" и "-" цифрами 0 и 1. Какой из этих двух цифр обозначить знак "+", а какой знак "-" в значительной степени безразлично. Однако чаще знак "-" изображается единицей в специальном знаковом разряде, а знак "+" нулем в этом разряде. Обычно знаковый разряд числа размещается перед его цифровыми разрядами.

Таким образом, знаки чисел как бы кодируются определенными символами. Поэтому если число в машине представлено со своим знаком, то обычно говорят не о самом числе, а о его коде. Итак, под кодом числа понимается определенная система двоичных символов, с помощью которой можно представить любое число.

Рассмотрим теперь возможные способы представления запятой, отделяющей целую часть числа от дробной.

В цифровых вычислительных машинах применяются две возможные формы представления запятой:

а) естественная форма (представление чисел о фиксированной запятой);

б) нормальная форма (представление чисел с плавающей запятой).

2.1.1. Представление чисел с фиксированной запятой

При представлении чисел с фиксированной запятой положение запятой закрепляется в определенное место относительно разрядов числа. При этом сама запятая в машине никак не изображается, а все устройства сконструированы так, что запись числа производится с присущим данной машине положением запятой.

Обычно запятая фиксируется либо перед старшим, либо после младшего разряда числа. В первом случае в разрядной сетке машины могут быть представлены только числа, которые по модулю меньше единицы, во втором - только целые числа.

В машине каждый разряд двоичного числа представляется некоторым техническим устройством, например, триггером. Триггер может находиться в одном из двух состояний, которым приписывают значения 0 и 1. Набор таких устройств, предназначенный для представления многоразрядного числа, называется регистром. 



На Рис.2.1 представлена структура такого регистра для представления n - разрядного двоичного числа (не считая знакового разряда). Отдельные запоминающие элементы регистра пронумерованы от 0 до n.

На Рис. 2.2а показана разрядная сетка машины для представления n-разрядных (исключая знак) чисел с фиксированной запятой для случая, когда запятая фиксирована перед старшим разрядом числа.

Если считать, что при представлении чисел в естественной форме запятая фиксирована после знакового разряда, а для хранения дробной части отведено n разрядов, то наименьшее по модулю число, которое может быть записано в машине будет равно
|A|min=0.00…01=2-n
а наибольшее (по модулю) представимое в машине число будет:

|A|max =0.11…1=1-2-n
Таким образом, диапазон чисел, представленных в машине, определяется неравенством

2-n ≤|A|≤1-2-n
Все числа, выходящие по величине за правую границу этого диапазона, не могут быть представлены в машине и приводят к переполнению разрядной сетки. Все числа, выходящие по величине за левую границу этого диапазона, также не могут быть представлены в машине и считаются равными нулю. Это так называемые машинные нули, т.е. числа, не равные нулю, но изображаемые в машине в виде нуля.

Абсолютная величина ошибки в случае запятой, фиксированной перед старшим разрядом, равна

|∆|≤0.5·2-n
Минимальная относительная ошибка 
|δ|min=
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Максимальная относительная ошибка
|δ|min=
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Таким образом, относительная ошибка представления чисел зависит от величины самого числа и для малых чисел может принимать недопустимые значения.

В случае запятой, фиксированной после младшего разряда (рис. 2.2б), когда для хранения цифровой части отведено n разрядов, разрядная сетка позволяет представить положительные и отрицательные целые двоичные числа, модуль которых

1≤|A|≤2n-1,
а также число нуль.

Все числа 0≤|A|<1 не могут быть представлены в этой разрядной сетке и принимаются равными нулю.

При выполнении на машине вычислений с использованием представления чисел с фиксированной запятой необходимо, чтобы все исходные данные и получающиеся в процессе вычислений промежуточные и окончательные результаты, не выходили за диапазон чисел, представимых в данной разрядной сетке. В противном случае в вычислениях могут возникнуть грубые ошибки. Для этого при программировании задачи величины, участвующие в вычислениях, берутся с соответствующими масштабными коэффициентами.

Масштабирование оказывается более простым и привычным для научно-технических расчетов, если все числа по модулю должны быть меньше единицы, т.е. запятая фиксирована перед старшим разрядом числа. В этом случае удается сравнительно просто автоматически контролировать переполнение разрядной сетки при делении, не производя самой операции (делимое больше делителя).

В случае запятой, фиксированной после младшего разряда, опасность представляет переполнение разрядной сетки при умножении, контроль которого до выполнения операции по величине операндов более сложен.
Использование представления чисел с фиксированной занятой позволяет упростить схемы машины, повысить ее быстродействие, но создает некоторые трудности при программировании.

Первые ЦВМ были машинами с фиксированной запятой, причем запятая, как правило, фиксировалась перед старшим разрядом числа. В настоящее время представление чисел с фиксированной запятой используется как основное и единственное лишь в сравнительно небольших по своим вычислительным возможностям машинах, применяемых для управления технологическими процессами и обработки измерительной информации в реальном масштабе времени.

2.1.2. Представление чисел с плавающей запятой

В машинах, предназначенных для решения широкого круга вычислительных задач, основной формой представления чисел является нормальная форма (с плавающей запятой).

При представлении числа в нормальной форме оно записывается в виде:

A=m·Sg 

(2.1)
где m - мантисса числа (правильная дробь);

      g - целое число, выражающее порядок числа А;

      S - основание системы счисления.

Так, например, десятичное число А = 824.5 может быть записано в нормальной форме следующим образом
А = 0.8245·103 = 0.0008245·106 = 0.08245·I04

Двоичное число 1010,11 может быть записано в нормальной форме следующим образом
А = 0.101011·10100 = 0.0101011·10101
Легко видеть, что порядок равен номеру разряда мантиссы (считая нулевым разряд целых единиц), после которого нужно поставить запятую для того, чтобы мантисса совпала с исходным числом А.

Так как запись числа в нормальной форме является неоднозначной, то принято запятую мантиссы фиксировать обычно перед первым значащим разрядом. В этом случае мантисса m числа А удовлетворяет условию
½≤|m|<1
Если мантисса числа А удовлетворяет этому условию, то число А называют нормализованным. Таким образом, нормализация числа сводится к изменению его порядка и соответствующему сдвигу мантиссы. Нормализация числа позволяет использовать разряды мантиссы для хранения только значащих цифр. Если число представляет собой двоичную дробь, меньшую 1/2, .то при ее нормализации порядок окажется отрицательным. Например, двоичное число А = +0.000001110001101 после нормализации примет вид А =+0.1110001101·10-101

Следовательно, нормализация числа позволяет избавиться от необходимости хранения нулей, расположенных между запятой и первой значащей цифрой мантиссы. Этим и устраняется один из недостатков естественной формы представления чисел.

Каждая ячейка памяти машины с плавающей  запятой содержит кроме знакового и цифровых разрядов еще некоторое количество дополнительных разрядов, образующих указатель положения запятой. Эти разряды предназначаются для хранения знака порядка и величины порядка.

На Рис.2.3 представлена разрядная сетка ЦВМ с – плавающей запятой. Разряды β0β1…βр отведены под изображение порядка, при этом разряд β0 изображает знак порядка, а разряды β1β2…βр - модуль порядка. Остальные разряды α0α1…αk отводятся под изображение мантиссы числа, при этом разряд α0 служит для представления знака мантиссы (числа),а разряды α1α2…αk модуля мантиссы. Общее количество разрядов равно n=p+k+2
При определении диапазона чисел, представимых в нормальной форме, будем считать, что числа являются нормализованными. В этом случае наименьшее положительное число, представимое в машине, будет равно

|A|min=0.100…0·10-11…1

Наибольшее положительное число, которое может быть записано в ячейке памяти машины, будет равно
|A|max=0.11…1·10+11…1=(1-2-k)·2

Поэтому диапазон чисел, представимых в машине с плавающей запятой, характеризуется неравенством
2    ≤|A|≤(1-2   )·2





(2.2)
Сравнивая (2.1) и (2.3), нетрудно показать, что при фиксированной запятой диапазон чисел, представимых в машине, примерно в 
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 раза меньше диапазона чисел, представимых в машине с плавающей запятой.  Если, например, р = 6 и k = 24, то минимальное по модулю десятичное число равно 
2-64≈10-19, а максимальное – (1-2-24)·263≈10+19.

Широкий диапазон чисел, представимых в машине с плавающей запятой, позволяет избавиться от необходимости использования масштабных множителей, что в значительной степени облегчает программирование задач.
Абсолютная ошибка представления числа в машине с плавающей запятой равна
|∆|≤0.5·2-k
Минимальная относительная ошибка представления 

|δ|min =
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Максимальная относительная ошибка
|δ|max=
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Таким образом, в машине с плавающей запятой относительная ошибка представления чисел не зависит от порядка числа, а точность представления как больших, так и малых чисел изменяется в незначительных пределах.
Задачам, решаемым на ЦВМ, предъявляют различные требования в отношении точности вычислений. Поэтому во многих ЦВМ для представления чисел с плавающей запятой наряду с обычным форматом (Рис.2.3) предусматривается также формат двойной длины (представление с удвоенной точностью). Формат двойной длины для чисел с плавающей запятой позволяет производить вычисления с повышенной точностью. Однако при использовании этого формата увеличивается время выполнения операций и объем памяти, необходимый для хранения данных.
В ряде вычислительных машин для представления чисел с плавающей запятой используется основание, равное целой степени числа 2, например, 8 или 16. Это несколько уменьшает точность вычислений (при заданном числе разрядов мантиссы), но позволяет ускорить выполнение некоторых операций и увеличить диапазон представленный в машине чисел.
Будем для определенности рассматривать числа с, плавающей запятой вида
A=m·16g





(2.3)
Пусть формат числа с плавающей запятой имеет вид, изображенный на рис.2.3. Хотя в машине, мантисса числа является фактически двоичным числом.
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При излагаемом способе представления чисел удобнее рассматривать мантиссу как число, составленное из шестнадцатиричных (двоично-кодированных) цифр в виде
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Число А считается нормализованным, если старшая шестнадцатиричная цифра γj отлична от нуля. В рассматриваемом случае в нормализованном числе три старшие цифры α1, α2 и α3 могут равняться нулю. Это несколько уменьшает точность представления чисел при фиксированном числе разрядов мантиссы.

Если r старших шестнадцатиричных разрядов мантиссы равны нулю, то нормализация в этом случае состоит в сдвиге влево мантиссы на r шестнадцатиричных разрядов и соответствующем уменьшении порядка на r единиц.

Сдвиг на одну шестнадцатиричную цифру обычно выполняется как одновременный сдвиг мантиссы на четыре двоичных разряда. При этом в крайние справа четыре разряда записываются нули.

Используя формат данных, изображенный на рис.2.3, найдем диапазон чисел, представимых в данной формате.

Наименьшее нормализованное положительное число, представимое в данном формате
|A|min=16-1·16     =16

Наибольшее положительное число, которое может быть записано в памяти машины, будет равно
|A|max=(1-16k/4)·16
Поэтому диапазон чисел, представимых в данном формате, характеризуется неравенством
16   ≤|A|≤(1-16k/4)·16




(2.4)
Положим для конкретности р =6 и k = 24. Тогда минимальное по модулю десятичное число равно 16-64≈10-77 а максимальное – (1-16-6) 1663≈10+76.
Основание системы счисления, равное шестнадцати, принято в современных электронных цифровых вычислительных машинах . В них под модуль порядка отводится 6 двоичных разрядов, под модуль мантиссы отводится 24 (в формате слова) или 56 (в формате двойного слова) разрядов, что соответствует для модулей чисел диапазону примерно от 10-77 до 1076.

Особенность представления чисел в нормальной форме в ЕС ЭВМ состоит в том, что порядки представляются увеличенными, на 2p. При шести разрядах, отводимых на представление порядка 2p=64. В результате отрицательные и положительные порядки g увеличившись на 64, т.е. превратившись в g*=g+64, оказываются смещенными на числовой оси в положительном направлении.

Порядки диапазона 

-2p≤g≤2p-1

т.е.

-64≤g≤63
теперь ограничиваются пределами 
0≤g*≤2p+1-1

что соответствует 0≤g*≤127.
Чтобы не путать действительные и условные величины, смещенные порядки называют характеристиками чисел. Т.к. все характеристики являются положительными, то это упрощает выполнение некоторых действий над ними, например, сравнения. Для этого вычитание из одной характеристики другой можно производить без предварительного анализа их знаков.

§2.2. Кодирование нечисловой информации
Современные вычислительные машины обрабатывают не только числовую, но и текстовую, иначе говоря, алфавитно-цифровую информацию, содержащую цифры, буквы, знаки препинания, математические и другие символы. Именно, такой характер имеет экономическая, планово-производственная, учетная, бухгалтерская, статистическая и другая информация, содержащая наименование предметов, фамилии людей и т.д. Возможность ввода, обработки и вывода алфавитно-цифровой информации важна и для решения чисто математических задач, т.к. позволяет оформлять результаты вычислений в удобной форме - в виде таблиц с нужными заголовками и пояснениями.
Применение алгоритмических языков делает необходимым ввод в машину и вывод наряду с общеупотребительными еще и некоторых специальных символов.

Символом называется графический знак, изображающий цифру, букву, знак препинания, математические и другие знаки. Совокупность всех символов, используемых в вычислительной системе, представляет собой ее алфавит. Символу соответствует машинная единица информации - слог. Так называют группу двоичных разрядов, служащую для представления символа в машине (двоичный код символа). Применяются различные варианты кодирования символов, использующие коды различной длины. При выборе способа кодирования необходимо учитывать объем алфавита символов и требования, связанные с облегчением автоматической обработки данных, а также с более плотной "упаковкой" информации в запоминающих устройствах.
Наряду с общей системой кодирования алфавитно-цифровых символов (десятичные цифры, буквы и другие знаки) в .машинах сохраняют также отдельную систему кодирования для десятичных цифровых данных, состоящих только из десятичных цифр. Специальный признак указывает, какой из этих типов кодирования используется для данной группы кодов.
Еще недавно для представления символов использовался шестиразрядный Посредством такого слога можно представить 64 различных символа, что в настоящее время недостаточно для многих применений.
В настоящее время наибольшее распространение получило представление алфавитно-цифровой информации посредством восьмиразрядного слога, называемого байтом. При помощи восьмиразрядного слога можно кодировать 256 различных символов.

3. АЛГЕБРАИЧЕСКОЕ СЛОЖЕНИЕ ДВОИЧНЫХ ЧИСЕЛ В ЦВМ

§3.1. Кодирование отрицательных чисел. Прямой, обратный и дополнительный коды
При проектировании вычислительных устройств необходимо решить вопрос о способе представления в вычислительной машине положительных и отрицательных чисел и о признаке переполнения разрядной сетки. Указанный вопрос решается применением специальных кодов. Для представления чисел. Код числа содержит специальный дополнительный разряд для представления знака числа.
Для представления чисел применяют прямой, обратный и дополнительный коды. Положительные числа во всех этих кодах имеют одинаковый вид, отрицательные - различный. Будем для определенности рассматривать кодирование двоичных чисел с запятой, фиксированной перед старшим разрядом. 
Пусть х - правильная двоичная дробь.

Прямой код числа X образуется по правилу
[x]пр.=x, если х≥0

[x]пр.=1-х, если х≤0



  (3.1)
Например, прямой код числа х = +0.1011101 будет
[x]пр.=0.1011101
Прямой код числа х=-0,1011101 будет
[x]пр.=1-(-0.1011101)=1.1011101

Иными словами, прямой код двоичного числа совпадает по изображению с записью самого числа, но в разряде знака стоит 0 или 1 соответственно для положительных или отрицательных чисел.

Из формулы (3.1) видно, что нуль имеет два отвечающих ему значения прямого кода
[+0.00…0] пр.=0.00…0

[-0.00…0] пр.=1.00…0

Сложение в прямом коде чисел, имеющих одинаковые знаки, выполняется достаточно просто. Цифровые части числа складываются и сумме присваивается код знака слагаемых. Значительно более сложной является операция алгебраического сложения в прямом коде чисел с разными знаками. В этом случае приходится определять большее по модулю число, производить вычитание цифровых частей и присваивать разности знак большего по модулю числа. Таким образом если положительные и отрицательные числа представлены в прямом коде, операции над кодами знаков и цифровыми частями выполняются раздельно.
Операция вычитания (алгебраического сложения) сводится к операции простого арифметического сложения при помощи обратного и дополнительного кодов, используемых для представления отрицательных чисел в машинах. При этом операция сложения распространяется и на разряды знаков, рассматриваемых как разряды целой части числа.
Обратный код правильной двоичной дроби образуется по правилу
[x]обр.=x, если х≥0

[x]обр.=10+x-10-n, если х<0



(3.2)
Например, обратный код числа x=+0.1011101 будет

[x]обр.=0.1011101

Обратный код числа x =-0.1011101 будет
[x]обр.=10+(-0.1011101)-0.0000001=1.0100010
Иными словами: обратный код положительного числа совпадает с прямым; для получения обратного кода отрицательного числа в знаковый разряд записывается единица, в числовых разрядах нули заменяются единицами, а единицы нулями. Из формулы (3.2) вытекает, что нуль в обратном коде имеет два изображения
[+0.00…0]обр.=0.00…0

[-0.00…0]обр.=1.11…1

Дополнительный код двоичного числа образуется по правилу
[x]доп.=х, если x≥0

[x]доп.=10+х, если x<0

Например, дополнительный код числа x= +0,1100011 будет
[x]доп.=0.1100011

Дополнительный код числа x=-0.1100011 будет
[x]доп.=10+(-0.1100011)=1.0011101

Иными словами: дополнительный код положительного числа совпадает с прямым; для получения дополнительного кода отрицательного числа в знаковый разряд записывают единицу, в числовых разрядах нули заменяют единицами, а единицы нулями и в младший разряд добавляют единицу.
Из формулы (3.3) вытекает, что нуль имеет только одно значение дополнительного кода.
§3.2. Сложение чисел в обратном коде
Для получения правила, по которому можно, суммируя обратные коды чисел, получить обратный код суммы чисел, рассмотрим ряд возможных случаев. По-прежнему полагаем, что первое А и второе В слагаемые - правильные дроби. Считаем также, что при сложении переполнение не возникает.
Случай 1. А>0, В>0, А + В>0.

[A]обр.= А, [B]обр.=В
[A]обр.+[B]обр.=А+В=[A+B]обр.
Так как сумма А + В положительное число, то в результате сложения обратных кодов получен обратный код суммы.
Пример 3.1
	+
	А=0.1001;
	[A]обр.=0.1001

	
	В=0.0101;
	[B]обр.=0.0101

	    A+B=0.1110;
	[A+B] обр.=0.1110


Случай 2. А>0, В<0, А + В>0.

[A]обр.= А, [B]обр.=10+В-10-n
[A]обр.+[B]обр.=10+(А+В)-10-n
Так как сумма А+В положительное число, то результат сложения не дает непосредственно обратного кода суммы. Для того, чтобы результат сложения дал обратный код суммы, необходимо в нем отбросить число 10 и в младший разряд прибавить единицу (10-n). Эти обе операции могут быть объединены. Для этого нужно осуществить перенос в младший разряд единицы переноса из знакового разряда:
	10+(A+B)
	-10-n



	
	+10-n

	A+B


После этого переноса (так называемый циклический перенос) будет получен обратный код суммы и, следовательно,

[A]обр.+[B]обр.=[A+B]
Пример .3.2

	+
	A=0.1001;
	
	[A]обр.=0.1001

	
	B=-0.0101;
	
	[B]обр.=1.1010

	
	A+B=0.0100
	
	10.0011

	
	
	
	1

	
	
	
	[A+B]обр.=0.0100


Случай 3. А<0, В>0, A+B<0.
[A]обр.=10+А-10-n, [B]обр.=В
[A]обр.+[B]обр.=10+(А+В)-10-n=[A+B]обр.
Так как сумма А+В число отрицательное, то в результате сложения получен обратный код суммы.
Пример .3.3.

	+
	A=-0.1001;
	
	[A]обр.=0.0110

	
	B=-0.0101;
	
	[B]обр.=1.0101

	
	A+B=-0.0100
	
	[A+B]обр.=1.1011


Случай 4. А<0, В<0, A+B<0.
[A]обр.=10+А-10-n, [B]обр.= 10+B-10-n
[A]обр.+[B]обр.=10+10+(А+В)-10-n-10-n
Так как сумма А+В отрицательное число, то выражение в квадратных скобках дает обратный код суммы. Однако, для того, чтобы результат давал обратный код суммы, необходимо выполнить циклический перенос, как это было сделано для случая 2:
	10+10+(A+B) -10-n
	-10-n

	
	10-n

	10+(A+B) -10-n
	


После циклического переноса будет получен обратный код суммы и, следовательно,
[A]обр.+[B]обр.=[A+B]обр.
Пример .3.4
	+
	A=-0.1001;
	
	[A]обр.=1.0110

	
	B=-0.0101;
	
	[B]обр.=1.1010

	
	A+B=-0.1110
	
	11.0000

	
	
	
	1

	
	
	
	[A+B]обр.=1.0001


Сформулируем теперь правило сложения обратных кодов двух слагаемых.
Сложение обратных кодов двух слагаемых выполняется так же, как и сложение положительных чисел, включая знаковый разряд. Если возникает перенос из знакового разряда, то необходимо прибавить единицу в младший разряд. Эта операция носит название циклического переноса. При этом сумма обратных кодов двух чисел дает обратный код суммы этих чисел.
§3.3. Сложение чисел в дополнительном коде
Для получения правила, по которому можно, суммируя дополнительные коды чисел, получить дополнительный код суммы чисел, рассмотрим ряд возможных случаев.

Случай 1. А>0; В>0; А+В>0.
[A]доп.= А, [B]доп.=В
[A]доп.+[B]доп.=А+В=[A+B]доп.
Так как сумма является положительным числом, то можно сказать, что получен дополнительный код суммы. 
Пример 3.5
	
	А=0.1001;
	[A]доп.=0.1001

	
	В=0.0101;
	[B]доп.=0.0101

	    A+B=0.1110;
	[A+B]доп.=0.1110


Случай 2. А>0, В<0, А + В>0.

[A]доп.= А, [B]доп.=10+В
[A]доп.+[B]доп.=10+(А+В)
Так как сумма -положительное число, то ответ получится неправильный (лишние 10). Очевидно, для получения правильного ответа необходимо отбросить число 10. Нетрудно видеть, что это число появилось в результате переноса из знакового разряда. Следовательно, если не учитывать переноса из знакового разряда (отбросить его), то будет получен правильный результат.
[A]доп.+[B]доп.=[А+В]доп.
Пример .3.6
	+
	A=0.1001;
	+
	[A]доп.=0.1001

	
	B=-0.0101;
	
	[B]доп.=1.1011

	
	A+B=+0.0100
	
	[A+B]доп.=10.0100


Случай 3. А<0; В>0; А+В<0.
[A]доп.=10+А, [B]доп.=В
[A]доп.+[B]доп.=10+(А+В)= [A+B]доп.
Так как число А+В отрицательное, то результатом сложения является дополнительный код суммы.
Пример .3.7
	+
	A=-0.1001;
	+
	[A]доп.=1.0111

	
	B= 0.0101;
	
	[B]доп.=0.1100

	
	A+B=-0.0100
	
	[A+B]доп.=1.1100


Случай 4. А<0; В<0; А+В<0.
[A]доп.=10+А, [B]доп.=10+В
[A]доп.+[B]доп.=10+[10+(А+В)]
Так как сумма А+В - число отрицательное, то в квадратных скобках записан дополнительный код этого числа. Следовательно, в этом случае, так же как и в случае 2, для получения правильного результата необходимо отбросить единицу переноса из знакового разряда (10).

Тогда можно записать
[A]доп.+[B]доп.=[A+B]доп.
Пример .3.8
	+
	A=-0.1001;
	+
	[A]доп.=1.0111

	
	B=-0.0101;
	
	[B]доп.=1.1011

	
	A+B=-0.1110
	
	[A+B]доп.=11.0010


Рассмотренные четыре случая охватывают все возможные комбинации знаков слагаемых, и поэтому теперь можно сформулировать общее правило сложения дополнительных кодов.

Сложение дополнительных кодов выполняется так же, как и сложение обычных положительных чисел, включая и знаковый разряд; если возникает перенос из знакового разряда, то его необходимо отбросить. При этом во всех случаях сложения сумма дополнительных кодов двух слагаемых равна дополнительному коду суммы этих слагаемых.
Получение числа по его дополнительному коду производится таким же образом, как и получение дополнительного кода.
Если в знаковом разряде дополнительного кода стоит 0, то число положительное и записывается так же, как и код. Если в знаковом разряде дополнительного кода стоит 1, то число отрицательное и его нужно получить путем замены единиц нулями, нулей единицами и прибавлением единицы в младший разряд.
	Например, 
	[A]доп.=1.01101

	
	A=-0.10010

	
	+               1

	
	-0.10011


Необходимость прибавлять единицу к младшему разряду при переходе от числа к коду и от кода к числу является недостатком дополнительного кода, так как требует дополнительного оборудования в схемах кодирования чисел.
§3.4. Переполнение разрядной сетки
. Правила сложения дополнительных и обратных кодов, рассмотренные для арифметической операции вычитания двоичных чисел, пригодны для всех случаев алгебраического сложения (±А)+(±В). Однако, при алгебраическом сложении чисел с одинаковыми знаками (+А)+(+В) и 
(-А)+(-В) может получиться результат, когда старший разряд числа выйдет за пределы отведенных для него разрядов и произойдет переполнение разрядной сетки. Для обеспечения правильной дальнейшей работы машины переполнение должно быть устранено. С этой целью необходимо установить признаки переполнения разрядной сетки, Установим эти признаки, рассмотрев примеры сложения дополнительных или обратных кодов, считая, что в машине для представления кодов отведено 7 разрядов (1 знаковый и 6 числовых).

а) Случаи без переполнения:
	1) 
	+
	A=0.110110
	+
	[A]доп.=  0.110110
	+
	[A]обр.=0.110110

	
	
	B=-0.010110
	
	[B]доп.=  1.101010
	
	[B]обр.=1.101001

	
	
	С=+0.100000
	
	[C]доп.=10.100000
	
	10.011111

	
	
	
	
	Р=0.100000
	
	1

	
	
	
	
	
	
	[C]обр.=0.100000

	
	
	
	
	
	
	Р=+0.100000

	
	
	
	
	
	
	

	2) 
	+
	A=-0.110110
	+
	[A]доп.=  1.001010
	+
	[A]обр.=1.001001

	
	
	B=0.010110
	
	[B]доп.=  0.010110
	
	[B]обр.=0.010110

	
	
	С=-0.100000
	
	[C]доп.=10100000
	
	[C]обр.=1.011111

	
	
	
	
	С=-0.,100000
	
	С=-0.100000


Результаты сложения кодов получаются правильными.

б) Случаи с переполнением:
	1) 
	A=+0.110110
	+
	[A]доп.=[A]обр.=0.110110

	
	B=+0.010110
	
	[B]доп.=[B]обр.=0.010110

	
	
	
	[C]доп.=[Р]обр.=1.001100

	
	
	
	

	2) 
	A=-0.110110
	+
	[A]доп.=  1.001010
	+
	[A]обр.=1.001001

	
	B=0.010110
	
	[B]доп.=  1.101010
	
	[B]обр.=0.010110

	
	
	
	[C]доп.=10.110100
	
	[C]обр.=10.110010

	
	
	
	
	
	1

	
	
	
	
	
	[C]обр.=0.11001


Результаты сложения кодов из-за переполнения разрядной сетки получаются неправильными. Действительно, при сложении двух кодов, имеющих в знаковых разрядах 0 (положительные числа), результат должен иметь в знаковом разряде также 0, а получилась 1. Наоборот, при сложении двух кодов, имеющих в знаковом разряде 1, результат должен иметь в знаковом разряде также 1, а получился 0. Таким образом, переполнение разрядной сетки машины характеризуется наличием в знаковом разряде кода суммы положительного числа 1, а отрицательного числа 0.
Для определения переполнения машина должна хранить знаки слагаемых кодов и сравнивать их со знаком кода суммы.
Можно упростить операцию определения переполнения разрядной сетки, если применять модифицированные коды. В модифицированном коде знак числа представляется двумя разрядами. Например, прямой, дополнительный и обратный модифицированный код положительного числа А = +0.110110 будет иметь вид 00.110110.
Прямой, обратный и дополнительный модифицированный код отрицательного числа А= -0.110110 будет иметь вид
[A]пр. мод=11.110110
[A]об. мод=11.001001
[A]доп. мод=11.001010
Сложение дополнительных модифицированных кодов или обратных модифицированных кодов производится так же, как и обычных дополнительных или обратных кодов. Различие заключается в том, что при сложении дополнительных кодов отбрасывается единица, возникающая в старшем знаковом разряде суммы, при сложении обратных кодов эта единица циклически передается для сложения с младшим цифровым разрядом результата.

Пример 3.9
а) Случаи без переполнения:
	1) 
	+
	A=0.110110
	+
	[A]доп.мод=00.110110
	+
	[A]обр.мод=00.110110

	
	
	B=-0.010110
	
	[B]доп.мод=11.101010
	
	[B]обр.мод=11.101001

	
	
	С=+0.100000
	
	[C]доп.мод=100.100000
	
	100.011111

	
	
	
	
	
	
	1

	
	
	
	
	
	
	[C]обр.мод=00.100000


	2) 
	+
	A=-0.110110
	+
	[A]доп.мод=11.001010
	+
	[A]обр.мод=11.001001

	
	
	B=+0.010110
	
	[B]доп.мод=00.010110
	
	[B]обр.мод=00.010110

	
	
	С=-0.100000
	
	[C]доп.мод.=11.100000
	
	[C]обр.мод=11.100000


Результат получен правильный.

б) Случаи с переполнением:

	1) 
	A=0.110110
	+
	[A]доп.мод=[A]обр.мод=00.110110

	
	B=0.010110
	
	[B]доп.мод=[B]обр.мод=00.010110

	
	
	
	[C]доп.мод =[Р]обр.мод=01.001100

	
	
	
	

	2) 
	A=-0.110110
	+
	[A]доп.мод=  1.001010
	+
	[A]обр.мод=11.001001

	
	B=-0.010110
	
	[B]доп.мод=  1.101010
	
	[B]обр.мод=11.101001

	
	
	
	[C]доп.мод=10.110100
	
	110.110010

	
	
	
	
	
	1

	
	
	
	
	
	[C]обр.мод=10.110011


Наличие в знаковых разрядах суммы модифицированных кодов разных знаков (01 или 10) является признаком переполнения разрядной сетки. При этом 10 в знаковых разрядах характеризует переполнение разрядной сетки при сложении отрицательных чисел, а 01 - положительных чисел.
Применение модифицированных кодов облегчает выявление переполнения разрядной сетки, так как в этом случае нет необходимости хранить знаки кодов слагаемых.
Случаи сложения двух чисел и правила сложения в обратном и дополнительном кодах были рассмотрены для дробных чисел. Однако, все сказанное выше относительно действий с обратными и дополнительными кодами полностью остается справедливым и для целых чисел.
§3.5. Сложение и вычитание чисел, заданных нормальной формой представления
Как уже отмечалось, числа в нормальной форме представляются в виде
A=m·Sq,
где 
m- мантисса (правильная дробь);
q - порядок (целое число);
S - основание системы счисления.
Пусть имеется два нормализованных числа A1=m1·Sq1 и A2=m2·Sq2. Сложение и вычитание этих чисел производится по формуле:
A1±A2=m1·Sq1± m2·Sq2=

[m1±m2·S-(q1-q2)]·Sq1, если q1≥q2
[m1·S-(q2-q1)±m2]·Sq2, если q1<q2
В соответствии с приведенными формулами операция сложения (вычитания) в машинах с плавающей запятой производится в несколько этапов.
На первом этапе выравниваются порядки чисел. Для этого мантисса того из слагаемых, порядок которого меньше сдвигается вправо на число S-ичных разрядов, равное разности порядков чисел (денормализация), и, таким образом, его порядок становится равным порядку второго слагаемого.
На втором этапе производится алгебраическое сложение мантисс по правилам сложения чисел, представленных в форме с фиксированной запятой. При этом возможны три случая.
1. Сложение произойдет без переполнения разрядной сетки мантиссы и нарушения нормализации. Порядком результата является общий порядок обоих слагаемых.
2. Сложение произойдет без переполнения разрядной сетки мантиссы, но результат оказывается ненормализованным. В этом случае, как правило, производится нормализация мантиссы (сдвиг влево). Порядок результата уменьшается на число сдвинутых разрядов.
3. При сложений происходит переполнение разрядной сетки мантиссы (о признаках переполнения см.выше). В этом случае необходимо сдвинуть мантиссу на один разряд вправо и увеличить порядок суммы на единицу.
Пусть для конкретности, надо найти сумму двух нормализованных двоичных чисел А=m1·10q1=+0.100110·1011 и В= m2·10q2=-0.101010·1010. Порядок первого числа равен +11 (т.е. три в десятичной системе), порядок второго числа равен +10 (т.е. два в десятичной системе).
Таким образом, для выравнивания порядков необходимо сдвинуть мантиссу второго числа на один разряд вправо. После выравнивания порядков получим
В=-0.010101 10+11
Теперь можно производить сложение мантисс по правилам сложения чисел в машине с фиксированной запятой
	+
	m1=+0.100110
	
	[m1]доп.=0.100110

	
	m2=-0.010101
	
	[m2]доп.=1.101011

	m1+m2=+0.010001
	
	[m1+m2]доп.=10.010001


Сумма мантисс дает мантиссу суммы, а порядок суммы равен порядку большего числа. Тогда 

А + В = + 0.010001·10+11
Сумма мантисс получилась ненормализованной, поэтому после сдвига суммы мантисс влево на один разряд и уменьшения порядка на единицу получим нормализованную сумму чисел
А + В = + 0.100010·1010
Итак, для сложения чисел, заданных в нормальной форме, кроме действий над мантиссами необходимо производить и действия над порядками, что уменьшает скорость выполнения операций.
4. УМНОЖЕНИЕ ДВОИЧНЫХ ЧИСЕЛ В ЦВМ
§4.1. Общие положения
При точном умножении двух чисел количество значащих цифр произведения превышает количество значащих цифр сомножителей, в пределе доходя до двойного количества значащих цифр. При умножении нескольких чисел количество значащих цифр может оказаться ещё больше. Ограниченное количество разрядов в устройствах цифровой машины вынуждает, как правило, ограничиваться в произведении тем же количеством значащих цифр, которые имели сомножители.
При умножении сомножителей, имеющих только дробную часть, возможен выход за пределы разрядной сетки только со стороны младших разрядов. Ограничение количества значащих разрядов этого произведения вносит в произведение погрешность отрицательного знака, т.е. произведение вычисляется с недостатком.
При большом объеме вычислений ошибки одного знака накладываются друг на друга, в результате чего общая ошибка сильно возрастает. Поэтому существенное значение с точки зрения накопления ошибок при большом объеме вычислений имеет округление результатов умножения, из-за которого ошибка произведения должна стать знакопеременной, а математическое ожидание ошибки при условии, что отброшенные младшие разряды могут с одинаковой вероятностью иметь любое из возможных значений, становится равным нулю. При этом предельное по абсолютной величине значение ошибки становится наименьшим из возможных при заданном количестве значащих цифр, т.е. равным половине младшего разряда.
Умножение двух сомножителей е произвольным сочетанием знаков удобно выполнять, если сомножители заданы в прямом коде. В этом случае, независимо от знаков, модуль произведения определяется обычным способом, а знак произведения определяется как сумма знаков обоих сомножителей по модулю 2. Если оба сомножителя имеют одинаковые знаки, то сумма знаков по модулю 2 будет равна 0, что означает, что произведение положительно. Если оба сомножителя имеют разные знаки, то сумма знаков равна 1, что означает, что произведение отрицательно.
§4.2. Основные методы умножения
Исходные данные для умножения - множимое А<1 и множитель В<1 - вводятся на регистры множимого и множителя. Произведение С=А·В<1, вычисляемое путем ряда сложений, образуется на сумматоре. Если развернуть множитель в виде
B=0, b-1b-2…b-i…b-(n-1)b-n
где b-1b-2…b-i…b-(n-1)b-n – цифры двоичного кода множителя, равные 0 или 1, то произведение можно записать в виде
С=A·b-1·2-1+A·b-2·2-2+…+A·b-i·2-i+…+A·b-(n-1)·2-(n-1)+A·b-n·2-n
           (4.1)
Умножение может быть реализовано путем выполнения в арифметическом устройстве некоторого циклического процесса. В соответствии с характером этого процесса преобразуем формулу (4.1) в циклическую форму. Таких форм, эквивалентных формуле (4.1) может быть несколько. Ниже будут описаны несколько методов реализации умножения в цифровых машинах, соответствующих этим циклическим формам.
4.2.1. Умножение младшими разрядами вперед со сдвигом сумматора

Представим формулу (4.1) в виде
С=((…(0+A·b-n)·2-1+A·b-(n-1))·2-1+…+A·b-i)·2-1+…+A·b-2)·2-1+A·b-1)·2-1,    (4.2)
который может быть сведен к n-кратному выполнению цикла
Cj+1=(Cj+Ab-(n-j))·2-1
при начальных значениях 

j=0, C0=0
В каждом (т.е. в j-ом) цикле множимое либо передается в сумматор, если b-(n-j)=1, либо не передается, если b-(n-j)=0, после чего содержимое сумматора умножается на 2-1, т.е. сдвигается вправо на один разряд. После окончания n-ого цикла в сумматоре образуется произведение, т.е.
Cn=C=A·B
Очередную цифру множителя b-(n-j), определяющую нужно или не нужно передавать множимое в сумматор, легче всего снимать с младшего разряда регистра множителя, содержимое которого в каждом цикле сдвигается на один разряд вправо. Реализация умножения указанным методом требует сдвига вправо в регистре множителя и в сумматоре и дополнения сумматора разрядами для заполнения их младшими разрядами произведения.
Если эти дополнительные разряды исключить, тo произведение вычисляется с тем же количеством значащих цифр, что и сомножители. Погрешность при этом имеет отрицательный знак и в пределе доходит до единицы младшего разряда. Для округления произведения полезно удлинить сумматор всего на один дополнительный разряд с тем, чтобы после вычисления произведения прибавить к дополнительному разряду единицу и вывести из сумматора произведение без дополнительного разряда. Если дополнительный разряд произведения был равен 0, то произведение с основных разрядов снимается с недостатком. Если дополнительный разряд произведения был равен 1, то в результате переноса из дополнительного разряда при добавлении единицы к основным разрядам произведения добавляется единицами оно выводится с избытком. Максимальное по абсолютной величине значение ошибки произведения снижается до половины младшего разряда.
Вычисление произведения с полным количеством разрядов может быть выполнено без добавления к сумматору дополнительных разрядов. Для этого можно, связав младший разряд сумматора со старшим разрядом регистра множителя, объединить их в общий сдвиговой регистр.

Освобождающиеся при сдвиге множителя в каждом цикле старшие разряды регистра заполняются младшими разрядами произведения. После окончания умножения сумматор заполняется старшими разрядами произведения, а весь регистр множителя - младшими его разрядами.
Рассмотрим пример умножения двух пятизначных; чисел со сдвигом вправо сумматора и регистра множителя с округлением результата.
Множимое А = 0.10111 вводится в регистр P1.
Множитель В = 0.11001 вводится в регистр Р2.
Сумматор устанавливается в нулевое положение. В этом и последующих примерах мы будем использовать следующие обозначения:
(Р1)=0 10111, (Р2)=0 11001, (СМ)=00 000000

означающие, что в соответствующем регистре, наименование которого заключено в скобки, записан код, стоящий в правой части равенства. Знаковые разряды отделены интервалом от числовых (в сумматоре два знаковых разряда). В сумматоре выделен справа от числовых разрядов один дополнительный разряд. По мере выполнения операции содержимое отдельных регистров будет меняться, что мы и будем отражать такими обозначениями.
В первом такте первого цикла анализируется младший разряд регистра Р2, и, поскольку он равен 1, множимое передается в сумматор
	+
	(СМ) = 00 00000 0

	
	(Р1) = 00 10111

	
	(СМ)  = 00 10111 0


Во втором такте первого цикла сумматор и регистр сдвигаются на один разряд вправо. После второго такта
(СМ) = 00 01011 1, (Р2) = 0 01100.

В первом такте второго цикла снова анализируется младший разряд регистра Р2 , и, поскольку он равен 0, множимое в сумматор не передается. Во втором такте сумматор и регистр Р2 сдвигаются на один разряд вправо. В результате
(СМ) = 00 00101 1, (P2) = 0 01100.
Далее выполняются ещё три цикла умножения на три разряда множителя:
	Сдвиг
	
	(CM)=00 00101 1
	
	(Р2)=0 00110
	

	
	+
	(CM)=00 00010 1
	
	(Р2)=0 00011
	цикл 3

	
	
	  (P1)=00 10111
	
	
	

	Сложение
	
	(СМ)=0011001 1
	
	
	

	Сдвиг
	+
	(СМ)=00 01100 1
	
	(Р2)=0 00001
	цикл 4

	
	
	  (Р1)=00 10111
	
	
	

	Сложение
	
	(СМ)=01 00011 1
	
	
	

	Сдвиг
	
	(СМ)=00 10001 1
	
	(Р2)=0 00000
	цикл 5


В последнем такте произведение округляется путем добав​ления единицы к дополнительному разряду
	+
	(СМ)=00 10001 1

	
	1

	
	(СМ)=00 10010 0


и определяется знак произведения
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Произведение равно 0,10010.
Следует обратить внимание на то, что после передачи множимого в сумматор до сдвига, промежуточный результат может превышать единицу (комбинация 01 в знаковых разрядах сумматора).
4.2.2. Умножение младшими разрядами вперед со сдвигом множителя и множимого

Представим формулу (4.1) в виде:
С=2-n(A·b-n+2·A·b-(n-1)+…+2j·A·b-(n-j)+…+2n-1·A·b-1)

(4.3)
Вычисление выражения, заключенного в скобки, сводится к n-кратному выполнения цикла
Aj+1=2·Aj
Cj+1=2·(Cj+Ab-j)
при начальных значениях

j=0,

C=0,

A=A
В каждом цикле умножения множимое А умножается на 2, т.е. сдвигается влево на один разряд и либо передается в сумматор, если b-(n-j)=1, либо не передается, если b-(n-j)=0.
После завершения n циклов в сумматоре образуется код
C=2n·C=2n·A·B
Реализация умножения указанным методом требует сдвига вправо в регистре множителя и сдвига влево в регистре множимого, а также удлинения на n разрядов как регистра множимого, так и сумматора. Вследствие связанного с этим усложнения множительного устройства, описанный метод не находит себе применения.
4.2.3. Умножение старшими разрядами вперед со сдвигом в сумматоре и регистре множителя
Представим формулу (4.1) в виде:
С=2-n((…(0+A·b-1)·2+A·b-2)·2+…+A·b-j)·2+…+A·b-(n-1))·2+A·b-n 
(4.4)
Вычисление 2-n·С сводится к n -кратному выполнению цикла
Cj+1=2(Cj+A·b-j)

c начальными значениями
j=0, C0=0.
В каждом (т.е. в j -ом) цикле множимое А. передается в сумматор, если
b-j=1
либо не передается, если
b-j=0
и сумма сдвигается на один разряд влево.
Реализация умножения указанным методом требует сдвига влево в регистре множителя и в сумматоре и удлинения сумматора на n разрядов со стороны старших разрядов.
Можно было бы сдвигать старшие разряды сумматора не в дополнительные разряды, а в освобождающиеся в процессе умножения младшие разряды регистра множителя, но в этом случав нужно было бы добавить к регистру множителя цепи распространения переноса и счетные цепи.
Указанный метод требует излишнего усложнения множительного устройства, и поэтому применение его в цифровых машинах нецелесообразно,
4.2.4. Умножение старшими разрядами вперед со сдвигом множителя и множимого
Представим формулу (4.1) в виде
С=A·2-1·b-1+A·2-2·b-2+…+A·2-j·b-j+…+A·2-(n-2)·b-(n-1)+A·2-n·b-n
(4.5)
Вычисления по формуле (4.5) сводился к n-кратному выполнению цикла
Aj+1=Aj·2-j
при начальных значениях
j=0, A0=A, C0=0.
После окончания n-го цикла в сумматоре образуется 

Cn=C=A·B
В каждом цикле множимое, первоначально равное A, сдвигается на один разряд вправо и либо передается, либо не передается в сумматор, в зависимости от значения цифр множителя, анализируемых, начиная со старшего разряда.
Реализация умножения указанным методом требует сдвига влево в регистре множителя и сдвига вправо в регистре множимого, а также удлинения регистра множимого и сумматора со стороны младших разрядов.00000000000000000 Однако, если поставить условие, чтобы ошибки произведения не превышали заданных границ, например, единицы младшего разряда, то количество дополнительных разрядов регистра множимого и сумматора можно значительно сократить по сравнению с n.
Пусть регистр множимого и сумматор содержат по К дополнительных разрядов. Погрешность произведения будет вызываться двумя причинами:
1.
В каждом цикле передачи множимого в сумматор после К.-го пропадают его младшие разряды (в первых циклах множимое заполняет дополнительные разряды). Если считать, что погрешность при каждой передаче равна единице младшего разряда, т.е. 2-(n+k) (эта оценка погрешности является преувеличенной), то предельное значение погрешности равно 

δ1max=(n-k)·2-(n+k)
2.
После окончания n -го цикла умножения сбрасываются младших разрядов сумматора. В предельном случае, когда все отбрасываемые разряды равны единице, погрешность из-за их отбрасывания будет равна
δ2max=2-n(1-2-k)≈2-n
Первая составляющая ошибки δ1 может быть уменьшена путем соответствующего выбора количества дополнительных разрядов.
Например, количество дополнительных разрядов, при котором погрешность δ1max меньше, чем единица младшего разряда 2-n может быть определено путем решения трансцендентного неравенства
(n-k)·2-(n+k)<2-n
легко преобразуемого к виду 

k>log2(n-k)
Обе составляющие ошибки произведения имеют отрицательный знак. Округление первой составляющей ошибки следовало бы выполнять путем дополнения сумматора дополнительными (n+k+1) разрядами и добавления к нему единицы после каждой передачи множимого в сумматор. Округление второй составляющей ошибки следовало бы выполнять путем добавления единицы к (n+1)-му разряду сумматора после окончания всех циклов передачи множимого в сумматор.
Сложность реализации округления либо накопление систематических ошибок при большом объеме вычислений являются недостатком рассматриваемого метода умножения при сокращенном по сравнению с количеством дополнительных разрядов в регистре множимого и в сумматоре.
Однако, несмотря на этот недостаток, рассматриваемый метод находит применение в цифровых машинах благодаря некоторым своим преимуществам. К этим преимуществам относятся:
1. Возможность использования общих цепей сдвига для умножения и деления.
2. Повышение быстродействия, так как передачу множимого в сумматор можно совместить во времени со сдвигом обоих регистров, в то время как в первом случае сдвиг можно начинать после окончания передачи множимого и суммирования.
3. Исключение промежуточных пересылок в случае, когда произведение А·B и нужно прибавить к числу, ранее вычисленному на сумматоре. В этом случае умножение выполняется, как и обычно, по циклическим формулам (4.5) с тем лишь отличием, что сумматор перед началом умножения не сбрасывается на 0, т.е. начальное значение С0 отлично от нуля. Это удобно, например, использовать при вычислении сумм парных произведений: промежуточные суммы сохраняются на сумматоре и к ним прибавляются новые произведения.
Рассмотрим пример умножения двух чисел старшими разрядами вперед со сдвигом в регистрах множителя и множимого. 
Множимое А = 0 10111 вводится в регистр P1. Множитель В = 0 11001 вводится в регистр Р2. Сумматор устанавливается в нулевое положение.
Сумматор и регистр множимого P1 имеют кроме пяти основных ещё два дополнительных разряда. Сначала выполняются пять циклов для умножения на пять разрядов множителя:
	
	+
	(СМ)=00 00000 00
	(Р2)=0 11001
	

	Сдвиг
	
	(Р1)=00 01011 10
	(Р2)=1 10010
	цикл 1

	Сложение
	+
	(СМ)=00 01011 10
	
	

	Сдвиг
	
	(Р1)=00 00101 11
	(Р2)=1 00100
	цикл 2

	Сложение
	
	(СМ)=00 10001 01
	
	

	Сдвиг
	
	(Р1)=00 00010 11
	(Р2)=0 01000
	цикл 3

	Сложения нет
	
	(СМ)=00 10001 01
	
	

	Сдвиг
	
	(Р1)=00 00001 01
	(Р2)=0 10000
	цикл 4

	Сложения нет
	
	(СМ)=00 10001 01
	
	

	Сдвиг
	
	(Р1)=00 00000 10
	(Р2)=1 00000
	цикл 5

	Сложение
	
	(СМ)=00 10001 11
	
	


Далее выполняется округление произведения путем добавления 1 к старшему из дополнительных разрядов сумматора 
	+
	(СМ)=00 10001 11

	
	                            1

	
	(СМ)=00 10010 01


и определяется знак произведения. 
Произведение равно 0,10010.
§4.3. Непосредственное умножение чисел, заданных в инверсном коде
Для выполнения операции умножения наиболее удобным является прямой код, поскольку при этом умножение сводится к двум независимым операциям, которые выполняются одновременно: перемножению цифровых частей чисел и суммированию цифр знаковых разрядов по модулю 2.
Так как в прямом коде цифровые части чисел соответствуют абсолютным значениям их, то получающийся результат умножения точно соответствует произведению исходных чисел, и никаких поправок результата, кроме присвоения ему знака, не требуется.
Однако прямой код неудобен для выполнения операций сложения (вычитания).
Таким образом, если в машине числа представлены инверсным кодом, то операции умножения в прямом коде должна предшествовать проверка знаков сомножителей и преобразование отрицательных сомножителей из дополнительного или обратного кода в прямой. Кроме того, если произведение отрицательно, го по окончании операции его следует из прямого кода преобразовать в дополнительный или обратный. Эти дополнительные такты операции умножения удлиняют и усложняют её и усложняют  управление ею. Правда, затраты времени на эти дополнительные такты при умножении относительно не так велики, поэтому умножение в прямом коде встречается очень часто.
При отрицательных сомножителях возможно умножение не самих чисел, а их дополнительных или обратных кодов. Как и при сложении (вычитании) в этом случае требуется введение поправок для получения правильного результата умножения.
Методы введения поправок при умножении получаются сложнее, чем при сложении. Содержание их зависит, во-первых, от того, какой код - дополнительный или обратный - принят для записи отрицательных сомножителей, и во-вторых, от того, как распределены сдвиги между регистрами множимого, множителя и частичных произведений, то есть по какому из вариантов осуществляется умножение.
Поскольку имеется четыре варианта распределения сдвигов (рассмотренные выше четыре варианта выполнения умножения) и два способа записи отрицательных чисел - дополнительный и обратный коды, - очевидно, возможно восемь различных схем умножения, которые предусматривают введение поправок в произведение.
Сложность методов коррекции при перемножении чисел, записанных дополнительным или обратным кодом, обусловлено тем, что в исправлении нуждается не только знак, но и цифровая часть произведения.
Действительно, непосредственное перемножение кодов отрицательных чисел не дает нужного результата. Покажем это для дополнительного кода. Здесь возможно несколько случаев.
1 случай. A>0, B<0

[A]доп.=А, [B]доп.=10+В

[A]доп.·[B]доп.=A(10+B)=10A+AB

Так как А·В<0, то результат должен быть

[AB]доп.=10+AB
Ошибка, равная разности (10А+АВ) - (10 + АВ)= 10A - 10 должна быть скомпенсирована введением поправки (10 -10А). Поскольку в дополнительном коде единица переноса из знакового разряда отбрасывается, то достаточно ввести поправку -10A.
2 случай. А<0, В> 0

[A]доп.=10+А, [B]доп.=В

[A]доп.·[B]доп.=(10+А)·B=10В+AB
Результат должен быть 10 + АВ. Поэтому ошибка, равная (10В + АВ) - (10 + АВ) = 10В - 10, должна быть скомпенсирована поправкой (10 - 10В) или - 10В.
3 случай. А<0, В<0

[A]доп.=10+А, [B]доп.=10+В

[A]доп.·[B]доп.=100+10A+10B+AB

Поскольку результат должен быть АВ, то ошибка, равная (100 + 10A+ 10В + АВ) - АВ = 100 + 10А + 10В должна быть скомпенсирована поправкой - (100 + 10А + 10В) или - (10А + 10B).
	
	+
	   (СМ)=0 00000
	(Р2)=1 0011

	
	
	       (Р1)=0 1011
	

	Сложение
	
	   (СМ)=0 10110
	

	Сдвиг
	+
	   (СМ)=0 01011
	(Р2)=0 1001

	
	
	       (Р1)=0 1011
	

	Сложение
	
	   (СМ)=1 00001
	

	Сдвиг
	
	   (СМ)=0 10000
	(Р2)=0 0100

	Сдвиг
	
	   (СМ)=0 01000
	(Р2)=0 0010

	Сдвиг
	
	   (СМ)=0 00100
	(Р2)=0 0001


Рассмотрим пример умножения числа А=0,1011 на число В=-0,1101 по первому варианту, т.е. младшими разрядами множителя вперед со сдвигом сумматора. Множимое 0,1011 находится в P1. Множитель в дополнительном коде [B]доп.=1,0011 находится в Р2. Сначала производится умножение на 4 разряда множителя правее запятой.
Затем производится умножение на знаковый разряд множителя и т.к. он равен 1, то содержимое регистра множимого прибавляется в сумматор:
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Затем необходимо ввести поправку - 10A, равную сдвинутому на один разряд влево дополнительному коду множимого. Дополнительный код множимого

[-A]доп.=1.0101
после сдвига на один разряд влево имеет вид
-10А=0.10100

После введения поправки результат в сумматоре будет равен
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	(СМ)=0 11010
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	(СМ)=1 01110


Окончательный результат после округления равен 1,0111.

Сложность умножения чисел в дополнительном коде кроме введения коррекции увеличивается ещё из-за того, что по мере выполнения операции любым методом умножения теряется величина множителя. Множитель при каждом цикле умножения сдвигается в одну или в другую сторону в регистре множителя, и, в конечном результате, в регистре остаётся нулевая величина или часть произведения двух чисел (в зависимости от выбранного варианта умножения). Поэтому для получения величины -10B в первую очередь требуется восстановить множитель. А это требует дополнительных временных затрат и дополнительно оборудования.

Данную проблему можно обойти введением модифицированного сдвига в сумматоре.

Модифицированным сдвигом называется следующая операция:
1) при получении в сумматоре после выполнения операции сложения единицы в знаковом разряде при сдвиге вправо содержимого сумматора эта единица сохраняется и в знаковый разряд записывается единица;

2) при получении в сумматоре после выполнения операции сложения единица переноса из знакового разряда сохраняется и учитывается при последующем сдвиге сумматора вправо.

Таким образом модифицированный сдвиг заменяет введение коррекции на величину -10B (коррекция на величину -10, если необходимо, сохраняется).

Рассмотрим пример умножения числа A=0,1111 на число B=-0,1001 по варианту умножения как в предыдущем примере. Множимое в дополнительном коде [A]ДОП=1.0001 находиться в Р1 и множитель также в дополнительном коде [B]ДОП=1.0111 находиться в Р2.
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Затем необходимо ввести коррекцию на -10A (помним, что поправка на величина -10B в процессе выполнения операции за счёт введения модифицированного сдвига).
Дополнительный код множимого [-A]ДОП=0.1111 после сдвига влево на один разряд имеет вид [-A]ДОП=1.111. После введения поправки результат в сумматоре будет равен
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Окончательный результат после введения округления равен 0.1001.

Формулы поправок произведения для случая перемножения чисел, записанных обратным кодом, получаются аналогичным путем. Однако техническая реализация коррекции произведения обратных кодов достаточно сложна.

§4.4. Способы ускорения операции умножения
По статистическим данным, из общего количества операций, необходимых для расчета на долю умножения приходится до 30%. Сокращение времени выполнения операции умножения позволяет существенно повысить производительность машины.

Время выполнения операции умножения можно уменьшить заменой циклов сложения циклами сдвига при наличии нуля в разряде множителя. Ещё большего эффекта можно добиться, если осуществить сдвиг сразу на несколько разрядов, когда несколько нулей стоят подряд. При случайном распределении количества единиц и нулей в множимом время выполнения операции умножения сокращается в среднем на 50%.
Использование некоторых свойств двоичной системы приводит к дальнейшему сокращению времени выполнения умножения.
4.4.1. Умножение со сдвигом на переменное количество разрядов
Этот способ основан на том, что двоичное число вида
…01111111111111…
равно 2n-1 + 2n-2 +…+ 2n-x, где n - порядковый номер старшего разряда группы, в которой младший разряд нуль, а x - количество последовательных единиц в группе. Численное значение последнего выражения можно получить также из формулы 2n + 2n-х, где n и x имеют вышеуказанные значения.
Например, в двоичном числе 0111100 n=6, a x=4.
Эквивалент этого числа в десятичной системе равен 25+24+23+22=
=32+16+8+4=60. Или же 26-22= 64 - 4 = 60. Таким образом, при наличии ряда последовательных единиц в множителе вместо одной операции сложения на каждый разряд можно делать одну операцию сложения и одну операцию вычитания в каждой группе. Это потребует увеличения оборудования, необходимого для получения инвариантного кода множимого с целью проведения вычитания, и, конечно, добавочное управляющее оборудование. Для иллюстрации этого ниже пригодится типичный множитель с указанием требуемых операций. Каждая группа единиц подчеркнута 
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Дальнейшее ускорение достигается на основе того факта, что +2n-2n-1=+2n-1 и -2n+2n-1=-2n-1. Это иллюстрируется на вышеуказанном примере. Вначале даются первоначальные результаты. Объединяемые операции подчеркиваются
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Показаны два различных способа группировки. При обоих получится правильный результат и потребуется то же число циклов. При первом способе группировка начинается со старших разрядов, при втором - с младших.
Требуемое количество операций сложения для данного множителя можно вычислить следующим путем. Назовем группой единиц серию разрядов, в которой содержится не больше одного нуля между любыми парами единиц в серии. Эта группа должна иметь хотя бы одну пару последовательных единиц и начинаться и кончаться единицей. Тогда количество циклов сложения будет равно следующей величине: удвоенное количество групп плюс количество нулей, содержащихся внутри группы, плюс количество единиц, не входящих в группы. Это можно проиллюстрировать на предыдущем примере.
11110000011101110101000101

Имеются две группы. В первой группе нулей не содержится, во второй их три. Имеются две единицы, не входящие в группы. Получается (2×2) +3 + 2 = 9, это и является полученным ранее числом операций. Использование только чисел, кратных множимому, которые могут быть получены непосредственно путем сдвига, и применение их только по одному будет наименьшим числом операций сложения, которая требуется для выполнения двоичного умножения.
Теперь можно дать правило выполнения операции двоичного умножения. Допустим, что множитель и частное произведение всегда сдвигаются одновременно и на одинаковое число разрядов. Допустим, что операция начинается с младшего разряда множителя, то есть сдвиг идет слева направо. Если в младшем разряде множителя стоит единица, с ней нужно поступать так, как если бы она была получена сдвигом на все нули.
1. При сдвиге на все нули (с младшего разряда множителя) прекратить сдвиг на первой единице:
а) если непосредственно за единицей идет нуль, прибавить множимое, затем сдвинуть на все последующие нули.
б) если непосредственно за этой единицей идет вторая единица, вычесть множимое, а затем сдвинуть на все последующие единицы.

2. При сдвиге на все единицы (с младшего разряда множителя) прекратить сдвиг на первом нуле.
а) если непосредственно за этим нулем идет единица, вычесть множимое, затем сдвинуть на все последующие единицы.
б) если непосредственно за этим идет второй нуль, прибавить множимое, затем сдвинуть на все последующие нули.
Для контролирования количества сдвигов и определения времени завершения умножения необходимо иметь счетчик сдвигов или другое соответствующее устройство.
Если в старшем разряде множителя единица, которая входит в группу единиц, то сдвиг нужно продолжить до первого нуля после множителя. Этот нуль вместе со следующим старшим разрядом регистра подвергается дешифрированию для определения, будет ли действие сложением или вычитанием. Поэтому, если множитель первоначально помещается в той части регистра, где получится произведение, он должен быть расположен так, чтобы между положением младшего разряда частного произведения и старшего разряда множителя имелось не менее двух не занятых разрядов, иначе младший разряд произведения будет дешифрован как часть множителя. Или счетчик сдвигов должен указать конец умножения так, чтобы последняя операция была непременно сложением.
Следует отметить, что когда производится сдвиг на группы единиц, частные произведения будут находиться в инверсном коде. Это значит, что в сдвигателе должна быть предусмотрена возможность ввода единиц во все старшие разряды, чтобы при нормальном ходе сдвига оказались бы нули.
Если умножение производится, начиная со старших разрядов множителя, частное произведение всегда будет находиться в прямом коде, но любая операция может привести к тому, что перенос пройдет по всей длине частного произведения. Правила сдвига.
1. При сдвиге на все нули (со старших разрядов множителя).
а) если непосредственно за первой единицей, идущей за нулями, следует вторая единица, прекратить сдвиг на послед нем нуле и прибавить множимое, затем сдвинуть на все после дующие единицы.
б) если непосредственно за первой единицей, идущей за нулями, следует нуль, прекратить сдвиг на первой единице и прибавить множимое, затем сдвинуть на все последующие нули.
2. При сдвиге на все единицы (со старших разрядов множителя):
а) если непосредственно за первым нулем, идущим за единицами, следует второй нуль, прекратить сдвиг на последней единице и вычесть множимое, затем сдвинуть на все последующие нули.
б) если непосредственно за первым нулем, идущим за единицами, следует единица, прекратить сдвиг на первом нуле и вычесть множимое, затем сдвинуть на все последующие единицы.
С единицей в старшем разряде множителя следует поступать так, как если бы непосредственно перед ней имелось два нуля.
Как упоминалось ранее, эти два метода дешифрирования множителя дадут одно и тоже число циклов сложения. Это число зависит от количества и распределения единиц внутри множителя. При допущении их случайного распределения можно показать, что средний сдвиг для каждой операции сложения, будет равен 3,0 разряда при использовании сдвигателя, способного производить сдвиг на любое число разрядов, или 2,9 разряда для сдвигателя, способного производить сдвиг не более, чем на шесть разрядов.
4.4.2. Умножение одновременно на несколько разрядов
Количество циклов, необходимых для реализации в цифровой машине операции умножения, может быть сокращено, если в каждом цикле анализировать не один, а два или более разрядов множителя, выполняя после анализа одну передачу в сумматор и сдвиг множителя на два разряда. Количество различных типов передач, соответствующих различным комбинациям нулей и единиц в анализируемых разрядах, естественно, должно быть увеличено.
Одновременное умножение на два разряда могло бы быть реализовано следующим образом: множитель разбивается на группы по два разряда и каждая из этих групп последовательно анализируется, начиная либо с младших, либо со старших разрядов. Группе 00 соответствует блокировка передачи множимого в сумматор, группе 01 – обычная передача множимого в сумматор, группе 10 – передача множимого в сумматор с одновременным сдвигом его влево на 1 разряд, т.е. с умножением на 2; группе 11 – передача заблаговременно вычисленного и хранящегося на специальном регистре множимого, умноженного на 11 (три).
Однако если передача множимого с одновременным сдвигом может быть реализована сравнительно несложными средствами, то вычисление и хранение утроенного множимого связано со значительным усложнением множительного устройства.
Желательно так изменить алгоритм одновременного умножения на два разряда, чтобы не вводить новых сложных передач, а максимально использовать те передачи, которые все равно имеются в арифметическом устройстве, в частности передачу с преобразованием в инверсный код.
С этой целью рассмотрим метод преобразования множителя в иную форму, начиная с младших разрядов. Сначала анализируется младшая пара разрядов. Если она равна 00,01 либо 10, то она без преобразования переносится в преобразованный множитель. Если же она равна 11, то из нее вычитается 100 (четыре) в результате чего она превращается в 01, и запоминается факт вычитания четверки с тем, чтобы при анализе следующей пары разрядов добавить к ним единицу, компенсирующую вычитание 4 из младшей пары разрядов. Следующая пара разрядов с учетом возможного переноса из младшей пары разрядов может оказаться равной любому числу от 0 до 100 (четырех). Пара разрядов, равная 00,01 или 10, без изменения переносится в преобразованный множитель. Если же она окажется равной 11 или 100, то из нее вычитается 100, разность, равная 01 или 00, записывается в преобразованный множитель и снова запоминается факт вычитания. Эта же процедура повторяется при анализе каждой следующей пары разрядов. Кроме цифр множителя анализируется ещё одна пара разрядов левее запятой, так как может оказаться необходимым добавить к ней единицу. Если, например, не преобразованный множитель равен
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Паре разрядов 00 преобразованного множителя будет соответствовать блокировка передачи множимого, паре разрядов 01 – обычная передача, паре разрядов 10 - передача со сдвигом на один разряд влево, паре разрядов 01 –  передача инверсным кодом. Факт вычитания 100 при передаче данной пары разрядов запоминается специальным триггером.
Рассмотрим пример умножения числа A=00.111111 на число B=00.110110 младшими разрядами множимого вперёд со сдвигом сумматора. Необходимым условием для выполнения операции умножением этим способом является чётное количество разрядов числа в значащей части. Кроме этого регистр множимого должен иметь два дополнительных разряда для записи величины множимого. В начале операции умножения множимое сдвигается в регистре множимого вправо на два разряда. Данная процедура необходима, чтобы при передаче в сумматор множимого со сдвигом на один разряд влево не потерять старший разряд величины множимого. Этот сдвиг компенсируется отсутствием сдвига содержимого сумматора вправо при анализе последней значащей пары числа множителя. Таким образом, в начале операции умножения Р1=00.00111111, СМ=00.00000000, Р2=00.110110. При анализе знаковой пары множителя множимое в регистре множимого сдвигается влево на два разряда и при необходимости в таком виде передаётся в сумматор. Каждый цикл умножения заканчивается сдвигом содержимого СМ вправо на два разряда.
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	Сложение
	+
	(СМ)=
	00.11010100
	

	
	
	
	                   1
	

	Округление
	
	(СМ)=
	00.11010101
	


Окончательный результат после округления равен 0.110101.
Умножение одновременно на два разряда может быть также выполнено со старших разрядов. При одновременном умножении на 3 и более разрядов увеличивается число различных типов передач и усложняется реализация умножения. 

4.4.3. Умножение чисел с фиксированной запятой с анализом 4х разрядов множителя

Для увеличения скорости выполнения операции умножения во многих ЭВМ используется способ умножения одновременно на 4 разряда множителя, начиная с младших разрядов. На каждом шаге умножения анализируется очередная тетрада множителя. Для каждой пары разрядов тетрады определяется одно частное произведение. Полученные таким образом два частных произведения одновременно суммируются с предварительно сдвинутой на четыре разряда вправо текущей суммой частных произведений.

	Таблица 4.1

	Комби-нация цифр в тетраде множи-теля
	Пара частных произве-дений
	Прибав-ление 1 к следую-щей тетраде

	0000
	0А+0А
	 

	0001
	0А+1А
	 

	0010
	0А+21А
	 

	0011
	22А-1А
	 

	0100
	22А+0А
	 

	0101
	22А+1А
	 

	0110
	22А+21А
	 

	0111
	23А-1А
	 

	1000
	23А+0А
	 

	1001
	23А+1А
	 

	1010
	23А+22А
	 

	1011
	-22А-1А
	+1

	1100
	-22А+0А
	+1

	1101
	-22А+1А
	+1

	1110
	-22А+21А
	+1

	1111
	0А-1А
	+1


Данный метод умножения по существу повторяет умножение с анализом двух разрядов множителя, где возможны 4 операции с частными произведениями 0А, 1А, 21А, и -1А, которые соответствуют комбинациям 00, 01, 10 и 11. При этом, если необходимо, учитывается единица переноса, обусловленная комбинацией 11 в старшей паре разрядов предыдущей тетрады.

Частное произведение для младшей пары тетрады. Определяется по данным правилам непосредственно, а частное произведение для старшей пары по тем же правилам но со сдвигом влево на два разряда (умножение на 22). Анализ старшей пары разрядов всегда производится с учетом комбинации цифр в младшей паре.

Пары частных произведений, подсуммируемых к сумме частных произведений, приведены  в табл.4.1
Пусть ЭВМ оперирует с 32 разрядными числами. Тогда для исключения потери старших значащих цифр в процессе формирования и суммирования частных произведений в начале операции умножения множимое располагается в 64  разрядный регистр множимого со сдвигом вправо на 4 разряда. Данный сдвиг компенсируется отсутствием сдвига содержимого сумматора на 4 разряда вправо после анализа старшей тетрады множителя. 

Сумматор имеет 64 разряда. Множитель располагается в 32 разрядном регистре. Умножение чисел производится в дополнительном коде с учетом знакового разряда.

Дальше все примеры будут рассматриваться для 8 разрядного числового слова. В этом случае регистр множимого и сумматор имеют по 16 двоичных разрядов, а регистр множителя – 8 двоичных разрядов.
При умножении двух положительных величин коррекция произведения не производится (см.правило умножения чисел в дополнительном коде).
Пример 4.1 А = 108  и  В = 119. Умножение производится с анализом 4 разрядов множителя.
[A]пр = 0.110.1100
[B]пр = 0.111.0111

Частные произведения со знаком «-» берутся в дополнительном коде. Результат получается либо в прямом (если он положительный), либо в дополнительном (если он отрицательный) коде.
При умножении двух величин с разными знаками или обеих величин с отрицательными знаками необходимо выполнять коррекцию. В случае А < 0 и B > 0 коррекция вводится с помощью модифицированного сдвига.
Пример 4.2   А = -109  и  В = 121
[А]доп = 1.001.0011
[В]пр = 0.111.1001

В случае А > 0 и В < 0 коррекция на величину множимого вводится только при наличии в старшей тетраде множителя комбинации 1000, 1001 или 1010. В этих случаях на последнем шаге умножения к накопленной и сдвинутой на четыре разряда вправо сумме прибавляется только частное произведение, соответствующее младшей паре разрядов старшей тетрады. В результате (при 32-разрядной сетке ЭВМ) формируется псевдопроизведение А232-А|В|-А231. Слагаемое -А231 указывает на то, что умножение на знаковый разряд множителя не произведено. Умножение не выполняется, а к псевдопроизведению добавляется величина 264-А231. В итоге получается только точный результат:

А232 - А|В| - А231 + 264 - А231 = 264 - А|В|
Корректирующее слагаемое вводится путем сдвига на два разряда влево кода множимого, сдвинутого в начале умножения. В результате предварительного сдвига в умножении участвует множимое (А232)2-4 = А228. Сдвигая его при коррекции на два разряда влево, получим (А228)22 = А230. Последующее двойное вычитание этой величины равносильно вычитанию А231.
Пример 4.3 А = 109  и  В = - 121
[А]пр = 0.110.1101
[В]доп = 1.000.0111
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При комбинации в старшей тетраде множителя 1011, 1100, 1101, 1110 и 1111 коррекция не вводится. Результат корректируется автоматически за счет неучета единицы переноса из старших разрядов тетрады.

Пример 4.4 А = 109  и  В = -73
[А]пр = 0.110.1101

[В]доп = 1.011.0111
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В случае А < 0 и В < 0 для коррекции результата используется модифицированный сдвиг и при необходимости вводится коррекция (-22А) два раза.

Пример 4.5 А = -121  и  В = -97

[А]доп = 1.000.0111

[В]доп = 1.001.1111
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§4.5. Умножение чисел представленных в нормальной форме
Если имеется два нормализованных числа: A1=m1·Sq1  и A2=m2·Sq2 умножение выполняется в соответствии с формулой
A1·A2=m1·Sq1 ·m2·Sq2=(m1·m2)·Sq1+q2,
то есть, при умножении в машинах с плавающей запятой мантиссы перемножаются по правилам арифметики с фиксированной запятой, а порядки складываются. Знак результата определяется знаком произведения мантисс чисел, участвующих в операции.
После выполнения операции результат, как правило, нормализуется.
5. ДЕЛЕНИЕ ДВОИЧНЫХ ЧИСЕЛ
§5.1. Основные способы выполнения операции деления
Операция деления является, наиболее сложной среди арифметических операций. Деление в вычислительной машине обычно сводится к выполнению последовательности вычитаний делителя сначала из делимого, а затем из образующихся в процессе деления частичных остатков и анализа знака разности.
В машинах, оперирующих над числами с запятой, фиксированной перед старшим разрядом, деление возможно только в том случае, если делимое по модулю меньше делителя. В противном случае частное превышает единицу и выходит за пределы разрядной сетки числа.
Поскольку знак частного, как и при умножении, может быть определен путем сложения по модулю два знаков делимого и делителя, будем считать, что делимое и делитель - положительные числа.
5.1.1. Деление с восстановлением остатка

Алгоритм деления с восстановлением остатка следующий.
Если в результате вычитания выясняется, что очередной частичный остаток положительный или равен нулю, то в очередной разряд частного записывается единица, а полученный в результате вычитания остаток сдвигается на один разряд влево. Если в результате вычитания получается отрицательный остаток, то в очередной разряд частного записывается 0. Для получения следующей после 0 цифры частного к полученной разности добавляется делитель, чтобы восстановить предыдущий частичный остаток, после чего результат сдвигается влево на один разряд и производится новое вычитание делителя. При делении полагаем, что перед началом деления делимое А = 0.1101 находится в сумматоре, делитель В=0.1111 находился в регистре делителя. В процессе деления вычитание делителя, сдвиги и восстановление остатков производятся, в сумматоре; разряды частного, начиная со старших, помещаются в регистр частного. Для выполнения операции вычитания будем использовать дополнительный код (В)доп=1.0001
На первом шаге производится проверка выполнения условия А<В путем вычитания делителя из делимого. В результате вычитания получается отрицательный остаток, указывающий на то, что целая часть частного равна нулю и можно приступить к процессу деления.
На втором шаге производится восстановление делимого путем прибавления к полученному отрицательному остатку делителя В прямым кодом.
На третьем шаге производится сдвиг восстановленного делимого на один разряд влево и новое вычитание делителя. В результате получается положительный остаток и определяется первая после запятой цифра частного, равная единице.
На следующем шаге сдвига - сложения определяется вторая после запятой цифра частного, равная единице.
На пятом шаге остаток оказывается отрицательным, что дает очередную (третью) цифру частного, равную нулю.
На шестом шаге производится восстановление последнего положительного остатка путем прибавления прямого кода делителя.
На седьмом шаге восстановленный остаток сдвигается на один разряд влево и производится очередное вычитание делителя.
Таблица 5.1.

ПРИМЕР ДЕЛЕНИЯ С ВОССТАНОВЛЕНИЕМ ОСТАТКА

	
	Знак
	Сумматор
	Частное
	Примечание

	1 шаг
	0
	1101
	
	Делимое (А)пр

	
	1
	0001
	
	Делитель (В)доп

	
	1
	1110
	0.
	Остаток <0

	2 шаг
	0
	1111
	
	+(В)пр

	
	0
	1101
	
	Восстановленное

	
	
	
	
	делимое

	3 шаг
	1
	1010
	
	Сдвиг

	
	1
	0001
	
	(В)доп

	
	0
	1011
	0.1
	Остаток > 0

	4 шаг
	1
	0110
	
	Сдвиг

	
	1
	0001
	
	(В)доп

	
	0
	0111
	0.11
	Остаток > 0

	5 шаг
	0
	1110
	
	Сдвиг

	
	1
	0001
	
	(В)доп

	
	1
	1111
	0.110
	Остаток < 0

	6 шаг
	0
	1111
	
	+(В)пр

	
	0
	1110
	
	Восстановленный

	
	
	
	
	остаток

	7 шаг
	1
	1100
	
	Сдвиг

	
	1
	0001
	
	(В)доп

	
	0
	1101
	0.1101
	Остаток > 0


Положительный остаток дает четвертую цифру частного, равную единице. Деление продолжается до получения требуемого количества цифр частного. Обычно частное содержит столько же цифр, сколько делимое и делитель.
5.1.2. Деление без восстановления остатка
Если при делении с восстановлением остатка получается отрицательный остаток (-N), то восстановленный положишельный остаток получают по формуле (-N+ В ), где В - делитель. Следующий остаток можно получить, если сдвинуть восстановленный остаток на один разряд влево и вычесть из сдвинутого остатка делитель
(-N+B)·2-B
Это выражение можно преобразовать
(-N+B)·2-B=-2N+2B-B=-2N+B
Это означает, что можно получить следующий остаток, не восстанавливая последний остаток, если дополнительно сдвинуть полученный отрицательный остаток влево и прибавить делитель прямым кодом.
Таким образом, при делении без восстановления остатка количество элементарных шагов уменьшается.
В таблице 5.2. показано деление числа А=0.1010000 на число В=0.1100011 без восстановления остатка с учетом сделанного замечания. Результат деления С=0.1100111.
Таблица 5.2.
ПРИМЕР ДЕЛЕНИЯ БЕЗ ВОССТАНОВЛЕНИЕМ ОСТАТКА

	
	Знак
	Сумматор
	Частное
	Примечание

	1 шаг
	0
	1010000
	
	Делимое (А)пр

	
	1
	0011101
	
	Делитель (В)доп

	
	1
	1101101
	0.
	Остаток <0

	2 шаг
	1
	1011010
	
	Сдвиг влево

	
	0
	1100011
	
	(В)пр

	
	0
	0111101
	0.1
	Остаток > 0

	3 шаг
	0
	1111010
	
	Сдвиг

	
	1
	0011101
	
	(В)доп

	
	0
	0010111
	0.11
	Остаток > 0

	4 шаг
	0
	0101110
	
	Сдвиг

	
	1
	0011101
	
	(В)доп

	
	1
	1001011
	0.110
	Остаток < 0

	5 шаг
	1
	0010110
	
	Сдвиг

	
	0
	1100011
	
	(В)пр

	
	1
	1111001
	0.1100
	Остаток < 0

	6 шаг
	1
	1110010
	
	Сдвиг

	
	0
	1100011
	
	(В)пр

	
	0
	1010101
	0.11001
	Остаток > 0

	7 шаг
	1
	0101010
	
	Сдвиг

	
	1
	0011101
	
	(В)доп

	
	0
	1000111
	0.110011
	Остаток > 0

	8 шаг
	1
	0001110
	
	Сдвиг

	
	1
	0011101
	
	(В)доп

	
	0
	0101011
	0.110011
	Остаток > 0


и т.д. 
5.1.3. Косвенное деление

В некоторых машинах с целью экономии оборудования операция деления отсутствует. В этой случае деление организуется программным путем.
Для нахождения 
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, а затем выполняют умножение C=A·x.
§5.2. Способы увеличения скорости выполнения операции деления
Деление со сдвигом на все нули и все единицы

При делении без восстановления остатка за один цикл сдвига - вычитания образуется одна цифра частного. Для получения n после запятой разрядов частного требуется n циклов, а общее количество циклов равно n + 1 (первый цикл производится для определения возможности деления).
Время выполнения операции деления может быть сокращено за счет уменьшения количества циклов сдвига – сложения. Пусть делимое и делитель нормализованы. Если очередной положительный остаток содержит k нулей, перед первой значащей цифрой, т.е. остаток мал по сравнению с делителем, то выполнение по крайней мере k следующих циклов сдвига - вычитания приведет к получению отрицательного результата и даст k нулей в частном. В таком случае производить вычитание при каждом сдвиге нет необходимости, а можно просто сдвинуть остаток на все нули и записать k-1 нулей в разряды частного.
Противоположный случай представляет отрицательный остаток с единичными старшими разрядами. Абсолютная величина остатка значительно меньше, чем делитель, поэтому прибавление делителя в результате положительный остаток, а соответствующая цифра частного будет 1. Сдвиг на k разрядов до первого нуля дает k-1 единиц в разрядах частного.
После сдвига на все нули или единицы определяется следующая цифра частного.
Метод деления иллюстрируется примером в таблице 5.3. В качестве делимого и делителя взяты те же числа, что и в примере табл. 5.2. Из примера видно, что число циклов сложения уменьшено по сравнению с делением без восстановления остатка. Первая после запятой цифра частного (1) получилась в результате сдвига 1-го остатка на два разряда влево. Следующая (1)-в результате цикла сложения. В третьем шаге за счет сдвига на 2 разряда влево в частное добавился 0, а после цикла сложения - 1. В четвертом цикле сдвигом остатка на 4 разряда влево получены три следующие цифры частного - 111.
Таблица 5.3.
ПРИМЕР ДЕЛЕНИЯ БЕЗ ВОССТАНОВЛЕНИЯ ОСТАТКА

	
	Знак
	Сумматор
	Частное
	Примечание

	1 шаг
	0
	1010000
	
	Делимое (А)пр

	
	1
	0011101
	
	Делитель (В)доп

	
	1
	1101101
	0.
	Остаток <0

	2 шаг
	
	
	0.1
	Сдвиг на 2 разр.

	
	1
	0110100
	
	

	
	0
	1100011
	
	(В)пр

	
	0
	0010111
	0.11
	Остаток > 0

	3 шаг
	
	
	0.110
	Сдвиг на 2 разр.

	
	0
	1011100
	
	

	
	1
	0011101
	
	(В)доп

	
	1
	1111001
	0.1100
	Остаток < 0

	4 шаг
	
	
	0.1100111
	Сдвиг на 4 разр.


и т.д. 
Данный метод деления позволяет за один цикл сдвига-сложения получить в среднем 2.6 разряда частного.
§5.3. Деление чисел, представленных в нормальной форме
Если имеется два нормализованных числа А=m1·Sq1 и В=m1·Sq1 деление выполняется в соответствии с формулой:
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При делении мантисса частного равна частному от деления мантиссы делимого на мантиссу делителя, а порядок частного -разности порядков делимого и делителя. Как правило, полученное частное нормализуется. Знак результата определяется знаком частного мантисс чисел, участвующих в операции.
§5.4. Деление чисел с фиксированной запятой с получением частного и остатка

Во многих моделях ЭВМ используется метод деления чисел с учетом знака и получением в результате деления частного и остатка. Если делимое и делитель имеют 32 разрядный формат, то для выполнения операции деления используются два смежных регистра по 32 разряда, в которые размещается делимое по правой границе и 32 разрядный регистр для размещения делителя. В процессе выполнения операции деления частное формируется в правой части 64 разрядного регистра, а остаток в левой части. Исходные операнды берутся в дополнительном коде. Если операнды положительные, т.е. D > 0 и d > 0 (D – делимое, d – делитель), то цифра частного определяется по следующему правилу: если очередная разность положительна, то в соответствующий разряд частного заносится «1», если отрицательна, то – «0». На первом шаге операции деления устанавливается возможность дальнейшего делния. Если первая цифра частного получается равной «1», то это указывает на невозможность выполнения операции деления.
Знак последнего остатка должен всегда соответствовать знаку делимого. При D > 0 и d > 0 он должен быть положительным. Если последний остаток получается отрицательным, то он восстанавливается сложением с делителем.
Цикл операции деления сводится к следующему. Делимое, размещенное в 64 разрядах двух регистров по правой границе, сдвигается влево на 1 разряд. Тем самым освобождается один разряд для формирования частного. Из полученного после сдвига делимого вычитается делитель и анализируется остаток. По знаку остатка формируется разряд частного, который заносится в свободный разряд. При 32 разрядном формате делимого и делителя данная операция для получения частного и остатка выполняется 32 раза.
Пример 5.1
Т.к. полная разрядная сетка в 32 двоичных разрядах для примеров никогда не берется, очень важно правильно выбрать разрядность регистров для размещения D и d. Для этого необходимо выполнить операцию деления в десятичной арифметике.
Пусть D=30 и d=3. Тогда 30/3=10 (0).
Частное равно 10 и остаток равен 0. Выбираем максимальную величину из значений делителя ,частного и остатка. В данном случае это 10. Величина 10 для записи в двоичном коде со знаком требует 5 двоичных разрядов. Значит разрядность делителя – 5 двоичных разрядов, а делимое заносится в двойной регистр, состоящий из 10 двоичных разрядов.
D = 19, d = 5
[D]пр = 00010011
[d]пр = 0.101
[-d]доп = 1.011
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	Сдвигаем делимое влево на 1 разряд и освобождаем место для разряда частного.

Остаток отрицательный. В частное заноситься 0.

Остаток отрицательный. В частное заноситься 0.

Остаток положительный. В частное заноситься 1.

Остаток положительный. В частное заноситься 1.


При делении используется метод без восстановления остатка. Поэтому последующая операция (прибавление или вычитание делителя) всегда определяется полученным остатком, по которому формируется разряд частного, а не по той величине, которая получается после сдвига.
При D > 0  и  d > 0 коррекция частного не требуется.
При делении чисел с разными знаками или при D < 0  и  d < 0 вычисление очередной разности между остатком и делителем в каждом конкретном случае производится следующим образом: 
	Знак остатка
	Знак делителя
	Производимое действие

	+
	+
	Вычитание

	
	-
	Сложение

	-
	+
	Сложение

	
	-
	Вычитание


Это означает, что если знак полученного остатка не совпадает со знаком делителя, то после сдвига остатка на разряд влево делитель подсуммируется к нему в том коде, в котором он поступил на деление. В случае совпадения знаков, при посылке делителя в сумматор от его исходного кода берется дополнение, которое и суммируется с кодом остатка.
При делении чисел с учетом знаков операндов разряд частного определяется по следующему правилу: если знак очередного остатка совпадает со знаком делителя, то в разряд частного записывается 1, если нет – 0. Сам цикл деления не изменяется.
Как и при умножении чисел в дополнительном коде, при делении чисел с учетом знака может возникать необходимость в проведении коррекции частного.
Частное может получаться с недостатком 1 младшего разряда. Случаи появления недостатка могут обнаруживаться путем анализа знаков делимого, делителя и остатка. При некоторых комбинациях знаков требуется также определять равенство остатка нулю. В результате, если необходимо, к младшему разряду частного прибавляется 1.
Принцип деления для случаев: D > 0, d < 0; D < 0, d > 0; D < 0, d < 0 не отличается от варианта деления положительных чисел.
Пример 5.2    D = 19, d = -5
[D]пр = 0.0010011
[d]доп = 1.011
[-d]доп = 0.101
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Остаток 0.100 = (+4) и частное 1.101 = (-3).
При положительном делимом и отрицательном делителе частное всегда требует коррекции. Остаток корректируется только в том случае, когда его знак не совпадает со знаком делимого.
Пример 5.3  D = -19, d = 5
[D]доп = 1.1101101
[d]пр = 0.101
[-d]доп = 1.011

Коррекция частного
Остаток 1.100 (-4) и частное 1.101 (-3)

При делении отрицательного делимого на положительный делитель для определения необходимости коррекции частного приходится анализировать не только знаки операндов и остатка, но и величину остатка. Коррекция частного не требуется если остаток равен 0.
При несовпадении знака остатка и делимого восстановление остатка проводится обычным образом.

D = -20, d = 2

[D]доп = 1.111101100

[d]пр = 0.0010

[-d]доп = 1.1110
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Остаток 0.0000 (0) и частное 1.0110 (-10).
Пример 5.4 D = -19, d = -5
[D]доп = 1.1101101
[d]доп = 1.011
[-d]пр = 0.101
Остаток 1.100 (-4) и частное 0.011 (3).

При отрицательных делимом и делителе частное требует коррекции когда остаток равен 0.

Пример 5.5 D = -12, d = -4
[D]доп = 1.1110100
[d]доп = 1.100
[-d]пр = 0.100
Остаток 0.000 (0) и частное 0.011 (3)

6. ДЕСЯТИЧНАЯ АРИФМЕТИКА ЦВТ
§6.1. Двоично-десятичное кодирование
В современных ЦВМ предусмотрены программные и аппаратные средства для выполнения действий над числами, представленными в десятичной системе счисления. При этом для кодирования десятичных цифр используется двоичная система счисления. Такие системы счисления, в которых десятичные цифры кодируются с помощью двоичных цифр, называются двоично-десятичными,
В двоично-десятичных системах каждая десятичная цифра кодируется четырьмя двоичными разрядами. Эти четверки двоичных цифр называются тетрадами. Так как четыре двоичных разряда дают не десять, а шестнадцать различных комбинаций, то десять из них могут быть выбраны произвольным образом. Общее число различных способов кодирования (учитывая и абсолютно, бессмысленные, например, такие, когда все десять цифр кодируются одной и той же тетрадой) оказывается равным более чем 29 миллиардам (числу размещений из 16 элементов по 10).
Большинство из этих способов кодирования неприемлемо для выполнения десятичной арифметики. Установлено, что наиболее подходящими вариантами кодирования десятичных цифр являются двоично-десятичные коды, обладающие следующими пятью свойствами; единственности, упорядоченности, четности, дополнительности и взвешенности.
Свойство единственности заключается в том, что все десятичные цифры кодируются различными двоичными тетрадами. Коды, обладающие этим свойством позволяют однозначно переходить от десятичной системы к двоично-десятичной и наоборот.
Свойство упорядоченности состоит в том, что бóльшим десятичным цифрам соответствуют бóльшие двоичные тетрады. Это свойство упрощает выполнение операции сравнения двоично-десятичных чисел.
Свойство четности состоит в том, что четным десятичным цифрам соответствуют четные двоичные тетрады, нечетным десятичным цифрам - нечетные двоичные тетрады (или наоборот: четным десятичным цифрам соответствуют нечетные двоичные тетрады, а нечетным десятичным цифрам - четные двоичные тетрады). Отметим, что тетрада является четной, если в младшем её разряде стоит 0. Это свойство обеспечивает правильность округления и большую простоту выполнения операций умножения, деления и некоторых логических операций.
Свойство дополнительности заключается в том, что дополнение любой десятичной цифры до 9 (т.е. получение её обратного кода) получается простой инверсией тетрады, ей соответствующей, т.е. заменой нулей на единицы и единиц на нули. Это свойство упрощает выполнение в двоично- кодированных системах операций сложения и вычитания.
Свойство взвешенности состоит в том, что каждый разряд в тетраде имеет постоянный вес Pi, т.е., если десятичная цифра D изображается тетрадой d1d2d3d4, а Pi - вес i-го разряда тетрады (i=1,2,3,4), то
D=P1·d1+ P2·d2+ P3·d3+ P4·d4



(6.1)
Это свойство облегчает логику операций в двоично-десятичной системе и перевод чисел из одной системы счисления в другую.
Некоторые примеры двоично-десятичных кодов приведены в таблице 6.1.

Таблица 6.1.
НЕКОТОРЫЕ СПОСОБЫ КОДИРОВАНИЯ ДЕСЯТИЧНЫХ ЧИСЕЛ
	Цифра
	Код

8421
	Код

2421
	Код

4221
	Код

5421
	Код

753-6
	Код

8421+3
	Код

8421+6
	Код

Грея
	Код

5121

	0
	0000
	0000
	0000
	0000
	0000
	0011
	0110
	0000
	0000

	1
	0001
	0001
	0001
	0001
	1001
	0100
	0111
	0001
	0001

	2
	0010
	0010
	0010
	0010
	0111
	0101
	1000
	0011
	0010

	3
	0011
	0011
	0011
	0011
	0010
	0110
	1001
	0010
	0011

	4
	0100
	0100
	0110
	0100
	1011
	0111
	1010
	0110
	0111

	5
	0101
	1011
	1001
	1000
	0100
	1000
	1011
	0111
	1000

	6
	0110
	1100
	1100
	1001
	1101
	1001
	1100
	0101
	1001

	7
	0111
	1101
	1101
	1010
	1000
	1010
	1101
	0100
	1010

	8
	1000
	1110
	1110
	1011
	0110
	1011
	1110
	1100
	1011

	9
	1001
	1111
	1111
	1100
	1111
	1100
	1111
	1101
	1111


В двоично-десятичных кодах принято используемые в конкретном коде тетрады называть разрешенными комбинациями, не используемые - запрещёнными. Так в коде 8421 все тетрады от 0000 до 1001 являются разрешенными комбинациями, а омтавшиеся тетрады от 1010 до 1111 – запрещёнными.
Код 8421 является взвешенным кодом. Разрядам тетрады слева направо присваиваются веса, равные последовательно убывающим степеням числа 2: P1=8, P2=4, P3=2, P4=1. Десятичная цифра равна сумме произведений этих весов на соответствующую двоичную цифру. Например 7=0·8+1·4+1·2+1·1. Этот код обладает также свойствами единственности, упорядоченности и четности Однако он не обладает свойством самодополняемости. Код 8421 имеет наибольшее применение как промежуточный при переводе десятичных чисел в двоичные и наоборот. Он широко используется также, для выполнения арифметических операций.

Код 2421 обладает всеми пятью свойствами. 
В качестве весов разрядов слева направо взяты цифры 2,4,2 и 1, Например, цифра 7 согласно формуле (6.1) получается следующим образом:
7=1·2+1·4+0·2+1·1
Получение дополнения любой цифры до 9 здесь возможно путем поразрядной инверсии тетрад. Например, дополнением цифры 5 до 9 является 4. Цифра 5 изображается тетрадой 1011, а её поразрядная инверсия 0100 дает тетраду, изображающую цифру 4.
Легко убедиться, что код обладает и остальными тремя свойствами. Код 2421 не находит столь широкого применения, как код 8421.
Код 4221 также обладает всеми рассматриваемыми свойствами, однако практически не применяется для десятичной арифметики в ЦВМ.
Код 5421 не обладает свойством самодополняемости, а свойство четности выполняется следующим образом: для цифр от 0 до 4 четным и нечетным цифрам соответствуют соответственно четные и нечетные тетрады, а для цифр от 5 до 9 четным цифрам соответствуют нечетные тетрады, а нечетным цифрам - четные тетрады.
Свойство взвешенности выполняется в соответствии с весами P1=5, P2=4, P3=2, P4=1. Например, цифра б получается следующим образом:
6=1·5+0·4+0·2+1·1
Код находит применение в ЦВМ для выполнения арифметических операций.
Код 753-6 не находит практического применения и приводится здесь лишь для того, чтобы показать существование кодов с отрицательными весами. В качестве весов разрядов здесь взяты числа 7,5,3 и -6. Число 6, например, согласно формуле (6.1) имеет вид:
6 = 1·7 + 1·5 + 0·3 - 1·6
Кстати, код обладает свойством самодополняемости.
В 6 и 7 столбцах таблицы 6.1 приведены примеры невзвешенных кодов - код с избытком 3 и код с избытком 6. Коды с избытком образуются из кода 8421 с помощью добавления к каждой тетраде кода 8421 избытков 3 и 6 соответственно, представленных в двоичной системе, т.е. чисел 0011 и 0110. Например, запись цифры 4 в коде 8421+3 имеет вид 0100 + 0011 = 0111, а в коде 8421+6 - 0100 + 0110 = 1010
Код с избытком 3 является самодополняющимся и находит применение в ЦВМ. Код с избытком 6 не является самодополняющимся, однако ввиду ряда его полезных свойств он находит достаточно широкое применение. 
§6.2. Алгебраическое сложение чисел в двоично-десятичных кодах

6.2.1. Сложение одноразрядных чисел в коде 8421
В двоично-десятичной системе счисления выполнение арифметических действий над числами производится в два этапа: во-первых, над числами в целом производятся арифметические действия в десятичной системе и, во-вторых, над двоичными кодами одноразрядных десятичных чисел арифметические действия производятся в двоичной системе с внесением необходимых поправок на перенос в старший разряд.
Для кода 8421 характерно, что количественный эквивалент любой тетрады, используемой для кодирования десятичных цифр, в точности равен количественному эквиваленту самой этой цифры. Никакой другой двоично-десятичный код такими свойствами не обладает и это делает код 8421 интересным с точки зрения возможностей его использования в вычислительных машинах. Правила десятичного сложения имеют следующий вид
	Sk=
	xk+yk+zk , если xk+yk+zk<10

	
	xk+yk+zk-10, если xk+yk+zk≥10


	Zk+1=
	  0, если xk+yk+zk<10

	
	  1, если xk+yk+zk≥10


Здесь хк и yк означают значения десятичных цифр в данном разряде, ZK - перенос в данный разряд из соседнего младшего разряда, а Sк и Zk+1 означают соответственно десятичную сумму в данном разряде и перенос в соседний старший  разряд. Так как мы хотим, чтобы при использовании кода 8421 правила сложения были бы идентичными правилам десятичного сложения, то нам необходимо в тех случаях, когда сумма в данном разряде становится равной или большей десяти, записывать в данном разряде тетраду, соответствующую цифре xk + yk+Zk - 10 и организовать перенос в соседнюю слева тетраду. Перенос в соседнюю тетраду из данной возникает только в том случае, когда число в данной тетраде достигнет значение 16. Таким образом, перенос из данного разряда двоично-десятичной записи в соседний разряд эквивалентен прибавлению 16 в данную тетраду. В соответствии с этим правила сложения в коде 8421 выглядят следующим образом:
	Sk=
	  xk+yk+zk , если xk+yk+zk<10

	
	  xk+yk+zk-10+16=

	
	   xk+yk+zk+6, если xk+yk+zk≥10


Так как при этом в вычислительной машине в данном разряде всегда получается правильный результат при xk+yk+zk<10 то для таких разрядов поправки после суммирования не требуется. В разрядах, где при суммировании в десятичной системе происходит переполнение, при суммировании в коде 8421 могут быть два случая. Если сумма в данном разряде меньше 16, то из этой тетрады необходимо вычесть 10 и организовать перенос в соседний разряд. Для этого к полученной тетраде нужно добавить поправку +6. Если сумма в данном разряде равна или более 16, то перенос в соседнюю тетраду уже возник. Однако в этом случае в данном разряде стоит тетрада, соответствующая не xk+yk+zk-10, а тетрада, соответствующая результату xk+yk+zk-16. Для получения правильного результата необходимо к результату, полученному в данном разряде, добавить поправку +6.
Итак, правило суммирования одноразрядных чисел в коде 8421 имеет следующий вид
1. Производится суммирование тетрад слагаемых (с учетом переноса из соседней младшей) тетрады по правилам двоичного сложения.
2. Если происходит десятичное переполнение, необходимо добавить поправку +6.
Показателем необходимости добавления поправки служит перенос из данной тетрады, возникший на первом этапе суммирования, или ,в случае его отсутствия ,наличие в данной тетраде запрещенной комбинации для кода 8421. 
Рассмотрим примеры суммирования одноразрядных десятичных чисел в коде 8421. Для упрощения полагаем, что перенос в данный десятичный разряд из соседнего младшего разряда равен нулю (Zk=0).
Пример 6.1. Сложить два одноразрядных десятичных числа xk=2 и уk=7 в коде 8421.
Переходя к коду 8421, получаем
	+
	0010
	+
	(xk=2)

	
	0111
	
	(yk=7)

	
	1001
	
	(Sk=9)


Так как сумма в данном разряде меньше 10, поправки не требуется.
Пример 6.2. Сложить в коде 8421 десятичные числа 5 и 8.
Имеем при потетрадном суммировании:
	+
	0101
	+
	(xk=5)

	
	1000
	
	(yk=8)

	
	1101
	
	(Sk=13)


При суммировании произошло десятичное переполнение (в сумме появилась запрещенная комбинация). Вводим поправку +6:
	+
	1101

	
	0110

	
	10011


В результате введения поправки возникает перенос в соседний старший разряд, а в данном разряде цифра 3 в коде 8421, что соответствует истине.
Пример 6.3. Сложить в коде 8421 числа xk=7 и yк=9. Цифра 7 кодируется тетрадой 0111, цифра 9 - тетрадой 1001. Производим потетрадное суммирование
	+
	0111

	
	1001

	
	10000


Возникающий из данной тетрады перенос является показателем десятичного переполнения и необходимости добавления поправки +6. После введения поправки: 
	
	10000

	
	0110

	
	10110


получаем правильный результат (7 + 9 = 16).
6.2.2. Получение обратного и дополнительного кодов для десятичных чисел в коде 8421
Так как код 8421 не обладает свойством самодополняемости, то при организации операции вычитания возникают некоторые затруднения, связанные с получением обратного или дополнительного кода чисел.
Опишем вначале получение обратного кода. Каждому числу приписывается слева специальный знаковый разряд (или два разряда при модифицированном коде), в котором кодируется знак числа способом, аналогичным тому, который употребляется в обычной двоичной системе счисления. Обратный код каждого числового разряда можно получить с помощью дополнений в каждом разряде до числа 9, т.е. обратный код десятичного числа D, стоящего в данном разряде представляется четырехразрядным двоичным числом
[D]обр.=1001-D
Эта операция является трудоемкой. Целесообразно поступить иначе. Складываем D+0110, а затем в полученном четырехразрядном двоичном коде заменяем нули на единицы и единицы на нули. Замена дает дополнение суммы до десятичного числа 15. Но 15-(D+6)=9-D, что является дополнением до числа 9. Таким образом, для получения обратного кода отрицательного многоразрядного числа в коде 8421 надо:
а) в знаковый разряд записать единицу;
б) к каждой десятичной тетраде прибавить число 0110 (шесть);
в) произвести поразрядную инверсию двоичных разрядов всех тетрад.
Для получения дополнительного кода надо после получения обратного кода добавить единицу к младшему разряду преобразуемого числа.
6.2.3. Примеры выполнения алгебраического сложения многоразрядных чисел в коде 8421
Пусть даны два числа 
А=375, В=9780
Надо перевести их в двоично-десятичную систему, пользуясь кодом 8421 и найти -А + В, А - В, -А - Б. с
Сначала при помощи обратного и дополнительного кода. Будем полагать, что для представления чисел отведено четыре десятичных (т.е. 16 двоичных) разряда для цифровой части числа и один двоичный разряд для знака.
Записываем числа в двоично-десятичной системе счисления
А=0.0375=0.0000 0011 0111 0101

В=0.9780=0.1001 0111 1000 0000

Находим обратный код числа – А.

	+
	0000 0011 0111 0101
	

	
	0110 0110 0110 0110
	поразрядное прибавление

	
	0110 1001 1101 1011
	числа 6

	
	1001 0110 0010 0100
	инверсия тетрад


[-A]обр=1.1001 0110 0010 0100
Дополнительный код числа -А:
[-A]доп=[-A]обр+1=1.1001 0110 0010 0101
Находим обратный код числа –В
	+
	1001 0111 1000 0000
	

	
	0110 0110 0110 0110
	поразрядное прибавление

	
	1111 1101 1110 0110
	числа 6

	
	0000 0010 0001 1001
	инверсия тетрад


[-В]обр=1.0000 0010 0001 1001
Дополнительный код числа 

[-В]доп=[-В]обр+1=1.0000 0010 0001 1010
Найдем сумму - А+В, пользуясь обратным кодом
	[-A]обр+B=
	+
	1.1001 0110 0010 0100
	

	
	
	0.1001 0111 1000 0000
	

	+
	1
	0 0010 1101 1010 0100
	циклический перенос

	
	
	1 
	

	
	+
	0.0010 1101 1010 0101
	

	
	
	0110 0110 0110    
	коррекция

	
	
	0.1001 0100 0000 0101
	

	
	
	-А+В=9405
	


Найдем сумму -А + В, пользуясь дополнительным кодом
	[-A]доп+B=
	+
	1.1001 0110 0010 0100
	

	
	
	0.1001 0111 1000 0000
	

	1
	+
	0.0010 1101 1010 0101
	

	
	
	   0110 0110 0110 0000
	коррекция

	
	
	0.1001 0100 0000 0101
	

	
	
	-А+В=9405
	


Найдем сумму А - В, пользуясь обратным кодом
	A-+[-B]обр=
	+
	0.0000 0011 0111 0101
	

	
	
	1.0000 0010 0001 1001
	

	
	
	1.0000 0101 1000 1110
	

	
	
	0110
	коррекция

	
	
	1.0000 0101 1001 0100
	

	
	
	А-В=-9405
	


Результат получаем в обратном коде.

Найдем сумму А - В, пользуясь дополнительным кодом
	A+[-B]доп=
	+
	0.0000 0011 0111 0101
	

	
	
	1.0000 0010 0001 1010
	

	
	
	1.0000 0101 1000 1111
	

	
	
	0110
	коррекция

	
	
	1.0000 0101 1001 0101
	

	
	
	А-В=-9405
	


Результат получаем в дополнительном коде.

И, наконец, найдем сумму –А-В, пользуясь также обратным и дополнительным кодами.

Для обратного кода
	[-A]обр+[-B]обр=
	+
	1.1001 0110 0010 0100
	

	
	
	1.0000 0010 0001 1001
	

	
	1
	0.1001 1000 0011 1101
	

	
	
	1
	циклический перенос

	
	
	0.1001 1000 0011 1110
	

	
	
	0110
	коррекция

	
	
	0.1001 1000 0100 0100
	


При алгебраическом сложении двух отрицательных чисел результат получился положительным. Это свидетельствует о переполнении разрядной сетки. Действительно –А-В=-375-9780=-10155.

Результирующая величина – пятиразрядное десятичное число, а величины слагаемых А и В записаны в виде четырехразрядных чисел в двоично-десятичной системе счисления. Для получения правильного результата возьмём числа А и В, записанные в двоично-десятичной системе счисления в дополнительном коде, как пятиразрядные числа.

Тогда

	[-A]обр+[-B]доп=
	+
	1.1001 1001 0110 0010 0101
	

	
	
	1.1001 0000 0010 0001 1010
	

	
	+
	1.0010 1001 1000 0011 1111
	

	
	
	    0110                           0110
	коррекция

	
	
	1.1000 1001 1000 0100 0101
	


Результат –10155 получаем в дополнительном коде.
6.2.4. Алгебраическое сложение чисел в других двоично-десятичных кодах
Помимо кода 8421 для выполнения арифметических операций могут быть использованы и другие двоично-десятичные коды. Практически использовались в вычислительных машинах коды 2421, 5421, код с избытком 3 и код с избытком 6.
Рассмотрим код 2421. Обозначим через α(х) тетраду, сопоставляемую в данном коде десятичной цифре х. Тогда для кода 2421 имеем следующее условие
	α(х)=
	   х, если x<5

	
	   +6, если x≥5


Для нахождения правил сложения для кода 2421 рассмотрим несколько случаев суммирования двух положительных чисел.
1. Оба слагаемых в данном разряде меньше пяти.
В этом случае в коде 2421 результат будет равен xk+yk+zk, где zk - перенос из соседней младшей тетрады. Если сумма < 5, то результат суммирования правильный. В противном случае необходима поправка +6.
2. Одно слагаемое меньше пяти, а другое не меньше пяти. Сумма меньше 10.
В этом случав в коде 2421 результат будет равен xk+yk+zk+6. Поправка не нужна.
3. Одно слагаемое меньше пяти, другое не меньше пяти. Сумма не меньше десяти, максимальное значение суммы 4+9+1=14.
В этом случае в коде 2421 получается сумма xk+yk+zk+6, что соответствует коду числа xk+yk+zk-10 и организации переноса в соседнюю старшую тетраду. Поправка не нужна.
4. Оба слагаемых не меньше пяти, а сумма меньше 16. В коде 2421 получается xk+yk+zk+12. Необходима поправка -6.
5. Оба слагаемых не меньше пяти, а сумма больше 15. В этом случае в коде 2421 получается xk+yk+zk+12. Так как при этом xk+yk+zk-10<5 то, учитывая организацию переноса, получаем, что поправки не требуется.
Пример. Найти в коде 2421 сумму чисел  А = 634 и В = 372.
	+
	A=
	+
	0.0000 1100 0011 0100
	

	
	B=
	
	0.0000 0011 1101 0010
	

	
	
	
	0.0001 0000 0000 0110
	поправка

	
	
	
	0.0000 0000 0000 0110
	

	
	
	
	0.0001 0000 0000 1100
	


Ответ А + В = 1006.
Алгебраическое сложение (вычитание) для кода 2421 выполняется с применением обратного кода. Так как код 2421 обладает свойством самодополняемости, то получение обратного кода производится простой инверсией тетрад.
В ряде ЦВМ наряду с кодом 8421 нашел применение двоично-десятичный код с избытком 6. При сложении десятичных чисел одно из слагаемых представлено кодом 8421, а другое - кодом с избытком 6. Когда при сложении таких кодов в какой либо тетраде возникает перенос в старшую тетраду, то результат получается в коде 8421. Если переноса нет, то для получения результата в коде 8421 надо вычесть избыток 6. Вычитание числа 6 (0110) заменяется прибавлением его дополнительного кода (1010). Возникающие при этом межтетрадные переносы не учитываются.
Пример. Сложить числа А = 7 и В = 18. Двоично-десятичные коды этих чисел представленные одинаковым количеством двоичных разрядов в коде 8421 имеют вид
	А=0000 0111
	В=0001 1000


Представим первое число в коде с избытком 6:
	+
	0000
	0111

	
	0110
	0110

	
	0110
	1101


Сложив этот код со вторым числом, получим
	+
	0110
	1101

	
	0110
	0110

	
	1000
	0101

	
	1


Так как возник перенос только из первой тетрады, то необходимо скорректировать вторую тетраду, вычтя из нее шесть (прибавить его дополнительный код 1010 с игнорированием возникающего при этом переноса). Истинный результат будет
	+
	1000
	0101

	
	1010
	0000

	
	0010
	0101

	1
	


т.е. получается десятичное число 25.
При вычитании вычитаемое представляется в виде дополнения до 10k, где k — количество десятичных разрядов в наиболее длинном из участвующих в операции чисел.
Таким образом, вычитание заменяется сложением прямого кода положительного числа с дополнением отрицательного. Дополнение числа определяется путем инвертирования значений двоичных разрядов в тетрадах с прибавлением единицы в младший разряд крайней справа тетрады. Например, дополнением числа -0010 0111 (-27) до 102 будет код 1101 1001. Такое дополнение получается с потетрадным избытком 6.
Поэтому, если при сложении нет переносов из каких-либо тетрад, то результат в этих тетрадах корректируется вычитанием избытков, которое заменяется прибавлением дополнительного кода 6 (1010).
§6.3. Умножение чисел в двоично-десятичных кодах
Выполнения арифметической операции умножения над числами в двоично-десятичных кодах производиться по принципу, применяемому как в десятичной арифметике, так и в двоичной. Весь процесс умножения разбивается на циклы. В каждом цикле производиться анализ очередного разряда множителя и в зависимости от величины множителя формируется частичное произведение. Полученные частичные произведения подсуммируются к величине, полученной в предыдущем цикле. Цикл оканчивается сдвигом на 4 двоичных разряда величины, полученной после суммирования. 

В зависимости от способа анализа очередного разряда множителя различают методы организации умножения чисел в двоично-десятичных кодах.

Одним из самых простых приемов анализа множителя является последовательное вычитание единицы из значения тетрады множителя до получения нуля и соответственно прибавления множимого к сумматору в  каждом такте. При умножении для сумматора надо предусмотреть дополнительную тетраду на случай местного переполнения.

Рассмотрим пример умножения двух разрядных чисел в коде 8421: А=37 и В=23.

Записываем числа в двоично-десятичной системе счисления 

А=0.0011 0111

В=0.0010 0011

При умножении используем сумматор на три тетрады и регистры на две тетрады. В регистр А помещается множимое, которое по мере выполнения операции умножения передается в сумматор. Вся последовательность выполнения операции показана в таблице 6.1.  Для простоты регистр А в таблице не показан. Так как знак результата при данном методе умножения формируется отдельно и в процессе умножения в сумматоре используются только положительные величины, то  знаковые разряды в рассматриваемом примере опущены. После выполнения операции результат находиться в сумматоре и регистре В. 

А·В=0.0000 1000 0101 0001

Однако данный метод умножения достаточно медленный. Поэтому при выполнении операции умножения чисел в двоично-десятичном коде используют другие приемы, позволяющие ускорить эту операцию.

Наиболее распространённым методом умножения чисел в двоично-десятичном коде является способ, когда для записи множимого используется несколько регистров. Самым простым способом такого метода умножения является использование двух регистров множимого для записи A (множимое) и 2A (удвоенное множимое). Все действия по выполнению операции умножения сводятся к прибавлению или вычитанию множимого или удвоенного множимого в зависимости от очередной цифры множителя. Виды операции в каждом цикли умножения в зависимости от анализируемой цифры множителя сведены в таблицу 6.2.
Таблица 6.2

	Анализируемая цифра множителя
	Вид операции

	0
	+0A

	1
	+1A

	2
	+2A

	3
	+2A+1A

	4
	+2A+2A

	5
	+2A+2A+1A

	6
	-2A-2A(+10A)

	7
	-2A-1A(+10A)

	8
	-2A(+10A)

	9
	-1A(+10A)


При выполнении всех действий сумматор должен работать с числами в инверсных кодах. Кроме этого сумматор и регистр множителя соединены друг с другом и имеют сквозной сдвиг. При выполнении операций сдвига в сумматоре и регистре множителя младшая тетрада из сумматора переходит на освободившееся место в старшую тетраду множителя.

Удвоенное множимое получается в специальном регистре путём сдвига величины множимого влево на один двоичных разряд. При этом, если есть единица переноса из тетрады в тетраду или в тетраде возникает запрещённая комбинация, то к тетраде прибавляется величина коррекции 0110. Если при введении коррекции возникает единица переноса в следующую тетраду, то она сохраняется. Аналогичные действия по введению коррекции производятся и в сумматоре. Вся последовательность выполнения операции приведена в таблице 6.3.

Заполним регистры множимого

                                 РА=0000.1001.0100

	+
	Р2А=
	0001.0010.1000
	

	
	
	         0110
	коррекция

	
	Р2А=
	0001.1000.1000
	


Таблица 6.3

	СМ
	РВ
	Примечание

	+
	0.0000.0000.0000
	1001.0001
	Анализ мл. тетрады множителя и прибавление А к СМ

	
	0.0000.1001.0100
	         +1А
	

	
	0.0000.1001.0100
	
	Сквозной сдвиг на 1 тетраду

	+
	0.0000.0000.1001
	0100.1001
	Анализ ст. тетрады множителя и вычитание А из СМ

	
	1.1001.0000.0101
	          -1А(+10А)
	

	+
	1.1001.0000.1110
	
	

	
	                     0110
	
	Коррекция

	+
	1.1001.0001.0100
	
	

	
	0.1001.0100.0000
	
	Прибавление 10А к СМ

	+
	1   0.0010.0101.0100
	
	

	
	                           1
	
	Циклический перенос

	+
	0.0010.0101.0101
	
	

	
	   0110
	
	Коррекция

	
	0.1000.0101.0101
	
	Сквозной сдвиг на 1 тетраду

	
	0.0000.1000.0101
	
	Результат


Если для записи множимого используются 3 или 5 регистров, куда соответственно записываются А, 2А, 4А или А, 2А, 4А, 6А, 8А, то виды операций в каждом цикле умножения в зависимости от рассматриваемой цифры множителя сведены в таблицу 6.4.

Таблица 6.4

	Анализируемая цифра множителя
	Вид операции (3 регистра множимого)
	Вид операции (5 регистров множимого)

	0
	+0А
	+0А

	1
	+1А
	+1А

	2
	+2А
	+2А

	3
	+2А+1А
	+2А+1А

	4
	+4А
	+4А

	5
	+4А+1А
	+4А+1А

	6
	-4А(+10А)
	+6А

	7
	-2А-1А(+10А)
	+6А+1А

	8
	-2А(+10А)
	+8А

	9
	-1А(+10А)
	+8А+1А


При использовании 5 регистров множимого сумматор работает только с положительными величинами и процесс вычислений упрощается.

Ещё одним из способов увеличения скорости выполнения операций является способ увеличивать множимое и уменьшать множитель в 2 раза в процессе вычислений: 

А·В=2А·
[image: image42.wmf]2

B

, если В – четное число

А·В=2А·
[image: image43.wmf]2

1

-

B

+А, если В – нечетное число.

Тогда весь процесс умножения сводиться к преобразованию множимого и множителя.

Пусть А=67 и В=47.
67·47=2·67·
[image: image44.wmf]2

1

47

-

+67=134·23+67=

=2·134·
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1

23

-

+67+134=268·11+67+134=268·11+67+134=

=2·268·
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1
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-

+67+134+268=536·5+67+134+268=

=2·536·
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1

5

-

+67+134+268+536=1072·2+67+134+268+536=

=2144·1+67+134+268+536.

Поскольку действия производятся над числами, представленными с помощью двоично-десятичного кода, то удвоение числа можно рассмотреть как сдвиг этого числа влево на один двоичный разряд, а деление – сдвиг вправо на один двоичный разряд. При этом требуется коррекция тетрад на каждом шаге. Коррекция производиться, когда происходит сдвиг единицы из  разряда данной тетрады в соседнюю тетраду или когда в тетраде возникает запрещённая комбинация для данного кода. Каждый двоично-десятичный код имеет свои корректирующие величины. Для кода 8421 корректирующая поправка равно 0110 для тетрады множимого и 1101 для тетрад множителя. Пре введении коррекции 0110 возникающая единица переноса сохраняется. При введении коррекции 1101 возникающая единица переноса отбрасывается. В сумматоре при выполнении операции сложения величина коррекции и правила её введения будут такими же, как и в множимом.
Рассмотрим пример умножения 67·47. Для выполениения этой операции регистр множителя (PгB) дролжен иметь две тетрады, а регистр множимого (PгA) и сумматор (СМ) – четыре. Вся последовательность выполнения операции показана в таблице 6.5. Знаковые разряды в рассматриваемом примере так же как и в предыдущем примере отсутсвуют. После выполнения операции результат находиться в сумматоре.

А·В=0.0011 0001 0100 1001
Таблица 6.1

	Сумматор (СМ)
	Регистр В(PгB)
	Примечание

	0000
	+
	0000 0000
	0010
	-
	0011
	

	
	
	0011 0111
	
	
	0001
	Вычитание 1 из содержимого 

	0000
	+
	0011 01111
	
	-
	0010
	PrB

	
	
	0011 0111
	
	
	0001
	Вычитание 1 из содержимого PгB

	0000
	+
	0110 1110
	
	
	0001
	

	
	
	         0110
	
	-
	
	Коррекция содержимого СМ

	0000
	+
	0111 0100
	
	
	
	

	
	
	0011 0111
	
	
	0001
	Вычитание 1 из содержимого PгB

	0000
	+
	1010 1011
	
	
	0000
	

	
	
	0110 0110
	
	
	
	Коррекция содержимого СМ

	0001
	
	0001 0001
	
	
	
	Конец анализа младшей тетрады множителя. Сдвиг содержимого СМ и PгB на четыре разряда вправо. Младшая цифра произведения помещаеться в старшую тетраду PгB.

	0000


	+
	0001 0001
	0001
	-
	0010
	

	
	
	0011 0111
	
	
	0001
	Вычитание 1 из содержимого PгB

	0000
	+
	0100 1000
	
	-
	0001
	

	
	
	0011 0111
	
	
	0001
	Вычитание 1 из содержимого PгB

	
	+
	0111 1111
	
	
	0000
	

	
	
	         0110
	
	
	
	Коррекция содержимого СМ

	0000
	
	1000 0101
	
	
	
	Конец анализа старшей тетрады множителя. Сдвиг содержимого СМ и PгB на четыре разряда вправо. 

	0000
	
	0000 1000
	0101
	
	0001
	


§6.4. Деление чисел в двоично-десятичных кодах
Деление чисел в двоично-десятичных кодах выполняется аналогично делению двоичных чисел методами с восстановления остатка и без восстановления остатка.

Метод с восстановлением остатка сводиться к вычитанию делителя из делимого на первом шаге и из остатков на последующих шагах до тех пор, пока не получиться отрицательный остаток. Каждый раз при получении положительного остатка добавляется единица в специальный счетчик, где накапливается очередная цифра частного. После получения отрицательного остатка последний положительный остаток восстанавливается прибавлением к отрицательному остатку делителя. Затем осуществляется сдвиг на четыре двоичных разряда, и процесс повторяется.

Для простоты рассмотрим примеры деления в десятичной системе счисления. Обозначим через А – делимое, через В – делитель и через С – частное.

А=987 и В=21

Операция вычитания делителя заменяется на операцию сложения и делитель берется в виде дополнения. Вся последовательность выполнения операции деления с восстановлением остатка показана в табл. 6.6. Результат А:В=47.

Метод без восстановления остатка до получения первого отрицательного остатка аналогичен методу с восстановлением остатка. В дальнейшем процесс несколько различен. Отрицательный остаток сдвигается на 4 двоичных разряда и к нему прибавляется делитель. При этом в специальный счетчик заносится цифра 9. Каждое сложение отрицательного остатка с делителем фиксируется в счетчике путем вычитания единицы из его содержимого. Процесс продолжается до получения положительного остатка. После получения положительного остатка последний сдвигается на четыре двоичных разряда и все повторяется снова. Вычисления заканчиваются, если деление осуществляется нацело или достигается требуемая точность вычисления.

Рассмотрим пример деления без восстановления остатка, когда А=799 и В=17. Вся последовательность выполнения операции деления показана в таблице 6.7. Результат А:В=47.
Таблица 6.5.

	Регистр В
	Регистр А
	Сумматор
	Примечание

	
	0100 0111

0010 0011
	
	0000 0000 0110 0111

0000 0000 1100 1110
	+
	0000 0000 0000 0000

0000 0000 0110 0111
	Передача содержимого PгA в СМ

Сдвиг PгA и PгB

	
	
	+
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	                  0110 0110
	+
	0000 0000 0110 0111
	Коррекция PгA

	
	
	
	0000 0001 0011 0100
	
	
	

	
	0001 0001
	
	0000 0010 0110 1000
	
	0000 0001 0011 0100
	Передача содержимого PгA в СМ. Сдвиг PгA и PгB

	
	
	
	
	+
	0000 0001 1001 1011
	

	
	
	
	
	
	                           0110
	Коррекция СМ

	
	
	
	
	+
	0000 0001 1010 0001
	

	
	
	
	
	
	                        0110
	Коррекция СМ

	
	
	
	
	+
	0000 0010 0000 0001
	Передача содержимого PгA в СМ. Сдвиг PгA и PгB

	+
	0000 1000
	
	0000 0100 1101 0000
	
	0000 0010 0110 1000
	

	
	
	+
	
	+
	0000 0100 0110 1001
	

	
	1101
	
	0110 0110
	
	
	Коррекция PгA и PrB

	
	0000 0101
	
	0000 0101 0011 0110
	
	
	

	
	0000 0010
	
	0000 1010 0110 1100
	
	0000 0101 0011 0110
	Передача содержимого PгA в СМ. Сдвиг PгA и PгB

	
	
	+
	
	+
	0000 1001 1001 1111
	

	
	
	
	         0110          0110
	
	0110
	Коррекция СМ и PгA 

	
	
	
	0001 0000 0111 0010
	+
	0000 1001 1010 0101
	

	
	
	
	
	
	                  0110
	

	
	
	
	
	+
	0000 1010 0000 0101
	

	
	
	
	
	
	         0110
	Коррекция СМ

	
	
	
	
	+
	0001 0000 0000 0101
	

	
	0000 0001
	+
	0010 0000 1110 0100
	
	
	Сдвиг PгA и PгB

	
	
	
	                  0110
	
	
	Коррекция PгA

	
	
	
	0010 0001 0100 0100
	
	
	

	
	0000 0000
	
	0100 0010 1000 1000
	
	0010 0001 0100 0100
	Передача содержимого PгA в СМ. Сдвиг PгA и PгB

	
	
	
	
	
	0011 0001 0100 1001
	


Таблица 6.6.

	Сумматор (СМ)
	Формирование частного С
	Примечание

	+
	0987
	
	Cч:=0
	Исходное делимое

	
	979
	
	
	Дополнение делителя

	+
	0777
	
	Cч:=1
	Получение первой цифры частного

	
	979
	
	
	

	+
	0567
	
	Cч:=2
	

	
	979
	
	
	

	+
	0357
	
	Cч:=3
	

	
	979
	
	
	

	+
	0147
	
	Cч:=4
	

	
	979
	
	
	

	+
	9937
	<0
	C1=4
	Остаток меньше 0. Первая цифра частного получена

	
	  21
	
	
	Восстановление последнего положительного остатка.

	
	0147
	
	
	

	+
	147
	
	Cч:=0
	Сдвиг влево на один десятичный разряд.

	
	979
	
	
	Дополнение делителя

	+
	126
	
	Cч:=1
	Получение второй цифры частного

	
	979
	
	
	

	+
	105
	
	Cч:=2
	

	
	979
	
	
	

	+
	084
	
	Cч:=3
	

	
	979
	
	
	

	+
	063
	
	Cч:=4
	

	
	979
	
	
	

	+
	042
	
	Cч:=5
	

	
	979
	
	
	

	+
	021
	
	Cч:=6
	

	
	979
	
	Cч:=7
	

	
	000
	=0
	Cч =7
	Остаток равен 0. Деление произведено нацело.


Таблица 6.5.

	Сумматор (СМ)
	Формирование частного С
	Примечание

	+
	0799
	
	Cч:=0
	Исходное делимое

	
	983
	
	
	Дополнение делителя

	+
	0629
	
	Cч:=1
	Получение первой цифры частного

	
	983
	
	
	

	+
	0459
	
	Cч:=2
	

	
	983
	
	
	

	+
	0289
	
	Cч:=3
	

	
	983
	
	
	

	+
	0119
	
	Cч:=4
	

	
	983
	
	
	

	
	9949
	<0
	C1=4
	Остаток меньше 0. Первая цифра частного получена

	+
	9949
	
	Cч:=9
	Сдвиг влево на один десятичный разряд.

	
	17
	
	
	Делитель

	+
	9966
	
	Cч:=8
	Получение второй цифры частного

	
	17
	
	
	

	+
	9983
	
	Cч:=7
	

	
	17
	
	
	

	
	0000
	
	Cч =7
	Остаток равен 0. Деление произведено нацело


Литература.

1. Дроздов Е.А., Комарницкий В.А., Пятибратов А.П. Электронные вычислительные машины Единой систему. –М.:Машиностроения, 1981.

2. Каган Б.М. Электронные вычислительные машины и системы. –М.:Энергия, 1985.

3. Карцев М.А. Арифметика цифровых машин. –М.:Наука, 1969.

4. Маторов С.А., Новиков Г.И. Принципы организации цифровых машин. –М.:Машиностроения, 1974.

5. Поспелов Д.А. Арифметические основы вычислительных машин дискретного действия. –М.:Высшая школа, 1970.

6. Поспелов Д.А. Введение в теорию вычислительных систем. –М.:Сов. радио, 1972.

7. Поспелов Д.А. Логические основы ЦВТ. –М.:Сов. радио, 1972.

8. Савельев А.Я. Арифметические и логические основы цифровых автоматов. –М.:Высшая школа, 1980.

9. Савельев А.Я. Прикладная теория цифровых автоматов. –М.:Высшая школа, 1987.

10. Соловьев Г.И. Арифметические устройства ЭВМ. –М.:Энергия, 1978.

11. Самофалов К.Г., Корнейчук В.И, Тарасенка В.П. Электроныне цифровые вычислительные машины. –К.:Высшая школа, 1976.

12. Степанян А.А. Цифровые вычислительные машины. –Куйбышевское книжное издательство, 1966 
- 1 -Москва 2010


- 2 -Сост. Бирюков И.И. М., 2010.


- 3 -1. СИСТЕМЫ СЧИСЛЕНИЯ, ПРИМЕНЯЕМЫЕ В ЦВМ


- 3 -§1.1 Позиционные системы счисления


- 4 -§1.2 Восьмеричная система счисления


- 5 -§1.3. Двоичная система счисления


- 6 -§1.4. Шестнадцатиричная система счисления


- 8 -§1.5. Смешанные системы счисления


- 10 -§1.6. Перевод чисел из одной системы счисления в другую


- 10 -1.6.1. Перевод Q→P


- 12 -1.6.2. Перевод P→Q


- 16 -§1.7. Выбор основания системы счисления


- 19 -2. КОДИРОВАНИЕ ИНФОРМАЦИИ В ЦВМ


- 19 -§2.1. Формы представления чисел в машинах


- 19 -2.1.1. Представление чисел с фиксированной запятой


- 21 -2.1.2. Представление чисел с плавающей запятой


- 25 -§2.2. Кодирование нечисловой информации


- 27 -3. АЛГЕБРАИЧЕСКОЕ СЛОЖЕНИЕ ДВОИЧНЫХ ЧИСЕЛ В ЦВМ


- 27 -§3.1. Кодирование отрицательных чисел. Прямой, обратный и дополнительный коды


- 28 -§3.2. Сложение чисел в обратном коде


- 30 -§3.3. Сложение чисел в дополнительном коде


- 31 -§3.4. Переполнение разрядной сетки


- 34 -§3.5. Сложение и вычитание чисел, заданных нормальной формой представления


- 36 -4. УМНОЖЕНИЕ ДВОИЧНЫХ ЧИСЕЛ В ЦВМ


- 36 -§4.1. Общие положения


- 36 -§4.2. Основные методы умножения


- 37 -4.2.1. Умножение младшими разрядами вперед со сдвигом сумматора


- 39 -4.2.2. Умножение младшими разрядами вперед со сдвигом множителя и множимого


- 39 -4.2.3. Умножение старшими разрядами вперед со сдвигом в сумматоре и регистре множителя


- 40 -4.2.4. Умножение старшими разрядами вперед со сдвигом множителя и множимого


- 42 -§4.3. Непосредственное умножение чисел, заданных в инверсном коде


- 45 -§4.4. Способы ускорения операции умножения


- 45 -4.4.1. Умножение со сдвигом на переменное количество разрядов


- 48 -4.4.2. Умножение одновременно на несколько разрядов


- 50 -4.4.3. Умножение чисел с фиксированной запятой с анализом 4х разрядов множителя


- 53 -§4.5. Умножение чисел представленных в нормальной форме


- 54 -5. ДЕЛЕНИЕ ДВОИЧНЫХ ЧИСЕЛ


- 54 -§5.1. Основные способы выполнения операции деления


- 54 -5.1.1. Деление с восстановлением остатка


- 55 -5.1.2. Деление без восстановления остатка


- 56 -5.1.3. Косвенное деление


- 56 -§5.2. Способы увеличения скорости выполнения операции деления


- 56 -Деление со сдвигом на все нули и все единицы


- 57 -§5.3. Деление чисел, представленных в нормальной форме


- 58 -§5.4. Деление чисел с фиксированной запятой с получением частного и остатка


- 63 -6. ДЕСЯТИЧНАЯ АРИФМЕТИКА ЦВТ


- 63 -§6.1. Двоично-десятичное кодирование


- 65 -§6.2. Алгебраическое сложение чисел в двоично-десятичных кодах


- 65 -6.2.1. Сложение одноразрядных чисел в коде 8421


- 67 -6.2.2. Получение обратного и дополнительного кодов для десятичных чисел в коде 8421


- 68 -6.2.3. Примеры выполнения алгебраического сложения многоразрядных чисел в коде 8421


- 70 -6.2.4. Алгебраическое сложение чисел в других двоично-десятичных кодах


- 72 -§6.3. Умножение чисел в двоично-десятичных кодах


- 76 -§6.4. Деление чисел в двоично-десятичных кодах


- 80 -Литература.




+





-





х





-





-





-





-





-





-





+





+





х





+





-





-





-





-





-





-





� EMBED Visio.Drawing.11  ���





� EMBED Visio.Drawing.11  ���





p разр.





k разр.





2p-1





-k





2p-1





-2p








-2p





-(2p-1)





2p-1





-2p





-(2p-1)





(6.2)





(6.3)





(6.4)





поправка +6





=





� EMBED Visio.Drawing.11  ���





� EMBED Visio.Drawing.11  ���











� EMBED Visio.Drawing.11  ���














� EMBED Visio.Drawing.11  ���








� EMBED Visio.Drawing.11  ���





� EMBED Visio.Drawing.11  ���








_1195670892.unknown

_1324058290.vsd
…….


а)


Знак


…….


б)


Знак


Рис. 2.2



_1324755330.vsd
10.0101011 >0


1.1101101


1 дв.р.


0.101011


1.101101


1.011


0.101


1


0.0000111 >0


1 дв.р.


1 дв.р.


0.000111


1.011


1.0111110 <0


0.101


1 дв.р.


0.111110


1.1001100 <0


1101 



_1484247334.unknown

_1484247677.unknown

_1484250840.unknown

_1484247454.unknown

_1324758484.vsd
0.0101000 >0


1.1110100


1 дв.р.


0.101000


1.110100


1.100


0.100


1


0.0010000 >0


1 дв.р.


1 дв.р.


0.010000


1.100


1.1100001 <0


0.100


1 дв.р.


1.100001


0.0000010 <0


0011 



_1484247292.unknown

_1324758456.vsd
0.0101010 >0


1.1101101


1 дв.р.


0.101010


1.101101


1.011


0.101


0.0000100 >0


1 дв.р.


1 дв.р.


0.000100


1.011


1.0111001 <0


0.101


1 дв.р.


0.111001


1.1000011 <0



_1324740770.vsd
Регистр множимого 


Сумматор


11.100.1100.0111.1011


Регистр множителя


1.111.1001.0011.0000


  0.000.0000.0000.0000


  1.111.1001.0011.0000


  1.100.1001.1


11.100.0010.1011.0000


  1.111.1100.0010.1011


  0.000.0110.1101.0000


  1.100.1001.1


  0.111.1001


1А


23А


-1А


23А



_1324741025.vsd
Регистр множимого 


Сумматор


Регистр множителя


0.000.0110.1100.0000


  0.000.0000.0000.0000


  1.111.1001.0100.0000


  0.011.0110.


10.010.1111.0100.0000


  0.000.0010.1111.0100


  1.111.1001.0100.


  0.011.0110.


  0.011.0010.0011.0100


  0.111.0111


-1А


23А


-1А


23А



_1324059504.vsd
….


….


Знак мантиссы


Знак порядка


Рис. 2.3



_1196538551.unknown

_1196538878.unknown

_1324057138.vsd
…….


0


1


2


3


4


n-1


n


Рис. 2.1



_1196538872.unknown

_1195672280.unknown

_1196538544.unknown

_1195672957.unknown

_1195670948.unknown

_1193253699.unknown

_1194627378.unknown

_1195228707.unknown

_1195228840.unknown

_1195670846.unknown

_1195228892.unknown

_1195228803.unknown

_1195228537.unknown

_1195228584.unknown

_1194630818.unknown

_1194556147.unknown

_1194627349.unknown

_1194283255.unknown

_1193073143.unknown

_1193075140.unknown

_1193076348.unknown

_1193075105.unknown

_1191866398.unknown

_1191866511.unknown

_1191866300.unknown

