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1. Введение 

 

При решении различных задач теории диффе-

ренциальных уравнений линейные частные инте-

гралы эффективно использовались в работах 

Л. Эйлера, К. Якоби, Ф.Г. Миндинга, Н.Н. Баути-

на, В.Н. Горбузова, Н.И. Вулпе, М.Н. Попа, 

К.С. Сибирского, А.С. Шубэ и других авторов. 

Постановка задачи в данной работе связана с 

[1–5]. 

Рассмотрим систему дифференциальных 

уравнений 

 ),,(),,( yxQ
dt

dy
yxP

dt

dx
==  (1.1) 

где P и Q – взаимно простые полиномы, 

max(deg P, deg Q) = n. В статье [6] показано, что 

при n = 3 существуют вещественные системы 

(1.1) с восемью вещественными линейными ча-

стными интегралами. Изучая общий случай, 

когда коэффициенты полиномов P и Q и пере-

менные x, y в (1.1) комплексные, в [2] доказыва-

ется, что максимальное число различных ли-

нейных частных интегралов системы (1.1) при 

n = 3 равно 8. 

По определению, система (1.1) вырождена 

на бесконечности, если 

 ,0),(),( ≡− yxyPyxxQ
nn

 (1.2) 

где Pn и Qn – однородные полиномы степени n, 

содержащиеся в P и Q соответственно. Обозна-

чим An совокупность систем (1.1) с вырожден-

ной бесконечностью. В статье [4] доказано, что 

для системы (1.1) из A3 с взаимно простыми P и 

Q максимальное число различных линейных 

частных интегралов равно 6. 

В работе [5] доказана  

Теорема. Наибольшее число интегральных 

прямых системы (1.1), где P и Q – взаимно про-

стые вещественные полиномы четвертой сте-

пени, равно 9, притом существует 10  различ-

ных связок по 9 интегральных прямых в каж-

дой. 

В [5]  при доказательстве этой теоремы  рас-

сматриваются интегральные прямые y = kx + b, 

x = k′y + a и утверждается, что «общее число 

различных k и k′-направлений не превосхо-

дит 5». 

Следует заметить, что если система (1.1) из 

A4, то различных k и k′-направлений может быть 

больше пяти, в чем убеждает система 

)9(),1()2()4( 22
−=−++−= yxy

dt

dy
xyxx

dt

dx

и ее частные интегралы: x = 4, x = –2, y = 0, 

y = 3, y = –3, y = x – 1,  y = –x + 1,  y = x/2 + 1,  

y = –x/2 – 1.  

 Кроме того, вещественная система (1.1) мо-

жет иметь линейные частные интегралы с ком-

плексными коэффициентами. Например, система  
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допускает одиннадцать линейных частных инте-

гралов: x = 0, x = 1, y = 0, y = 1, ( ) 2/33 ix ±= , 

М А Т Е М А Т И К А  
 

 

 

УДК 517.925 

О ЛИНЕЙНЫХ ЧАСТНЫХ ИНТЕГРАЛАХ 
ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ ВЕКТОРНЫХ ПОЛЕЙ ЧЕТВЕРТОЙ СТЕПЕНИ 

С ВЫРОЖДЕННОЙ БЕСКОНЕЧНОСТЬЮ. I 

© 2010 г.  М.В. Долов, С.А. Чистякова   

Нижегородский госуниверситет им. Н.И. Лобачевского 

svchistyakova@mail.ru 

Поступила в редакцию 16.09.2010  

Доказывается, что полиномиальное векторное поле четвертой степени с вырожденной бесконечно-
стью имеет не более 9 линейных частных интегралов, в том числе и с комплексными коэффициентами. 

 
Ключевые слова: полиномиальные векторные поля, алгебраические дифференциальные уравнения, 

частные интегралы, инвариантные множества, вырожденная бесконечность. 

 

Вестник Нижегородского университета им. Н.И. Лобачевского, 2010, № 6, с. 132–137 



 

О линейных частных интегралах полиномиальных векторных полей четвертой степени  

 

133

( ) 2/33 iy ±= , y = x, 
2

33

2

31 i
x

i
y

+
+

+
−= , 

2

33

2

31 i
x

i
y

−
+

−
−= .  

Основным результатом настоящей работы 

является 

Теорема 1.1. Для системы (1.1) из A4 число 

линейных частных интегралов не более 9. 

Работа состоит из трех частей. В I части до-

казана теорема 1.1 в случае, когда система (1.1) 

из A4 имеет инвариантное множество L, являю-

щееся объединением четырех различных инва-

риантных множеств Φs = 0, deg Φs =1 таких, что 

для любых двух множеств Φs = 0, Φv = 0 из L 

выполнено условие .0),(/),( =ΦΦ yxDD
vs

 

Другие случаи изучаются частях  II и III. 

  

2. Вспомогательные утверждения 

 

Если система (1.1) из An, то в силу (1.2) пра-

вые части (1.1) имеют вид 
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где ϕj, pj, qj – однородные полиномы степени  j. 

Пусть система (1.1) из An имеет частный ин-

теграл 

 0),( =++=Φ jjjj cybxayx , (2.1) 

где aj, bj, cj ∈ C, тогда для всех x 
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Здесь 
)( j

sM  – однородные полиномы степени s, 

s = 0,1,…,n–2. 

Теорема 2.1. Если система (1.1) из An имеет 

инвариантные множества Ls , являющиеся объ-

единением инвариантных множеств (2.1) та-

ких, что для любых двух множеств Φs = 0 и 

Φv = 0, содержащихся в Ls, выполнено условие 

 ,0),(/),( =ΦΦ yxDD
vs

 (2.3) 

то попарно различных величин k = as/bs не более 

n–1. 

Доказательство. Так как частные интегралы 

системы (1.1) определены с точностью до по-

стоянного множителя, то в силу условия (2.3) 

av = as, bv = bs и cv ≠ cs. Полагая в тождестве (2.2)  

j = v,  j = s и сравнивая в этих тождествах одно-

родные полиномы степени n–1, будем иметь  
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Поскольку nQP =)deg,(degmax , то 

0),(1 ≡/ϕ
−

yx
n

. Поэтому полином ),(1 yx
n−

ϕ , 

1deg 1 −=ϕ
−

n
n

 делится на avx + bvy. Теорема 

доказана. 

Теорема 2.2. Пусть система (1.1) из An име-

ет инвариантное множество L1, являющееся 

объединением n различных инвариантных мно-

жеств (2.1) с условием (2.3). Тогда всякое инва-

риантное множество L, пересечение которого 

с L1 не содержит инвариантных множеств 

(2.1), не может быть объединением хотя бы 

двух инвариантных множеств (2.1) с условием 

(2.3). 

Доказательство. Пусть это не так. Тогда на-

ряду с L1 инвариантное множество L содержит 

хотя бы два инвариантных множества (2.1), не 

входящих в L1 и удовлетворяющих условию 

(2.3). Без ограничения общности можно счи-

тать, что { }U
n

j

jyL
1

1

=

α== , где αj попарно раз-

личны, }{}0{ β=== xxL U , β ≠ 0. Отсюда и из 

тожеств вида (2.2) следует, что 
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 (2.4) 

где pj(x,y) – однородные полиномы степени j. 

Согласно (2.4) и (1.2), имеем  
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1
yxyxxpy

nn

n

−−

− ϕ≡≡λ  

Следовательно, 0),(1 ≡ϕ
−

yx
n

. Получили 

противоречие. Теорема доказана. 

Из теоремы 2.2 и приведенных выше рассу-

ждений вытекает 

Лемма 2.1. Пусть система (1.1) из An имеет 

инвариантное множество L, являющееся объе-

динением n различных инвариантных мно-

жеств (2.1), удовлетворяющих условию (2.3), и 

у (1.1) есть хотя бы одно инвариантное мно-

жество (2.1), не принадлежащее L. Тогда ли-

нейной невырожденной заменой переменных с 

точностью до обозначений система (1.1) при-

водится к виду 

),,()()()(
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21
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yxQyyyy

yxPyxpyxx

n
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≡α−α−α−=

≡+=
−

K&

&
(2.5) 

где αj ≡ const попарно различны, 

2),(deg −≤ nyxp , при этом у (2.5) нет част-
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ных интегралов  y = kx + l, y = kx + l1, k ≠ 0, 

k ≠ ∞, l1 ≠ l.  

 

3. Системы (1.1) из A4 с инвариантным  

множеством, являющимся объединением  

четырех инвариантных множеств (2.1)  

с условием (2.3) 

 

Всюду в дальнейшем рассматриваются сис-

темы (1.1), принадлежащие A4, и изучается во-

прос о наибольшем числе линейных частных 

интегралов (2.1) таких систем. При n = 4 всякое 

инвариантное множество, объединяющее инва-

риантные множества (2.1) с условием (2.3), со-

держит не более 4 инвариантных множеств 

(2.1). Поэтому возможны случаи: 

1) Среди Φj = 0 есть 4 полинома, удовлетво-

ряющих условию (2.3), т.е. с точностью до обо-

значений a1 = a2 = a3 = a4, b1 = b2 = b3 = b4, а cj, 

4,1=j , попарно различны. 

2) Наибольшее число инвариантных мно-

жеств (2.1), удовлетворяющих условию (2.3), 

равно 3. 

3) Наибольшее число инвариантных мно-

жеств (2.1) с условием (2.3) есть 2. 

4) Среди Φj = 0  нет полиномов, удовлетво-

ряющих (2.3). 

В п. 3 изучается случай 1). В силу теоремы 

2.2 и леммы 2.1 справедлива 

Лемма 3.1. Пусть система (1.1) из A4 имеет 

не менее пяти линейных частных интегралов, 

при этом  a1 = a2 = a3 = a4, b1 = b2 = b3 = b4, cj 

для 4,1=j  попарно различны. Тогда линейной 

невырожденной заменой с точностью до обо-

значений система (1.1) приводится к виду 
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 (3.1) 

где P и Q – взаимно просты, αj попарно различ-

ны, Ca j ∈ , при этом у (3.1) нет частных ин-

тегралов y = kx + l, y = kx + l1, l ≠ l1, k ≠ 0, 

k ≠ ∞. 

В силу тождества (2.2) система (3.1) допус-

кает частный интеграл y = kx + l, k ≠ 0, k ≠ ∞  

тогда и только тогда, когда 
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Отсюда следует, что l ∈ {α1, α2, α3, α4}. По-

лагая l = αj и сравнивая коэффициенты при 

одинаковых степенях x в правой и левой частях 

этого тождества, можно убедиться, что спра-

ведлива 

Лемма 3.2. 1) Для того чтобы система (3.1) 

допускала частный интеграл y = kx + α1, k ≠ 0, 

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись 

равенства 
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где 
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2) Система (3.1) имеет инвариантное мно-

жество y = kx + α2, k ≠ 0, тогда и только то-

гда, когда  
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где 
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3) Система (3.1) имеет инвариантное мно-

жество y = kx + α3, k ≠ 0 в том и только том 

случае, если  
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где 
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4) Система (3.1) имеет инвариантное мно-

жество y = kx + α4, k ≠ 0 тогда и только тогда, 

когда  
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где 
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Лемма 3.3. Пусть система (3.1) имеет ин-

вариантные множества j
j
xky α+=
)(

1 , 

j
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xky α+=
)(

2 , 
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2
)(

1
jj

kk ≠ , 0
)(

2
)(

1 ≠
jj

kk . Тогда 
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 (3.10) 

 ,02 =+α jjj BA  (3.11) 

 ,0
1011

=+α aa j  (3.12) 

 ,0/
2

432100 =α−ααααα+ jjj Aa  (3.13) 

где j = 1, 2, 3, 4; A1, B1  имеют вид (3.3), A2, B2 – 

вид (3.5), A3, B3 – вид (3.7) и A4, B4 – вид (3.9), 

при этом Aj ≠ 0. 

Доказательство. При  j = 1, согласно лемме 

3.2, имеем 
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Из равенств (3.14) и из условия 
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получаем (3.10). При 
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1 kk ≠  из (3.15) следу-

ет (3.11) и (3.12) для j = 1. Из соотношений 

(3.16) и (3.11) вытекает равенство (3.13). Допус-

тим A1 = 0. Тогда, в силу (3.10)–(3.14), парамет-

ры a11 = a10 = a20 = B1 = 0, a00 = –α2α3α4. Для 

A1 = B1 = 0, согласно (3.3), a01 = α2α3 + α2α4 +  

+ α3α4, a02 = –(α2 + α3 + α4). Следовательно, в 

(3.1) полином  
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Поэтому правые части (3.1) имеют общий 

делитель )()()( 432 α−α−α− yyy . Получен-

ное противоречие доказывает, что A1 ≠ 0. 

В случаях j = 2, 3, 4 доказательство анало-

гично изложенному выше. Лемма доказана. 

Лемма 3.4. Состояние покоя (0,αj), 4,1=j , 

системы (3.1) наряду с x = 0, y = αj может при-

надлежать не более чем двум инвариантным 

множествам y = k1x + αj, y = k2x + αj, k1 ≠ k2, 

k1k2 ≠ 0. 

Доказательство. Допустим противное. То-

гда без ограничения общности полагаем j = 1. 

Так как первое уравнение (3.2) имеет не менее 

трех решений, то (в силу леммы 3.2) A1 = a11 = 

a20 = 0. Отсюда для j = 1, согласно (3.11) и 

(3.12), имеем B1 = a10 = 0. Далее повторяем рас-

суждения леммы 3.3 и приходим к противоре-

чию с взаимной простотой правых частей (3.1). 

Лемма доказана. 

Лемма 3.5. Система (3.1) может иметь не 

более четырех инвариантных множеств вида 
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где s, j ∈ {1,2,3,4}, s ≠ j. 

Доказательство. Допуская противное, без 

ограничения общности считаем s = 1,  j = 2. 

Пусть наряду с (3.17) при s = 1,  j = 2 система 

(3.1) имеет инвариантные множества 
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Тогда в силу леммы 3.3 имеем 
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Подставляя в (3.19) вместо Aj, Bj  их значе-

ния из (3.3), (3.5) и (3.7), получаем 
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Из равенств (3.20) вытекает, что выполнено 

хотя бы одно из соотношений α1 = α2, α1 = α3, 

α2 = α3. Последнее невозможно, ибо в (3.1) ве-

личины αj парно различны. Лемма доказана. 

Лемма 3.6. Пусть система (3.1) имеет ин-

вариантные множества 

 
,0,

,,

2121

1211

≠≠

α+=α+=

kkkk

xkyxky
 (3.21) 

 
.0,

,,

4343

2423

≠≠

α+=α+=

kkkk

xkyxky
 (3.22) 

Тогда 

 ,010114321 ===+=+ aakkkk  (3.23) 

 ,3,0)(32 43014302 αα==α+α+ aa  (3.24) 

 ),()()(2 43214321 α+αα+α=αα+αα (3.25) 

 .222 4

2

23

2

2431

2

2100 αα−αα−ααα−αα=a  (3.26) 

Доказательство. В силу леммы 3.3, с учетом 

(3.12) имеем 211111 α=α aa . Отсюда получаем 

a11 = 0, так как в (3.1) величины αj попарно раз-

личны. При a11 = 0, согласно (3.12), a10 = 0, и в 

силу первых уравнений (3.2) и (3.4) 

04321 =+=+ kkkk . Следовательно, выполне-

ны равенства (3.23). 

Полагая в (3.13) j = 1, 2 и заменяя A1 и A2 из 

(3.3) и (3.5), будем иметь  

.0)()( 4302214321 =α+α+α+α+αα+αα a  
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Отсюда и из первого соотношения (3.20) 

следует равенство (3.25). Первое соотношение 

(3.24) вытекает из (3.20). Поэтому =12A  

4322 α−α−α= . Отсюда с учетом (3.25), (3.11), 

(3.3) находим 4301 3 αα=a . 

Равенство (3.26) вытекает из (3.11), (3.5) и из 

первого соотношения (3.25). Лемма доказана. 

Система дифференциальных уравнений 

 ),1()1(),3( 2223
−+=−+= yy

dt

dy
yxyx

dt

dx
 

допускающая частные интегралы x = 0, y = –i, 

y = i, y = 1, y = –1, xiiy −+= , xiiy −−= , 

ixiy −= , ixiy −−= , удовлетворяет как 

условиям, так и утверждению леммы 3.6. 

Лемма 3.7. Если система (3.1) имеет инва-

риантные множества (3.17), то максимальное 

число различных линейных частных интегралов 

системы (3.1) равно 9. 

Доказательство. Достаточно показать, что у 

системы (3.1) нет других инвариантных мно-

жеств вида y = kx +l, k ≠ 0, отличных от (3.17). 

Допустим противное, при этом, как и в лемме 

3.5, считаем s = 1, j = 2. Согласно лемме 3.4, 

l ≠ α1, l ≠ α2, и при этом, в силу леммы 3.1, 

k ≠ kj, 4,1=j . Поэтому без ограничения общно-

сти полагаем l = α3. По лемме 3.6 a11 = a10 = 0. 

Отсюда с учетом (3.2), (3.4) и (3.6) получаем 

(3.19) и (3.20). Следовательно, либо α1 = α2,  

либо α1 = α3, либо α2 = α3. Полученное проти-

воречие доказывает лемму. 

Лемма 3.8. Система (3.1) не может иметь 

одновременно 5 частных интегралов вида 

y = k1x + α1, y = k2x + α1, y = k3x + α2, y = k4x + α3, 

y = k5x + α4, где kj ≠ 0 и попарно различны. 

Доказательство. Допустим противное. То-

гда, в силу лемм 3.2 и 3.3, имеем 

 ,0,02 10111111 =+α=+α aaBA  (3.27) 

 

,0

,0

,0

20511

2

54

20411

2

43

20311

2

32

=++

=++

=++

akakA

akakA

akakA

 (3.28) 

 

,0)()2(

,0)()2(

,0)()2(

14115444

13114333

12113222

=α−α++α

=α−α++α

=α−α++α

akBA

akBA

akBA

 (3.29) 

где Aj, Bj определяются из формул (3.3), (3.5), 

(3.7) и (3.9) соответственно, при этом, согласно 

лемме 3.2, A1 ≠ 0. Покажем, что a11 ≠ 0. Допус-

тим, что a11 = 0, тогда из (3.29) имеем 

.0222 444333222 =+α=+α=+α BABABA  

Отсюда с учетом (3.5), (3.7) и (3.9) следует, 

что  

.0332332 31024102 =α+α+=α+α+ aa  

Последнее невозможно. Поэтому a11 ≠ 0. 

Из формул (3.3), (3.5), (3.7) и (3.9) имеем 

 

).()(

),()(

),()(

,

,,

143214

134213

124312

4114

31132112

α−αα+α+=

α−αα+α+=

α−αα+α+=

α−α+=

α−α+=α−α+=

BB

BB

BB

AA

AAAA

 (3.30) 

Так как 111 2 AB α−= , то  

 

),332()(

)22(

)(2

430212

4321

12222

α+α+α−α=

=α+α+α−×

×α−α=+α

a

A

BA

 

 

),332()(

)22(

)(2

420213

4231

13333

α+α+α−α=

=α+α+α−×

×α−α=+α

a

A

BA

 

 

).332()(

)22(

)(2

320214

3241

14444

α+α+α−α=

=α+α+α−×

×α−α=+α

a

A

BA

 

Используя эти равенства, согласно (3.29), 

имеем 

 

).332(/

),332(/

),332(/

3202115

4202114

4302113

α+α+−=

α+α+−=

α+α+−=

aak

aak

aak

 

Подставляя найденные значения k3, k4, k5 в 

уравнения (3.28) и учитывая (3.30) и (3.3), бу-

дем иметь 

 

.)332(

)22(

,)332(

)22(

,)332(

)22(

2

320220

13202

2

2

420220

14202

2

2

430220

14302

2

11

11

11

α+α+=

=α−α+α+

α+α+=

=α−α+α+

α+α+=

=α−α+α+

aa

aa

aa

aa

aa

aa

 

Если из первого равенства вычесть второе и 

третье, то с учетом неравенства αj ≠ αs, j ≠ s, 

получим 

 
).3634(3

)6334(32

4320220

4320220

2

11

α+α++α+=

=α+α+α+=

aa

aaa

 

Отсюда следует, что α3 = α4. Полученное 

противоречие доказывает лемму. 

Теорема 3.1. Максимальное число линейных 

частных интегралов системы (3.1) с взаимно 

простыми правыми частями равно 9. 

Доказательство. Приведенный после леммы 

3.6 пример показывает, что существуют систе-
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мы (3.1) с девятью линейными частными инте-

гралами.  

Допустим, что система (3.1), кроме x = 0, 

y = α1, y = α2, y = α3, y = α4, имеет не менее 5 ча-

стных линейных интегралов y = kjx + lj, 5,1=j , 

где kj ≠ 0 и,  в силу леммы 3.1, попарно различны. 

Так как lj ∈ {α1,α2,α3,α4}, то среди lj есть равные. 

Если равны только две величины lj, то, в силу 

лемм 3.4 и 3.8, число различных линейных част-

ных интегралов не более 9. В противном случае, в 

силу лемм 3.4, 3.5 и 3.7, максимальное число раз-

личных линейных частных интегралов системы 

(3.1) равно 9. Теорема доказана. 
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ON LINEAR PARTIAL INTEGRALS OF POLYNOMIAL VECTOR FIELDS  
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It is proved that a polynomial vector field of the fourth degree with degenerate infinity has no more than nine li-

near partial integrals including those with complex coefficients. 
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