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Наномасштабные объекты (НМО), а также структуры на их основе, обладают 
свойствами, существенно отличающимися от свойств объемных материалов той же 
структуры и состава. Эти частицы до сих пор остаются «молодым» объектом исследо-
вания, и их широкие перспективы использования очевидны. Их применяют во многих 
отраслях, где широко применяются современные полупроводники (в сфере изготовле-
ния солнечных батарей высокой производительности, фотодетекторов и тд.). На дан-
ный момент существует несколько способов производства НМО, имеющих свои пре-
имущества и недостатки. 
 

Математическая модель НМО 
Через I обозначим множество методов формирования наномасштабных объек-

тов. Через J – множество характеристик этих методов. 
Таблицу, содержащую результаты измерений различных характеристик рас-

сматриваемых методов обозначим XIJ = {xij; i ∈ I; j ∈ J}, где xij - измерение i-й характери-
стики на элементе i ∈ I. Все измерения проводятся в одной и той же системе едениц. 
Через  x j  обозначим среднее значение характеристики i на элементах множества I, а 
через σ2

i – дисперсию этой характеристики на I. Указанные величины образуют векто-
ры x j = ( x 1, ..., x  | J |) и σJ = (σ1, ..., σ | J |). 

Обозначим через NJ(I) облако центрированных нормированных значений: 
 

NJ (I) = { i ∈ J; Xij = (xij - x j) /  σi  ; mi = 1/ |I| }, 
 

а через N*
J (I) – облако исходных данных: 

 

N*
J (I) = {i ∈ I; xij; mi = 1/ |I| }. 

 

В качестве расстояния рассмотрим обычное евклидово расстояние – в облаке 
NJ(I): 

 ∗ (i, i΄) = || i - ì΄||2 = 	∑ (X	  - ΄ )2  = ∑ (x	  - ΄ )2 / σ2
i  . 

 

и с использованием диагональной матричной нормы – в облаке ∗( ): 
 ∗ (i, i΄) = || i - ì΄||2σJ = 	∑ (x	  - ΄ )2  / σ2

i 
 

Центры тяжести облаков NJ (I) и N*
J (I) выражаются формулами: 

 

G (NJ (I)) = 0J,      G (N*
J (I)) = x j. 

 

Момент инерции облаков NJ (I) и N*
J (I) задается равенствами 

 

M2 (NJ (I)) = 		∑ 	 ||	i	– 	g	||  = ∑ 	  = M2 (N*
J (I)) = Tr (∑) = | J |, 

 

где ∑ - матрица корреляций между переменными. 
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Для разбиения  Q с классами q численности nq и центрами тяжести XqJ  = {Xqj}, 
где 

 

XqJ  =  ∑ ( −	 x )  = 	∑   −  = (xqj - xj) / . 
 

справедливы равенства:  
 

g (NJ (Q)) = 0J = g (NJ (I)),    ρ
2(q) = ||	q	– 	g(I)	||  = ∑  ; 

 

M2 (NJ (Q)) = ∑ 	|| q – g (I) ||2  = ∑ | |  ∑  . 
 

Сформируем теперь величины вкладов. Наибольший интерес представляют ве-
личины ρ2 (q) и  sgn (Xqj). Чтобы понять, является ли центральным вновь получен-
ный класс q, следует сравнить величины ρ2 (q), q ∈ C (I), а чтобы узнать, является ли 
вклад признака j в расстояние от класса q до центра тяжести всего облака сильным 
или слабым, рассматривается величина X2

qj, а также знак разности xqj - x j. Если вели-
чина nqX

2
qj большая, а знак xqj – xj положителен, то класс q дает сильный вклад в M2 (NJ 

(I)) из-за “ненормально” высокого уровня Xqj (или, при отрицательном знаке, из-за “не-
нормально” низкого уровня Xqj). Практически удобно рассматривать две таблицы: в од-
ной записаны величины  sgn (xqj – xj) для каждого узла q  и каждого признака j, вто-
рая содержит их относительные значения X2

qj sgn (xqj - xj) для каждого узла q и каждого 
признака j, вторая содержит их относительные значения   sgn (xqj – x j) / ρ

2(q). 
             Как и при анализе соответствий, сначала вычисления производятся на основе 
использования центрального момента второго порядка разбиения σ m o t, но примене-
ние именно этого критерии вовсе не обязательно при вычислении вкладов. Для  σ m o t 

 

v(n) = mamb/mn || a – b ||2 = M2 {a,b}, 
 

M2 (NJ (I)) = ∑ {v (n); n ∈ N (C (I))}. 
 

Отсюда можно вычислить долю инерции узла n: 
 

t(n) = v (n)/M2 (NJ (I)), 
 

и долю инерции, учитываемую разбиением Qn  на уровне узла n: 
 

t(Qn) = M2 (NJ (Qn)) / M
2 (NJ (I)) = (vn+1+...+v2|i|-1)/M

2 (NJ (I)). 
 

 
Термодинамическая модель НМО 

Данная модель позволяет предсказать ряд необычных свойств НМО. 
Состояние НМО, которые образуются путём нуклеации в порах вещества (или в 

твердотельных реакциях), определяется свободной энергией G = f (α, μ, R). Разность 
свободных энергий НМО в жидком и твердом состояниях составляет 

 

ΔG = 4πR2Δα +  πR3 pΔμ                                                 (1) 
 

где Δα = (α1 - α3) – разность поверхностных энергий, Δμ = (Δμ1 - Δμ3) – разность химиче-
ских потенциалов для жидкого и твердого состояний НМО. При плавлении Δα < 0, а Δμ 
> 0.  

Критический размер НМО, отвечающий переходу из твердого состояния в жид-
кое определяется по формуле: 
 

Rcr = 



                                                                (2) 
 

При  R < Rcr  НМО находится в жидком состоянии. Из уравнения (2) следует, что 
переходное состояние твердое тело – жидкость не может реализоваться для отдель-
ных атомов в матрице (при Δα = 0), когда кластер еще не образовался. В то же время 
величина Δα  должна быть максимальной для свободного кластера. Любые межкла-
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стерные взаимодействия будут приводить к уменьшению этой величины, а следова-
тельно, и величины Rcr, определяющей область возможных флуктуаций твердого и 
жидкого состояний. 

Стабильность НМО можно характеризовать соответствующим данной разности 
химического потенциала Δμ = f (p, T)  изменением давления           σρ = ρ0 - ρ     или 
температуры σT = T0 - T, которое приводит фазы в равновесие при заданном размере 
НМО (ρ0 - давление в среде и температура плавления массивного тела).  

Если заменить функцию Δμ = f (p, T) ее разложением в ряд по σρ в точке ρ0, то с 
учетом того, что  μ1 / ρ = V1, μ3 / ρ = V3 (V1 и V3 - молекулярные объемы кластера в 
жидком и твердом состояниях) получим 
 

Δμ ≈ – (V1 - V3) σρ                                                      (3) 
 

Воспользовавшись формулой Клапейрона – Клаузиуса 
 

ρ		=				   · (V1 - V3) ,                                                    (4) 
 

где q – скрытая теплота фазового перехода, получаем 
 

Δμ ≈ –q 
σ

                                                            (5) 
 

Подстановка уравнения (5) в уравнение (2) дает гиперболическую зависимость 
изменения температуры фазового перехода в кластере от его радиуса 

 
σ

  ≈  – 



                                                            (6) 
 

Зависимость (6) свидетельствует о понижении температуры плавления при 
уменьшении размера НМО. В итоге при заданной температуре и давлении среды ис-
хдодно стабильная структура НМО (Δμ > 0) становится метастабильной по отношению 
к жидкой фазе при R < Rcr. Понижение температуры плавления вплоть до комнатной с 
уменьшением размера НМО наблюдалось для нанокластеров золота, олова и др.   

Кроме того, посредством электронной микроскопии было обнаружено разделе-
ние точек плавления и замерзания НМО для пленок олова. Также было найдено осо-
бое состояние твердое тело – жидкость, где НМО обладают повышенной подвижно-
стью в промежуточной области температур.  
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