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1. Аннотация
Управление цепями поставок является относительно новым научным направлением, отражающим концепции интегрального бизнес-планирования. Этим концепциям следуют эксперты и практики в логистике и стратегическом менеджменте. Сегодня интегрированное планирование стало реальностью благодаря развитию информационных технологий и средств вычислительной техники. В то же время для достижения конкурентного преимущества недостаточно скоростного и дешёвого процесса передачи данных. Для того, чтобы эффективно применять информационные технологии необходимо разрабатывать количественный инструментарий анализа эффективности управления цепями поставок. Основным элементом этого инструментария являются оптимизационные модели, раскрывающие сложные взаимосвязи, волновые и синергетические эффекты, возникающие в управлении цепями поставок. В данной работе рассмотрен один из классов подобных моделей – так называемые модели конвейерных систем обработки заявок.
2. ПОСТРОЕНИЕ МОДЕЛИ

1.1
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Конвейерные системы обработки заявок в производственных системах характеризуются параллельной одновременной обработкой нескольких видов заявок на различных технологических операциях при заданной интенсивности их поступления.
Параллелизм обработки одной партии заявок на нескольких на нескольких последовательных операциях обработки достигается за счёт того, что возможна передача любой части обработанной партии заявок на последующую операцию в отличии от систем календарного планирования, где обработка партии заявок возможна только после того, как на предыдущей операции обработана вся партия.

Под заявками могут пониматься детали, комплектующие, полуфабрикаты и заготовки изделий на промышленных предприятиях, информационные документы на вычислительных и информационных центрах, специализирующиеся в области компьютерной обработки информации, транспортируемые  грузы, поступающие на пункты перевозки.

При анализе работы конвейерной системы обработки заявок пользователя могут интересовать, прежде всего, такие показатели работы, как время ожидания заявок в очереди на обработку, производительность системы по каждому виду обрабатываемых заявок, объём межоперационных заделов на конец директивного периода, общий объём обработанных заявок за директивный период.

Перечисленные показатели работы системы зависят от того, насколько рационально распределены ресурсы системы, участвующие в обработке поступающего потока заявок.

В данной статье рассматриваются методы распределения ограниченных ресурсов по некоторым из перечисленных критериев, а также исследуется устойчивость задачи оптимального распределения ресурсов в зависимости от изменения исходных данных модели.
1.2
Распределение оборудования в конвейерных системах обработки заявок про критерию максимальной производительности.

В работе [1] методы распределения непрерывного ресурса типа «мощности»  при обработке поступающего потока заявок на различные технологические операции. В данной статье рассматриваемыми ресурсами являются приборы и оборудование при заданной специализации по операциям, с помощью которых осуществляется обработка поступающего потока заявок. Постановка задачи планирования обработки заявок в конвейерных системах в этом случае состоит в следующем.
При известной интенсивности входных потоков на заданном директивном периоде с первого дня по день с номером T необходимо обеспечить обработку m типов заявок в объёме не менее соответствующих координате вектора [image: image2.png]


, минимизируя к концу периода планирования общий объём необработанных заявок по всем видам. Обработка заявок вида [image: image4.png]


 состоит в последовательном обслуживании заявок этого вида на [image: image6.png]


 операциях производственного цикла [image: image8.png]


. Очереди заявок на каждой операции в начале периода обработки задаются величинами [image: image10.png]Vi;(0)



. Поступление заявок производится ежедневно в объёме [image: image12.png]


, где [image: image14.png]


 - объём поступления заявок вида [image: image16.png]


 на операцию [image: image18.png]


 в день [image: image20.png]


 обработки заявок. Все операции выполняются [image: image22.png]


 приборами, специализация которых по операциям обработки задана величинами [image: image24.png]a;



, где [image: image26.png]a;



 - производительность [image: image28.png]


 – го прибора на операции [image: image30.png]


.
В этих условиях задача минимазации объёмов очередей заявок к концу директивного периода длительностью [image: image32.png]


 дней при условии выполнения плановых ограничений обработки заявок, заданных вектором [image: image34.png]wens D)



, эквивалентна задаче максимизации общего объёма обработанных заявок и может быть сформулирована следующим образом:
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Здесь [image: image43.png]


 - совокупность всех операций; [image: image45.png]


 - часть [image: image47.png]


 –го дня, в течение которого прибор [image: image49.png]


 выполняет операцию [image: image51.png]


; [image: image53.png]


 - множество операций предшественников для операции [image: image55.png]


; [image: image57.png]


 – коэффициент ветвления для операций из множества [image: image59.png]Ry (i=1,...m)



, обработка заявок на которых происходит в день [image: image61.png]


 на приборе [image: image63.png]


.[image: image65.png]


  - задаёт ту часть обработанного объёма заявок, которая с операции [image: image67.png]


 попадает на операцию [image: image69.png]


. Коэффициент задаёт долю объёма заявок, обработанных на операции множества [image: image71.png]


, которая поступит на операцию [image: image73.png]


.
Сформулированная задача распределения ресурсов является задачей линейного программирования (ЛП). Решение этой задачи может быть осуществлено методами линейного программирования, описание которых изложены, например, в книге [2].
Легко видеть, что если в качестве критерия оптимального распределения ресурсов принять максимум прибыли, полученной от обработанного объёма заявок, то показателем эффективности будет значение следующей линейной относительно [image: image75.png]


 функции 
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где [image: image78.png]


 - прибыль, получаемая при обработке единицы объёма заявок вида [image: image80.png]ii=1,..,m).




В реальных производственных системах размерность приведённой задачи ЛП может превышать возможности современной вычислительной техники. Поэтому возникает необходимость в понижении размерности приведённой ЛП задачи. Один из подходов понижения размерности заключается в следующем. Осуществляется распределение ресурсов по заданному критерию на один день, затем полученное распределение переносится на все последующие дни.
Докажем следующее утверждение.

Утверждение [image: image82.png]


.
Пусть есть оптимальное распределение ресурсов на один день и [image: image84.png]L=V xMal
95 = =1 X @



 объём обработанных заявок на каждой операции [image: image86.png]


 за первый день. Если известно, что интенсивность поступления заявок в последующие [image: image88.png]


 таковы, выполняется система неравенств:
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Тогда решение задачи распределения ресурсов на один день может быть перенесено на все последующие дни, если объёмы обработок заявок по каждому виду [image: image92.png]=1..,m)

w It



 для решения на период в один день таковы, что выполняется следующее неравенство:
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Доказательство утверждения [image: image95.png]


 следует из того факта, что предлагаемое решение задачи (1) – (4) является оптимальным для ситуации, когда вектор [image: image97.png]


 
Учитывая неравенство (5) получим, что они также выполнены для заданного вектора ресурсов[image: image99.png]


, что и доказывает сформулированное утверждение.
1.3
Анализ устойчивости модели

Проектировщика системы обработки заявок нередко интересует, в каком диапазоне могут меняться интенсивности поступления заявок производительности приборов (оборудования или станков), специализация приборов по операциям таким образом, чтобы при изменении перечисленных параметров значение функционала задачи (1) – (4) не менялось.

В научных публикациях подобный анализ задачи и полученного решения носит название исследования задачи на устойчивость.

Введем следующие определения.

Определение 1. Назовём задачу (1) – (4) устойчивой по специализации приборов, если существует такое [image: image101.png]>0



, что при увеличении всех нулевых элементов матрицы [image: image103.png]


  на величину не более чем [image: image105.png]


 значение функционала (1) в решении задачи (1) – (4) остаётся неизменным.
Определение 2. Задача (1) – (4) устойчива  по интенсивности поступающего потока заявок, если существует такое [image: image107.png]>0



, что при увеличении потока заявок [image: image109.png]


 на величину не более чем [image: image111.png]


, значение функционала (1) задачи (1) – (4) остаётся неизменным.

Определение 3. Задача (1) – (4) устойчива по производительности приборов, если существует такое [image: image113.png]>0



, что при увеличении всех ненулевых элементов матрицы [image: image115.png]


 на величину не более чем [image: image117.png]


, значение функционала (1) при решении задачи (1) – (4) сохраняется.
Определение 4. Задача (1) – (4) устойчива по числу приборов, участвующих в обработке поступающего потока заявок, если существует такое [image: image119.png]>0



, что при увеличении числа приборов на единицу с производительностями прибора по всем видам операций не более чем на [image: image121.png]


, значение функционала (1) в решении задачи (1) – (4) не меняется.
Определение 5. Задача (1) – (4) устойчива по плановым ограничениям, заданным вектором [image: image123.png]wens D)



, если существует такое [image: image125.png]>0



, что при увеличении координат вектора [image: image127.png]


 на величину не более чем [image: image129.png]


, значение функционала (1) не изменяется.

Докажем следующие утверждения.
Утверждение 2. Задача (1) – (4) устойчива по специализации приборов и по интенсивности потока заявок, если выполняются следующие соотношения:

а)
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[image: image133.png]Viy (0)/ Bizg iy, > T (i =1,...,m),




где [image: image135.png]


 - число дней в директивном периоде планирования;

в)
[image: image137.png]Viv; (0) = b; =1..,m)




Доказательство.

Устойчивость по интенсивности потока заявок следует из того, что объёмы заявок на последних операциях обработки настолько велики, что в оптимальном решении все приборы используются на всём временном периоде только на конечных операциях обработки заявок.

Устойчивость по специализации приборов вытекает из того, что по условию а) увеличение производительности приборов произойдёт только на операциях, отличных от операций [image: image139.png]


 Из условий б) и в) следует, что загрузка приборов в оптимальном решении будет только на операциях [image: image141.png]


.
Утверждение 3. Задача (1) – (4) устойчива по производительности приборов и по их числу, если для каждой операции обработки выполняются следующие условия:

[image: image142.png]Vy(T)=0 =1, Ny,





где [image: image144.png]


 - день окончания планового периода.

Доказательство.
Доказательство утверждения 3 следует из того факта, что весь объём поступивших заявок на обработку в систему полностью обработан, поэтому наращивание производительности участвующих в обработке приборов не может увеличивать значения функционала (1) задачи (1) – (4).

Утверждение 4. Задача (1) – (4) устойчива по плановым ограничениям тогда и только тогда, когда выполняется следующая система неравенств:

[image: image145.png])





Доказательство.

Достаточность условия (6) вытекает из того, при увеличении координат вектора [image: image147.png]


 значение функционала (1) в оптимальном решении может только уменьшиться, поэтому, взяв в качестве [image: image149.png]


 величину, равную
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получим по определению устойчивость задачи (1) – (4) при изменении плановых ограничений.

Необходимость условия (6) для устойчивости задачи (1) – (4) непосредственно вытекает из определения устойчивости по плановым ограничениям.

При анализе решений задачи (1) – (4) нередко необходимо не только выяснить, устойчива ли задача (1) – (4) по исходным параметрам, перечисленным в определениях (1) – (5), но и в случае, если задача устойчива, вычислить максимальное увеличение (уменьшение) входного параметра, при котором значение функционала (1) сохраняется.

Сформулируем задачу максимального увеличения интенсивности поступающих заявок, при котором значение функционала (1) для оптимального решения не меняется.
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[image: image156.png]



где [image: image158.png]


 - доля времени работы прибора [image: image160.png]


 на операции [image: image162.png]


 в день [image: image164.png]


 в решении задачи (1) – (4) при интенсивности поступления заявок [image: image166.png]2+ 5 XY
U+ X5



 доля времени прибора [image: image168.png]


 на операции [image: image170.png]


 в день [image: image172.png]


 при прежних интенсивностях поступления заявок [image: image174.png]Ul
=1
S M j
=1,




.
Задача вычисления максимального приращения производительности приборов, при котором сохраняется значение функционала задачи оптимального распределения ресурсов (1) – (4), формулируется так:
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где [image: image181.png]


 – решение задачи (1) – (4) при производительности приборов [image: image183.png]a;+e (i=1.,mj=1.,N5l=1.,N)




 [image: image185.png]


  - решение задачи (1) – (4) при производительности [image: image187.png]a;



.

3. Модель с ограничениями на время ожидания заявок в очереди.

Кроме критерия минимизации объёма необработанных заявок к концу директивного периода показателем эффективности работы системы может быть необработанный объём заявок, время ожидания которых в системе превышает заданное [image: image189.png]T*



.
На практике это, в частности, может означать, что заявки с большим чем [image: image191.png]T*



временем пребывания в системе выбраковываются и дальнейшая их обработка не производится. Это, естественно, приводит к непроизводительному расходу времени обслуживающего персонала, неокупаемым затратам на материалы, сырьё и т.д.

Перечисленные факторы обосновывают распределение ресурсов в системе обработки по выбранному критерию.

Как и ранее, технологию обработки заявок зададим ориентированным ациклическим графом [image: image193.png]G(M,N)



 с [image: image195.png]


 вершинами и [image: image197.png]


 дугами, где вершины соответствуют различным операциям обработки, а дуги последовательности обработки заявок на заданном множестве операций.

Интенсивность поступления заявок на операцию [image: image199.png]


 в день [image: image201.png]


 со временем ожидания не менее [image: image203.png]


 дней задаётся величиной [image: image205.png]1.7,




 где [image: image207.png]


 - максимальное число дней, которое заявка может находиться в системе обработки.

Очереди заявок на операциях на начало директивного периода задаются величинами [image: image209.png]


 (объём очереди на операции [image: image211.png]


 со временем ожидания не менее [image: image213.png]


 дней).
Выполнение обработки заявок на всех операциях осуществляется [image: image215.png]


 приборами, производительность которых на операциях задаётся элементами матрицы [image: image217.png](agp)



.
Здесь [image: image219.png]lap



 - дневная производительность на операции [image: image221.png]


 прибора [image: image223.png]


/

Задача распределения ресурсов по критерию минимизации необработанного объёма заявок, время ожидания которых превышает величину [image: image225.png]T*



 может быть сведена к задаче обработки максимального объёма заявок на конец директивного периода.

Для этого достаточно рассмотреть при распределении приборов по операциям только те заявки, время ожидания которых превышает величину [image: image227.png]T*



, может быть сведена к задаче обработки максимального объёма заявок на конец директивного периода.

Для этого достаточно рассмотреть при распределении  приборов по операциям обработки только те заявки, время пребывания которых в системе к концу директивного периода превысит [image: image229.png]T*



. Учитывая последнее, в качестве ежедневного входного потока заявок приме следующий:

[image: image230.png]



где [image: image232.png]


 - объём заявок, поступающий на операцию [image: image234.png]


 в день [image: image236.png]


.

Объёмы очередей на начало директивного периода рассчитываются по формуле:

[image: image237.png]v(0) = ;Tv,’.




В этих обозначениях задача минимизации объёмов необработанных заявок со временем ожидания не менее [image: image239.png]T*



 на конец директивного периода может быть сформулирована, как задача максимизации общего объёма обработанных заявок за директивный период:
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Здесь [image: image245.png]


 – часть дня [image: image247.png]


, которую прибор [image: image249.png]


 использует на операции [image: image251.png]


.

Сформулированная задача при введённых обозначениях сведена к задаче распределения ресурсов по критерию максимизации обработанных заявок за директивный период, рассмотренный ранее, при условии, что вектор плановых ограничений [image: image253.png]


.

Аналогично могут быть введены понятия устойчивости задачи по производительности приборов, числу приборов, специализации приборов и сформулированы постановки задачи вычисления области устойчивости.

4. Выбор оборудования минимальной стоимости при обработки заявок в конвейерных системах.

При проектировании систем обработки заявок конвейерного типа в цепях поставок часто необходимо оценить стоимость оборудования при условии выполнения плановых показателей по каждому виду выпускаемой продукции. Этот расчёт при фиксированных параметрах модели, как будет показано, сводится к решению задачи целочисленного линейного программирования (ЦЛП). Под фиксированными параметрами модели в данном случае понимается детерминированная интенсивность поступления сырья, материала и заготовок на начало обработки, заданные плановые показатели по каждому виду продукции, неизменность технологии обработки на планируемом периоде времени и т.д. 
В практической деятельности многие из перечисленных параметров не являются жёстко заданными, что приводит к необходимости дополнительных исследований предложенной модели.
Ниже приводится анализ решений задач минимизации стоимости оборудования при изменении реального входного потока заявок, поступающих на вход системы обработки.

Рассмотрим формальную постановку задачи. Пусть технологическая последовательность обработки заявок задана ориентированным графом [image: image255.png]G(M,N)



. Вершины орграфа соответствуют операциям обработки, дуги – последовательностям обработки заявок. В графе [image: image257.png]G(M,N)



 выделено [image: image259.png]


 начальных вершин, соответствующих начальным операциям обработки каждого вида заявок, у которых нет операций предшественников и [image: image261.png]


 конечных операций, у которых нет операций последователей. Объём заявок, который должен быть обработан к к онцу директивного периода, задаётся вектором [image: image263.png]wens D)



.
Обработка заявок заключается в последовательном их прохождении на заданном множестве операций для каждого вида заявок. Очереди на каждой операции в начале директивного периода задаются величинами [image: image265.png]


.

Поступление заявок на [image: image267.png]


-ю операцию в день [image: image269.png]


 директивного периода задаётся величиной [image: image271.png]Uf(i=1,

q=1,..,0Q)



, которая получена с помощью прогноза. Далее будем считать, что весь объём заявок [image: image273.png]


 поступает на операцию [image: image275.png]


 в начале [image: image277.png]


-го дня. В начале дня также поступает весь объём заявок от операций предшественников операции [image: image279.png]


, обработанных в день [image: image281.png]


.

Все операции, которые необходимо выполнить над поступающими заявками, реализуются [image: image283.png]


 типами приборов при дневной производительности [image: image285.png]


-го типа приборов на [image: image287.png]


-й операции, задаваемой матрицей [image: image289.png]()@=




. В этих обозначениях задача минимизации стоимости приборов при условии выполнения плановых ограничений сводится к решению следующей задачи ЦЛП:
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где [image: image295.png]


 - множество операций предшественников для операции [image: image297.png]


; [image: image299.png]


 - часть [image: image301.png]


 – го рабочего дня, которую прибор [image: image303.png]


 - го типа использует для обработки [image: image305.png]


 -й операции; [image: image307.png]


 – число приборов [image: image309.png]


 - го вида; [image: image311.png]


 – стоимость одного прибора [image: image313.png]


 – го вида; [image: image315.png]


 –номер последней операции для заявки [image: image317.png]


 –го вида [image: image319.png]


; [image: image321.png]


 – плановые ограничения на объём обработанных заявок [image: image323.png]


 – го типа за директивный период; [image: image325.png]


 – множество целых положительных чисел.
Заметим, что решение задачи (7)-(10) даёт не только количество и состав приборов, используемых для выполнения плановых объёмов обработанных заявок, но и ежедневное распределение времени этих приборов по операциям.
Как уже отмечалось выше, реальные поступления входного потока заявок отличаться от прогнозируемого, что затрудняет использование решения задачи целочисленного программирования (7)-(10) для практического применения. Однако в некоторых случаях при отклонении поступающих объёмов заявок от прогноза количество и состав приборов сохраняются. Множество, в котором могут уменьшаться интенсивности поступления заявок, сохраняя значение функционала, описывается следующей системой линейных неравенств относительно [image: image327.png]AU;, X



;
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где [image: image331.png]9
AU}



 - возможные отклонения в объёме поступающих заявок на операцию [image: image333.png]


 в день [image: image335.png]


.

В практических ситуациях часто необходимо знать, насколько можно уменьшить, либо увеличить интенсивность входных потоков, чтобы минимальная стоимость оборудования осталась неизменной. 

Введём следующие определения.
Определение 6. Задача (7) – (10) устойчива по входному потоку заявок, если существует такое [image: image337.png]>0



, что значение функционала (7) остаётся неизменным при любых интенсивностях входных потоков [image: image339.png]


 из интервалов [image: image341.png]Ul e(Ui+e U —¢)i=





Определение 7. Максимальное [image: image343.png]>0



, при котором задача (7) – (10) устойчива по входному потоку, назовём радиусом устойчивости по входным потокам.

Для того, чтобы вычислить радиус устойчивости по входным потокам, необходимо решить следующие задачи ЦЛП:
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здесь [image: image350.png]


 – решение задачи (7) – (10) для интенсивностей поступления заданных [image: image352.png]


.
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Радиус устойчивости [image: image359.png]Pusn



 находится из соотношения
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Аналогично может быть вычислен радиус устойчивости задачи (7) – (10) при изменении очередей заявок на операциях в момент начала обработки и изменения плановых ограничений.
В заключение необходимо отметить, что предложенные в этой работе методы оптимизации функционирования конвейерных систем являются методами целочисленного и непрерывного линейного программирования. Учитывая широкую практику с такими моделями и возможность априори оценить вычислительную сложность полученной в результате задачи, пользователь имеет возможность выбрать точный или приближённый метод, наиболее приемлемый в конкретной ситуации.

Методы определения областей устойчивости, как показано выше, сводятся также к решению линейных оптимизационных задач, что гарантирует их эффективное применение  в случае неполноты и неточности задания исходных моделей.
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