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* Введение. Поведение нелинейных систем не может быть описано линейными функциями со�
стояния или линейными дифференциальными уравнениями. Для линейных систем существует
мощный и удобный математический аппарат, позволяющий проводить их анализ и синтез, одна�
ко все эти методы неприменимы или ограниченно применимы для нелинейных систем. Одним
из методов синтеза нелинейных систем управления является метод, основанный на линеариза�
ции системы обратной связью, с последующим использованием аппарата функций Ляпунова [1].
Отдельно стоит отметить метод управления нелинейными объектами на основе итеративных
процедур поиска условий выполнения нелинейных неравенств (неравенство Гамильтона–Яко�
би–Беллмана, неравенство Риккати [2–5]). 

В работе на основе линеаризации нелинейной системы обратной связью будет построен суб�
оптимальный метод управления с точки зрения функционала качества системы; будет рассмот�
рено, что происходит с функционалом качества при линеаризации, а также что произойдет с си�
стемой при наличии возмущения и как синтезировать управление в этом случае.

1. Постановка задачи. Рассмотрим нелинейную стационарную систему, у которой m входов и
n состояний

(1.1)

где ,  и  – гладкие (C∞) векторные поля, определенные на открытом
множестве Ux, содержащем начало. Если система (1.1) линеаризуема на Ux [6], то существует ко�
ординатное преобразование (диффеоморфизм)  определенное на Ux, и пара функций об�
ратной связи α(x) и β(x), также определенных на Ux, такие, что β(x) – невырожденная для любого

 и 

(1.2)
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Для класса нелинейных систем, для которых существует координатное представление (диф�
феоморфизм), преобразующее исходную систему в систему с линейной основной частью и
нелинейной обратной связью, ставится задача оптимального управления. При этом коорди�
натное преобразование существенно изменяет вид исходного квадратичного функционала.
Матрицы штрафа становятся зависимыми от состояния системы. Линейность структуры пре�
образованной системы и квадратичный функционал позволяют при синтезе управления осу�
ществить переход от уравнения Гамильтона–Якоби–Беллмана к уравнению типа Риккати с
параметрами, зависящими от состояния. Отметим, что решить уравнение Риккати в получен�
ном виде в общем случае аналитически невозможно. Возникает необходимость в аппрокси�
мации решения, которая реализуется численными методами с использованием пакетов сим�
вольного программного обеспечения или интерполяционными методами. В последнем слу�
чае удается получить субоптимальное управление. Приведенный пример иллюстрирует
использование предлагаемого метода управления нелинейной системы, линеаризуемой об�
ратной связью.
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(1.3)

где 

(1.4)

(1.5)

и 

В этом случае, применив закон обратной связи

(1.6)

к системе (1.1), где  – новый вектор входа, совместно с преобразованием координат
 получим

(1.7)

Запишем систему с помехой

(1.8)

здесь  – неизвестное возмущение,  – гладкие (C∞) векторные поля, опре�
деленные на Ux. Перепишем систему (1.8) в виде

(1.9)

Синтез управления для объекта (1.9) может быть проведен в постановке задачи дифференци�
альной игры, если возмущение w интерпретировать как антагонистическое управление.

Рассматривая задачу синтеза закона управления как дифференциальную игру двух игроков U
и W на интервале [0, T] [7] введем функционал

(1.10)

Здесь матрица Q может быть положительно полуопределенной; матрицы R, P – положительно
определенные. 

Применяя закон обратной связи  к системе (1.9), совместно с преобразованием
координат  получим

(1.11)
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Обозначим 

Тогда система (1.11) примет вид

(1.12)

Координатное преобразование  и закон обратной связи (1.6) осуществляет переход от
исходной нелинейной системы (1.9) к системе (1.12), имеющей линейную структуру, но с пара�
метрами, зависящими от состояния. Учитывая, что цели управления остались теми же самыми,
следует произвести соответствующее преобразование функционала качества (1.10). Поставив
(1.6) в (1.10), будем иметь

(1.13)

Из этой записи видно, что линеаризация системы ведет к нелинейным моделям функционала
качества. Раскроем скобки

Введем ряд обозначений

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)

С такими обозначениями функционал принимает вид:

(1.19)

Как видим, матрицы ,  и  зависят от состояния системы (1.12). Начальная задача
управления объектом (1.9) с функционалом качества (1.10) преобразована к задаче синтеза
управляющих воздействий для объекта (1.12) с функционалом (1.19). В этой постановке задача
относится к классу задач, в которых параметры системы зависят от состояния системы.

Впервые проблема управления нелинейными объектами с их представлением в виде линей�
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функционалами, матрицы штрафа которых также зависят от состояния объекта, была сформули�
рована в начале 1960�х годов в публикации [7]. Разработка предложенного метода была продол�
жена и с конца 1990�х годов метод привлекает все большее внимание со стороны ученых и прак�
тиков. Дело в том, что преобразование исходного нелинейного дифференциального уравнения,
которое описывает исходную систему управления, в систему с линейной структурой, но с пара�
метрами, зависящими от состояния, и использование квадратичного функционала качества поз�
воляют при синтезе управления осуществить переход от уравнения Гамильтона–Якоби–Беллма�
на к уравнению типа Риккати с параметрами, зависящими от состояния. Это и составляет основу
метода синтеза оптимальных нелинейных систем управления (State Dependent Riccati Equations,
SDRE). Неоднозначность представления нелинейной системы в виде системы линейной струк�
туры, но с параметрами, зависящими от состояния, отсутствие достаточно универсальных алго�
ритмов решения уравнения Риккати, параметры которого также зависят от состояния, порожда�
ют множество возможных субоптимальных решений.

2. Синтез управления. Используя функционал (1.19), запишем уравнение Гамильтона–Якоби–
Беллмана [8]

(2.1)

где  – функция Беллмана. Граничное условие в уравнении Гамильтона–Якоби–Беллмана
отсутствует, так как время окончания переходного процесса не фиксировано. Кроме того, учи�

тывая инвариантность во времени матриц системы (1.12), 

Перепишем (2.1) в следующем виде:

Вынесем vT и wT за скобки

(2.2)

Назначим управляющие воздействия в виде
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. (2.5)

Перепишем (2.3) с учетом (2.5)

(2.6)

Выражение (2.4) становится уравнением Риккати

(2.7)

Перепишем (2.7)

(2.8)

и раскроем выражение в квадратных скобках

(2.9)
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Возвращаясь к системе (1.9), произведем обратную подстановку в законе обратной свя�
зи (1.6)

(2.16)

Таким образом, оптимальное управление для системы (1.9) определяется выражением

(2.17)

где  – диффеоморфизм, а матрица  является решением уравнения Риккати
(2.13). Следует отметить, что структура полученного управления (2.16) напоминает структуру оп�
тимального управления для линейных систем

(2.18)

Вернемся к уравнению (2.13). Заметим, что в матрицах  и , входящих в это уравнение,
как следует из (1.14) и (1.15), zi присутствует в знаменателях элементов этих матриц. Рассмотрим

вопрос о синтезе управления при   Пусть деление на ноль происходит в точ�

ках  Обозначим через  и  следующие матрицы:

(2.19)

(2.20)

Здесь δ – символ Кронекера. Уравнение Риккати при подстановке матриц (2.19) и (2.20) вместо
 и примет вид

(2.21)

и будет определено для любого z. Справедливость такой замены будет показана в следующем раз�
деле путем исследования устойчивости системы при синтезированном управлении.

Стоит отметить, что решить уравнения Риккати в виде (2.21) при синтезе управления в общем
случае аналитически невозможно. Возникает необходимость в аппроксимации решения, кото�
рая реализуется численными методами с использованием пакетов символьного программного
обеспечения или интерполяционными методами [9]. Точность аппроксимации зависит от произ�
водительности ЭВМ, а потому при практической реализации можно говорить лишь о субопти�
мальности полученного метода.

3. Анализ устойчивости. При исследовании устойчивости системы воспользуемся вторым ме�
тодом Ляпунова. Функция  где V(x) – функция Беллмана для системы (1.9) и функ�
ционала качества (1.10), является функцией Ляпунова. Пусть , – скалярные не�

убывающие функции, такие, что  при x ≠ 0. Функция  удовлетворяет усло�
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(3.1)

то система устойчива. Производную функции Беллмана по координате можно переписать в сле�
дующем виде:

(3.2)

Управление u в (2.16) определено ∀x, в то время как управление v в виде (2.6) не определено в
точках   Доопределим управление v для корректного применения закона об�
ратной связи (1.6), записав его как

(3.3)

Теперь воспользуемся (1.6), а также соотношениями (1.2), (1.3)

. (3.4)

Подставим в (3.4) управление w, определяемое в (2.6), совместно с (2.4) и (3.3)

(3.5)

Перепишем последнее слагаемое правой части уравнения (3.5) в виде

(3.6)

Заметим,  всегда, кроме случая  следовательно

Таким образом, уравнение (3.5) принимает вид

(3.7)

Преобразуем (3.7), учитывая (1.18):

(3.8)

Пусть  После всех преобразований, (3.1) выглядит следую�
щим образом:

(3.9)

Если перенести правую часть влево, то внутри квадратных скобок можно выделить уравнение
Риккати, подобное (2.13), и тогда (3.9) упрощается:

(3.10)

Это неравенство выполняется  так как матрицы R и P назначались так, чтобы 
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. (3.11)

Назначение матриц штрафа функционала качества, при которых выполняется условие (3.11),
обеспечивает устойчивость системы управления с синтезированными управляющими воздей�
ствиями.

Пример. Динамика синхронного генератора [1] в установившемся режиме может быть задана
динамической системой вида (1.9)

где

 – действительные параметры. Координатное преобразование для этой системы

совместно с функциями обратной связи

и

образуют систему

Матрицы  будут иметь вид

для всех  В этом случае  

Моделирование произведено в среде Simulink [7] пакета MATLAB при параметрах объекта

начальных условиях
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и весовых матрицах

В качестве помехи w использовался белый шум интенсивности W = 1.
При отсутствии управления получены графики состояний  системы, приведенные на

рис. 1.
Как видно из этих графиков, при отсутствии управления система неустойчива. Ниже пред�

ставлены графики состояний при подаче управляющего сигнала (рис. 2).
Графики на рис. 2 говорят об успешной стабилизации объекта при управляющем воздействии.
Заключение. Для нелинейных систем, линеаризуемых обратной связью, с помехой построен

субоптимальный метод управления с точки зрения функционала качества системы. Был промо�
делирован объект, характеризующий динамику синхронного генератора при наличии помехи,
результаты которого продемонстрировали эффективность разработанного метода.

Проведенное исследование изменения функционала качества при линеаризации динамиче�
ской системы говорит о том, что линейная модель системы, полученной в результате преобразо�
вания координат совместно с законом обратной связи, влечет за собой нелинейность этого
функционала. Один из вариантов дальнейшего изучения может быть сформулирован как задача
линеаризации исходного квадратичного функционала качества с весовыми матрицами, завися�
щими от состояния, или задача с фиксированным временем окончания переходного процесса.
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