
ÍÅ×ÅÒÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ
È ÌßÃÊÈÅ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß

ÍÀÓ×ÍÛÉ ÆÓÐÍÀË
Ðîññèéñêîé àññîöèàöèè íå÷åòêèõ ñèñòåì è ìÿãêèõ âû÷èñëåíèé

Òîì 7, íîìåð 1, èþíü 2012

Îñíîâàí â 2006 ãîäó. Âûõîäèò 2 ðàçà â ãîä.

Ó÷ðåäèòåëü: ÔÃÁÎÓ ÂÏÎ ¾Òâåðñêîé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò¿

Ãëàâíûé ðåäàêòîð:

170002, Ñàäîâûé ïåðåóëîê, 35
Òåë./ôàêñ: (4822) 58-54-10

E-mail: Alexander.Yazenin@tversu.ru

Îòâåòñòâåííûé ñåêðåòàðü:

170002, Ñàäîâûé ïåðåóëîê, 35
Òåë./ôàêñ: (4822) 58-57-43

E-mail: soldis@tversu.ru

ÌÅÆÄÓÍÀÐÎÄÍÀß ÐÅÄÀÊÖÈÎÍÍÀß ÊÎËËÅÃÈß

Ïî÷åòíûé ðåäàêòîð ïðîô. Ë.Çàäå (Êàëèôîðíèéñêèé óíèâåðñèòåò, Áåðêëè, ÑØÀ),
ãë. ðåäàêòîð ä.ô.-ì.í., ïðîô. ßçåíèí À.Â. (Òâåðñêîé ãîñóíèâåðñèòåò, Òâåðü, Ðîññèÿ),
çàì. ãë. ðåäàêòîðà ä.ô.-ì.í., ïðîô. Áàòûðøèí È.Ç. (Ìåêñèêàíñêèé íåôòÿíîé èíñòè-

òóò, Ìåõèêî, Ìåêñèêà),
îòâ. ñåêðåòàðü ê.ô.-ì.í. Ñîëäàòåíêî È.Ñ. (Òâåðñêîé ãîñóíèâåðñèòåò, Òâåðü, Ðîññèÿ),

ä.ô.-ì.í., ïðîô. Áåíèíã Â.Å. (ÌÃÓ, Ìîñêâà, Ðîññèÿ),
ä.ò.í., ïðîô. Áåðøòåéí Ë.Ñ. (Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Òàãàíðîã, Ðîññèÿ),
ä.ò.í., ïðîô. Áîðèñîâ À.Í. (Ðèæñêèé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Ðèãà, Ëàòâèÿ),
dr.habil. Âàãåíêíåõò Ì. (Óíèâåðñèòåò ïðèêëàäíûõ íàóê, Öèòòàó, Ãåðìàíèÿ),
àêàäåìèê ÐÀÍ, ä.ô.-ì.í., ïðîô. Åâòóøåíêî Þ.Ã. (ÂÖ ÐÀÍ, Ìîñêâà, Ðîññèÿ),
÷ë.-êîðð. ÐÀÍ, ä.ò.í., ïðîô. Êàëÿåâ È.À. (Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Òàãàíðîã,

Ðîññèÿ),
ä.ô.-ì.í., ïðîô. Êàðêèùåíêî À.Í. (Ñåâåðî-Êàâêàçñêèé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Ñòàâðî-

ïîëü, Ðîññèÿ),
àêàäåìèê Ïîëüñêîé àêàäåìèè íàóê, ïðîô. Êàñïøèê ß. (Èíñòèòóò ñèñòåìíûõ èññëåäî-
âàíèé Ïîëüñêîé àêàäåìèè íàóê, Âàðøàâà, Ïîëüøà),
ä.ò.í., ïðîô. Êóðåé÷èê Â.Ì. (Þæíûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Òàãàíðîã, Ðîññèÿ),
ä.ò.í., ïðîô. Ïîñïåëîâ Ä.À. (ÂÖ ÐÀÍ, Ìîñêâà, Ðîññèÿ),
ä.ô.-ì.í., ïðîô. Ðåäüêî Â.Ã. (Èíñòèòóò îïòèêî-íåéðîííûõ òåõíîëîãèé ÐÀÍ, Ìîñêâà, Ðîññèÿ),
ä.ò.í., ïðîô. Ñîêîëîâ À.Þ. (Íàöèîíàëüíûé àýðîêîñìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Õàðüêîâ, Óêðàèíà),
ä.ô.-ì.í., ïðîô. Óëüÿíîâ Ñ.Â. (Ìåæäóíàðîäíûé óíèâåðñèòåò ïðèðîäû, îáùåñòâà è ÷åëîâåêà

¾Äóáíà¿, Äóáíà, Ðîññèÿ),
÷ë.-êîðð. ÐÀÍ, ä.ô.-ì.í., ïðîô. Ôëåðîâ Þ.À. (ÂÖ ÐÀÍ, Ìîñêâà, Ðîññèÿ),
ä.ô.-ì.í., ïðîô. Õîõëîâ Þ.Ñ. (Ðîññèéñêèé óíèâåðñèòåò äðóæáû íàðîäîâ, Ìîñêâà, Ðîññèÿ),
ä.ô.-ì.í., ïðîô. Öóðêîâ Â.È. (ÂÖ ÐÀÍ, Ìîñêâà, Ðîññèÿ),
ä.ò.í., ïðîô. ßðóøêèíà Í.Ã. (Óëüÿíîâñêèé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Óëüÿíîâñê, Ðîññèÿ).



FUZZY SYSTEMS
AND SOFT COMPUTING

SCIENTIFIC JOURNAL
of Russian Association for Fuzzy Systems and Soft Computing

Volume 7, Issue 1, June 2012

Founded in 2006. Published 2 times a year.

Founder: Tver State University

Editor-in-chief:

170002, Russia, Tver, Sadoviy, 35
Phone/fax: 7 (4822) 58-54-10

E-mail: Alexander.Yazenin@tversu.ru

Responsible Assistant:

170002, Russia, Tver, Sadoviy, 35
Phone/fax: 7 (4822) 58-57-43

E-mail: soldis@tversu.ru

INTERNATIONAL EDITORIAL BOARD

Honorary editor prof. Zadeh L.A. (University of California, Berkeley, USA),
Editor-in-chief Doctor of Science, prof. Yazenin A.V. (Tver State University, Tver, Russia),
Deputy editor-in-chief Doctor of Science, prof. Batyrshin I.Z. (Mexican Petroleum

Institute, Mexico),
Responsible assistant Soldatenko I.S. (Tver State University, Tver, Russia),

Doctor of Science, prof. Bening V.E. (Moscow State University, Moscow, Russia),
Doctor of Science, prof. Berstein L.S. (Southern Federal University, Taganrog, Russia),
Doctor of Science, prof. Borisov A.N. (Technical University of Riga, Riga, Latvia),
dr.habil. Wagenknecht M. (University of Applied Sciences, Zittau, Germany),
academician of RAS, Doctor of Science, prof. Evtushenko Y.G. (CC RAS, Moscow, Russia),
corresponding member of RAS, Doctor of Science, prof. Kalyaev I.A. (Southern Federal

University, Taganrog, Russia),
Doctor of Science, prof. Karkishenko A.N. (North-Caucasian Federal University, Stavropol,

Russia),
Member of Polish Academy of Science, prof. Kacprzyk J. (System Research Institute, Warsaw,

Poland),
Doctor of Science, prof. Kureichik V.M. (Southern Federal University, Taganrog, Russia),
Doctor of Science, prof. Pospelov D.A. (Computing Center RAS, Moscow, Russia),
Doctor of Science, prof. Red'ko V.G. (Optical neuronal technologies institue of RAS, Moscow,

Russia),
Doctor of Science, prof. Sokolov A.Y. (National Aerospace University, Kharkov, Ukraine),
Doctor of Science, prof. Ulyanov S.V. (International University of Nature, Society and Man

¾Dubna¿, Dubna, Russia),
corresponding member of RAS, Doctor of Science, prof. Flerov Y.A. (Computing Center
RAS, Moscow, Russia),
Doctor of Science, prof. Khokhlov Y.S. (Peoples' Friendship University of Russia, Moscow),
Doctor of Science, prof. Tsurkov V.I. (Conputing Center RAS, Moscow, Russia),
Doctor of Science, prof. Yarushkina N.G. (Ulyanovsk Technical University, Ulyanovsk, Russia).



ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ

Ñòàòüè

Áðîíåâè÷ À.Ã., Ðîçåíáåðã È.Í.
Óñëîâíûå íå÷åòêèå ìåðû, ôóíêöèîíàëüíûå îòîáðàæåíèÿ è íå÷åòêèå
âåëè÷èíû â ðàìêàõ âåðîÿòíîñòíîãî ïîäõîäà. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .5

Èîíèí Â.Ê.
Íå÷åòêèå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

Ïëåñíåâè÷ Ã.Ñ.
Çàïðîñû äëÿ íå÷åòêèõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ îíòîëîãèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

Ïðàâèëà äëÿ àâòîðîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3



ÓÄÊ 519.237.8

ÓÑËÎÂÍÛÅ ÍÅ×ÅÒÊÈÅ ÌÅÐÛ, ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ
ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈß È ÍÅ×ÅÒÊÈÅ ÂÅËÈ×ÈÍÛ Â ÐÀÌÊÀÕ

ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÎÃÎ ÏÎÄÕÎÄÀ

Áðîíåâè÷ À.Ã.∗,∗∗, Ðîçåíáåðã È.Í.∗∗
∗Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò ¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿,

ã. Ìîñêâà
∗∗ÎÀÎ ¾Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé è ïðîåêòíî-êîíñòðóêòîðñêèé èíñòèòóò
èíôîðìàòèçàöèè, àâòîìàòèçàöèè è ñâÿçè íà æåëåçíîäîðîæíîì òðàíñïîðòå¿,

ã. Ìîñêâà
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Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå ïðèíöèïû òåîðèè íå÷åò-
êèõ ìåð â ðàìêàõ âåðîÿòíîñòíîãî ïîäõîäà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáîáùå-
íèåì êëàññè÷åñêèõ ïðèíöèïîâ òðàäèöèîííîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Â
ðåçóëüòàòå ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ óñëîâíûõ íå÷åòêèõ ìåð, íå÷åòêèõ âåëè-
÷èí, à òàêæå èõ ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê.

In the paper we consider basic principles of the fuzzy measure theory
in the framework of probabilistic approach. As a result we introduce
notions of conditional fuzzy measures, fuzzy variables and its numerical
characteristics.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íå÷åòêàÿ ìåðà, íèæíèå è âåðõíèå âåðîÿòíîñòè,
íå÷åòêèå âåëè÷èíû.
Keywords: fuzzy measure, lower and upper probabilities, fuzzy variables.

1. Ââåäåíèå

Â ñòàòüÿõ [1, 2] áûëè ïîäðîáíî îïèñàíû è èññëåäîâàíû îñíîâíûå âûïóêëûå ñå-
ìåéñòâà íå÷åòêèõ ìåð, êîòîðûå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê íèæíèå èëè âåðõ-
íèå îöåíêè âåðîÿòíîñòåé ñîáûòèé. Ñëåäóþùèé øàã ðàçâèòèÿ òåîðèè ñîñòîèò âî
ââåäåíèè áàçîâûõ ïîíÿòèé, àíàëîãè÷íûõ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé èëè àääèòèâ-
íîé òåîðèè ìåðû. Â ðàìêàõ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàåìûé
¾èíòóèòèâíûé¿ ïîäõîä, êîòîðûé â íåêîòîðîì ñìûñëå áëèçîê ê ìîäåëè íåòî÷íûõ
âåðîÿòíîñòåé, îñíîâàííûõ íà ìíîæåñòâàõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð [3]. Àíàëîãè÷íûå
ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ñîâñåì äðóãèõ àêñèîìàòè÷åñêèõ ïðåäïîñû-
ëîê, íàïðèìåð, íà îñíîâå ñîãëàñîâàííûõ íèæíèõ (âåðõíèõ) ïðåäâèäåíèé1 [4], à
òàêæå ïðèíöèïîâ èçáåæàíèÿ ïîòåðü2 è åñòåñòâåííîãî ïðîäîëæåíèÿ3, èëè ñîãëàñî-
âàííûõ íèæíèõ (âåðõíèõ) ñðåäíèõ ïî Êóçíåöîâó [5]. Îäíàêî, ïî âñåé âèäèìîñòè,
ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ áîëåå íàãëÿäíûì è ïîíÿòíûì, íåñìîòðÿ íà òî,
÷òî óêàçàííûå ïðèíöèïû èìåþò ýêîíîìè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ [4].

1coherent lower (upper) previsions (â àíãëèéñêîì âàðèàíòå)
2avoiding sure loss (â àíãëèéñêîì âàðèàíòå)
3natural extension (â àíãëèéñêîì âàðèàíòå)
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Îòìåòèì, ÷òî äî ñèõ ïîð â òåîðèè íå÷åòêèõ ìåð èëè øèðå � â òåîðèè íåòî÷-
íûõ âåðîÿòíîñòåé, íåò åäèíîãî ìíåíèÿ, êàê îïðåäåëÿòü òàêèå áàçîâûå ïîíÿòèÿ
êàê óñëîâíûå íå÷åòêèå ìåðû, ïîíÿòèå íåçàâèñèìîñòè, äåêàðòîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ
íå÷åòêèõ ìåð è ïîíÿòèé áîëåå âûñîêîãî óðîâíÿ. Ýòî ìîæåò îáúÿñíÿòüñÿ äî ñèõ
ïîð ãëóáîêî íåèçó÷åííûì, òîíêèì âçàèìîäåéñòâèåì ðàçëè÷íûõ âèäîâ ìîäåëè-
ðóåìîé íåîïðåäåëåííîñòè, âêëþ÷àþùèõ íåïîëíîòó, íåòî÷íîñòü, ñëó÷àéíîñòü è
ïðîòèâîðå÷èâîñòü àíàëèçèðóåìûõ äàííûõ. Êðîìå òîãî, çäåñü íóæíî ó÷èòûâàòü
ñïåöèôèêó ëîãè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé, íàïðèìåð, ïðè ïåðåõîäå îò áåçóñëîâíûõ ê
óñëîâíûì âåðîÿòíîñòÿì, ìû ìîæåì ïîòåðÿòü âàæíóþ èíôîðìàöèþ. Òàêèå æå
ñâîéñòâà ñîïóòñòâóþò ïîíÿòèþ íåçàâèñèìîñòè íå÷åòêèõ âåëè÷èí, ò.å. â äàííîì
ñëó÷àå â ñèëó íåòî÷íîñòè äàííûõ, ìû íå ìîæåì ñóäèòü î íåçàâèñèìîñòè íå÷åò-
êèõ âåëè÷èí ïî èõ ñîâìåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, à ìîæåì ñ íåêîòîðîé òî÷íîñòüþ
ãîâîðèòü î ñòåïåíè èõ çàâèñèìîñòè. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ïðèâîäèò ê àíàëîãè÷íûì âû-
âîäàì, íàïðèìåð, ïðè ïîèñêå ïîäõîäÿùåé ìåðû èíôîðìàòèâíîñòè ïî Øåííîíó
(ýíòðîïèè Øåííîíà) äëÿ ôóíêöèé äîâåðèÿ, à òàêæå äëÿ ìåðû ïîëíîé íåîïðåäå-
ëåííîñòè [6, 7].

Íåîäíîçíà÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ, íàïðèìåð, óñëîâíîé íå÷åòêîé ìåðû ìîæåò îáú-
ÿñíÿòüñÿ íàëè÷èåì äîïîëíèòåëüíîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèè, âûáîðîì ñòàòèñòè-
÷åñêîé ìîäåëè ïîðîæäåíèÿ íå÷åòêîé ìåðû [8, 9], êðîìå òîãî, â çàäà÷àõ, êîòîðûå
íå èìåþò âåðîÿòíîñòíóþ èíòåðïðåòàöèþ, óñëîâíûå íå÷åòêèå ìåðû ìîãóò èìåòü
äðóãîé ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë, íàïðèìåð, óñëîâíîé èíôîðìàòèâíîñòè îòíîñè-
òåëüíî ÷àñòè÷íîé èíôîðìàöèè. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ óñëîâíûå íå÷åòêèå ìåðû ìîãóò
âûáèðàòüñÿ ñîâñåì èç äðóãèõ ïðèíöèïîâ [10].

Ñ ó÷åòîì ýòîãî, â ñòàòüå îáñóæäàþòñÿ è èññëåäóþòñÿ òàêèå áàçîâûå ïîíÿòèÿ
êàê óñëîâíûå íå÷åòêèå ìåðû, ôóíêöèîíàëüíûå íå÷åòêèå ðàñïðåäåëåíèÿ, íå÷åò-
êèå âåëè÷èíû, à òàêæå èõ ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè, ïðèíöèï îáîáùåíèÿ â òåî-
ðèè íå÷åòêèõ ìåð. Â îñíîâíîì äàííûå ïîíÿòèÿ ââîäÿòñÿ âíà÷àëå äëÿ òî÷íûõ
íèæíèõ âåðîÿòíîñòåé, à çàòåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îáîáùàþòñÿ íà áîëåå øè-
ðîêèå ñåìåéñòâà íå÷åòêèõ ìåð. Òàêæå ïðèâîäÿòñÿ òåîðåìû, îáîáùàþùèå êëàññè-
÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ èç òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è îïðåäåëåíèÿ,
ðàññìîòðåííûå â ñòàòüÿõ [1, 2]. Íàèáîëåå âàæíûå îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ
îïèñûâàþòñÿ íèæå.

Ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà g íà êîíå÷íîé àëãåáðå A = 2X êîíå÷íîãî ïðîñòðàíñòâà
X = {x1, x2, ...., xN} íàçûâàåòñÿ íå÷åòêîé ìåðîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-
ÿì íîðìèðîâêè (g(∅) = 0, g(X) = 1) è ìîíîòîííîñòè (g(A) 6 g(B) ïðè A ⊆ B).
Ìíîæåñòâî âñåõ íå÷åòêèõ ìåð îáîçíà÷àåòñÿM0,MP - ìíîæåñòâî âñåõ âåðîÿòíîñò-
íûõ ìåð. Íå÷åòêàÿ ìåðà ¬g(A) = 1 − g(Ā) íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé ê íå÷åòêîé
ìåðå g. Îòíîøåíèå g1 6 g2 îçíà÷àåò, ÷òî g1(A) 6 g2(A) äëÿ ëþáîãî A ∈ A.

Â ñòàòüÿõ [1, 2] áûëè îïèñàíû è äåòàëüíî èçó÷åíû ñëåäóþùèå ñåìåéñòâà
íå÷åòêèõ ìåð, êîòîðûå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü â êà÷åñòâå íèæíèõ îöåíîê âå-
ðîÿòíîñòåé:

M1 = {g ∈M0 | ∃P ∈MP : g 6 P} � ìíîæåñòâî âñåõ íèæíèõ âåðîÿòíîñòåé íà
àëãåáðå A. Çäåñü MP - ìíîæåñòâî âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà àëãåáðå A;

M2 =
{
g ∈M0 | ∀B ∈ A, g(B) 6= 0 : gB(A) = g(A∩B)

g(B) ∈M1

}
� ìíîæåñòâî âñåõ

îáîáùåííûõ òî÷íûõ íèæíèõ âåðîÿòíîñòåé íà àëãåáðå A;
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M3 � ìíîæåñòâî âñåõ íå÷åòêèõ ìåð íà àëãåáðå A, ïðåäñòàâëÿåìûõ â âèäå
âûïóêëîé êîìáèíàöèè ïðèìèòèâíûõ íèæíèõ âåðîÿòíîñòåé;

M4 = {g ∈M0 | ∀A ∈ A, ∃P ∈MP : g 6 P, g(A) = P (A)} � ìíîæåñòâî âñåõ
òî÷íûõ íèæíèõ âåðîÿòíîñòåé íà àëãåáðå A;

M5 � ìíîæåñòâî âñåõ 2-ìîíîòîííûõ ìåð íà àëãåáðå A, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî: g(A) + g(B) 6 g(A ∩B) + g(A ∪B) äëÿ ëþáûõ A,B ∈ A;

M6 � ìíîæåñòâî âñåõ ìåð äîâåðèÿ íà àëãåáðå A.
Â [2] áûëî äîêàçàíî, ÷òî äàííûå âûïóêëûå ñåìåéñòâà íå÷åòêèõ ìåð ÿâëÿþòñÿ

èäåàëàìè, ò.å. îíè çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïåðåìíîæåíèÿ íå÷åòêèõ ìåð.

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ: M0 ⊃ M1 ⊃ M2 ⊃
{
M3

M4
⊃M5 ⊃M6 , ïðè

ýòîì, îäíàêî, M3 6⊆M4 è M4 6⊆M3.

3. Óñëîâíûå íå÷åòêèå ìåðû

Ïóñòü g � òî÷íàÿ íèæíÿÿ âåðîÿòíîñòü, îïðåäåëåííàÿ íà êîíå÷íîé àëãåáðå
A = 2X êîíå÷íîãî ïðîñòðàíñòâàX = {x1, x2, ..., xN}. Ðàññìîòðèì, êàê îïðåäåëèòü
óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå g(A|B) îöåíîê âåðîÿòíîñòåé â ðàìêàõ âåðîÿòíîñòíîãî
ïîäõîäà.

Èçâåñòíî, ÷òî òî÷íàÿ íèæíÿÿ âåðîÿòíîñòü îïðåäåëÿåò ñåìåéñòâî âåðîÿòíîñò-
íûõ ìåð Ξ = {Pi|g 6 Pi}, ïðè÷åì g(A) = inf

Pi∈Ξ
Pi(A). Äàëåå ìîæíî ââåñòè â

ðàññìîòðåíèå óñëîâíûå âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ Pi(A|B), Pi(B) 6= 0, ïî-
ðîæäåííûå ñåìåéñòâîì âåðîÿòíîñòíûõ ìåð Ξ, à òàêæå òî÷íóþ íèæíþþ îöåíêó
âåðîÿòíîñòè P (A|B) êàê

g(A|B) = inf
Pi∈Ξ|Pi(B)6=0

Pi(A|B). (1)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî íå÷åòêóþ ìåðó g(A|B) åñòåñòâåííî íàçâàòü óñëîâíîé íå÷åòêîé
ìåðîé, ïîñòðîåííîé ïî ìåðå g.

Ëåììà 1. Ïóñòü Ξ = {P = αP1 + (1− α)P2|α ∈ [0, 1]}, òîãäà

g(A) = min {P1(A), P2(A)} è g(A|B) = min {P1(A|B), P2(A|B)} ,

åñëè g(B) 6= 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ ôîðìóëà ëåììû î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç

ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ. Äîêàæåì, ÷òî
ñïðàâåäëèâà âòîðàÿ ôîðìóëà ëåììû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A ⊆ B. Òîãäà

g(A|B) = inf
α∈[0,1]

αP1(A) + (1− α)P2(A)

αP1(B) + (1− α)P2(B)
.

Äèôôåðåíöèðóÿ âûðàæåíèå ïîä çíàêîì inf, ïîëó÷èì

P1(A)P2(B)− P1(B)P2(A)

[αP1(B) + (1− α)P2(B)]
2 ,

ò.å. ôóíêöèÿ, ñòîÿùàÿ ïîä çíàêîì inf, ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé íà îòðåçêå α ∈ [0, 1].
Ñ ó÷åòîì ýòîãî çàêëþ÷àåì, ÷òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå äàííàÿ ôóíêöèÿ áóäåò ïðè-
íèìàòü íà êîíöàõ îòðåçêà, ò.å. g(A|B) = min {P1(A|B), P2(A|B)}, åñëè g(B) 6= 0.�

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Ξ =

{
P =

m∑
i=1

αiPi|
m∑
i=1

αi = 1, αi > 0

}
, òîãäà
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g(A) = min
i=1,...,m

Pi(A) è g(A|B) = min
i=1,...,m

Pi(A|B), g(B) 6= 0.

Òåîðåìà 1 � ýòî, î÷åâèäíî, ñëåäñòâèå ëåììû 1.
Ëåììà 2. Ïóñòü g � òî÷íàÿ íèæíÿÿ âåðîÿòíîñòü, ïðè÷åì g(B)+g(B̄) = 1,

g(B) 6= 0, äëÿ íåêîòîðîãî B ⊆ X. Òîãäà g(A|B) =
g(A ∩B)
g(B)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå P (B) = g(B) äëÿ ëþáîé

âåðîÿòíîñòíîé ìåðû P , P > g. Ïîýòîìó g(A|B) >
g(A ∩B)
g(B)

. Ïîñêîëüêó g � òî÷íàÿ

íèæíÿÿ âåðîÿòíîñòü, òî äëÿ ëþáîãî A ∈ A íàéäåòñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà P , ÷òî
P > g è P (A ∩ B) = g(A ∩ B). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äàííîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû

P (A|B) =
g(A ∩B)
g(B)

. �

Òåîðåìà 2. Ïóñòü g � òî÷íàÿ íèæíÿÿ âåðîÿòíîñòü, îïðåäåëåííàÿ íà êî-
íå÷íîé àëãåáðå A ïðîñòðàíñòâà X = {x1, x2, ..., xN} è Ξ = {Pi|g 6 Pi}. Òî-
ãäà Ξ � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, èìåþùåå êîíå÷íîå ÷èñëî ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê
P1, P2, ..., Pm, ò.å. îíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

Ξ =

{
P =

m∑
i=1

αiPi|
m∑
i=1

αi = 1, αi > 0

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñåìåéñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð Ξ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëå-
äóþùåé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ:

∑
xi∈A

P{xi} > g(A),

n∑
i=1

P{xi} = 1,
äëÿ âñåõ A ⊆ X , A 6= ∅.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 2 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðèè [11], îïèñûâàþùåé ðå-
øåíèÿ êîíå÷íîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ.�

Òåïåðü ÿñíî, êàê íàõîäèòü óñëîâíûå íå÷åòêèå ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ òî÷íûõ íèæ-
íèõ âåðîÿòíîñòåé. Ðàññìîòðèì, êàêèå êîíñòðóêòèâíûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó-
÷èòü äëÿ 2-ìîíîòîííûõ íå÷åòêèõ ìåð. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ 2-ìîíîòîííûõ ìåð ìíî-
æåñòâî Ξ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé [1].

Òåîðåìà 3. Ïóñòü íå÷åòêàÿ ìåðà g ÿâëÿåòñÿ 2-ìîíîòîííîé è Ξ =
{P |g 6 P}. Òîãäà ýêñòðåìàëüíûìè òî÷êàìè âûïóêëîãî ìíîæåñòâà Ξ ÿâëÿþòñÿ
âåðîÿòíîñòíûå ìåðû Pγ , ãäå γ = (i1, i2, .., in) � ýòî ïåðåñòàíîâêè ìíîæåñòâà
÷èñåë {1, 2, ..., n}, ïðè÷åì Pγ{xik} = g(Ak) − g(Ak−1), ãäå Ak = {xi1 , xi2 , ..., xik},
k = 1, 2, .., n, A0 = ∅.

Òåîðåìà 4.4 Ïóñòü íå÷åòêàÿ ìåðà g ÿâëÿåòñÿ 2-ìîíîòîííîé, òîãäà

g(A|B) =
g(A)

g(A) + 1− g(A ∪ B̄)

ïðè A ⊆ B è g(B) 6= 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ôîðìóëû (1) ñëåäóåò, ÷òî

g(A|B) = inf
P>g

P (A)

P (A) + P (B ∩ Ā)
.

4Îòìåòèì, ÷òî òàêàÿ æå ôîðìóëà ïåðåñ÷åòà åñòü â [4] è [5]. Íî â ýòèõ ðàáîòàõ îíà ïîëó÷åíà
èç äðóãèõ àêñèîìàòè÷åñêèõ ïðåäïîñûëîê.
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Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó P , P > g, òðåáóåòñÿ âûáðàòü òàê, ÷òîáû
âûðàæåíèå ïîä çíàêîì inf ïðèíèìàëî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. Îáîçíà÷èì P (A) =
α, P (B∩Ā) = β, òîãäà íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ f(α, β) = α

α+β . Ïðè
α, β > 0, ýòà ôóíêöèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò îòíîñèòåëüíî α è ìîíîòîííî óáûâàåò
îòíîñèòåëüíî β. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó P òðåáóåòñÿ âûáðàòü
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû çíà÷åíèå P (A) áûëî êàê ìîæíî ìåíüøå, à çíà÷åíèå P (B ∩
Ā) êàê ìîæíî áîëüøå. Ñ ó÷åòîì ýòîãî, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 2-ìîíîòîííîñòè g,
âûáåðåì âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó P > g (ñì. òåîðåìó 14 èç [1]), òàê ÷òîáû g(A) =
P (A), g(A∪B̄) = P (A∪B̄). Òîãäà P (B∩Ā) = 1−P (A∪B̄) = 1−g(A∪B̄). Çàìåòèì,
÷òî g(A) ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé íèæíåé îöåíêîé âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A ïî ñåìåéñòâó
âåðîÿòíîñòíûõ ìåð Ξ = {P |g 6 P}, à 1 − g(A ∪ B̄) � òî÷íîé âåðõíåé îöåíêîé
âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ B ∩ Ā ïî Ξ. Ïîýòîìó äîêàçûâàåìàÿ ôîðìóëà èñòèííà.�

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü íå÷åòêàÿ ìåðà q ÿâëÿåòñÿ 2-àëüòåðíèðóþùåé è A ⊆
B, òîãäà

q(A|B) =
q(A)

q(A) + 1− q(A ∪ B̄)
,

ò.å. ôîðìóëà îñòàåòñÿ òàêîé æå, êàê è äëÿ 2-ìîíîòîííûõ íå÷åòêèõ ìåð.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåòñÿ, èñïîëüçóÿ îòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè, ïîñòðî-

èòü äâîéñòâåííóþ íå÷åòêóþ ìåðó äëÿ g(A|B).

q(A|B) = 1− g(Ā ∩B|B) = 1− g(Ā ∩B)

g(Ā ∩B) + 1− g((Ā ∩B) ∪ B̄)
.

Çàìåòèì, ÷òî (Ā ∩B) ∪ B̄ = Ā ∪ B̄ = Ā, òàê êàê A ⊆ B. Ïîýòîìó

q(A|B) = 1− 1− q(A ∪ B̄)

1− q(A ∪ B̄) + q(A)
=

q(A)

q(A) + 1− q(A ∪ B̄)
.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî. �
Ñëåäñòâèå 2. Ôîðìóëó èç òåîðåìû 4 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñîáûòèÿ A ⊆ X

ìîæíî îáîáùèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g(A|B) =
g(A ∩B)

g(A ∩B) + 1− g(A ∪ B̄)
=

g(A ∩B)

g(A ∩B) + ¬g(Ā ∩B)
.

ãäå ¬g � ýòî äâîéñòâåííàÿ ìåðà ê íå÷åòêîé ìåðå g.
Òåîðåìà 5. Ïóñòü g � 2-ìîíîòîííàÿ ìåðà. Òîãäà ìåðà g(A|B) òàêæå áóäåò

2-ìîíîòîííîé.
Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ìîæíî íàéòè â [12]. Ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî

ýòîãî ôàêòà ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ òåîðèþ ðàçíîñòåé [13]. Àíàëîãè÷íóþ
òåîðåìó ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ ìåð äîâåðèÿ [14, 15]. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðèâåäåííîå
íèæå äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñâîéñòâàõ èäåàëîâ [2].

Âñïîìîãàòåëüíàÿ ëåììà. Ïóñòü g � ìåðà äîâåðèÿ, òîãäà ôóíêöèÿ ìíîæå-

ñòâà µ(A) =
g(A ∪ B̄)− g(A ∩B)− g(B̄)

1− g(B)− g(B̄)
ÿâëÿåòñÿ òàêæå ìåðîé äîâåðèÿ ïðè

g(B) + g(B̄) < 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà µ óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ íîðìèðîâêè. Äîêàæåì, ÷òî ýòî ìåðà äîâåðèÿ. Ïóñòü µ � ìåðà äîâåðèÿ, òîãäà
g(A) =

∑
C⊆X

m(C)η〈C〉(A). Ñëåäîâàòåëüíî,

q(A) = g(A ∪ B̄)− g(A ∩B)− g(B̄) =
∑
C⊆X

m(C)η〈C〉(A ∪ B̄)−
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−
∑
C⊆X

m(C)η〈C〉(B̄)−
∑
C⊆X

m(C)η〈C〉(A ∩B).

Ïîñêîëüêó η〈C〉(A ∪ B̄) = η〈C〉(B̄) ïðè C ⊆ B̄

η〈C〉(A ∪ B̄) =

{
1, C ⊆ A ∪ B̄,
0, C 6⊆ A ∪ B̄, =

{
1, C ∩B ⊆ A,
0, C ∩B 6⊆ A, = η〈C∩B〉(A),

à òàêæå η〈C〉(A ∩B) =

{
η〈C〉(A), C ⊆ B,

0, C 6⊆ B, ïîëó÷èì, ÷òî

q(A) =
∑

C⊆X|C 6⊆B̄

m(C)η〈C∩B〉(A)−
∑
C⊆B

m(C)η〈C〉(A) =
∑

C⊆X
∣∣∣∣C 6⊆B̄,C 6⊆B

m(C)η〈C∩B〉(A).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà q ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíà-
öèè ïðèìèòèâíûõ ìåð âîçìîæíîñòè ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ò.å.
çà ñ÷åò íîðìèðîâêè ìû ïîëó÷èì íå÷åòêóþ ìåðó µ, ÿâëÿþùóþñÿ ìåðîé äîâåðèÿ.�

Òåîðåìà 6. Ïóñòü g � ìåðà äîâåðèÿ. Òîãäà ìåðà g(A|B) òàêæå áóäåò ìåðîé
äîâåðèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçìîæíî äâà ñëó÷àÿ. Ïóñòü g(B) + g(B̄) = 1, òîãäà äëÿ
ëþáîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû P , P > g, áóäåò âûïîëíÿòüñÿ g(B) = P (B). Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ g(A|B) ïðèìåò âèä g(A|B) =
g(A ∩B)
g(B)

.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ ìåðà g(A|B) ÿâëÿåòñÿ ìåðîé äîâåðèÿ.
Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà g(B) + g(B̄) < 1.

g(A|B) =
g(A ∩B)

g(A ∩B) + 1− g(A ∪ B̄)
=

g(A ∩B)(
1− g(B̄)

) (
1− g(A∪B̄)−g(A∩B)−g(B̄)

1−g(B̄)

) =

=
g(A ∩B)

1− g(B̄)

∞∑
n=0

(
g(A ∪ B̄)− g(A ∩B)− g(B̄)

1− g(B̄)

)n
.

Âèäíî, ÷òî â ïðåäåëå, èñïîëüçóÿ îïåðàöèè âûïóêëîé ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ

íå÷åòêèõ ìåð äîâåðèÿ µ èç âñïîìîãàòåëüíîé ëåììû è gB(A) =
g(A ∩B)
g(B)

, ìîæ-

íî âûðàçèòü íå÷åòêóþ ìåðó g(A|B). Ñëåäîâàòåëüíî, îíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìåðîé
äîâåðèÿ. �

Ëåììà 3. Ïóñòü g � íèæíÿÿ âåðîÿòíîñòü è g(A|B) =
g(A)

g(A) + 1− g(A ∪ B̄)
,

A ⊆ B, g(B) 6= 0. Òîãäà äëÿ ëþáîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû P , P > g, áóäåò âûïîë-
íÿòüñÿ íåðàâåíñòâî: g(A|B) 6 P (A|B).

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî P (A|B) =
P (A)

P (A) + P (B\A)
, ïðè ýòîì P (A) >

g(A) è P (B\A) 6 1− g(A ∪ B̄). Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ f(α, β) = α
α+ β

ìîíîòîííî

âîçðàñòàåò ïî α è ìîíîòîííî óáûâàåò ïî β ïðè α, β > 0. Èç ýòîãî äåëàåì âûâîä,
÷òî g(A|B) 6 P (A|B).�

Ñìûñë ëåììû 3 â òîì, ÷òî ôîðìóëó äëÿ îöåíîê óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé ìîæíî
èñïîëüçîâàòü íà áîëåå øèðîêîì ñåìåéñòâå íå÷åòêèõ ìåð, âêëþ÷àþùèõ âñå íèæ-
íèå âåðîÿòíîñòè, à òàêæå âåðõíèå âåðîÿòíîñòè. Ïðè ýòîì â îáùåì ñëó÷àå áóäóò
ïîëó÷àòüñÿ ìåíåå òî÷íûå îöåíêè, íàïðèìåð, äëÿ òî÷íûõ íèæíèõ âåðîÿòíîñòåé
ïî ñðàâíåíèþ ñ ôîðìóëîé (1).
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Ëåììà 4. Ïóñòü g � òî÷íàÿ íèæíÿÿ âåðîÿòíîñòü è g(A|B) = inf
P>g

P (A)
P (B) ,

A ⊆ B, g(B) 6= 0. Òîãäà g(A) > g(A|B) g(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó g � òî÷íàÿ íèæíÿÿ âåðîÿòíîñòü, òî âûáåðåì
âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó P òàêèì îáðàçîì, ÷òî P > g è P (A) = g(A). Â ýòîì ñëó÷àå
g(B) 6 P (B), à òàêæå ïî îïðåäåëåíèþ g(A|B) 6 P (A|B). Ïîýòîìó èç òîæäåñòâà
P (A) = P (A|B)P (B) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî g(A) > g(A|B) g(B).�

Òåîðåìà 7. Ïóñòü g � òî÷íàÿ íèæíÿÿ âåðîÿòíîñòü íà A è {H1, H2, ...,Hk}
� ýòî ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà X, ò.å. H1 ∪ H2 ∪ ... ∪ Hk = X è Hi ∩ Hj = ∅,

i 6= j. Òîãäà g(A) >
k∑
i=1

g(A|Hi) g(Hi), åñëè g(Hi) > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó g � òî÷íàÿ íèæíÿÿ âåðîÿòíîñòü, òî îíà ÿâëÿ-

åòñÿ ñóïåðàääèòèâíîé äëÿ íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé. Ïîýòîìó g(A) >
k∑
i=1

g(A ∩Hi) .

Äàëåå ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì èç ëåììû 4 g(A ∩ Hi) > g(A|Hi) g(Hi), ïîëó÷èì
òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.�

Âîçíèêàåò âîïðîñ, â êàêèõ ñëó÷àÿõ ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè äàåò áîëåå
òî÷íûå îöåíêè âåðîÿòíîñòåé. Îòâåò íà äàííûé âîïðîñ äàþò ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü {H1, H2, ...,Hk} � ýòî ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà
X è A ∈ A - ïðîèçâîëüíîå ñîáûòèå. Ðàññìîòðèì òàêæå ðàçáèåíèå
{B1, B2, ..., Bk, Bk+1, ..., B2k}, ãäå Bi = A ∩ Hi ïðè i 6 k, è Bi+k = Ā ∩ Hi ïðè
i 6 k. Òîãäà

k∑
i=1

g(A|Hi) g(Hi) 6
2k∑
i=1

g(A|Bi) g(Bi). (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî g(A|Hi)g(Hi) 6 g(A∩Hi) = g(Bi) ïî ëåììå
4. Êðîìå òîãî, g(A|Bi) = 1 ïðè i = 1, 2, ..., k, òàê êàê Bi ⊆ A è g(A|Bi) = 0 ïðè
i = k+1, k+2, ..., 2k, ïîñêîëüêóBi∩A = ∅. Ïîýòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (2)

ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó
k∑
i=1

g(Bi). Òåïåðü, èñïîëüçóÿ îöåíêó g(A|Hi)g(Hi) 6 g(Bi),

i = 1, 2, ..., k, óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà (2).�
Ñëåäñòâèå òåîðåìû 8. Ïóñòü {H1, H2, ...,Hk} � ýòî ðàçáèåíèå ïðîñòðàí-

ñòâà X, ïðè÷åì A = H1 ∪H2 ∪ ... ∪Hm,m 6 k. Òîãäà íåðàâåíñòâî ïîëíîé âåðî-

ÿòíîñòè èìååò âèä: g(A) >
m∑
i=1

g(Hi).

Òåîðåìà 9. Ïóñòü A1 è A2 � ýòî êîíå÷íûå àëãåáðû ñîáûòèé, îïðåäåëåííûå
íà ìíîæåñòâå A, è Ω1 = {H1, H2, ...,Hk}, Ω2 = {B1, B2, ..., Bm} � ýòî ðàçáèåíèÿ

A, ïîðîæäàþùèå äàííûå àëãåáðû. Òîãäà, åñëè A1 ⊆ A2, òî
k∑
i=1

g(Hi) >
m∑
i=1

g(Bi),

ò.å. ðàçáèåíèå Ω1 äàåò áîëåå òî÷íóþ îöåíêó âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A ïî òî÷íîé
íèæíåé âåðîÿòíîñòè g.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó A1 ⊆ A2, òî ëþáîé ýëåìåíò H ∈ A1 ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ Ω2. Ïîýòîìó ìíîæåñòâà Bi ìîæíî çàíóìåðî-
âàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

H1 =
i1⋃

i=i0+1

Bi, H2 =
i2⋃

i=i1+1

Bi,. . . , Hk =
ik⋃

i=ik−1+1

Bi,

ãäå 0 < i0 < i1 < ... < ik. Ïîëüçóÿñü ñóïåðàääèòèâíîñòüþ ìåðû g äëÿ íåñîâìåñò-
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íûõ ñîáûòèé, ïîëó÷èì

g(Hn) = g

 in⋃
i=in−1+1

Bi

 > in∑
i=in−1+1

g(Bi).

Ïîýòîìó
k∑
i=1

g(Hi) >
m∑
i=1

g(Bi).

�

4. Óñëîâíûå íå÷åòêèå ìåðû ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì óòî÷íèòü óñëîâíîå ðàñïðåäåëå-
íèå îöåíîê âåðîÿòíîñòåé, åñëè èìååòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ.
Ïîêàæåì, êàê ýòî óòî÷íåíèå ïðîèçâîäèòñÿ, åñëè ïðè ðàñ÷åòå g(A|B) êàêèì-òî îá-
ðàçîì ïîëó÷åíà òî÷íàÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè P (B). Ïóñòü g ÿâëÿåòñÿ 2-ìîíîòîííîé
íå÷åòêîé ìåðîé è P (B ∪ C) = g(B ∪ C), P (C) = g(C), ïðè÷åì C ∩B = ∅. Â ýòîì
ñëó÷àå ìîæíî âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü P (B) = P (B∪C)−P (C) = g(B∪C)−g(C).
Áóäåì âû÷èñëÿòü g(A|B) ïðè A ⊆ B, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó:

g(A|B) = inf
P

∣∣∣∣P>g, P (C)=g(C),
P (B∪C)=g(B∪C)

P (A ∪ C)− g(C)

g(B ∪ C)− g(C)
.

Î÷åâèäíî, ÷òî P (A ∪ C) > g(A ∪ C), ïîýòîìó g(A|B) >
g(A ∪ C)− g(C)
g(B ∪ C)− g(C)

. Ïî-

êàæåì, ÷òî â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ìîæíî ïîñòàâèòü çíàê ðàâåíñòâà. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïîñêîëüêó íå÷åòêàÿ ìåðà g ÿâëÿåòñÿ 2-ìîíîòîííîé, òî ìîæíî íàéòè òà-
êóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó P , P > g, ÷òî P (C) = g(C), P (A ∪ C) = g(A ∪ C) è
P (B ∪ C) = g(B ∪ C).

Ëåììà 5. Ïóñòü g � 2-ìîíîòîííàÿ íå÷åòêàÿ ìåðà íà A = 2X . Òîãäà

íå÷åòêàÿ ìåðà g(A|B) =
g(A ∪ C)− g(C)
g(B ∪ C)− g(C)

, íà àëãåáðå AB = 2B, ÿâëÿåòñÿ 2-

ìîíîòîííîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ñîáûòèé A1 ⊆ A2 ⊆

B íàéäåòñÿ òàêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà P , P > g, ÷òî g(A1|B) = P (A1|B),
g(A2|B) = P (A2|B). Ïîñêîëüêó ìåðà g ÿâëÿåòñÿ 2-ìîíîòîííîé è C ⊆ A1 ∪ C ⊆
A2 ∪ C ⊆ B ∪ C, òî íàéäåòñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà P > g, ÷òî P (C) = g(C),
P (A1 ∪C) = g(A1 ∪C), P (A2 ∪C) = g(A2 ∪C) è P (B ∪C) = g(B ∪C), îòêóäà óæå
ñëåäóåò òðåáóåìîå. �

Çàìå÷àíèå. Ôàêòè÷åñêè â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàëîñü ïðàâèëî ïåðå-

ñ÷åòà g(A|B) =
g(A ∩B ∪ C)− g(C)
g(B ∪ C)− g(C)

ïðè C ∩ B = ∅. Ýòî ïðàâèëî îáúåäèíÿåò

â ñåáå òàêèå èçâåñòíûå ïðàâèëà [9, 16], êàê g(A|B) =
g(A ∩B)
g(B)

ïðè C = ∅, è

g(A|B) =
g(A ∪ B̄)− g(B̄)

1− g(B̄)
ïðè C = B̄.
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5. Ôóíêöèîíàëüíûå íå÷åòêèå ðàñïðåäåëåíèÿ

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü íå÷åòêóþ ìåðó g íà íà àëãåáðå A = 2X×Y äåêàð-
òîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ X×Y êîíå÷íûõ ïðîñòðàíñòâX è Y . Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ
íå÷åòêîé ìåðû íà âñåõ ïîäìíîæåñòâàõ X × Y . è, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, îòðàæàþò
íåêîòîðóþ ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó X è Y . Ýòó çàâèñèìîñòü ìîæíî
èññëåäîâàòü, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå óñëîâíîé íå÷åòêîé ìåðû. Ïóñòü ïðîèçîøëî ñî-
áûòèå A ∈ AX , ãäå AX = 2X , îöåíèì çíà÷åíèå óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè íàñòóïëåíèÿ
ñîáûòèÿ B ∈ AY , ãäå AY = 2Y , ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî g � òî÷íàÿ íèæíÿÿ âåðîÿòíîñòü.
ßñíî, ÷òî

g2(B|A) = inf
P>g

P (A×B)

P (A× Y )
, A ∈ AX , B ∈ AY . (3)

Åñëè íåò íèêàêîé äðóãîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèè, ò.å. â ïðîñòðàíñòâåX íàñòó-
ïàåò äîñòîâåðíîå ñîáûòèå, òî ìû ïîëó÷àåì ìàðãèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îöåíîê
âåðîÿòíîñòåé ïðîñòðàíñòâà Y :

g2(B) = g2(B|X) = g(X ×B).

Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâà X è Y ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè, ìû ìîæåì àíàëî-
ãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷èòü îöåíêó óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè g1(A|B), ÷òî ïðîèçîøëî
ñîáûòèå A ∈ AX ïðè óñëîâèè íàñòóïëåíèÿ B ∈ AY

g1(A|B) = inf
P>g

P (A×B)

P (X ×B)
, A ∈ AX , B ∈ AY , (4)

à òàêæå ìàðãèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

g1(A) = g1(A|Y ) = g(A× Y ).

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìåðà g ÿâëÿåòñÿ 2-ìîíîòîííîé, ôîðìóëû (3) è (4) ïðåîá-
ðàçóþòñÿ ê âèäó:

g2(B|A) =
g(A×B)

g(A×B) + 1− g(A×B ∪ Ā× Y )
, (3∗)

g1(A|B) =
g(A×B)

g(A×B) + 1− g(A×B ∪X × B̄)
. (4∗)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ìàðãèíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ g2(B), B ∈
AY , åñëè èçâåñòíû ìàðãèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå g1(A), A ∈ AX , è çíà÷åíèÿ
g2 (B|{xi}) = gxi

(B) òîëüêî â òî÷êàõ xi ∈ X. Â ýòîì ñëó÷àå, èñïîëüçóÿ ïðèí-
öèï òî÷íîé íèæíåé âåðîÿòíîñòè (èëè ïðèíöèï åñòåñòâåííîãî ïðîäîëæåíèÿ [12]),
ïîëó÷èì

g2(B) = g(X ×B) = inf
Pxi > gxi

P1 > g1

n∑
i=1

Pxi(B)P1{xi}, (5)

ãäå X = {x1, x2, ..., xn}.
Â òîì ñëó÷àå, êîãäà íå÷åòêèå ìåðû gxi ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè íèæíèìè âåðîÿò-

íîñòÿìè, ôîðìóëó (5), î÷åâèäíî, ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g2(B) = inf
P1>g1

n∑
i=1

g2 (B|{xi})P1{xi}.
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Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê íèæíþþ îöåíêó ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îæèäàíèÿ íå÷åòêîé âåëè÷èíû g2 (B|{xi}), xi ∈ X, ïî íå÷åòêîé ìåðå g1.
Ðå÷ü îá ýòîì ïîéäåò â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ äàííîãî ñòàòüè.

6. Ïðèíöèï îáîáùåíèÿ â ðàìêàõ ïîíÿòèÿ íèæíåé (âåðõíåé) âåðîÿòíî-
ñòè 5

Ïóñòü gX � òî÷íàÿ íèæíÿÿ âåðîÿòíîñòü íà AX = 2X è ΞX = {PX |PX > gX}
� ñåìåéñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð, èíäóöèðîâàííîå íå÷åòêîé ìåðîé gX . Êðîìå òî-
ãî, ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå f èç ïðîñòðàíñòâà X â êîíå÷íîå
ïðîñòðàíñòâî Y . Ïîêàæåì, êàêèì îáðàçîì â ýòîì ñëó÷àå ïîðîæäàåòñÿ íå÷åòêàÿ
ìåðà gY ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ f . Ïóñòü PX > gX , òîãäà
âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà PX ïîðîæäàåò âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó PY , óäîâëåòâîðÿþùóþ
óñëîâèÿì:

PY (B) = PX(f−1(B)), (6)

ãäå B ∈ AY è f−1(B) = {x ∈ X|f(x) ∈ B}. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ðàññìàò-
ðèâàòü ôóíêöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå PY = f(PX) âåðîÿòíîñòíîé ìåðû PX íà
âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó PY , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì (6). Àíàëîãè÷íûì îáðà-
çîì ìîæíî ðàññìîòðåòü ôóíêöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå f ñåìåéñòâà âåðîÿòíîñò-
íûõ ìåð ΞX íà ΞY : ΞY = {f(PX)|PX > gX}. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ìîæíî îïðåäåëèòü
íå÷åòêóþ ìåðó gY êàê òî÷íóþ íèæíþþ îöåíêó âåðîÿòíîñòè ïî ñåìåéñòâó âåðî-
ÿòíîñòíûõ ìåð ΞY :

gY (B) = inf
PY ∈ΞY

PY (B) = inf
PX |PX>gX

PX(f−1(B)) = gX(f−1(B)),

ãäå B ∈ AY . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëó îáîáùåíèÿ

gY (B) = gX(f−1(B)), B ∈ AY ,

êîòîðóþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ëþáûõ íå÷åòêèõ ìåð.
Äàëåå ðàññìîòðèì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé, êîòîðûå ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü,

êàêèå ñâîéñòâà íå÷åòêèõ ìåð ñîõðàíÿþòñÿ ïîñëå äåéñòâèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ îòîá-
ðàæåíèé.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü gX � íå÷åòêàÿ ìåðà íà AX è f : X → Y � ôóíêöè-
îíàëüíîå îòîáðàæåíèå, òîãäà gY = f(gX) - òàêæå íå÷åòêàÿ ìåðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü àêñèîìû íîðìèðîâêè è ìîíîòîííîñòè
íå÷åòêîé ìåðû:

1) gY (∅) = gX(f−1(∅)) = gX(∅) = 0;
2) gY (Y ) = gX(f−1(Y )) = gX(X) = 1;
3) ïóñòü A ⊆ B ⊆ Y , òîãäà f−1(A) ⊆ f−1(B) è gY (A) = gX(f−1(A)) 6

gX(f−1(B)) = gY (B), ò.å. óñëîâèå ìîíîòîííîñòè gY (A) ⊆ gY (B) ïðè A ⊆ B âû-
ïîëíÿåòñÿ. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. �

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü gX è qX � íå÷åòêèå ìåðû íà AX è f : X → Y
� ôóíêöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå, ïðè÷åì gX 6 qX . Òîãäà gY = f(gX) 6 qY =
f(qX).

5Ïðèíöèï îáîáùåíèÿ õîðîøî èçâåñòåí â òåîðèè ìåðû (â ÷àñòíîñòè, â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé),
à òàêæå òåîðèè âîçìîæíîñòåé [16]. Öåëüþ äàííîãî ðàçäåëà áûëî ïîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðèíöèï
åñòåñòâåííî ïîëó÷àåòñÿ â ðàìêàõ âåðîÿòíîñòíîãî ïîäõîäà â òåîðèè íå÷åòêèõ ìåð.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî gY (B) 6 qY (B) äëÿ ëþáîãî B ∈
AY . Ïî îïðåäåëåíèþ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî çàïèñûâàåòñÿ êàê: gX(f−1(B)) 6
qX(f−1(B)), ò.å. gY 6 qY ñëåäóåò èç gX 6 qX . �

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü µX = αgX + βqX , ãäå gX è qX � íå÷åòêèå ìåðû íà
AX , α + β = 1, α, β > 0 è f : X → Y � ôóíêöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå, òîãäà
µY = αgY + βqY , ãäå gY = f(gX), qY = f(qX), µY = f(µX).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâàåìîå òîæäåñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

µX(f−1(B)) = αgX(f−1(B)) + βqX(f−1(B),

êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ B ∈ AY . Íî ýòî òîæäåñòâî, î÷åâèäíî,
âûïîëíÿåòñÿ èç óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ. �

Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü gX � íå÷åòêàÿ ìåðà íà AX è ¬gX � äâîéñòâåííàÿ
ê gX ìåðà, f : X → Y � ôóíêöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà f(¬gX) = ¬f(gX).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî f(¬gX)(B) = ¬f(gX)(B) äëÿ ëþ-

áîãî B ∈ AY . Äåéñòâèòåëüíî, f(¬gX)(B) = ¬gX(f−1(B)) = 1 − gX
(
f−1(B)

)
=

1− gX(f−1(B̄)) = 1− f(gX)(B̄) = ¬f(gX)(B). �
Óòâåðæäåíèå 5. Ïóñòü gX � íå÷åòêàÿ ìåðà è f : X → Y � ôóíêöèîíàëüíîå

îòîáðàæåíèå, gY = f(gX). Òîãäà
1) åñëè gX � ïðèìèòèâíàÿ ìåðà, òî gY � ïðèìèòèâíàÿ ìåðà;
2) åñëè gX � íèæíÿÿ (âåðõíÿÿ) âåðîÿòíîñòü, òî gY � íèæíÿÿ (âåðõíÿÿ)

âåðîÿòíîñòü;
3) åñëè gX � îáîáùåííàÿ òî÷íàÿ íèæíÿÿ âåðîÿòíîñòü, òî gY � îáîáùåííàÿ

òî÷íàÿ íèæíÿÿ âåðîÿòíîñòü;
4) åñëè gX ∈M3, òî gY ∈M3;
5) åñëè gX � òî÷íàÿ íèæíÿÿ (âåðõíÿÿ) âåðîÿòíîñòü, òî gY � òî÷íàÿ íèæ-

íÿÿ (âåðõíÿÿ) âåðîÿòíîñòü;
6) åñëè gX � 2-ìîíîòîííàÿ (2-àëüòåðíèðóþùàÿ) ìåðà, òî gY � 2-ìîíîòîííàÿ

(2-àëüòåðíèðóþùàÿ) ìåðà;
7) åñëè gX � ìåðà äîâåðèÿ (ïðàâäîïîäîáèÿ), òî gY � ìåðà äîâåðèÿ (ïðàâäîïî-

äîáèÿ);
8) åñëè gX � ìåðà íåîáõîäèìîñòè (âîçìîæíîñòè), òî gY � ìåðà íåîáõîäè-

ìîñòè (âîçìîæíîñòè);
9) åñëè gX � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, òî gY � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà.
Äîêàçàòåëüñòâî.
1) Åñëè gX � ïðèìèòèâíàÿ ìåðà, òî gX(A) ∈ {0, 1}, A ∈ AX , ïîýòîìó è gY (B) =

gX(f−1(B)) ∈ {0, 1} , ò.å. gY òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíîé ìåðîé.
2) Ïóñòü gX � íèæíÿÿ âåðîÿòíîñòü. Âûáåðåì âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó PX òàêèì

îáðàçîì, ÷òî PX > gX . Ïóñòü PY = f(PX), òîãäà ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2 PY >
gY , ò.å. gY - ýòî íèæíÿÿ âåðîÿòíîñòü.

3) Ïóñòü gX � îáîáùåííàÿ òî÷íàÿ âåðîÿòíîñòü. Òîãäà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ

ôóíêöèè ìíîæåñòâà gX(A|B) =
gX(A ∩B)
gX(B)

ÿâëÿþòñÿ íèæíèìè âåðîÿòíîñòÿìè

äëÿ ëþáûõ B ∈ AX , gX(B) 6= 0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ìíîæåñòâà

gY (A|B) =
gY (A ∩B)

gY (B)
=
gX(f−1(A) ∩ f−1(B))

gX(f−1(B))
= gX(f−1(A)|f−1(B)).

Òàêèì îáðàçîì, gX(∗|B) = gY (∗|f(B)), ò.å. ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò èç 2) è òîãî, ÷òî

qY (A) =
gY (A ∩B)
gY (B)

=
gX(f−1(A) ∩ f−1(B))

gX(f−1(B))
, ò.å. gY � îáîáùåííàÿ òî÷íàÿ íèæíÿÿ
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âåðîÿòíîñòü ïî ñâîéñòâó 2).
4) Äîêàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî, êàê è (5).
5) Ïóñòü gX � òî÷íàÿ íèæíÿÿ âåðîÿòíîñòü è B ∈ AY . Âûáåðåì âåðîÿòíîñò-

íóþ ìåðó PX òàêèì îáðàçîì, ÷òî PX > gX è PX(f−1(B)) = gX(f−1(B)). Òîãäà
âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà PY = f(PX) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì:
PY (B) = gY (B) è PY > gY , ò.å. gY � òî÷íàÿ íèæíÿÿ âåðîÿòíîñòü.

6) Ïóñòü gX � 2-ìîíîòîííàÿ ìåðà è A ⊆ B ⊆ Y . Âûáåðåì âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó
PX òàêèì îáðàçîì, ÷òî PX > gX è PX(f−1(A)) = gX(f−1(A)), PX(f−1(B)) =
gX(f−1(B)). Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê f−1(A) ⊆ f−1(B). Äàëåå çàìå÷àåì, ÷òî
âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà PY = f(PX) óäîâëåòâîðÿåò âñåì íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì:
PY > gY , PY (A) = gY (A) è PY (B) = gY (B), ò.å. gY � ýòî 2-ìîíîòîííàÿ ìåðà.

7) Ïóñòü gX � ìåðà äîâåðèÿ, òîãäà åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå âûïóêëîé êîì-

áèíàöèè ïðèìèòèâíûõ ìåð íåîáõîäèìîñòè gX =
n∑
i=1

αiNX,i, ãäå αi > 0,
n∑
i=1

αi = 1

è NX,i - ïðèìèòèâíûå ìåðû íåîáõîäèìîñòè. Ïóñòü NY,i = f(NX,i), i = 1, 2, ..., n.
Òîãäà, èñïîëüçóÿ äîêàçàííûå ñâîéñòâà 1) è 6) òåîðåìû, à òàêæå óòâåðæäåíèå 5,

ïîëó÷èì gY =
n∑
i=1

αiNY,i, ò.å. gY ÿâëÿåòñÿ ìåðîé äîâåðèÿ, ïîñêîëüêó ïðåäñòàâëÿ-

åòñÿ â âèäå âûïóêëîé êîìáèíàöèè ïðèìèòèâíûõ ìåð íåîáõîäèìîñòè NY,i.
Ïîëíîñòüþ äîêàçàòü óòâåðæäåíèå äëÿ âåðõíèõ âåðîÿòíîñòåé, òî÷íûõ âåðõíèõ

âåðîÿòíîñòåé, 2-àëüòåðíèðóþùèõ ìåð, ìåð ïðàâäîïîäîáèÿ è âîçìîæíîñòè ìîæíî,
èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà 2), 3), 4), 5), 6), îòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè íå÷åòêèõ ìåð, à
òàêæå óòâåðæäåíèå 4.

8) Ïóñòü gX � ìåðà íåîáõîäèìîñòè, òîãäà äëÿ ëþáûõ A,B ∈ AX gX(A ∩B) =
min (gX(A), gX(B)). Ïðîâåðèì, áóäåò ëè ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ìåðû
gY = f(gX). Ïóñòü A,B ∈ AY , òîãäà f−1(A ∩ B) = f−1(A) ∩ f−1(B), ïîñêîëü-
êó f � ôóíêöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå. Ïîýòîìó gY (A ∩ B) = gX(f−1(A ∩ B)) =
min

[
gX(f−1(A)), gX(f−1(B))

]
= min (gY (A), gY (B)), ò.å. gY � ìåðà íåîáõîäèìî-

ñòè.
9) Ñëåäóåò èç ïðèíöèïà îáîáùåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð. �
Çàìå÷àíèå 1. Óòâåðæäåíèå 5 ôàêòè÷åñêè îòðàæàåò ñëåäóþùèé ôàêò: åñëè

íå÷åòêàÿ ìåðà gX ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíîé, èëè íèæíåé âåðîÿòíîñòüþ, . . . è ò.ä.,
íà àëãåáðå ñîáûòèé A1, òî îíà áóäåò îáëàäàòü òåì æå ñâîéñòâîì è íà àëãåáðå
A2 ⊆ A1. Ïîêàæåì, êàê ïîëó÷àåòñÿ àëãåáðà A2 ïðè ïîìîùè ôóíêöèîíàëüíîãî
ñîîòâåòñòâèÿ f :

1) f èíäóöèðóåò àëãåáðó AY = f(A1) ïðîñòðàíñòâà Y ;
2) ðàññìîòðèì îáðàòíîå îòîáðàæåíèå A2 = f−1(AY ). Ïîñêîëüêó f � ôóíêöè-

îíàëüíîå îòîáðàæåíèå, àëãåáðà A2 ⊆ A1.
Çàìå÷àíèå 2. ßñíî, ÷òî íå ëþáîå ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ôóíêöèîíàëü-

íîì îòîáðàæåíèè. Òàê, íàïðèìåð, ëþáóþ ïðîòèâîðå÷èâóþ ìåðó ìîæíî îòîá-
ðàçèòü íà íåïðîòèâîðå÷èâóþ ìåðó, â ÷àñòíîñòè, íà ïðèìèòèâíóþ âåðîÿòíîñò-
íóþ ìåðó. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà
X = {x1, x2, ..., xN} íà ïðîñòðàíñòâî Y = {y} ïî ïðàâèëó f(xi) = y. Â ýòîì
ñëó÷àå ëþáàÿ íå÷åòêàÿ ìåðà gX íà AX îòîáðàæàåòñÿ íà ïðèìèòèâíóþ âåðîÿò-
íîñòíóþ ìåðó gY ïðîñòðàíñòâà Y .

8. Íå÷åòêèå âåëè÷èíû

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, êàê è â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ìîæíî îïðåäåëèòü ïî-
íÿòèå íå÷åòêîé âåëè÷èíû. Ïðè ýòîì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
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êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé íå÷åòêîé âåëè÷èíû6.
Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü X = {x1, x2, ..., xN} � íå÷åòêîå ïðîñòðàíñòâî, íà êî-

òîðîì îïðåäåëåíà íå÷åòêàÿ ìåðà gX . Òîãäà ëþáàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f(x),
x ∈ X, íàçûâàåòñÿ íå÷åòêîé âåëè÷èíîé ξ = f(x).

ßñíî, ÷òî íå÷åòêàÿ âåëè÷èíà îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå íå÷åòêîñòè íà âåùå-
ñòâåííîé îñè. Ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ýòî ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîæå-
ñòâå Y = f(X). Òàêèì îáðàçîì, èçó÷àòü íå÷åòêóþ âåëè÷èíó ξ ìîæíî, èññëåäóÿ
íå÷åòêóþ ìåðó gY = f(gX).

Ïóñòü ìåðà gX � ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé íèæíåé âåðîÿòíîñòüþ, òîãäà gY � ýòî òîæå
òî÷íàÿ íèæíÿÿ âåðîÿòíîñòü. Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå gY (A) = gX(ξ ∈ A) äàåò
òî÷íóþ íèæíþþ îöåíêó âåðîÿòíîñòè P (ξ ∈ A). Äðóãèìè ñëîâàìè, íå÷åòêàÿ âå-
ëè÷èíà ξ îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû òåì, ÷òî òî÷íûé çàêîí åå
ðàñïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòåí, à èçâåñòíû ëèøü îöåíêè âåðîÿòíîñòåé. Ïðè ýòîì, åñëè
gY � íèæíÿÿ âåðîÿòíîñòü, òî âåëè÷èíà ξ èìååò âåðîÿòíîñòíûé çàêîí ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé èç ñåìåéñòâà âåðîÿòíîñòíûõ
ìåð Ξ = {P |P > gY }. Ñ ó÷åòîì ýòîãî, äëÿ íå÷åòêîé âåëè÷èíû ξ ìîæíî ââåñòè
â ðàññìîòðåíèå êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ìîìåíòîâ
ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ, äèñïåðñèè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) âåëè÷èíà M [ξ] = inf
P∈Ξ

m∑
i=1

P{yi}yi íàçûâàåòñÿ òî÷íîé íèæíåé îöåíêîé ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ íå÷åòêîé âåëè÷èíû ξ7.

2) âåëè÷èíà M [ξ] = sup
P∈Ξ

m∑
i=1

P{yi}yi íàçûâàåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé îöåíêîé ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ íå÷åòêîé âåëè÷èíû ξ.
3) M [ξn], M [ξn] � ñîîòâåòñòâåííî òî÷íûå âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè ìîìåíòà

n-òîãî ïîðÿäêà;

4) âåëè÷èíà D[ξ] = sup
P∈Ξ

(
m∑
i=1

P{yi}y2
i −

[
m∑
i=1

P{yi}yi
]2
)

íàçûâàåòñÿ òî÷íîé

âåðõíåé îöåíêîé äèñïåðñèè íå÷åòêîé âåëè÷èíû ξ.
Ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû äàþò ïðåäñòàâëåíèå, êàê íàõîäèòü óêàçàííûå õàðàê-

òåðèñòèêè äëÿ ïðîñòåéøèõ ñåìåéñòâ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð Ξ.
Óòâåðæäåíèå 6. Ïóñòü íå÷åòêàÿ âåëè÷èíà ξ îïèñûâàåòñÿ ñåìåéñòâîì âå-

ðîÿòíîñòíûõ ìåð Ξ = {P = αP1 + βP2|α+ β = 1, α, β > 0}. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà Pi, i = 1, 2, îïèñûâàåò âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξi, òîãäà M [ξ] = min {M [ξ1],M [ξ2]} .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P = αP1 + (1− α)P2, ãäå α ∈ [0, 1]. Òîãäà

M [ξ] = inf
α∈[0,1]

m∑
i=1

(αP1{yi}+ (1− α)P2{yi}) yi =

= inf
α∈[0,1]

(αM [ξ1] + (1− α)M [ξ2]) = min {M [ξ1],M [ξ2]} .

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.�

6Â [18] íå äåëàåòñÿ ðàçëè÷èÿ ìåæäó íå÷åòêîé âåëè÷èíîé è ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Â íåêîòî-
ðîì ñìûñëå ðàññìàòðèâàåìûå çäåñü íå÷åòêèå âåëè÷èíû ìîæíî ñ÷èòàòü ¾íåòî÷íî çàäàííûìè¿
ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

7Äðóãîé áîëåå îáùåé ìîäåëüþ íåòî÷íûõ âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ çàäàíèå íèæíèõ (âåðõíèõ)
îöåíîê ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèé [4, 5]. Õîòÿ ýòà ìîäåëü ïîçâîëÿåò äåëàòü áîëåå òî÷-
íûå âûâîäû, íî, ïî-âèäèìîìó, íàèáîëåå îïòèìàëüíàÿ ìîäåëü äîëæíà áûòü ðåçóëüòàòîì êîì-
ïðîìèññà ìåæäó òî÷íîñòüþ è ñëîæíîñòüþ ìîäåëè.
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Ñëåäñòâèå. Ïóñòü íå÷åòêàÿ âåëè÷èíà ξ îïèñûâàåòñÿ ñåìåéñòâîì âåðîÿò-

íîñòíûõ ìåð Ξ =

{
P =

k∑
i=1

αiPi|
k∑
i=1

αi = 1, αi > 0

}
. Ââåäåì òàêæå â ðàññìîò-

ðåíèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξi, îïèñûâàåìûå âåðîÿòíîñòíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè
Pi, òîãäà M [ξ] = min

i=1,...,k
{M [ξi]}.

Óòâåðæäåíèå 7. Ïóñòü íå÷åòêàÿ âåëè÷èíà ξ îïèñûâàåòñÿ ñåìåéñòâîì âå-
ðîÿòíîñòíûõ ìåð Ξ = {P = (α+ 0, 5)P1 + (0, 5− α)P2| |α| 6 0, 5}. Ââåäåì òàê-
æå â ðàññìîòðåíèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξi, îïèñûâàåìûå âåðîÿòíîñòíûìè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿìè Pi, òîãäà

1) D[ξ] = max {D[ξ1], D[ξ2]}, åñëè |D[ξ1]−D[ξ2]| > (M [ξ1]−M [ξ2])
2
;

2) D[ξ] =
(D[ξ1]−D[ξ2])

2

4 (M [ξ1]−M [ξ2])
2 + 1

4 (M [ξ1]−M [ξ2])
2
+ 1

2 (D[ξ1] +D[ξ2]), â ïðîòèâ-

íîì ñëó÷àå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ D[ξ] = sup

α∈[−0,5,0,5]

Q(α), ãäå

Q(α) =

m∑
i=1

((α+ 0, 5)P1{yi}+ (−α+ 0, 5)P2{yi}) y2
i =

−

[
m∑
i=1

((α+ 0, 5)P1{yi}+ (−α+ 0, 5)P2{yi}) yi

]2

.

Óïðîùàÿ Q(α), ïîëó÷èì

Q(α) = −α2 (M [ξ1]−M [ξ2])
2

+ α (D[ξ1]−D[ξ2]) +

+0, 5 (D[ξ1]−D[ξ2]) + 0, 25 (M [ξ1] +M [ξ2])
2
.

ßñíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí Q(α) â òî÷êå α =
D[ξ1]−D[ξ2]

2 (M [ξ1]−M [ξ2])
2 èìååò ìàêñèìóì. Ó÷è-

òûâàÿ îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà α, è ïîäñòàâëÿÿ α â âûðàæåíèå äëÿ Q(α),
ëåãêî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ.�

Ôîðìóëó óòâåðæäåíèÿ 7 ìîæíî óïðîñòèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèÿ 7. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ, óêàçàííûå â

óòâåðæäåíèè 7, ïðè÷åì D[ξ1] > D[ξ2], òîãäà

D[ξ] = 0, 25 (k − 1)
2

(M [ξ1]−M [ξ2])
2

+D[ξ1],

ãäå k = min

{
D[ξ1]−D[ξ2]

(M [ξ1]−M [ξ2])
2 , 1

}
.

Ðàññìîòðèì, êàê íàõîäèòü òî÷íûå íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ, åñëè íå÷åòêàÿ âåëè÷èíà îïèñûâàåòñÿ 2-ìîíîòîííîé ìåðîé. Äëÿ ýòîãî
âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé âñïîìîãàòåëüíîé ëåììîé.

Ëåììà 6. Ïóñòü f(x) � íåîòðèöàòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ (èíòåãðèðóåìàÿ)
ôóíêöèÿ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (X,P,A), ïðè÷åì h = sup

x∈X
f(x). Òîãäà

∫
X

f(x)dP (x) =

h∫
0

P {F (α)} dα, (7)

ãäå F (α) = {x ∈ X|f(x) > α}.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ýòó ëåììó âíà÷àëå äëÿ ïðîñòûõ èçìåðèìûõ
ôóíêöèé. Ïóñòü {α1, α2, ..., αm} � ýòî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, êîòîðîå ïðè-
íèìàåò ïðîñòàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, Ai = {x ∈ X|f(x) = αi}. Òîãäà ñîãëàñíî

îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà ïî Ëåáåãó
∫
X

f(x)dP (x) =
m∑
i=1

αiP{Ai}. Ïóñòü α0 = 0, òî-

ãäà
h∫
0

P {F (α)} dα =
m∑
i=1

αi∫
αi−1

P {F (α)} dα. Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè P {F (α)} =

P {F (αi)} ïðè α ∈ (αi−1, αi]. Ïîýòîìó

h∫
0

P {F (α)} dα =

m∑
i=1

P {F (αi)} (αi − αi−1) =

=

m∑
i=1

P {F (αi)}αi −
m−1∑
i=0

P {F (αi+1)}αi =

= P {F (αm)}αm +

m∑
i=1

(P {F (αi)} − P {F (αi+1)})αi − P {F (α1)}α0.

Ïîñêîëüêó P {F (αm)} = P {Am} , F (αi)\F (αi+1) = Ai è α0 = 0, â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì:
h∫
0

P {F (α)} dα =
m∑
i=1

P {Ai}αi, ò.å. ôîðìóëà (7) èñòèííà äëÿ ñëó÷àÿ

ïðîñòûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé.
Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü f(x) � èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà

ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé {fn(x)}∞n=1, ÷òî
fn(x) 6 f(x), lim

n→∞
fn(x) = f(x), è

∫
X

f(x)dP (x) = lim
n→∞

∫
X

fn(x)dP (x). ßñíî, ÷òî

lim
n→∞

Fn(α) = F (α), ãäå Fn(α) = {x ∈ X|fn(x) > α}. Ïîýòîìó

∫
X

f(x)dP (x) = lim
n→∞

∫
X

fn(x)dP (x) = lim
n→∞

h∫
0

P {Fn(α)} dα =

h∫
0

P {F (α)} dα.

Ëåììà äîêàçàíà.�
Òåîðåìà 10. Ïóñòü ξ(ω) � íåîòðèöàòåëüíàÿ íå÷åòêàÿ âåëè÷èíà, çàäàííàÿ

íà êîíå÷íîì íå÷åòêîì ïðîñòðàíñòâå (Ω, µ) è µ � 2-ìîíîòîííàÿ ìåðà. Òîãäà

M [ξ] =

h∫
0

µ {F (α)} dα, (8)

ãäå h = max
ω∈Ω

ξ(ω) è F (α) = {ω ∈ Ω|ξ(ω) > α}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííàÿ òåîðåìà ëåãêî ñëåäóåò èç ëåììû 6. Äåéñòâèòåëü-

íî, ïî îïðåäåëåíèþ M [ξ] = inf
P∈Ξ

∫
Ω

ξ(ω)dP (ω), èëè, èñïîëüçóÿ ëåììó 6, M [ξ] =

inf
P∈Ξ

h∫
0

P {F (α)} dα. Ïî óñëîâèþ äëÿ ëþáîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû P ∈ Ξ, P > µ,

ïîýòîìó M [ξ] >
h∫
0

µ {F (α)} dα. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó íå÷åòêàÿ ìåðà µ ÿâëÿåòñÿ

2-ìîíîòîííîé è ìíîæåñòâà F (α) ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíû îòíîøåíèåì âêëþ÷åíèÿ,
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ò.å. F (α1) ⊇ F (α2), åñëè α1 < α2, òî íàéäåòñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà P , P > µ, ÷òî
P {F (α)} = µ {F (α)} , α ∈ [0, 1], ò.å. ôîðìóëà (8) äàåò òî÷íóþ íèæíþþ îöåíêó
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ íå÷åòêîé âåëè÷èíû.�

Çàìå÷àíèÿ

1. Ôîðìóëó (8) ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ âû÷èñëåíèÿ îöåíîê ìîìåíòîâ
áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Â ýòîì ñëó÷àå h = max

ω∈Ω
ξn(ω) è F (α) =

{ω ∈ Ω|ξn(ω) > α}.

2. Ôîðìóëó (8) ìîæíî ïðèìåíÿòü òàêæå è äëÿ íå÷åòêèõ âåëè÷èí, îïèñûâàå-
ìûõ íå÷åòêèìè ìåðàìè, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ íèæíèìè âåðîÿòíîñòÿìè. Â
ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ íåòî÷íàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-
íèÿ.

3. Ïóñòü µ � ýòî 2-àëüòåðíèðóþùàÿ ìåðà, òîãäà ôîðìóëà (8) äàåò òî÷íóþ
âåðõíþþ îöåíêó ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ íå÷åòêîé âåëè÷èíû.

4. Çàìå÷àíèå 2 òàêæå ñïðàâåäëèâî è äëÿ âåðõíèõ âåðîÿòíîñòåé.

5. Ôîðìóëà (8) � ýòî íè÷òî èíîå, êàê èíòåãðàë Øîêå [18] ïî íå÷åòêîé ìåðå.

Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîì èññëåäîâàíèè áûëà ðàññìîòðåíà ìîäåëü íåòî÷íûõ âåðîÿòíîñòåé, îñ-
íîâàííàÿ íà òåîðèè íå÷åòêèõ ìåð. Ïðè ýòîì îïèñàíèå îñíîâíûõ áàçîâûõ ïîíÿòèé,
òàêèõ, êàê óñëîâíàÿ íå÷åòêàÿ ìåðà, ïðèíöèï îáîáùåíèÿ, íå÷åòêàÿ âåëè÷èíà, åå
õàðàêòåðèñòèêè, ñòðîèëîñü ïîäîáíûì îáðàçîì, êàê è â êëàññè÷åñêîé òåîðèè âåðî-
ÿòíîñòåé. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â îñíîâå äàííîãî ïîñòðîåíèÿ ëåæàò ñåìåéñòâà âåðîÿò-
íîñòíûõ ìåð, èç êîòîðûõ âûòåêàåò âåðîÿòíîñòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ íå÷åòêèõ ìåð,
êîãäà ìû ðàññìàòðèâàåì èõ â êà÷åñòâå âåðõíèõ èëè íèæíèõ îöåíîê âåðîÿòíîñòåé.
Âîçìîæíû è äðóãèå âàðèàíòû ïîñòðîåíèÿ îñíîâíûõ áàçîâûõ ïîíÿòèé. Íàïðèìåð,
ìîæíî ñòðîèòü óñëîâíóþ íå÷åòêóþ ìåðó, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå áàçîâîãî ñëåäóþ-
ùåå âûðàæåíèå P (A∩B) = P (A|B)P (B), ò.å. ìîæíî ïûòàòüñÿ âûáèðàòü óñëîâíóþ
íå÷åòêóþ ìåðó òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èç óñëîâíîãî è áåçóñëîâíîãî íå÷åòêîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå. Òàêàÿ ìîäåëü
îêàçûâàåòñÿ áëèçêîé ïî õàðàêòåðó ê ìîäåëÿì íåòî÷íûõ âåðîÿòíîñòåé âòîðîãî
ïîðÿäêà [5, 19], è ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïîäõîäÿùåé äëÿ ìîäåëåé íåòî÷íîãî âåðîÿò-
íîñòíîãî âûâîäà. Äðóãîé âàðèàíò îáîáùåíèÿ ðàññìîòðåííûõ ïîíÿòèé ñâÿçàí ñ
ðàññìîòðåíèåì àíàëîãè÷íûõ êîíñòðóêöèé â ðàìêàõ îáîáùåííûõ òî÷íûõ âåðîÿò-
íîñòåé. Â ýòîì ñëó÷àå ìû äîëæíû ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâà íå âåðîÿòíîñòíûõ
ìåð, à íåíîðìèðîâàííûõ àääèòèâíûõ ìåð (ñì. ðàçäåë 4 â [1]) è ÷èñëîâûå õàðàêòå-
ðèñòèêè íå÷åòêèõ âåëè÷èí ñëåäóåò ðàññ÷èòûâàòü ïî ìíîæåñòâó Ξ = {P |P > gY }
íåíîðìèðîâàííûõ àääèòèâíûõ ìåð P , êîòîðûå ìàæîðèðóþò ñâåðõó îáîáùåííóþ
òî÷íóþ íèæíþþ âåðîÿòíîñòü gY . Ýòî ïîçâîëèò ðàñøèðèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòà-
òû íà áîëåå øèðîêèé êëàññ íèæíèõ âåðîÿòíîñòåé. Äàëüíåéøèå îáîáùåíèÿ äàí-
íûõ ïîíÿòèé íà âñå ìíîæåñòâî íå÷åòêèõ ìåð ìîæåò ïðîâîäèòüñÿ, íàïðèìåð, çà
ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ òðåáîâàíèÿ ìîíîòîííîñòè, êàê ýòî äåëàåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè
îïðåäåëåíèè óñëîâíûõ ìîíîòîííûõ ìåð â [20]. Çà ïðåäåëàìè äàííîãî èññëåäîâà-
íèÿ îñòàëîñü ìíîãî äðóãèõ âàæíûõ ïðîáëåì. Êàê, íàïðèìåð, îïðåäåëèòü íåçà-
âèñèìîñòü èëè äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå íå÷åòêèõ ìåð? Êàê îòìå÷àëîñü âûøå,
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äàííûå ïðîáëåìû òàêæå ïîêà åùå íå èìåþò îäíîçíà÷íîãî ðåøåíèÿ. Àâòîðû äàí-
íîé ñòàòüè ñêëîíÿþòñÿ ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ äåêàðòîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Ïóñòü gX , gY � òî÷íûå íèæíèå âåðîÿòíîñòè, îïðåäåëåííûå íà êîíå÷íûõ àëãåáðàõ
AX è AY êîíå÷íûõ ïðîñòðàíñòâ X è Y , òîãäà äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå gX × gY íà
àëãåáðå AX × AY ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå:

gX × gY = ∧
PX∈ΞX ,PY ∈ΞY

PX × PY ,

ãäå ΞX = {PX |PX > gX} , ΞY = {PY |PY > gY }. Äàííîå îïðåäåëåíèå ëåãêî ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ íà îáîáùåííûå òî÷íûå íèæíèå âåðîÿòíîñòè. Äðóãèå îáîáùåíèÿ
òàêæå ìîãóò ïðîâîäèòüñÿ ñ ïîìîùüþ òðåáîâàíèÿ ìîíîòîííîñòè [5, 21].

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ìîãóò òàêæå ïðîâîäèòüñÿ è ïî ïðàêòè÷åñêîìó èñ-
ïîëüçîâàíèþ ïðåäëîæåííûõ êîíñòðóêöèé â èíòåðâàëüíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäå-
ëÿõ, â ðàñïîçíàâàíèè îáðàçîâ, ïðèáëèæåííûõ ðàññóæäåíèÿõ. Ñëåäóåò ïîä÷åðê-
íóòü, ÷òî ìíîãèå ìîäåëè ïðèáëèæåííûõ ðàññóæäåíèé, îñíîâàííûå íà òåîðèè âîç-
ìîæíîñòåé [5, 17], ìîæíî îáîñíîâàòü â ðàìêàõ ïîíÿòèé íèæíåé (âåðõíåé) âåðî-
ÿòíîñòè.
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