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ÃÎÌÎÌÎÐÔÈÇÌÛ È ÊÎÍÃÐÓÝÍÒÍÎÑÒÈ ÈÃÐ
Ñ ÎÒÍÎØÅÍÈßÌÈ ÏÐÅÄÏÎ×ÒÅÍÈß

Èãðà äâóõ èãðîêîâ ñ îòíîøåíèÿìè ïðåäïî÷òåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñè-
ñòåìà îáúåêòîâ

G = 〈X, Y, A, ρ1, ρ2, F 〉,

ãäå X � ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé èãðîêà 1, Y � ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé èã-
ðîêà 2, A � ìíîæåñòâî èñõîäîâ, ρi � îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ èãðî-
êà i, i = 1, 2, çàäàííîå íà A, F � îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà ñèòóàöèé
X × Y â ìíîæåñòâî èñõîäîâ A.

Ïóñòü òåïåðü, êðîìå èãðû G, çàäàíà åùå îäíà èãðà ñ îòíîøåíèÿìè
ïðåäïî÷òåíèÿ òåõ æå èãðîêîâ Γ = 〈U, V, B, σ1, σ2, Φ〉.

Îïðåäåëåíèå 1. Òðîéêà îòîáðàæåíèé (ϕ1, ϕ2, ψ), ãäå ϕ1 : X → U,

ϕ2 : Y → V, ψ : A→ B, íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì èãðû G â èãðó Γ,
åñëè äëÿ i = 1, 2 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

a1

ρi

. a2 ⇒ ψ(a1)
σi
. ψ(a2), (i = 1, 2), (H1)

ψ ◦ F = Φ ◦ (ϕ1�ϕ2). (H2)

Îïðåäåëåíèå 2. Òðîéêà îòîáðàæåíèé (ϕ1, ϕ2, ψ), ãäå ϕ1 : X → U,

ϕ2 : Y → V, ψ : A→ B, íàçûâàåòñÿ ñòðîãèì ãîìîìîðôèçìîì èãðû G â
èãðó Γ, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ (çäåñü ρ∗i åñòü ñòðîãàÿ
÷àñòü, à ρsi � ñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü îòíîøåíèÿ ρi):

a1

ρ∗i
< a2 ⇒ ψ(a1)

σ∗i
< ψ(a2), (i = 1, 2), (H1a)

a1
ρsi∼ a2 ⇒ ψ(a1)

σsi∼ ψ(a2) (i = 1, 2) (H1b)

è óñëîâèå (H2).
ßñíî, ÷òî ñòðîãèé ãîìîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, íî îáðàò-

íîå íåâåðíî.
Åñëè ϕ1 � îòîáðàæåíèå X íà U , ϕ2 � îòîáðàæåíèå Y íà V (ò.å.

ýòè îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñþðúåêöèÿìè), òî ãîìîìîðôèçì (ϕ1, ϕ2, ψ)
íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíûì èëè ãîìîìîðôèçìîì èãðû G íà èãðó Γ. Åñëè
æå îòîáðàæåíèÿ ϕ1, ϕ2 è ψ ÿâëÿþòñÿ áèåêöèÿìè è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

a1

ρi

. a2 ⇔ ψ(a1)
σi
. ψ(a2), i = 1, 2, (1)
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òî ãîìîìîðôèçì (ϕ1, ϕ2, ψ) íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì èãðû G íà èãðó Γ.
Äâå èãðû ñ îòíîøåíèÿìè ïðåäïî÷òåíèÿ íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñ-
ëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì îäíîé èç íèõ íà äðóãóþ. Åñëè îòîáðàæåíèÿ
ϕ1, ϕ2 è ψ èíúåêòèâíû è â óñëîâèè (1) âìåñòî ⇔ âûïîëíåíà èìïëèêà-
öèÿ ⇒, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïåðâàÿ èãðà èçîìîðôíî âêëàäûâàåòñÿ âî
âòîðóþ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü G = 〈X, Y, A, ρ1, ρ2, F 〉 � èãðà ñ îòíîøåíèÿìè
ïðåäïî÷òåíèÿ. Ïóñòü íà ìíîæåñòâàõ ñòðàòåãèé èãðîêîâ è ìíîæåñòâå
èñõîäîâ çàäàíû îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ε1 ⊆ X2, ε2 ⊆ Y 2, ε3 ⊆ A2

è äëÿ òðîéêè ýêâèâàëåíòíîñòåé ε = (ε1, ε2, ε3) âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå
óñëîâèå ñîãëàñîâàííîñòè:

x′
ε1≡ x

y′
ε2≡ y

}
⇒ F (x′, y′)

ε3≡ F (x, y). (2)

Òîãäà îïðåäåëåíà ôàêòîð-èãðà

G/ ε = 〈X/ ε1, Y / ε2, A/ ε3, ρ1/ ε3, ρ2/ ε3, Fε〉

ñ îòíîøåíèÿìè ïðåäïî÷òåíèÿ, è òðîéêà êàíîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé
ϕ = (ϕε1, ϕε2, ϕε3) ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì G íà G/ ε.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ðåàëèçàöèè Fε èãðû G/ ε óñëîâèåì:

Fε([x]ε1 , [y]ε2)
df
= [F (x, y)]ε3.

Ïîêàæåì, ÷òî îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ Fε êîððåêòíî, ò.å. íå çàâèñèò
îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòåé. Äåéñòâèòåëüíî,
âîçüìåì äðóãèõ ïðåäñòàâèòåëåé ýòèõ êëàññîâ x′ ∈ [x]ε1 , y

′ ∈ [y]ε2. Òîãäà

x′
ε1≡ x, y′

ε2≡ y, îòñþäà ïî óñëîâèþ ñîãëàñîâàííîñòè F (x′, y′)
ε3≡ F (x, y),

ò.å. [F (x′, y′)]ε3 = [F (x, y)]ε3. Òàêèì îáðàçîì, êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ
îòîáðàæåíèÿ Fε ñâîäèòñÿ ê âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ ñîãëàñîâàííîñòè.

Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ðåàëèçàöèè Fε ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå
Fε(ϕε1(x), ϕε2(y)) = ϕε3(F (x, y)). Òàêèì îáðàçîì, çäåñü âûïîëíåíî óñëî-
âèå (H2) ãîìîìîðôèçìà, ïðè÷åì ψ = ϕε3, Φ = Fε, ϕ1 = ϕε1, ϕ2 =
= ϕε2. Óñëîâèå (H1) ãîìîìîðôèçìà âûïîëíÿåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ ôàêòîð-
îòíîøåíèÿ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü G, Γ � äâå èãðû ñ îòíîøåíèÿìè ïðåäïî÷òåíèÿ
è òðîéêà îòîáðàæåíèé ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) � ãîìîìîðôèçì G íà Γ.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) òðîéêà îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè εϕ = (εϕ1

, εϕ2
, εϕ3

), êàæäîå
èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÿäðî ñîîòâåòñòâóþùåãî îòîáðàæåíèÿ,

64



óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñîãëàñîâàííîñòè (2), ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïî-
ñòðîèòü ôàêòîð-èãðó G/ εϕ;

2) ñóùåñòâóåò òðîéêà îòîáðàæåíèé θ = (θ1, θ2, θ3) èç èãðû G/ εϕ
â Γ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôíûì âëîæåíèåì G/ εϕ â Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1. Ïî îïðåäåëåíèþ âûïîëíÿþòñÿ ðàâíîñèëüíîñòè:

x′
εϕ1≡ x⇔ ϕ1(x

′) = ϕ1(x);

y′
εϕ2≡ y ⇔ ϕ2(y

′) = ϕ2(y);

a′
εϕ3≡ a⇔ ϕ3(a

′) = ϕ3(a).

Êàæäîå èç îòíîøåíèé (εϕ1
, εϕ2

, εϕ3
) ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâè-

âàëåíòíîñòè. Ïðîâåðèì óñëîâèå ñîãëàñîâàííîñòè, êîòîðîå ñâîäèòñÿ
çäåñü ê âûïîëíåíèþ ðàâåíñòâà ϕε3(F (x′, y′)) = ϕε3(F (x, y)). Òàê êàê
(ϕ1, ϕ2, ϕ3) � ãîìîìîðôèçì, òî äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî ïðèíèìàåò
âèä Φ(ϕ1(x

′), ϕ2(y
′)) = Φ(ϕ1(x), ϕ2(y)), à òàê êàê ϕ1(x

′) = ϕ1(x),
ϕ2(y

′) = ϕ2(y), òî äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî î÷åâèäíî. Ïî òåîðåìå 1 ìîæíî
ïîñòðîèòü ôàêòîð-èãðó G/ εϕ, ïðè÷åì òðîéêà êàíîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé
áóäåò ñþðúåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì G íà G/ εϕ.

2. Ñòðîèì èçîìîðôíîå âëîæåíèå èãðû G/ εϕ â èãðó Γ ïî ïðàâè-
ëó: θ1([x]εϕ1) = ϕ1(x), θ2([y]εϕ2) = ϕ2(y), θ3([a]εϕ3) = ϕ3(a). Óáåäèìñÿ, ÷òî
îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèé θ1, θ2, θ3 êîððåêòíû, ò.å. êàæäîå èç óêàçàííûõ
îòîáðàæåíèé íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿ èç ñîîòâåòñòâóþùåãî
êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïóñòü x′ è x íàõîäÿòñÿ â îäíîì è òîì æå êëàññå,

òîãäà x′
εϕ1≡ x, îòêóäà ϕ1(x

′) = ϕ1(x). Àíàëîãè÷íî óáåæäàåìñÿ â êîððåêò-
íîñòè îïðåäåëåíèé θ2, θ3.

Äîêàæåì èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèé θ1, θ2, θ3 (íàïðèìåð, äëÿ θ1).
Èíúåêòèâíîñòü ñëåäóåò èç öåïî÷êè ðàâíîñèëüíîñòåé

θ1([x
′]εϕ1) = θ1([x]εϕ1)⇔ ϕ1(x

′) = ϕ1(x)⇔ x′
εϕ1≡ x⇔ [x′]εϕ1 = [x]εϕ1 .

Ïðîâåðèì, ÷òî òðîéêà îòîáðàæåíèé (θ1, θ2, θ3) ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèç-
ìîì èç èãðû G/ εϕ â Γ.

Óáåäèìñÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (H1). Ïóñòü
(
[a1]εϕ3 , [a2]εϕ3

)
∈

∈ ρi/ εϕ3
. Òîãäà ∃a′1

εϕ3≡ a1, a
′
2

εϕ3≡ a2 (ò.å. ϕ3(a
′
1) = ϕ3(a1), ϕ3(a

′
2) = ϕ3(a2))

(a′1, a
′
2) ∈ ρi; òàê êàê ϕ � ãîìîìîðôèçì, òî (ϕ3(a

′
1), ϕ3(a

′
2)) ∈ σi. Èñïîëü-

çóÿ íàïèñàííûå âûøå ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì (ϕ3(a1), ϕ3(a2)) ∈ σi. Ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ θ3 ïîëó÷àåì

(
θ3([a1]εϕ3), θ3([a2]εϕ3)

)
∈ σi.
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Óñëîâèå (H2) ïðèíèìàåò âèä

θ3(Fε([x]εϕ1 , [y]εϕ2)) = Φ(θ1([x]εϕ1), θ2([y]εϕ2)).

Çàïèøåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

θ3(Fε([x]εϕ1 , [y]εϕ2)) = θ3([F (x, y)]εϕ3) = ϕ3(F (x, y));

òàê êàê ϕ � ãîìîìîðôèçì, òî

ϕ3(F (x, y)) = Φ(ϕ1(x), ϕ2(y)) = Φ(θ1([x]εϕ1), θ2([y]εϕ2)).

Îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ â (1) ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ. Òàêèì îáðàçîì,
òðîéêà îòîáðàæåíèé (θ1, θ2, θ3) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôíûì âëîæåíèåì ôàêòîð-
èãðû G/ εϕ â èãðó Γ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÓÄÊ 517.518.85

Ñ.Ï. Ñèäîðîâ

ÎØÈÁÊÀ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÉ ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈÈ
ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÛÌÈ ÀËÃÎÐÈÒÌÀÌÈ

ÏóñòüW åñòü çàìêíóòîå óðàâíîâåøåííîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî ëè-
íåéíîãî ïðîñòðàíñòâà X. Ðàññìîòðèì ïðîáëåìó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà L íà îñíîâå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëîâ l1, . . . , ln. Äëÿ f ∈ W ïîëîæèì

If := (l1f, . . . , lnf).

Îïåðàòîð I : W → Rn íàçûâàåòñÿ èíôîðìàöèîííûì.
Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèîíàëîâ âîçíèêàþò âî

ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé è ïðèâëåêàþò ïîâû-
øåííîå âíèìàíèå. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ïðåäìåòà ìîæíî íàéòè â ñòàòüå
[1] è êíèãå [2].

Ïóñòü V � íåêîòîðûé êîíóñ â Rn. Ïóñòü Φ(V ) îçíà÷àåò êëàññ âñåõ
ëèíåéíûõ àëãîðèòìîâ A : Rn → R, èñïîëüçóþùèõ èíôîðìàöèþ I, òàêèõ,
÷òî A(v) > 0 äëÿ âñåõ v ∈ V .

Âåëè÷èíà

e(L,W, I, V ) := inf
A∈Φ(V )

sup
f∈W

|Lf − A(If)|
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