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Введение

В литературе, посвященной проблеме политической конкуренции, рас�

сматривается, как правило, два основных типа игроков: политические

партии и избиратели. Предполагается, что существует политическое

пространство, на котором избиратели имеют однозначно определенные

предпочтения (идеальные точки), а все население характеризуется распре�

делением избирателей по идеальным точкам. Выдвигаемые партиями

программы рассматриваются как точки из того же политического прост�

ранства. При этом партии стремятся предложить программу, которая мак�

симизирует их выигрыш.

В зависимости от факторов, влияющих на выигрыш партий, можно

выделить несколько направлений исследований. В [1—4] изучаются моде�

ли с «оппортунистическими» партиями, которые стремятся победить на

выборах или набрать наибольшую долю голосов, не заботясь об итоговой

политике. Известная теорема о медианном избирателе (см. [1]) и ее обоб�

щения характеризуют равновесия Нэша для соответствующих игр. В [5]

также рассматривается модель политической конкуренции с «оппорту�

нистическими» партиями. Однако наряду с «искренними» избирателями,

имеющими предпочтения на множестве политических программ и голосу�

ющими за ту партию, которая предлагает наиболее близкую избирателю

политику (как в [1]), в [5] рассматриваются «впечатлительные» избирате�

ли, чьи предпочтения определяются в зависимости от объемов политичес�

кой рекламы. Показано, что существование лоббистов, выделяющих сред�

ства на рекламу, и «впечатлительных» избирателей влечет расхождение по�

литических программ оппортунистических партий.

В [6] анализируется ситуация, в которой партии являются «идеологи�

ческими», т.е. представляют интересы конкурирующих групп общества и

имеют предпочтения в пространстве политик. В работе рассматривается

случай, когда каждая партия максимизирует свой выигрыш, зависящий от

близости ожидаемой итоговой политики к ее идеальной точке. При этом

предполагается, что вероятности осуществления выдвинутых политичес�

ких платформ пропорциональны долям полученных на выборах голосов.

Затем предложенная модель получила развитие в более поздних исследо�

ваниях. Например, в [7] изучается ситуация, в которой партии выдвигают

кандидатов (также имеющих предпочтения на политическом простран�
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нии, что политическая платформа партии определяется как некоторое ус�

реднение предпочтений входящих в нее агентов. Например, в [13] предла�

гается модель, в которой избиратели финансируют партии и влияние каж�

дого члена партии на ее политическую платформу пропорционально вло�

женным в избирательную кампанию средствам. В [14] исследуется случай,

когда избиратели голосуют «искренне», а платформы партий выбираются

«стратегически» таким образом, чтобы итоговая политика была как мож�

но ближе к идеальной точке медианного члена партии. В [15] рассматри�

вается динамическая модель, в которой, аналогично [14], политические

платформы партий определяются исходя из максимизации выигрыша ме�

дианного члена партии на следующих выборах. Кроме того, в [15] часть

электората является политически активной и в каждый период может сме�

нить партийную принадлежность либо отказаться от участия в выборах.

Однако наиболее часто в данной области исследований встречается

предположение, что политическая платформа партии определяется как

идеальная точка медианного члена партии. Подобный подход используется

в [16—19]. Такое предположение отражает процедуру демократического вы�

бора, так как медиана имеет больше сторонников по сравнению с любой

другой альтернативой.

В настоящей работе рассматривается теоретико�игровая модель эндо�

генного формирования партий, предложенная в [20]. Игроки (агенты)

представлены множеством избирателей, распределенных на одномерном

политическом пространстве в соответствии с их политическими предпоч�

тениями. Политические партии образуются эндогенно как объединения

избирателей. Поведение игроков «рационально», т.е. каждый агент состо�

ит в той партии, от участия в которой он получает наибольший выигрыш.

В этой модели программа партии тоже определяется как медиана

распределения по идеальным точкам агентов, входящих в партию. Основ�

ное отличие от указанных выше работ состоит в предположении, что вы�

игрыш агентов зависит не только от политики партии, но и от ее размера.

Можно дать несколько объяснений такому предположению. Во�первых,

партия является волеизъявителем своих избирателей, поэтому если пар�

тия мала, то ее голос может быть просто не услышан в обществе. Кроме то�

го, известно, что людям присущ конформизм или «стадное чувство»: даже

если политика крупной партии им менее близка, чем политика партии

меньшего размера, люди получают удовлетворение от того, что их партия

популярна и имеет много сторонников. Другим объяснением может слу�

жить предположение, что содержание партии требует определенных рас�

ходов (на партийную работу, ведение избирательной кампании и т.п.), и

чем больше партия, т.е. чем больше людей оплачивают эти издержки, тем

меньше платит каждый участник.
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стве), а те в свою очередь выбирают политическую платформу, исходя из

информации о кандидатах�соперниках. В [8] предложена теоретическая

модель для изучения проблемы влияния общественного финансирования

на программы политических партий. Авторы показывают, что если обще�

ственное финансирование пропорционально зависит от доли голосов, то

это способствует сближению политических программ партий.

Так или иначе, поведение избирателей зависит от предлагаемых пар�

тиями политических программ. Во всех упомянутых моделях политичес�

кая структура общества (т.е. количество партий и их предпочтения) пред�

полагались заданными экзогенно. Однако для стран с переходной эконо�

микой особый интерес представляет вопрос формирования политических

структур. Таким образом, важным и еще недостаточно изученным направ�

лением моделирования политической конкуренции является моделирова�

ние эндогенного формирования партий.

В этой области исследований необходимо отметить ряд работ, посвящен�

ных изучению процесса эндогенного формирования политической структу�

ры общества на основе модели «избиратели — кандидаты» («citizen — candi�

dates»). В [9,10] рассматривается модель выборов независимых кандидатов, в

которой каждый избиратель может выдвинуть себя в качестве кандидата, что

влечет за собой определенные издержки, а предлагаемая кандидатом плат�

форма влияет на итоговую политику. Подобная интерпретация  выборов не

учитывает влияния партий. В [11] приведена модификация этой модели, в ко�

торой введен этап формирования партий и внутрипартийного отбора канди�

датов. Таким образом, кандидаты участвуют в общих выборах, если они побе�

дили на внутренних выборах в партии, от которой они баллотируются.

В [11] все избиратели голосуют «стратегически», т.е. их выигрыш зави�

сит только от реализации итоговой политики и не зависит от того, нас�

колько близка избирателю политическая платформа кандидата, выдвигае�

мого его партией. Предположение о «стратегическом» поведении подразу�

мевает большую осведомленность избирателей, в том числе и о распреде�

лении предпочтений электората. Заметим, что получение такой информа�

ции, особенно в странах с переходной экономикой, требует значительных

затрат, превышающих выигрыш от участия в выборах. Поэтому в данном

исследовании мы отказываемся от такого предположения в пользу «иск�

реннего» поведения избирателей.

В [12] авторы попытались совместить «искренний» и «стратегический»

подходы к голосованию в рамках модели «избиратели — кандидаты». В рабо�

те предложено описание соответствующей модели, однако вопрос о структу�

ре равновесий не исследован.

В определенном смысле альтернативный подход к моделированию эн�

догенного формирования политических структур состоит в предположе�
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контрпримера продемонстрировано, что для пяти агентов устойчивое раз�

биение может не существовать.

В настоящей работе рассматривается модель с континуумом игроков.

Цель данного исследования — определить структуру равновесий Нэша, а

также изучить проблему существования сильных равновесий и количества

партий в равновесии в зависимости от параметров модели. В [25] рассмат�

ривается только случай линейной зависимости выигрыша агента от рассто�

яния между его идеальной точкой и медианой группы, тогда как в данной

работе будут исследованы случаи линейной и квадратичной зависимости и

будет показано, что предположения о характере зависимости функции вы�

игрыша агента от расстояния до политики партии существенно влияют на

устойчивость равновесий Нэша. Кроме того, в отличие от вышеупомяну�

тых работ, в данном исследовании уделяется особое внимание вопросу вли�

яния параметров модели на количество партий в устойчивых политических

структурах. Основное отличие настоящей работы от [20] состоит в рассмат�

риваемых условиях устойчивости равновесий Нэша: нами рассматривается

устойчивость политических структур к образованию любых коалиций, тог�

да как в [20] исследуются два варианта устойчивости: к малым расколам на

границе двух партий и к малым сдвигам границы между двумя партиями.

Причем для возникновения коалиции второго типа в [20] не требуется сог�

ласие всех ее участников, взамен этого выдвигается требование, чтобы в

новой образовавшейся структуре не возникало обратного оттока избирате�

лей. Кроме того, в настоящей работе уделено больше внимания исследова�

нию множества возможных равновесных по Нэшу политических структур.

Далее материал статьи излагается в следующем порядке. В разд. 1 приве�

дено формальное описание модели и постановка решаемых задач. В разд. 2 по�

лучены результаты относительно структуры равновесий Нэша, рассмотрены

вопросы существования сильных равновесий и допустимого количества пар�

тий в равновесии в зависимости от параметров модели. Данные проблемы рас�

смотрены отдельно для случаев линейной и квадратичной зависимости выиг�

рыша избирателя от расстояния между его идеальной точкой и политикой

выбранной им партии. В Заключении сформулированы основные результаты

исследования. Доказательства утверждений приведены в Приложении.
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Необходимо отметить, что рассматриваемая в данной работе модель

имеет много общего с исследованиями в области «project�user configurations».

В подобных моделях общество разбивается на группы для поддержки неко�

торых проектов, и каждый участник проекта несет в связи с этим издержки.

Основные исследуемые вопросы — это существование и устойчивость эф�

фективного (с точки зрения максимизации общего благосостояния участни�

ков) разбиения на проекты. Например, в [21] рассматривается модель обра�

зования стран. Каждый житель страны несет определенные издержки, при�

чем с ростом страны часть издержек, связанная с налогообложением, снижа�

ется, в то же время «транспортные» издержки увеличиваются, так как растет

дифференциация предпочтений населения и, соответственно, государство

перестает удовлетворять требованиям всех своих жителей. В [21] изучается

случай, когда допустимы «побочные платежи», т.е. возможно перераспреде�

ление издержек между жителями страны. Показано, что при использовании

такого предположения существует компенсационная схема, которая делает

эффективное распределение устойчивым к разбиению и миграции. В [22,23]

исследуется аналогичная модель. Авторы доказали, что если побочные пла�

тежи допустимы, то эффективное распределение всегда существует и множе�

ства эффективных и устойчивых распределений совпадают. Кроме того, в

[22] показано, что при отсутствии побочных платежей эффективное распре�

деление может быть неустойчивым к разбиению.

Также отметим модель формирования стран, рассматриваемую в [24].

В этой статье тоже исследуется вопрос, является ли эффективное распре�

деление устойчивым. Однако, в силу содержательных особенностей изуча�

емой модели, условия устойчивости (а следовательно, и результаты) суще�

ственно отличаются от рассматриваемых в настоящей работе. Авторы по�

казывают, что устойчивое в соответствии с требованиями модели распре�

деление существует, но эффективное распределение не является устойчи�

вым. Далее анализируется вопрос построения компенсационных схем, га�

рантирующих устойчивость эффективного распределения.

Однако рассмотрение компенсационных схем имеет смысл только в

моделях, допускающих «побочные платежи» и наличие информации о

функциях выигрыша агентов. При моделировании политической конку�

ренции подобное предположение кажется малоправдоподобным. Среди

исследований, не допускающих побочные платежи, отметим [25]. Автор

изучает дискретную модель горизонтальной дифференциации продукта.

Функция выигрыша агента зависит от размера группы и удаленности аген�

та от центра группы, определяемого как медиана. Основная цель этого ис�

следования — выяснить существование устойчивых к образованию коали�

ций разбиений. Для произвольного распределения агентов на отрезке су�

ществование установлено при количестве участников ≤ 4. С помощью
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Далее основное внимание уделяется двум вариантам зависимости

функции выигрыша от отклонения идеальной точки агента от политики

партии.

П р е д п о л о ж е н и е  A 1 :  линейная зависимость V(∆) = ∆.

П р е д п о л о ж е н и е  A 2 :  квадратичная зависимость V(∆) = ∆2.

Одна из целей данной работы — показать, что предположения о харак�

тере зависимости функции выигрыша агента от расстояния до политики

партии значительно влияют на устойчивость политических структур.

Предполагается, что программа партии определяется как медиана рас�

пределения по идеальным точкам агентов, входящих в эту партию. Обозна�

чим , i = 1, …, n — плотность распределения избирате�

лей партии i на множестве X. Тогда политика партии i определяется из усло�

вия 

Выбор медианы в качестве политики партии не случаен. Доводы в

пользу данного предположения сформулируем в виде двух лемм.

Лемма 1. Выбор медианы в качестве политики партии отражает проце�

дуру демократического выбора, и при сравнении с любой другой альтернативой

медиана всегда будет иметь большее либо равное число сторонников среди из�

бирателей.

Доказательство этого и последующих утверждений приведено в При�

ложении.

Л е м м а  2 .  Пусть функция выигрыша U(x, ri, pi) агента x, состоящего в

партии i, имеет вид (1.1) и, кроме того, V(·) — линейная функция. Тогда полити�

ка pi (медиана распределения случайной величины с плотностью fi(x) на множест�

ве X) является решением оптимизационной задачи .

Лемма 2 показывает, что если выполняется предположение A1, то вы�

бор медианы в качестве политики партии эффективен с точки зрения мак�

симизации суммарного выигрыша (т.е. общего благосостояния) агентов,

состоящих в этой партии.

Таким образом, мы описали процесс формирования структуры поли�

тических партий в виде игры в нормальной форме, игроками в которой яв�

ляются избиратели. Стратегия игрока — выбор партии. Выигрыш игрока

зависит от удаленности его идеальной точки от политики партии, в кото�

рой он состоит, и от размера этой партии.

U x r p f x dxi i
X

p X
, , max( ) ( ) →∫ ∈

Ú Ú  f xi ( )  f x dx dxi

pi

pi

( ) = =
0

1

1
2

.

f x
g x f x dx

ri
i

i

( )=
( ) ( )
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1. Описание модели

Рассмотрим одномерное политическое пространство X = [0,1]. Каждый из�

биратель характеризуется своей идеальной точкой на этом множестве

x ∈ X, соответствующей его политическим предпочтениям. Таким образом,

все множество избирателей разбивается на классы эквивалентности (по

идеальным точкам) и далее для обозначения любого избирателя, идеальная

точка которого равна x, будем также использовать понятия «игрок x» или

«агент x». Все множество избирателей описывается непрерывной функци�

ей распределения по идеальным точкам F(x). Плотность данного распреде�

ления обозначим f(x).
Как и в большинстве теоретических работ, более подробно в этой ра�

боте рассмотрен случай равномерного распределения.

П р е д п о л о ж е н и е  A 0 :  избиратели равномерно распределены по

идеальным точкам на множестве X.

В дальнейшем планируется рассмотреть также более правдоподобные

предположения относительно политических предпочтений электората, а

именно: изучить случаи, когда функция распределения избирателей отра�

жает преобладание радикальных взглядов и когда в обществе преобладают

центристские настроения.

Предполагается, что политические партии образуются эндогенно как

объединения избирателей, каждый из которых примыкает к какой�либо

партии. Обозначим n — количество партий. Политическая программа (по�

литика) pi партии i = 1, …, n представляет собой точку из того же множест�

ва X и зависит от предпочтений избирателей, входящих в эту партию. Каж�

дая партия имеет единственную политическую программу. Далее в работе

для обозначения распределения избирателей по партиям будет использо�

ваться термин «партийная структура».

Партийную структуру можно задать функциями gi(x) i = 1, …, n, кото�

рые показывают долю избирателей с идеальной точкой x, вошедших в i�ю

партию. Тогда размер партии i определяется как ri = ri (gi(·)) = gi(x) f (x)dx.

Заметим, что при таком определении ri ∈ [0,1], ∀i = 1, …, n, и 

Предполагается, что все избиратели действуют «рационально», т.е. каж�

дый агент состоит в той партии, от участия в которой он получает наиболь�

ший выигрыш. Функция выигрыша избирателя с идеальной точкой x растет

пропорционально размеру r партии, к которой он принадлежит, и убывает с

увеличением отклонения идеальной точки агента от политики p партии, т.е.

U(x, r, p) = r – αV (| p – x |), (1.1)

где α ≥ 0, V (·) — монотонно возрастающая на множестве X функция.

1

1.
n

i
i

r
=

=Â
X

Ú
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Заметим, что при выполнении предположений A1, A2 Теорема 1 спра�

ведлива. Далее будем рассматривать только равновесия Нэша, имеющие

структуру, описанную в Теореме 1, и обозначать любое распределение та�

кого типа с помощью вектора P = {0, C1, …, Cn – 1, 1}.

Следующее утверждение носит вспомогательный характер и будет ис�

пользовано в дальнейшем для изучения свойств равновесий Нэша.

Л е м м а  3 .

1) Пусть партийная структура P = {0, C1, …, Cn – 1, 1} является равнове�

сием Нэша. Тогда для любого граничного агента в этой структуре выполня�

ется следующее условие: 

U (Ci, ri, pi) = U (Ci, ri+1, pi+1), ∀i = 1, …, n – 1. (1.3)

2) Пусть избиратели равномерно распределены по идеальным точкам на

множестве X. Тогда любая партийная структура P = {0, C1, …, Cn – 1, 1},

удовлетворяющая условию (1.3), является равновесием Нэша. В частности,

для любого заданного количества партий n разбиение множества X на пар�

тии равного размера P = {0, C1, …, Cn – 1, 1}, где Ci = i/n, ∀i = 1, …, n – 1, явля�

ется равновесием Нэша.

Теперь обратимся к вопросу устойчивости состояний описанной системы.

1.2. Локальная устойчивость и сильные равновесия

Далее в работе будет использоваться предположение A0 о равномерном

распределении избирателей. Таким образом, согласно Лемме 3, равнове�

сием Нэша является любая партийная структура, для которой выполняет�

ся условие (1.3), и, в частности, любое разбиение множества  на партии

равного размера. Как будет показано ниже (в разд. 2), в зависимости от

предположений о конкретном виде функции выигрыша могут существо�

вать и другие равновесия Нэша. Однако, не все равновесия Нэша устойчи�

вы к образованию коалиций. Наша цель — исследовать множество равно�

весий Нэша и определить, какие из равновесий являются сильными рав�

новесиями. Напомним определение сильного равновесия (см. [28]).

О п р е д е л е н и е .  Равновесие Нэша называется сильным равновесием, ес�

ли не существует коалиции агентов (не обязательно связной), такой что всем

членам данной коалиции выгодно объединиться и образовать новую партию.

В разд. 2 будет рассмотрена проблема существования сильных равнове�

сий для функций выигрыша, соответствующих предположениям A1 и A2.

11

1.1. Равновесия Нэша

Вышеуказанное предположение о рациональности поведения агентов

формально означает, что распределение по стратегиям является равнове�

сием Нэша (см. [26], а также [27] для игр с континуумом игроков).

О п р е д е л е н и е .  Равновесием Нэша называется такое распределение

избирателей по партиям, т.е. такой набор функций gi(x), i = 1, …, n, что

∀x ∈ X, ∀j = 1, …, n,  gj (x) > 0 ⇒ j ∈ (x, ri, pi). (1.2)  

То есть распределение избирателей по партиям является равновесием

Нэша, если никому из агентов не выгодно менять свою партийную при�

надлежность в одиночку.

З а м е ч а н и е .  Необходимо отметить, что в общем случае распределе�

ние сторонников партии по идеальным точкам может иметь несколько

медиан, что приводит к неоднозначному определению политической

программы такой партии. Будем считать, что партийная структура являет�

ся равновесием Нэша, только если для каждой партии в этой структуре ус�

ловие (1.2) выполняется для любой медианы распределения сторонников

данной партии по идеальным точкам. Такое предположение не ограничи�

вает общности рассмотрения, так как позволяет исключить только заведо�

мо «нежизнеспособные» равновесия, которые элиминируются при любых

незначительных возмущениях системы.

Следующая теорема дает возможность значительно сузить область по�

иска равновесий Нэша, ограничившись только рассмотрением распреде�

лений избирателей по партиям, имеющим определенную структуру.

Те о р е м а  1  (структура равновесий Нэша). Пусть функция выигрыша

избирателя имеет вид (1.1), где V (·) — монотонно возрастающая выпуклая

функция на X. Тогда в любом равновесии Нэша партийная структура с точ�

ностью до множества агентов меры ноль представляет собой разбиение поли�

тического пространства X на n непересекающихся интервалов (0, C1), (C1, C2),
…, (Cn–1, 1), где каждая партия ассоциируется с единственным интервалом.

То есть в равновесии каждой партии соответствует единственный ин�

тервал, все агенты из которого (за исключением, быть может, множества

игроков меры ноль) являются ее членами (x ∈ (Ci–1, Ci) ⇒ x ∈ партии i,

i = 1, …, n). Граничные агенты C1, C2, …, Cn–1 могут принадлежать как пра�

вой, так и левой партии (что никак не изменит структуру равновесия в си�

лу того, что множество граничных агентов имеет нулевую массу).

max
i

Arg U
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варианта: в случае выполнения предположения A1 она линейно зависит от

отклонения идеальной точки агента от политики партии, в случае выпол�

нения предположения A2 зависимость квадратичная.

2.1. Равновесия Нэша

Те о р е м а  2  (равновесия Нэша в предположении A1). Пусть функция вы�

игрыша избирателя имеет вид U (x, r, p) = r – α |p – x|. Тогда: 

1) Для любого количества партий n и любого α ≥ 0 разбиение множества X на

партии равного размера P = {0, C1, …, Cn–1, 1}, где Ci = i/n, ∀i = 1, …, n – 1,

является равновесием Нэша;

2) Для любого n при α = 2 равновесием Нэша является любое разбиение множе�

ства X на партии P = {0, C1, …, Cn–1, 1};

3) При α ≠ 2 других равновесий Нэша, кроме описанных в п. 1 теоремы, не су�

ществует.

Те о р е м а  3  (равновесия Нэша в предположении A2). Пусть функция

выигрыша избирателя имеет вид U (x, r, p) = r – α (p–x)2. Тогда:

1) Для любого количества партий n и любого α ≥ 0 разбиение множества X на

партии равного размера P = {0, C1,, …, Cn–1, 1}, где Ci = i/n, ∀i = 1, …, n – 1,

является равновесием Нэша;

2) Для любого четного n при α = 2n и любого нечетного n при α ∈ (2 (n – 1),
2 (n +1)) разбиение вида P = {0, C1,, …, Cn–1, 1}, где ri + ri+1 = 4/α, ∀i = 1,

…, n – 1, является равновесием Нэша;

3) Других равновесий Нэша, кроме описанных в п. 1 и 2 теоремы, не суще�

ствует.

Обсудим равновесия Нэша, имеющие структуру, описанную в п. 2 Те�

оремы 3.

Если количество партий нечетное, то структура равновесия имеет вид:

r1 r2 r1 … r1 r2 r1

При фиксированном количестве партий n равновесие Нэша такого ви�

да существует для всех значений α из интервала (2 (n – 1), 2 (n +1)) и для

каждого α размеры партий r1 и r2 определяются однозначно.

Если n четное, то структура имеет вид:

r1 r2 r1 … r1 r2

13

Кроме того, будет изучен вопрос о влиянии параметров модели на допусти�

мое количество партий в сильном равновесии.

Для удобства дальнейшего обсуждения модели введем два дополни�

тельных определения.

Определение. Равновесие Нэша P = {0, C1, …, Cn–1, 1} (для n ≥ 2) устой�

чиво к локальному объединению, если не существует коалиции, состоящей из

двух соседних (т.е. имеющих общего граничного агента) партий, такой что

всем членам данной коалиции выгодно объединиться и образовать новую

партию. То есть ∀i = 1, …, n – 1  ∃x ∈ [Ci – 1, Ci]: U (x, r', p' ) ≤ U (x, ri, pi) либо

∃x ∈ [Ci, Ci +1]: U (x, r', p' ) ≤ U (x, ri +1, pi +1), где r', p' — соответственно размер

и политика коалиции [Ci – 1, Ci +1].

О п р е д е л е н и е .  Равновесие Нэша P = {0, C1,, …, Cn–1, 1} устойчиво к

локальному расколу, если не существует коалиции, являющейся связным

подмножеством избирателей одной партии, такой что всем членам данной

коалиции выгодно объединиться и образовать новую партию. То есть ∀i =

= 1, …, n , ∀[C', C'' ] ⊆ [Ci – 1, Ci] ∃x ∈ [C', C'' ]: U(x, r', p') ≤ U(x, ri, pi), где r', p' —

размер и политика коалиции [C', C'' ].

Заметим, что последние два определения требуют от равновесия Нэша

устойчивости к возникновению коалиций в пределах двух соседних пар�

тий и не затрагивают политическую структуру в целом. Далее будем назы�

вать равновесие Нэша локально устойчивым, если оно устойчиво к локаль�

ному объединению (для n ≥ 2) и расколу.

Очевидно, что любое сильное равновесие является локально устойчи�

вым. В разд. 2 будет показано, что в используемых в работе предположениях

множества локально устойчивых и сильных равновесий Нэша совпадают.

2. Результаты

Приступим к исследованию модели, описанной в разд. 1. Как уже было от�

мечено, нас интересуют ответы на следующие вопросы.

1. Существование равновесий Нэша и их структура.

2. Существование сильных равновесий и их связь с локально устойчивыми

политическими структурами.

3. Как влияют параметры системы на устойчивость равновесий и допусти�

мое количество партий в сильном равновесии.

Модель исследуется в предположении A0 о равномерном распределе�

нии избирателей. Для функции выигрыша рассмотрены два возможных
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1) Сильные равновесия существуют при α ≤ 2. Множества локально устойчи�

вых и сильных равновесий Нэша совпадают.

2) При α < 2 существует единственное сильное равновесие P = {0, 1}, когда

n = 1, т.е. все избиратели являются членами одной партии;

3) При α = 2 любая политическая структура вида P = {0, C1, …, Cn–1, 1} яв�

ляется сильным равновесием.

Те о р е м а  7  (сильные равновесия в предположении A2). Пусть функ�

ция выигрыша избирателя имеет вид U (x, r, p) = r – α (p–x)2. Тогда

1) Сильные равновесия существуют при любом α. Множества локально ус�

тойчивых и сильных равновесий совпадают.

2) При n = 1 (когда все избиратели являются членами одной партии) струк�

тура P = {0, 1} является сильным равновесием, если α ≤ 4.

При n ≥ 2 любое равновесие Нэша P = {0, C1,, …, Cn–1, 1} является сильным

равновесием, если n ≤ α ≤ 4n.

3.3. Влияние параметров системы на количество партий 

в устойчивых структурах

Как следует из Теорем 6 и 7, параметр функции выигрыша  влияет на сущест�

вование сильных равновесий и допустимое количество партий в сильном рав�

новесии. Обсудим значение данного параметра. Воспользуемся экономичес�

кой терминологией. С точки зрения теории потребления (см., например, [29,

30]) параметр функции выигрыша  является характеристикой предельной нор�

мы замещения. Напомним, что предельная норма замещения (marginal rate of

substation, MRS) определяет, насколько надо увеличить потребление одного

блага для сохранения полезности потребителя на постоянном уровне, если

потребление другого блага снижается. В терминах рассматриваемой в данной

работе модели эндогенного формирования партий, предельный уровень за�

мещения определяет, на сколько единиц должен увеличиться размер партии,

чтобы выигрыш избирателя от участия в этой партии не изменился, если по�

литика партии станет на единицу дальше от агента. Таким образом, рассмат�

ривая выигрыш избирателя как функцию двух переменных: размера партии r

и расстояния от идеальной точки избирателя до политики партии ∆ = |p–x|,

получаем, что предельная норма замещения для используемых предположе�

ний о зависимости функции выигрыша избирателя от политики партии равна:

— для предположения A1; (2.1)

— для предположения A2. (2.2)2 2 2A

U
MRS p x

U r
a a∂ ∂D= - = D = -

∂ ∂

1A

U
MRS

U r
a∂ ∂D= - =

∂ ∂

4
3
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При фиксированном количестве партий n равновесие Нэша такого

вида существует только при α = 2n. Причем для этого значения α сущест�

вует континуум равновесий Нэша, так как r1 и r2 могут быть любыми, та�

кими что r1 + r2 = 4/α.

Как следует из Теорем 2 и 3, предположения о виде зависимости функ�

ции выигрыша избирателя от расстояния до политики партии влияют на

множество равновесных по Нэшу политических структур.

2.2. Локальная устойчивость и сильные равновесия

Перейдем к исследованию устойчивости равновесий Нэша. Сначала опре�

делим множества локально устойчивых политических структур, для чего

приведем необходимые и достаточные условия локальной устойчивости.

Те о р е м а  4  (локальная устойчивость в предположении A1). Пусть

функция выигрыша избирателя имеет вид U(x, r, p) = r – α |p–x|. Тогда:

1) Равновесие Нэша P = {0, C1, …, Cn–1, 1} (для n ≥ 2) устойчиво к локальному

объединению тогда и только тогда, когда α ≥ 2;

2) Равновесие Нэша P = {0, C1, …, Cn–1, 1} устойчиво к локальному расколу

тогда и только тогда, когда α ≤ 2.

Те о р е м а  5  (локальная устойчивость в предположении A2). Пусть

функция выигрыша избирателя имеет вид U(x, r, p) = r – α (p–x)2. Тогда

1) Равновесие Нэша P = {0, C1, …, Cn–1, 1} (для n ≥ 2) устойчиво к локальному

объединению тогда и только тогда, когда α ≥ n;

2) Равновесие Нэша P = {0, C1, …, Cn–1, 1} устойчиво к локальному расколу

тогда и только тогда, когда α ≤ 4n.

Таким образом, предположения о зависимости функции выигрыша от

расстояния политики партии до идеальной точки избирателя влияют на

множество локально устойчивых равновесий Нэша. Кроме того, допусти�

мое число партий в локально устойчивом равновесии Нэша зависит от па�

раметра α функции выигрыша. Очевидно, что требование локальной ус�

тойчивости является необходимым условием для того, чтобы политичес�

кая структура являлась сильным равновесием. Далее будет показано, что

все локально устойчивые равновесия являются сильными равновесиями,

если избиратели равномерно распределены на множестве X и выполняет�

ся предположение A1 или A2.

Те о р е м а  6  (сильные равновесия в предположении A1). Пусть функ�

ция выигрыша избирателя имеет вид U (x, r, p) = r – α |p–x|. Тогда:

4
3
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ченным результатам, устойчивых равновесий не существует при постоян�

ной норме замещения больше 2. А при постоянной норме замещения

меньше 2 единственная устойчивая политическая структура — объедине�

ние общества в одну партию.

В то же время при норме замещения, линейно зависящей от расстоя�

ния до политики партии (что соответствует квадратичной зависимости

функции выигрыша агента от указанного расстояния), сильные равнове�

сия существуют при любом значении параметра, характеризующего пре�

дельную норму замещения. Причем с ростом этого параметра растет до�

пустимое число партий в устойчивых структурах.

В данной работе исследовался случай равномерного распределения

избирателей на политическом пространстве. В дальнейшем планируется

также рассмотреть представляющие интерес случаи распределений, соот�

ветствующих преобладанию в обществе «центристских» и «радикальных»

взглядов. Кроме того, предполагается изучить вопрос о согласованности

устойчивых и эффективных (с точки зрения максимизации общего выиг�

рыша агентов) политических структур.

Таким образом, можно говорить о постоянной предельной норме за�

мещения для предположения A1 и о линейной норме замещения для пред�

положения A2. Второй случай, когда чем больше удаляется политика пар�

тии от идеальной точки избирателя, тем быстрее должен расти размер пар�

тии, чтобы выигрыш агента не уменьшался, кажется более правдоподоб�

ным. Данное исследование в некоторой степени служит этому подтверж�

дением. Оно показало, что в случае постоянной предельной нормы заме�

щения, равной α, равновесие Нэша, состоящее из двух и более партий, не�

устойчиво к локальному объединению при α ≠ 2. В результате чего, при

высокой постоянной норме замещения (α > 2) сильных равновесий не су�

ществует, а при низкой норме замещения (α < 2) единственное сильное

равновесие Нэша — политическая структура, состоящая из одной партии. 

В то же время в работе доказано, что в случае линейной нормы заме�

щения, сильные равновесия Нэша существуют при любом значении α.

При этом допустимое количество партий в сильном равновесии увеличи�

вается с ростом параметра α. На рис. 1 показано, при каких значениях па�

раметра α равновесие Нэша, состоящее из n партий, является сильным

равновесием. Таким образом, чем важнее для избирателя близость поли�

тической платформы партии к его идеальной точке, тем больше в общест�

ве дробление на партии. Подобному результату можно дать следующую

интерпретацию. В «демократическом» обществе придается большое зна�

чение дифференциации предпочтений населения, что может приводить к

увеличению числа партий. В случае «недемократического» общества обра�

зование новой партии может быть связано с большими расходами в силу

препятствования со стороны властей. Подобный эффект может быть выз�

ван также преобладанием в обществе конформистских настроений (что

возможно, например, в случае существования некоторой внешней угро�

зы). Более подробно о причинах существования политических структур с

различным количеством партий см. [31].

Заключение

В работе рассмотрена модель эндогенного формирования партий, в кото�

рой выигрыш каждого агента зависит от размера партии и удаленности

идеальной точки агента от политики партии, определяемой как медиана

распределения участников партии по идеальным точкам.

Показано, что структура равновесных по Нэшу и устойчивых распре�

делений в такой модели существенно зависит от нормы замещения разме�

ра политической партии расстоянием от идеальной точки агента до поли�

тической платформы партии в функции выигрыша агента. Согласно полу�
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Д о к а з а т е л ь с т в о  Л е м м ы  3 .  Первая часть леммы непосредственно

следует из определения равновесия Нэша и Леммы 2.

Для равномерного распределения избирателей, переход агента в более 

правую партию невыгоден, так как

, ∀i = 1, …, n – 1, ∀j = i + 1, …, n. Аналогично можно показать,

что никому из агентов не выгоден переход в более левую партию.

Д о к а з а т е л ь с т в о  Те о р е м ы  2 .  Воспользовавшись Леммой 3, найдем

все политические структуры, в которых граничные агенты имеют равный вы�

игрыш. Учитывая, что для равномерного распределения агентов |Ci – pi | = ri/2,

получаем ri – α ri/2 = ri+1 – α ri+1/2. Откуда следует данное утверждение.

Д о к а з а т е л ь с т в о  Те о р е м ы  3  аналогично доказательству Теоремы 2.

Выписывая условие безразличия граничного агента партии, получаем

ri – α ri
2/4 = ri+1 – α ri

2
+1/4, откуда следует, что либо ri = ri+1, либо ri + ri+1 =

= 4/α. Ограничения на параметр α для решений второго типа следуют из усло�

вия, что для четного n должно выполняться условие (r1 + r2) = 1, а для нечет�

ного n — условие .

Д о к а з а т е л ь с т в о  Те о р е м ы  4 .

1) Обозначим — изменение 

выигрыша агента партии i при объединении партий i и (i +1). При исполь�

зовании предположения A1, получаем 

. Для устойчивости к локальному объединению необходи�

мо и достаточно, чтобы и выполнялось аналогич�

ное условие для агентов партии (i +1). Откуда окончательно получаем,

что α ≤ 2.

2) Заметим, что если существует связная коалиция агентов, склонная к

расколу, то коалиция граничных агентов того же размера тоже склон�

на к расколу (так как наиболее склонны к расколу агенты, чьи идеаль�

ные точки далеки от политической программы партии). Выписывая,

аналогично п. 1, функцию u(x) изменения выигрыша агента при обра�

зовании коалиции, получим, что необходимым условием устойчивос�

ти к расколу является α ≥ 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о  Те о р е м ы  5  аналогично доказательству Теоремы 4.

1 2
i

i

r
C x-

ˆ- + - ˜̄

( ) 1
1 1 2

i i
i i

r r
u x r C xa +

+ -
Ê += - + - -ÁË

1 2

1 1
1

2 2

n n
r r
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2
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Приложение

Д о к а з а т е л ь с т в о  Л е м м ы  1 .  Пусть pi — медиана распределения членов

партии по идеальным точкам, — любая политика, отличная от pi. Без ог�

раничения общности считаем, что . Тогда U(x, ri, pi) > U(x, ri, ), ∀x ≥ pi.

Следовательно, медиана pi получит не менее половины голосов, так как

.

Д о к а з а т е л ь с т в о  Л е м м ы  2 .  Для функции выигрыша агента, соответ�

ствующей условиям леммы, задача эквивалентна 

задаче , где Xi — случайная величина с плот�

ностью распределения fi(x) на множестве X. Следовательно, решением оп�

тимизационной задачи является pi — медиана распределения случайной

величины Xi.

Д о к а з а т е л ь с т в о  Те о р е м ы  1 .  Рассмотрим любые две партии i1, i2,

имеющие политические платформы pi1, pi2 и размеры ri1, ri2 соответственно.

Обозначим ∆ = | pi2 – pi1| ≥ 0. С учетом Замечания (см. определение равнове�

сия Нэша) pi2 ≠ pi1 (так как при pi2 = pi1 по крайней мере одна из партий име�

ет несколько медиан, и не для всех из них выполняется условие (1.2)). Далее

без ограничения общности будем считать, что pi2 > pi1. Для доказательства те�

оремы достаточно показать, что ∃Ci2 ∈ (pi1, pi2), такое что для функции

u(x) = U(x, ri1, pi1) – U(x, ri2, pi2): u(x) > 0 при x < Ci2 и u(x) < 0 при x > Ci2.

Пусть ri1 ≥ ri2 (для случая ri1 < ri2 рассуждения аналогичны). Рассмотрим

три возможных случая.

1. Если x < pi1, то u(x) = (ri1 – ri2) + α(V (∆ + pi1 – x) – V (pi1 – x)) > 0 (так как

V (δ) ↑ δ и, следовательно, V (∆ + pi1 – x) – V (pi1 – x) > 0).

2. Если pi1 ≤ x ≤ pi2, то u(x) = (ri1 – ri2) + α(V (∆ + pi1 – x) – V (pi1 – x)).
u' (x) = –α(V' (∆ + pi1 – x) – V' (pi1 – x)) < 0 (так как V (δ) ↑ δ и выпукла), 

следовательно, u(x) убывает на [pi1, pi2 ] и ∃Ci2 ∈ [pi1, pi2], такое что u(x) > 0

при x < Ci2 и u(x) < 0 при x > Ci2. Причем, Ci1 ≠ pi1, так как u(pi1) > 0, и Ci2 ≠
≠ pi2, так как u(pi2) < 0 (иначе в силу п. 1 и 2 доказательства, у партии i2 нет

сторонников среди агентов x < pi2, что противоречит определению меди�

аны).

3. Если x > pi2, то u(x) = (ri1 – ri2) + α(V (x – pi1 – ∆) – V (x – pi1)).
u(pi2) < 0 и u' (x) = α(V' (x – pi1 – ∆) – V' (x – pi1)) < 0 (так как V (δ) ↑ δ и вы�

пукла), следовательно, u(x) — убывает, а значит u(x) < 0 при x > pi2.

f x dx E X pi

X

i p X
− ( ) →∫ ∈

minx p = −

U x r p f x dxi i

X
p X

, , max( ) ( ) Æ∫ Œ

f x dxi

pi

( ) =∫
1

1

2

pip p<
p XŒ
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одного из граничных агентов исходной структуры, тем более должна быть

выгодна всем участникам. Откуда получаем условие

. (**)

Проверяя условия (*) и (**), видим, что для рассматриваемых парамет�

ров системы они не выполняются. Следовательно, при 4n/3 ≤ α ≤ 4n рав�

новесия Нэша являются сильными равновесиями.

Устойчивость структуры P = {0, 1} при n = 1 и α ≤ 4 доказывается с по�

мощью аналогичных рассуждений.

r r r r r- > - -( )2 2
4 4a a

Д о к а з а т е л ь с т в о  Те о р е м ы  6 .  Первая часть утверждения непосре�

дственно следует из Теоремы 4, в которой даны необходимые условия

устойчивости.

Покажем, что при α = 2 любая политическая структура вида P = {0, C1, …,

Cn–1, 1} является сильным равновесием. Предположим от противного, что

существует коалиция размера r, которая дает строго больший выигрыш всем

своим участникам, в том числе и граничным. Тогда тем более выгодно будет

участие в качестве граничного агента в связной коалиции того же размера

для игрока, который являлся граничным агентом в исходной структуре. Од�

нако, выписывая для него функцию u(x) изменения выигрыша при вступле�

нии в коалицию, получаем u(x) = (r – ri)(1 – α/2) = 0, при α = 2.

Устойчивость при α < 2 структуры P = {0, 1} доказывается с помощью

аналогичных рассуждений.

Доказательство Теоремы 7. Для доказательства теоремы необходимо пока�

зать, что при n ≥ 2 любое равновесие Нэша P = {0, C1, …, Cn–1, 1} является

сильным равновесием, если 4n/3 ≤ α ≤ 4n. Рассмотрим равновесие Нэша,

имеющее равномерную структуру ri ≡ r = 1/n (для случая ri + ri+1 = 4/α рас�

суждения аналогичны).

Предположим от противного, что существует коалиция размера , ко�

торая дает строго больший выигрыш всем своим участникам, в том числе

и граничным. Тогда тем более выгодно будет участие в качестве гранично�

го агента в связной коалиции того же размера для игрока, который являл�

ся граничным агентом в исходной структуре. Следовательно, должно быть

справедливо неравенство .

Откуда получаем, что при 4n/3 ≤ α ≤ 2n

имеет смысл рассматривать только коали�

ции размера r̄ ∈ (r, 2r), а при 2n < α ≤ 4n —

коалиции размера r̄ ∈ (0, r).
Если существует коалиция размера

r ∈ (r, 2r), которая выгодна всем игрокам,

то связная коалиция того же размера с

центром, совпадающим с политикой не�

которой партии в исходной структуре, тем более выгодна всем участни�

кам. Следовательно, для нового граничного агента должно выполняться

условие

(*)

Аналогично, если существует коалиция размера r̄ ∈ (0, r), то связная

коалиция того же размера с центром, совпадающим с идеальной точкой

( )22
4 2 .r r r r ra a- > - -

2 2
4 4r r r ra a- > -

r
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