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Введение
Имеются две станции, соединенные двухпутной 

железной дорогой. Необходимо выполнить множества 
заказов { }1 1

1 ,  , nN J J= …  и { }2 2
1 , , mN J J= … на поставку 

грузов между станциями. Заказы множества N1 необхо-
димо доставить с первой станции на вторую, а заказы 
множества N2 со второй на первую. Каждый заказ со-
стоит из одного вагона. Все вагоны одинаковые. Так как 
железная дорога двухпутная, то расписания для мно-
жества N1 и N2 мы можем составить отдельно. Рассма-
триваемое множество, не умаляя общности, обозначим 
за 1{ , , }nN J J= … . Пусть ri – момент поступления зака-
за Ji на станцию. Без потери общности предположим, 
что заказы пронумерованы в порядке их поступления. 
Каждый заказ имеет свою ценность wj>0. 

Рис. 1: Допустимые интервалы отправки

Доставка вагонов с одной станции на другую осу-
ществляется поездам T1,T2,…, Tq, отправляющимися в 
моменты времени R1,R2,…, Rq и состоящими из k1,k2,…, 
kq вагонов соответственно. Обозначим за p время дви-
жения состава между станциями, а за α – время, кото-
рое должно разделять моменты отправки двух поездов. 
Движение пассажирских поездов и плановые работы 
учитываются в предложенной модели с помощью до-
пустимых интервалов отправки '

1 2
'[ , ), , [ , )z zr r r r (рис. 

1). Поезда могут быть отправлены только в момент 
времени, принадлежащий одному из этих интервалов. 
Множество всех расписаний, в которых все заказы от-
правляются после своих моментов поступления и все 
поезда отправляются не мешая друг другу в допусти-
мые интервалы, обозначим за П. Для каждого заказа 
определён директивный срок dj=rj+δ – момент времени, 
до которого заказ может быть доставлен на станцию 
назначения без опоздания, где δ – запас времени на до-
ставку. Пусть Cj – время доставки заказа Jj. Временнóе 
смещение заказа обозначим за Lj=Cj–dj . Тогда целевая 
функция задачи записывается как:

  
1,

min max j j
j n

w L
π ∈∏

=

Задача минимизации общего времени 
выполнения заказов при ограничении на 
максимальное взвешенное временное смещение
Решим вспомогательную задачу. Дано множество 

заказов N и положительное число y. Задача заключа-
ется в составлении расписания Θ (N, y), удовлетворя-
ющего условию:

1,  ,    i 1,  q
min ( ) | maxi j j

j n
R w L y

π
π

=∈∏ =

<

Введем дополнительные обозначения. Для данно-
го значения ограничения  для каждого заказа  
может быть определен момент времени '

jt  до которо-
го данный заказ должен быть отправлен. Из ограни-
чения на максимальное временнóе смещение имеем: 

( ) ( )  –  – –      j j j j j j j j
j

yy w C d w C r C r
w

δ δ> = ⇒ < + + . Так как 
после отправки работы требуется ещё некоторое вре-
мя , чтобы она доехала до станции назначения, то 
получаем условие на момент отправки работы j:

' –            – j j j j
j j

y yC p r t r p
w w

δ δ< + + ⇒ = + +
 
(рис. 2). 

Заметим, что для любого значения δ и любого мно-
жества значений wj мы можем свести данную задачу к 
задаче с весами wj' и δ´=0 таким образом, что у каж-
дой работы j моменты обязательной отправки tj'  будут 
теми же. Это может быть получено благодаря преоб-
разованию весов:

' '                .
'  

j j j j
j j j j

j

y y y y yt r r w
yw w w w

w

δ δ
δ

= + + = + ⇒ + = ⇒ =
+

Рис. 2: Момент обязательной отправки

Таким образом, задача может быть сформулирова-
на следующим образом: имеется множество из

1

  
q

i
i

n k
=

=∑
 заказов, для каждого из которых определены момент 

поступления rj и момент обязательной отправки tj'  . 
Цель – перевезти заказы на q поездах,  каждый из ко-
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торых тратит на дорогу время p так, чтобы каждый за-
каз был отправлен на поезде, отправляющемся в про-
межутке ( ) 1 [max( ,  )] m m mR r T T a−≥ + , и составленное 
расписание удовлетворяло целевой функции. 

Введем функцию [*], определённую на множестве 
моментов времени t. Для любого момента времени tj 
значение фунцкии равно:

' '
1 1, , ,  , , 

[ ]  min ,
z z i

i
t t t

t t
τ τ τ τ   ∈ … ≥   

=

т.е. [tj] – минимальный момент времени, превыша-
ющий tj, принадлежащий одному из допустимых ин-
тервалов отправки.

Введем функцию r(U), определенную на множестве 
заказов. Для любого множества заказов U значение 
функции равно: ( )

 
 max ,jj U

r U r
∈

= т.е. данная функция воз-
вращает момент времени, к которому поступят все за-
казы из данного множества.

Введем семейство множеств 1 2  qS S S⊂ ⊂…⊂  – ра-
боты, которые должны уехать первым поездом (S1), 
первым или вторым поездом (S2), первым или вто-
рым или третьим (S3) и т.д. Для любого  1 ,  i n= мощ-
ность множества (Si) не может превышать количество 
заказов, которое можно увезти первыми i поездами, 
т.е.

1

 
i

i l l
l

S k K
=

≤ =∑ .  Заметим, что до начала работы алго-
ритма построения Θ (N,y) не пусто только множество 
Sq, которое состоит из всех n работ. Будем говорить, что 
расписание π удовлетворяет набору множеств S1, …, Sq , 
если  1,i n∀ = 1,i n= выполняется ( )1  ( )i iS T Tπ π∈ …∪ .

Рассмотрим дополнения   i iS N S=   ко множествам 
S1, …, Sq . Из определения множества Si следует, что 
любой поезд, с номером больше чем i должен состоять 
только из заказов, принадлежащих множеству iS , т.е. 

 ,     :  l il q l i T S∀ ≥ > ⊂ .
В расписании Θ(N,y) отправка поезда Tm в момент 

времени Rm должна удовлетворять следующим свой-
ствам:

После отправки m-ого поезда все заказы из множе-
ства Sm должны быть отправлены, т.е. 1  m mS T T⊆ …∪ ∪ ;

К моменту поступления r(Tm) заказов из Tm должны 
поступить хотя бы km заказов, в том числе все заказы 
из Sm , т.е. ( )  max( ( ) ), 

mm m Kr T r S r≥ ;
Момент времени Rm, определенный для по-

езда Tm , удовлетворяет следующему неравенству: 
( ) 1 [max( ,  )]m m mR r T T a−≥ + .

Свойство 1 следует из определения Sm.
Свойство 2 следует из того, что для отправки пер-

вых  необходимо, чтобы поступило хотя бы  Km за-
казов и поступили все заказы из Sm, чтобы было вы-
полнено свойство 1.

Свойство 3. Поезд m не может быть отправлен до 
того момента, как:
• поступят все работы из Tm;
• m–1-ый поезд освободит пути;

• момент времени будет принадлежать допустимому 
интервалу отправки.

Алгоритм построения расписания Θ(N,y)
Алгоритм 1. На первом шаге рассматриваем фор-

мирование последнего поезда Tq . Учитывая, что 
1 q qT S −⊆ , выбираем из множества 1qS −  kq  заказов с 

наибольшими значениями моментов поступления rj 
и включаем их в поезд 

1 2
 { , , , }

kq
q q q qT J J J= … , после чего 

переходим к формированию поезда Tq–1.
Так как один заказ не может быть включен в два 

разных поезда, то в поезд Tq–1  могут войти только за-
казы из 1 2 ( )q q qT S T− −⊆  , не включенные в Tq , т.е. 

'  :  j i j iJ T t R∀ ∈ ≥  Выбираем kq–1 заказов из множества 
2( )q qS T−  и включаем их в Tq–1. На каждом следую-

щем шаге поступаем аналогично. Таким образом, при 
формировании поезда Tj мы выбираем kj заказов с 
наибольшими моментами поступления из множества 

1 1 2 (   ) i i i qS T T T− + + …∪ ∪ ∪  и включаем их в Ti.
После того, как все поезда сформированы, вы-

числяем их моменты отправки Ri , пользуясь свой-
ством 3. Последовательно находим значения 

( )( )1 1 1max , , [max( ( ),  )].q q qR r T R r T T a−
 = … = +   Пооче-

редно проверяем все заказы на выполнимость условия 
отправки: '  :  j i j iJ T t R∀ ∈ ≥ . В случае, если все заказы 
удовлетворяют данному условию, считаем расписание 
π , удовлетворяющее целевой функции, найденным, 
после чего алгоритм прерывает свою работу. В случае, 
если обнаружены один или несколько заказов J1, J2, …, Jl , 
отправляемых в поездах 

1 2
, , , 

li i iT T T…  соответственно, 
для которых '

jt  меньше либо равно моментам отправки 
их поездов, для каждого из таких заказов выполняется 
процедура включения во множества 

1 21 1 1, , , 
qi i iS S S− − −…  

соответственно. Так как 1 2  qS S S⊆ ⊆…⊆ , после вклю-
чения каждого заказа Jx во множество 

xiS  происходит 
включение заказа Jx во все множества 1 ,  

xi qS S+ …  (рис. 3). 
В те множества, в которых Jx уже состоит, повторного 
включения не происходит.

Рис. 3: Включение заказа j в S3

После того, как включение выполнено и новые 
множества S1, S2,…, Sq  составлены, проверяем их мощ-
ность. В случае, если мощность какого-либо множе-
ства превысила допустимое значение, т.е. |Si |>Ki , ал-
горитм прерывается, делается вывод, что расписания, 
удовлетворяющего заданной целевой функции, не су-
ществует. Если мощности всех множеств корректны, 
алгоритм повторяет свое действие до тех пор, пока не 
будет найдено расписание без включений в Si или пока 
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одно из множеств Si  не переполнится.
Лемма 1. Даны множества S1, S2,…, Sq. Для данно-

го набора множеств алгоритм 1 сформировал поезда 
( ) ( )1 2, , , ( )qT T Tπ π π… и вычислил моменты отправки 
( ) ( )1 2, , , ( )qR R Rπ π π… . Тогда, для любого расписания 

π’, удовлетворяющего множествам S1, S2,…, Sq , для 
любого номера поезда  1, ,i q∈ …  верно неравенство: 

( )  ( ')i iR Rπ π≤ .
Доказательство. Будем сравнивать составы поез-

дов расписаний π и π’, перебирая их в обратном по-
рядке. Пусть на каком-то шаге, в поезде Tl(π) нашелся 
заказ Jx , который отсутствует в Tl (π’). В таком случае в 
поезде Tl (π’) должен присутствовать заказ Jv , который 
отсутствует в Tl(π).

Заметим, что при предыдущих сравнениях разли-
чий обнаружено не было, т.е. 

( ) ( ) ( )1 1 ' , ,  ( ').l l q qT T T Tπ π π π+ +≡ … ≡  
Из того, что заказ Jx  имеется во множестве Tl(π), но 

отсутствует во множествах Tl (π’),  { }1 ( '), , ( ') qlT Tπ π+ …
следует, что он состоит во множестве Ta (π’), где a<l . 
Аналогичные рассуждения проводим для заказа Jv , де-
лая вывод, что Jv  содержится во множестве Tb(π), где 
b<l. Заметим, что так как при формировании поезда 
Tl(π) алгоритм 1 выбирал заказы с наибольшими зна-
чениями rj , можно сделать вывод, что  

xJ J vr r≥ , и так 
как  ( ')x aJ T π∈ ,  то ( )'   

x va J JR r rπ ≥ ≥ . 
Кроме того, 1,   x v lJ J S −∈ , так как оба расписания 

удовлетворяют набору множеств S1, S2,…, Sq . Отсюда 
следует, что в расписании π’ можно поменять зака-
зы Jx и Jv  местами без сдвига моментов отправки по-
ездов  ( ) ( )1 2' , ' , , ( '),qR R Rπ π π…  и расписание будет 
удовлетворять набору множеств S1, S2,…, Sq. Последо-
вательно выполняя аналогичные операции, получа-
ем расписание π", удовлетворяющее S1, S2,…, Sq, с по-
ездами ( ) ( )1 2, , , ( )qT T Tπ π π…  и моментами отправки 

( ) ( )1 2' , ' , , ( ')qR R Rπ π π… . Из свойства 3 следует, что 
( ) 1 1, : "  [max( ( ),  )]  ( )i i i ii n R r T T Rπ a π−∀ = ≥ + = , т.е. 

( ) ( )'   " ( )i i iR R Rπ π π= ≥ . Лемма доказана.
Теорема 1. Алгоритм 1 строит расписание 

( ) ,,N y ∈∏Θ  удовлетворяющее критерию 

  ,   1, 1,

min ( ) | maxi j j
i q j n

R w L y
π

π
∈∏ = =

<
 

Если алгоритм 1 прервал свою работу, то не суще-
ствует такого расписания π, для которого верно 
( )  .

max
wL y<

Доказательство. Пусть существует расписание π*  
удовлетворяющее критерию

  ,    i 1,  q 1,

min ( ) | maxi j j
j n

R w L y
π

π
∈∏ = =

< . 

Сформируем для него множества

( ) ( ) *
1 2

* *, , , ( )qS S Sπ π π…   
с помощью операции включения:

( )
1

*  { , , }i i i lS J Jπ = …  – все заказы, для которых вы-

полнено неравенство * '
1( )  

ii jR tπ+ > .
Рассмотрим работу алгоритма 1. Будем стро-

ить расписание π, пока  1, ,i n∀ = …  выполняется 
( ) * ( )i iS Sπ π⊆  . Если алгоритм закончит свою работу, 

и данное условие будет выполнено, то, по лемме 1, по-
строенное расписание будет удовлетворять критерию

1,  ,    i 1,  q
min ( ) | maxi j j

j n
R w L y

π
π

=∈∏ =

< . 

Предположим, что на каком-то шаге наруши-
лось условие, и для какого-то 1 , ,i n∈ …   стало верно 
( ) * ( )i iS Sπ π . Это значит, что в расписании π, по-

строенном на данном шаге алгоритма,   ( )lJ T π∃ ∈ , где 
'

1( )  i jR tπ+ > , причем * ( )iJ S π∉ . Заметим, что так как рас-
писания π и π* удовлетворяют ( ) ( )1 2, , , ( )qS S Sπ π π… , то 
по лемме 1 ( )* '

1 1 ( )  i i jR R tπ π+ +≥ > , следовательно, заказ 
* ( )iJ S π∈  – противоречие.

Алгоритм построения оптимального расписания
Алгоритм 2. Для построения оптимального рас-

писания π(N) будем действовать следующим образом. 
Построим расписание, в котором заказы отправляют-
ся по возрастанию моментов поступления. Тем самым 
мы получим расписание, удовлетворяющее условию 
минимума Ri  для каждого поезда i. Рассмотрим заказ, 
на котором достигается максимум целевой функции 
(wj1 Lj1). Пусть этот заказ в данном расписании от-
правляется m1-ым поездом. Так как алгоритм 1 строит 
расписание с минимальными моментами отправками 
поездов из всех возможных, удовлетворяющих кри-
терию (wL)max< y, то при уменьшении значения y для 
существования расписания необходимо, чтобы заказ, 
на котором была достигнута целевая функция, был 
отправлен поездом с меньшим порядковым номером. 
Следовательно, для того, чтобы улучшить целевую 
функцию, необходимо отправить заказ j одним из по-
ездов, отправившимся до поезда с номером m1, то есть 
мы должны включить работу j во множество 

1 1 mS − . 
Это значит, что если мы построим расписание Θ(N, wj1 
Lj1), то в нем заказ j будет отправлен одним из поездов, 
номер которого меньше m1, а целевая функция будет 
меньше, чем wj1 Lj1 и достигается на заказе j2, который 
отправлен поездом m2. Следующим шагом мы стро-
им расписание Θ(N, wj2 Lj2), в котором заказ j2  должен 
быть отправлен поездом с номером меньше, чем m2, а 
значит заказ j2  попадет во множество 

2 1mS − . Будем по-
вторять эту процедуру до тех пор пока не наступит та-
кой шаг s, что расписания Θ(N, wj2 Lj2) не существует. 
После чего говорим, что не существует расписания со 
значением целевой функции меньшем, чем wjs Ljs  и при 
этом существует расписание, полученное на s-м шаге 
со значением целевой функции wjs Ljs , следовательно 
оно и будет оптимальным.

Теорема 2. Алгоритм 2 строит расписание π*, оп-
тимальное по критерию (wL)max  и имеющее минималь-
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ные моменты отправки всех поездов Ri среди всех рас-
писаний с таким значением (wL)max .

Доказательство. Расписание π* = Θ(N, y) имеет 
значение целевой функции, равное y'. Из несущество-
вания расписания Θ(N, y') по теореме 1 следует, что 
расписаний, удовлетворяющих критерию (wL)max < y', 
не существует, а значит расписание π* оптимально по 
критерию (wL)max . Из леммы 1 следует, что расписание 
π*= Θ(N, y) имеет минимальные моменты отправки 
всех поездов Ri среди всех расписаний со значением 
целевой функции (wL)max < y'. Теорема доказана.

Оценка сложности алгоритма
На каждом шаге алгоритма 1 происходит добавле-

ние заказа в одно или несколько множеств S1, S2,…, Sq–1. 
Так как алгоритм 1 строит расписание с минимальны-
ми моментами отправками из всех, удовлетворяющих 
критерию (wL)max < y, то при уменьшении значения y 
для существования расписания необходимо, чтобы за-
каз, на котором была достигнута целевая функция, был 
отправлен поездом с меньшим порядковым номером. 
Следовательно, на каждом шаге алгоритма 2 происходит 
включение заказа, на котором достигнута целевая функ-
ция в одно из множеств S1, S2,…, Sq–1, при этом выход 
заказа из каждого из этих множеств невозможен. Сле-
довательно, суммарное число шагов алгоритмов 1 и 2 не 
превышает суммы мощностей множеств S1, S2,…, Sq–1, 
которая равна 2

1 2      ( / )q minK K K O n k=+ +…+ . На каждом 
шаге алгоритма 1 выполняется подбор заказов во мно-

жества Tq, Tq–1,…, T1, на каждом шаге рассматривается не 
более чем Kq, …, K2, K1 заказов-кандидатов соответствен-
но. Следовательно, сложность шага алгоритма 1 равна 

2
1 2       ( / )q minK K K O n k+ +…+ = . Из приведенных рассуж-

дений следует, что общая трудоёмкость алгоритма 2 со-
ставляет порядка 

4

2( )
min

nO
k

 операций.
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