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1. ВВЕДЕНИЕ

Аналитическая теория наката длинных волн
на плоский откос, созданная первоначально Кар�
риером и Гринспаном в 1958 году [1], активно раз�
рабатывалась в последние годы; сошлемся здесь
лишь на некоторые работы после 2005 г. [2–8].
Ссылки на более старые работы по накату можно
найти в обзоре [9]. Особо отметим, что этот же
подход оказался эффективным для исследования
наката волн на берега узких бухт и каналов [10,
11]. При этом во всех перечисленных работах ос�
новное внимание, как правило, уделяется накату
волн положительной полярности (гребней), по�
лагая, что именно они и приводят к большим за�
плескам на берег. Однако, как было показано в
[12], наличие волны отрицательной полярности
(впадины) перед основным гребнем может приве�
сти к увеличению высоты наката волн на берегу –
так называемый “эффект N�волны”. Эти выводы
при прочих равных условиях остаются справедли�
выми как для волн малой амплитуды, когда спра�

ведлива линейная теория, так и для волн большой
амплитуды, если последние не обрушаются. На�
кат как положительных, так и отрицательных
уединенных обрушенных волн на берег изучался в
[13] в приложении к вызванному ими транспорту
наносов.

Между тем нелинейные эффекты проявляются
по�разному для волн различной полярности, что
продемонстрировано в [14–16] на примере транс�
формации волны в канале постоянной глубины в
рамках нелинейной теории мелкой воды. По�
скольку глубина воды под впадиной уменьшается,
то нелинейные эффекты, приводящие к увеличе�
нию крутизны волны, проявляются там быстрее,
чем в случае импульса положительной полярности
(гребня). Это должно приводить к разнице в форме
волны, подходящей к откосу, а не только в ее по�
лярности, и волна отрицательной полярности
должна иметь более крутой склон. Накат волн с
крутым фронтом (первоначально синусоидаль�
ных) на плоский откос изучался в [17], где было
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показано, что высота наката существенно возрас�
тает с ростом крутизны волны, в то время как
дальность отхода волны от берега практически от
нее не зависит. Очевидно, что в какой�то мере по�
добный эффект должен проявляться и при накате
волн только одной полярности. Именно его ис�
следованию и посвящена настоящая статья. 

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ХАРАКТЕРИСТИК 
НАКАТА ВОЛН НА ПЛОСКИЙ ОТКОС

Аналитическая теория наката длинных волн
на плоский откос подробно описана во многих
работах (см., например, [9, 18]) и здесь не будет
обсуждаться. Если волна подходит к берегу издале�
ка с глубины h, то расчет характеристик ее наката
может быть выполнен в рамках так называемого
двухэтапного подхода. На первом этапе рассчиты�
ваются следующие вспомогательные функции:
R(t) и U(t), имеющие смысл вертикального смеще�
ния и горизонтальной скорости подвижного уреза
в линейной теории. Так, для падающей уединен�
ной волны с характерной высотой A и периодом T,
находящейся на расстоянии L от уреза

 (1)

функции R(t) и U(t) могут быть найдены с помо�
щью интеграла Фурье:

(2)

где

(3)

Здесь α – тангенс угла берегового склона (α =
= h/L), и g – ускорение свободного падения. Ось
x направлена к берегу, так что положительные
значения скорости соответствуют движению во�
ды к берегу.

Затем вычисляются функции r(t) и u(t), опреде�
ляющие “истинное” вертикальное смещение и го�
ризонтальную скорость подвижного уреза в рам�
ках нелинейной теории мелкой воды (именно эти
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характеристики являются измеряемыми в экспе�
риментах и наблюдениях):

(4)

(5)

Отметим одно важное свойство, неоднократно
отмечающееся в литературе: величины экстрему�
мов функций R(t) и r(t), а также U(t) и u(t) совпа�
дают между собой, так что вычисление экстре�
мальных характеристик наката может произво�
диться в рамках линейной теории длинных волн.

Приведенные выше формулы описывают на�
кат необрушенных волн на плоский откос. Усло�
вие обрушения определяются так называемым
критерием обрушения 

(6)

Если Br > 1, то волна обрушивается еще до подхо�
да к берегу, поэтому все описанные выше форму�
лы справедливы только при Br ≤ 1. Параметр об�
рушения легко подсчитывается с помощью фор�
мулы (2) в рамках линейной теории. В случае
наката обрушенных волн аналитическая теория
мелкой воды не работает.

3. НАКАТ УЕДИНЕННОЙ ВОЛНЫ 
НА ПЛОСКИЙ ОТКОС

Для проведения конкретных расчетов необхо�
димо конкретизировать параметры волны и ха�
рактеристики откоса. Для наглядности здесь и
далее будем использовать характерные размеры
Большого волнового канала Ганноверского уни�
верситета Германии с откосом 1 : 6 и глубиной
3.5 м, учитывая, что в этом бассейне недавно бы�
ла выполнена серия экспериментов по накату
длинных волн на плоский откос [19].

Пусть падающая на откос волна имеет солито�
ноподобную форму положительной полярности
(гребень): 

(7)

где A = 0.2 м – высота начальной волны, и T = 6 с –
ее характерный полупериод (рис. 1а). Рассчитанная
по формулам (2) и (5) зависимость вертикального
смещения подвижного уреза от времени показана
на рис. 1б. Видно, что изначально положительный
импульс высотой 0.2 м трансформируется на берегу
в знакопеременную волну, где за повышением
уровня с максимальной высотой 0.47 м следует его
опускание на максимальную глубину 0.19 м. Видна
задержка во времени в 7 с в колебаниях уреза по
сравнению с падающей волной, связанная со вре�
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менем добегания волны до берега. Отметим так�
же, что вертикальные колебания уреза r(t) имеют
гладкую форму, что говорит о низком значении
параметра обрушения Br. В частности, для наше�
го случая параметр Br = 0.1. 

Аналогичная ситуация наблюдается при нака�
те на плоский откос солитоноподобного импуль�
са отрицательной полярности (рис. 2а). В этом
случае изначально отрицательный импульс с A =
= 0.2 м приводит к отходу воды от берега на глу�
бину 0.47 м, за которым следует подъем воды на
высоту 0.19 м. Параметр обрушения при этом чуть
больше, чем в случае наката положительного им�
пульса, но по�прежнему мал: Br = 0.16. Отличие
параметра обрушения при накате положительно�
го и отрицательного импульсов объясняется тем,
что нелинейные эффекты, которые, в частности,
выражаются в крутизне волнового фронта, всегда
проявляются сильнее во впадине волны, нежели
на ее горбе [14–16].

Таким образом, накат волн разной полярности
на плоский откос приводит к простому измене�
нию значений экстремальных характеристик на�
ката, хотя форма колебаний уреза меняется, что
особенно заметно при увеличении амплитуды па�
дающей волны (мы не приводим соответствую�
щие графики). 

4. НАКАТ ДЛИННОЙ ВОЛНЫ НА БЕРЕГ 
ИЗ ЗОНЫ ПОСТОЯННОЙ ГЛУБИНЫ

Указанная выше “симметрия” в экстремаль�
ных характеристиках наката теряется, если перед
тем, как подойти к откосу, волна распространяет�
ся в бассейне постоянной глубины на расстояние
X (рис. 3). В этом случае сначала происходит не�
линейная трансформация длинной волны, опи�
сываемая так называемой Римановой волной [14] 

(8)

и это решение справедливо в области постоянной
глубины (–X < x < –L).

В результате к откосу (x = –L) подходит волна
с крутым фронтом, и дальнейший расчет ее нака�
та на плоский откос определяется по формулам
(2)–(5). На рис. 4 представлена форма волны в на�
чале и конце участка бассейна постоянной глуби�
ны h = 3.5 м и длиной X = 270 м. Сплошной лини�
ей изображен уже рассмотренный выше импульс
(1) с высотой A = 0.2 м и полупериодом T = 6 с, а
штриховой линией – нелинейно деформирован�
ная форма, образовавшаяся после распростране�
ния этого импульса в 270�метровом бассейне (при
его подходе к откосу). Ясно видно, что волна ста�
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Рис. 1. Накат солитоноподобного импульса положи�
тельной полярности на плоский откос: форма началь�
ной волны (а), колебания подвижного уреза (б). 
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тельной полярности на плоский откос: форма началь�
ной волны (а), колебания подвижного уреза (б). 
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ла асимметричной с крутым передним фронтом.
Задержка во времени связана со временем рас�
пространения волны вдоль канала.

Накат такого нелинейно деформированного
импульса показан на рис. 5. Из рисунка видно, что
подъем уровня воды на берегу сменяется отходом
воды от берега, как и в ранее рассмотренном слу�
чае, однако количественные характеристики нака�
та существенно изменились. Высота подъема
уровня воды на берегу теперь равна 0.60 м (вместо
старых 0.47 м), а глубина отката 0.14 м (вместо
0.19 м). Как и подчеркивалось в [17], крутизна пе�
реднего фронта влияет на высоту наката сильнее,
чем на глубину отката. Также колебания уреза от�
личаются острым пиком на стадии максимально�
го наката, что также отражено в значении парамет�
ра обрушения, который теперь значительно боль�
ше Br = 0.21. Крутой передний фронт на рис. 5б
свидетельствует о более высокой скорости наката
волны на берег, чем в случае, показанном на рис. 1б.
Отметим также, что на рис. 1б максимальная ско�
рость наката наблюдалась на стадии отката волны
(промежуток времени между максимальным на�
катом и максимальным откатом волны), теперь
же эта стадия проходит относительно плавно, а
максимальная скорость наблюдается при накате
переднего фронта волны.

Аналогично можно рассмотреть распростра�
нение и накат солитоноподобного импульса от�
рицательной полярности (все характерные пара�
метры падающего импульса такие же) вдоль со�
ставной геометрии, изображенной на рис. 3.
Нелинейная деформация такого импульса в бас�
сейне постоянной глубины проходит аналогично
рис. 4, рассмотренному выше, за исключением
того, что крутым теперь становится не передний,
а задний склон волны (рис. 6), что совпадает с на�
шими ожиданиями, поскольку нелинейность
сильнее действует во впадине.

Последующий накат такого импульса на плос�
кий откос показан на рис. 7. Видно, что, как и при
накате симметричного солитоноподобного им�
пульса отрицательной полярности (рис. 2), коле�
бания уреза представляют собой знакоперемен�
ное смещение и сначала вода отходит от берега, а
потом накатывается на него. Однако форма этих

колебаний сильно изменена. В частности, как и
при накате деформированного импульса положи�
тельной полярности, колебания наката значи�
тельно смещены в сторону положительных значе�
ний. Теперь максимальная глубина отката равна
0.38 м (а раньше была 0.47 м), а максимальная вы�
сота наката равна 0.32 м (вместо 0.19 м). Важно
подчеркнуть, что хотя начальная волна представ�
ляла собой только впадину, уровень подъема воды
на побережье превысил амплитуду волны. На про�
межутке времени от максимального отката до мак�
симального наката наблюдается крутой склон, со�
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Рис. 4. Нелинейная деформация импульса положи�
тельной полярности (гребня) при его распространении
в 270�метровом бассейне постоянной глубины 3.5 м.
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Рис. 3. Геометрия составной задачи.
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ответствующий высокой скорости наката, а на ста�
дии максимального наката колебания уреза имеют
острый пик, который отвечает высокому значе�
нию параметра обрушения Br = 0.89, демонстри�
руя, что волна близка к обрушению. Таким обра�
зом, при накате нелинейно деформированного
импульса отрицательной полярности можно по�
лучить колебания уреза с близкими по величине
значениями положительной и отрицательной ам�
плитуды, что существенно меняет сложившиеся
взгляды на накат волн отрицательной полярности.

5. НАКАТ СОЛИТОНА НА БЕРЕГ 
ИЗ ЗОНЫ ПОСТОЯННОЙ ГЛУБИНЫ

Описание волнового процесса было сделано
выше в рамках нелинейной теории мелкой воды.
Между тем если начальная волна имеет относи�
тельно малую амплитуду (по сравнению с глуби�
ной) и длину, то эффекты дисперсии становятся
существенными, приводя к разбиению начально�
го импульса на солитоны или формированию ун�
дулярного бора на теле очень длинной волны.
Этот процесс хорошо изучен в рамках уравнения
Кортевега�де Фриза [18, 20] для волн в бассейне
постоянной глубины:

(9)

В то же время зона наката обычно является не�
протяженной, и на ней эффекты дисперсии не
успевают проявиться. Поэтому в зоне наката до�
статочно использовать нелинейную теорию мел�
кой воды, расчетные формулы для которой приве�
дены в разделе 2. Задача о накате солитона на плос�
кий откос (без учета зоны постоянной глубины)
была ранее подробно рассмотрена в [21]. На кром�
ке откоса задавался солитон, представляющий со�
бой решение уравнения Кортевега�де Фриза:

(10)

при этом максимальная высота подъема уровня
воды на побережье описывалась аналитической
формулой [21]

(11)

которая может быть получена из приведенного
выше уравнения (2). 

Учет зоны постоянной глубины перед откосом
не меняет этот результат1, поскольку при распро�
странении такого солитона в бассейне постоян�
ной глубины его параметры остаются неизмен�
ными. Таким образом, при распространении со�
литона малой амплитуды в бассейне составной
геометрии, представленной на рис. 3, ситуация
сводится к задаче о накате солитона на откос. Для
наглядности воспроизведем здесь расчет, по су�
ществу повторяющий выполненный в работе [21]
(см. рис. 8). Высоту солитона возьмем равной A =
= 0.1 м, а полупериод с учетом (10) будет T ≈ 4 с.
Форма колебаний уреза качественно совпадает с
рис. 1, однако соответствующие значения отли�
чаются. Так, максимальная высота наката равна
0.28 м, а глубина отката равна 0.11 м. Как видим,

1 На самом деле имеет место слабая трансформация на
кромке шельфа [6], и высота наката может измениться на
величину, пропорциональную A/h.
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высота подъема уровня воды на побережье почти
в три раза превышает высоту волны. Отметим, что
рассчитанный параметр обрушения Br = 0.13, так
что волна далека от обрушения. Подчеркнем еще
раз, что полученный результат не зависит от дли�
ны зоны постоянной глубины, так как из�за нее
меняется только задержка сигнала. 

Учет дисперсии кардинально влияет на транс�
формацию и накат волны отрицательной поляр�
ности. Начнем с того, что солитона отрицатель�
ной полярности не существует (см. формулу (10), в
которой нельзя поменять знак амплитуды). На�
чальный импульс отрицательной полярности
(впадина) в бассейне постоянной глубины на
больших расстояниях трансформируется в волно�
вой пакет, напоминающий волну Эйри [18, 20]. На
рис. 9а показана форма волны отрицательной по�
лярности высотой 0.1 м после его распространения
в 270�метровом бассейне глубиной 3.5 м; началь�
ная волна принималась в форме (10) с изменени�
ем знака. Численный расчет был сделан в рамках
уравнения Кортевега�де Фриза (9). Видно, что
начальный импульс немного потерял в амплитуде
(0.093 м) при распространении, поскольку его
энергия излучилась в дисперсионный хвост. Отме�
тим, что его задний склон заметно укрутился, как и
ранее для более длинного импульса (рис. 7а), но
теперь за ним следуют небольшие осцилляции.
Для сравнения скажем, что если бы дисперсия

игнорировалась, то волна бы опрокинулась на
расстоянии 115 м от волнопродуктора (при длине
бассейна в 270 м, что составляет примерно 5.6 длин
волн). Важно отметить, что увеличение крутизны
заднего склона импульса на кромке откоса сильно
повлияло на экстремальные характеристики на�
ката. Глубина отката и высота наката равны соот�
ветственно 0.22 и 0.23 м. Параметр обрушения для
отрицательного импульса, как и ранее, выше, чем
для положительного, и равен Br = 0.28, что гово�
рит о том, что волна все еще далека от обрушения.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Показано существование отличий в накате
волн разной полярности на плоский откос. Даже
в самом простом случае, когда симметричная
длинная волна малой амплитуды (0.2 м на глуби�
не 3.5 м) задается на самом откосе, уже нарушает�
ся симметрия в накате волн положительной и от�
рицательной полярности. Она выражается в от�
личиях в форме колебаний подвижного уреза для
положительных (гребней) и отрицательных (впа�
дин) волн. Волна отрицательной полярности от�
личается более крутым фронтом на урезе и соот�
ветственно большей скоростью движения уреза и
большим значением параметра обрушения, чем
положительная волна (рис. 1б и 2б). Наиболее
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0

–0.02

–0.04

–0.06

–0.08

1.41.21.00.80.40.2

0.2

0.1

0

–0.1

–0.2

1.41.21.00.60.40.2

t, мин

(а)

(б)

η
in

, 
м

r,
 м

0.6
–0.10

t, мин
0.8

Рис. 9. Накат волны отрицательной полярности на
составной берег: форма волны на кромке откоса (а),
колебания подвижного уреза (б).



610

ИЗВЕСТИЯ РАН. ФИЗИКА АТМОСФЕРЫ И ОКЕАНА  том 50  № 5  2014

ДИДЕНКУЛОВА и др.

сильно симметрия нарушается, если волна нака�
тывается на берег, проходя перед этим зону посто�
янной глубины. Высота наката нелинейно дефор�
мированного импульса положительной полярно�
сти значительно увеличивается по сравнению с
накатом симметричного импульса, а глубина от�
ката уменьшается. То же самое происходит и с не�
линейно деформированным импульсом отрица�
тельной полярности, высота наката которого мо�
жет приблизиться по величине к глубине отката.
При накате же более коротких импульсов (соли�
тонов), описываемых уравнениями Кортевега�де
Фриза, различия становятся еще более явными.
На стадии распространения в зоне постоянной
глубины солитон не меняет своей формы, и его
накат на плоский откос происходит по первому
сценарию наката симметричного импульса, что
отражается в большей высоте наката по сравне�
нию с глубиной отката (глубина отката составляет
~40% от высоты наката). При накате же соответ�
ствующего импульса отрицательной полярности
форма волны начинает деформироваться на ров�
ном дне, и волна трансформируется в цуг волн с
нелинейно деформированной головной волной,
что приводит к близким по величине значениям
высот наката и глубин отката. 

Работа выполнена при поддержке гранта Пре�
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Abstract—We study the run�up of long solitary waves of different polarities on a beach in the case of compos�
ite bottom topography: a plane sloping beach transforms into a region of constant depth. We confirm that
nonlinear wave deformation of positive polarity (wave crest) resulting in an increase in the wave steepness
leads to a significant increase in the run�up height. It is shown that nonlinear effects are most strongly pro�
nounced for the run�up of a wave with negative polarity (wave trough). In the latter case, the run�up height
of such waves increases with their steepness and can exceed the amplitude of the incident wave.
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