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КОНСТРУИРОВАНИЕ, РАСЧЕТ, ИСПЫТАНИЯ 
И НАДЕЖНОСТЬ МАШИН

УДК 621.382.8:517.9

В. А. ВЕТРОВ, канд. техн. наук, Е. Н. ИВАШОВ, д-р техн. наук, К. Д. ФЕДОТОВ, В. О. ЯГОВЦЕВ
(Национальный исследовательский университет "Высшая школа экономики"), eivashov@hse.ru

Методы оптимизации технических решений пьезоприводов
Предложена оптимизация технического решения 

пьезоэлектрического актюатора по множеству крите­
риев с использованием градиентного метода наиско­
рейшего спуска. Рассмотрена итерационная процедура 
с поиском минимума перемещения по направлению к 
минимуму в области ограничений. Показано, что при 
разработке биморфных элементов пьезосканера необ­
ходимо учитывать их поперечные и продольные коле­
бания.

Ключевые слова: пьезоактюатор, метод наискорей­
шего спуска, оптимизация технического решения, ите­
рационный метод, комплексный метод, минимизация 
функции.

The optimization of engineering solution of piezoactu­
ator on multiple criteria using gradient method of quickest 
descent is suggested. The iterative procedure with search 
of minimum of displacement in direction to the minimum 
in constraint zone is considered. It is shown, that at de­
velopment of bimorph elements of piezoscanner it is nec­
essary to take into account their lateral and longitudinal vi­
brations.

Keywords: piezoactuator, method of quickest descent, 
optimization of engineering solution, iterative method, 
multimeter method, function minimization.

При оптимизации технического решения часто 
возникает необходимость в определении критериев 
оптимизации и их влияния на конечный результат. 
Рассмотрим оптимизацию решения пьезоактюато- 
ра с системой терморегуляции (рис. 1), который со­
держит: пьезопривод 1 из пьезоколец 2, между ко­
торыми установлены металлические кольца 3; теп­
ловую трубку 4, закрепленную на свободном торце 
пьезопривода 1; зонд 5, установленный в тепло­
вой трубке 4 и взаимодействующий с подложкой 6; 
тепловая трубка 4 подведена к  источнику жидкого 
азота 7.

При подаче напряжения на металлические 
кольца 3 пьезопривод 1 деформируется вследствие 
обратного пьезоэффекта. При этом тепловая труб­
ка 4, жестко связанная со свободным торцом пье­
зопривода 1, перемещает зонд 5 перпендикулярно 
подложке 6. Таким образом, в результате электри­

ческого взаимодействия зонда 5 и подложки 6 осу­
ществляется технологический процесс, при этом 
теплота из рабочей зоны зонда 5 передается жид­
кому азоту 7.

Определим обобщенный (комплексный) крите­
рий оптимизации пьезоактюатора, включающего в 
себя следующие критерии:

функциональные — погрешность 8 перемеще­
ния, быстродействие т устройства, его виброустой­
чивость v и термоустойчивость T;

экологический — показатель q загрязнения ок­
ружающей среды;

экономические — стоимость C устройства, 
срок Q окупаемости.

Зная состав обобщенного критерия оптимиза­
ции, можно установить закономерность потери ка­
чества пьезоактюатора в ходе эксплуатации.

Допустим, что известны показатели качества 
устройства X1, X2, ..., X k  в функции от времени, оп­
ределяющие его состояние. Если значения всех 
показателей X ± jX k  качества не превышают их до­
пустимые (критические) значения X1p jJk p , то уст­
ройство работоспособно, т. е. X j < X p .  Если часть

Рис. 1. Пьезоактюатор с системой терморегуляции
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показателей превышают свои допустимые значе­
ния, то считается, что пьезоактюатор частично ра­
ботоспособен.

Запас по определенному показателю качества 
определяется отношением его нормированного 
значения к  текущему значению: K t =  Xjn/Xj. Следо­
вательно, получим коэффициенты запаса качества: 
по погрешности перемещения — K 1 =  8п / 8, по бы­
стродействию — K2 =  тп /т, по экологическому по­
казателю — K3 =  qn/q, по стоимости — K4 = Cn /C , 
по сроку окупаемости — K5 =  Qn /Q , по вибро- и 
термоустойчивости — соответственно K6 = vn/v  и 
K7 = T n /T .

Однако показатели X y ^ X k  качества устройства, 
как правило, отличаются по значимости. С уче­
том этого обобщенный критерий качества будет 
иметь вид:

1 =  f !  
K  K-

+
K

+
K ,

+ ... +
K

Здесь й>1 j f 7 — коэффициенты значимости, опреде­
ляемые методом экспертных оценок теории приня-

n
тия решений, где 2  f j = 1 .  Тогда 

j = 1

1
K n  =N n

2  f j / K
j = 1

Далее используем метод наискорейшего спуска. 
Если градиент — направление наискорейшего воз­
растания функции, то противоположное направле­
ние — направление наискорейшего ее убывания.

Перемещение из точки x можно записать как 
x + hd, где d — направление; h — шаг перемещения. 
Следовательно, происходит перемещение из любой 
точки (x1, ..., xn) в точку, соответствующую точке 
(x1 + 8x1, ..., x n + 8xn). Здесь 8 x t =  h d ,  x j e  X  e Gx, 
где di — косинусы направления d, причем

2  d2 = 1. 
j = 1

(1)

Изменение функции f  с точностью до первого 
порядка определяет выражение:

d f  =  f(x 1 + dx1, ..., xn  + dxn) -  f(x 1, .., xn) =

= f  
д х л

8x1 + ... + f
dx„ 8xn.

Частные производные вычисляются в точке x. 
Для наибольшего значения d f  при выборе направ­
ления dj решаем задачу максимизации с ограниче­
нием методом Лагранжа:

<p(db ..., dn) =  d f  + X(Ed 2 -  1).

Тогда величина df, для которой справедливо вы­
ражение (1), достигает максимума при максималь­
ном значении функции:

p(d1, ..., dn) =  h
dx-.

+ X(d1 + ... + d 2 -  1).

Следовательно, ее производная имеет вид: 

-др-  =  h + 2Xd,- при j  =  1, ..., n.
ddj dxj

dp  _ 0, то dj  = — hdf

dd/
j 2X&tj,

d1 = = dn
.. f

<9x1 d xn

тогда

Следовательно, dj ~ d f/d x ,, направление d па­
раллельно Vf(x) в точке x.

Наиболее локальное возрастание функции для 
заданного малого шага h, имеет место, если d яв­
ляется направлением Vf(x) или g(x).

Таким образом, направление наискорейшего 
спуска — Vf(x) или — g(x), тогда в упрощенном виде 
уравнение изменения функции можно записать как

d f  =  |Vf(x)||dx |cos9,

где 9 — угол между векторами Vf(x) и dx.
Для заданного dx минимальный угол 9 =  180°, 

тогда направление dx совпадает с направлением 
—Vf(x).

Направление градиента в любой точке перпен­
дикулярно к  касательной линии наискорейшего 
спуска, поскольку вдоль этой линии функция по­
стоянна. Если (d1, ..., dn) — малый шаг вдоль линии 
уровня, т о f(x 1 + d1, ..., xn + dn) =  f(x b ..., xn).

Следовательно,

d f  =  2  f  dj =  [Vf(x)]Td = 0 .
_ 1 d x ■ J

В методе наискорейшего спуска желательно ис­
пользовать рассмотренное выше свойство направ­
ления градиента, так как на некотором шаге про­
цесса оптимизации поиск минимума функции вы­
полняется по направлению — Vf(xj). Данный метод 
является итерационным, на шаге i точка минимума 
аппроксимируется точкой x;-.

Следующей аппроксимацией будет точка 
xj +1 = xj — IjVf(xj), где Xj — значение X, миними­
зирующее функцию p(X) =  f(xj — XVf(xj)).

а а

n
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Рис. 2. Алгоритм нахождения значения 1;

Значение Xj можно найти методом одномерно­
го поиска, блок-схема которого представлена на 
рис. 2 .

С помощью метода наискорейшего спуска осу­
ществляется поиск из заданной точки в направле­
нии, параллельном одной из осей, до точки мини­
мума в данном направлении. Затем поиск ведем в 
направлении, параллельном другой оси, и так да­
лее. На каждом этапе поиск точки минимума ве­
дется вдоль наилучшего направления. Данный ме­
тод позволяет выбрать наилучшее направление для 
оптимизации пьезоэлектрического актюатора по 
множеству критериев.

Оптимизация технического решения пьезоэлек­
трического сканера заключается в минимизации 
функции f(x) =  f(x 1, x2, ..., xn), где x определяется 
явными ограничениями:

lj < x j < uj при j  =  1, 2, ..., n, (2)

а также неявными ограничениями:

gj(x) < bj при i =  1, 2, ..., m. (3)

Если целевая функция f(x) и функции gj(x) вы­
пуклые, то задача имеет единственное решение. 
Значение lj и uj — нижняя и верхняя границы пе­
ременных. Если в конкретной задаче заданные пе­
ременные теоретически не имеют ограничений, то 
предположение о наличии безопасных границ, т. е. 
границ, включающих оптимум, позволяет приме­
нять комплексный метод.

Данный метод является итерационным и пред­
полагает, что известны значения n и m, lj и uj и 
начальная точка [см. неравенства (2) и (3)]. В пер­

вую очередь необходимо выбрать k точек, которые 
удовлетворяют ограничениям и вычислить целевую 
функцию во всех k точках. Множество этих точек 
называется комплексом. Установлено, что число 
этих точек должно быть больше (n + 1) — числа то­
чек, используемых в симплексном методе Нелде- 
ра—Мида, т. е. k > (n + 1), и принял k =  2n.

Как уже отмечалось, предполагается, что точ­
ка x1, удовлетворяющая всем ограничениям, уста­
новленным для пьезоэлектрического сканера, зада­
на. Остальные точки, удовлетворяющие неравенст­
ву (2), можно выбрать, используя выражение:

xj- =  lj + r(uj — lj) при j  =  1, 2, ..., n
и i = 2 ,  3, ..., k, (4)

где r  — псевдослучайная равномерно распределен­
ная переменная в интервале (0; 1).

Точки, выбираемые в соответствии с уравнени­
ем (4) для данного j , будут автоматически удовле­
творять неравенству (2). Если эти точки удовле­
творяют и неравенству (3), то они принимаются в 
качестве начальных точек комплекса. Если точка, 
выбранная в соответствии с уравнением (4), не 
удовлетворяет условию (3), то она смещается на 
половину расстояния до "центра тяжести" множе­
ства уже принятых точек, т. е. формируется точка, 
определяемая выражением

x'j =  (x1 + xc)/2, (5)

1 j 2 1 где xc =  -—- 2  x e .
1 -  1 e = 1

Если точка в выражении (5) все еще не является 
допустимой, то описанный выражением (4) про­
цесс повторяется вновь до тех пор, пока точка не 
станет допустимой. Если функция gj(x) выпуклая, 
то в итоге ограничения будут выполняться. П о­
скольку точка x1 находится внутри области ограни­
чений пьезосканера, то комплекс будет состоять из 
допустимых точек.

Удобно упорядочить точки комплекса в соответ­
ствии со значениями функции. Процедуру инициа­
лизации комплекса можно описать с помощью 
блок-схемы (рис. 3), которая реализуется в про­
грамме операторами в строках с номерами до 1000.

Мы подошли к  итерационной процедуре ком­
плексного метода, в которой осуществляется поиск 
минимума перемещением по направлению к  мини­
муму внутри области ограничений. Для этого необ­
ходимо следующее:

1. Найти точку с наибольшим значением функ­
ции xh и центр x0 остальных (k — 1) точек пьезо­
сканера.

2. Осуществить смещение от точки xh и полу­
чить точку x r отражением точки xh относительно
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Рис. 3. Алгоритм итерационной процедуры комплексного метода

точки x0, используя коэффициент отражения а  > 1. 
Это можно записать как xr =  (1 + a)x0 — axh.

3. Проверить, является ли точка xr допустимой:
а) если точка xr не является допустимой и не 

выполняется ограничение для lj, то полагаем, что 
x j  =  lj + 10-6 ; если не выполняется ограничение 
для uj, то полагаем x j  =  uj — 10-6 ;

б) если не выполняются ограничения, то точку xr 
переместить на половину расстояния между xr и 
центром x0, т. е. новое xr составит xr =  (xr + x0) /2.

Затем выполнить повторную проверку на допус­
тимость и повторять п. 3 до тех пор, пока не будет 
получена допустимая точка.

4. Если точка xr является допустимой, то вычис­
лим значение функции f(x r) и сравним с f(xk) — 
наибольшим значением функции пьезосканера.

Если f(x r) > f(xk), т. е. хуже, чем наибольшее 
значение, полученное ранее, то точку xr надо сме­
стить к  центру x0 на половину расстояния между 
ними: xr =  (xr + x0)/2 и вернуться в п. 3.

5. Если f(x r) < f(xk), то точку x заменить точ­
кой xr и точки значения функции комплекса снова 
упорядочить.

6. Вычислить две величины, используемые при 
проверке сходимости метода: среднее квадрати­

ческое отклонение а  для k значений функции и 
максимальное расстояние dm между двумя точками 
пьезосканера. Первая величина вычисляется по 
формуле

k  2 11/2 
=  \ ^  f x e )  - f ] 2/ k  1

1 k
гдеf  =  -  2  f(xe).

k e = 1
Для вычисления а 2 лучше использовать формулу

2 = \ 2  f(xe) -  
e = 1
2

it
/  k.

7. Величины а 2 и dm проверяют на сходимость. 
Если они достаточно малы, то поиск минимума за­
канчивают. В противном случае необходимо вер­
нуться в п. 1 и повторить процедуру для пьезоска­
нера другой конструкции.

Оптимизация технического реш ения пьезоска­
нера состоит, в частности, в разработке оптималь­
ной конструкции биморфных элементов пьезо­
сканера.

При разработке биморфных элементов пьезо­
сканера для нанотехнологий необходимо учитывать 
их поперечные и продольные колебания, оказы­
вающие существенное влияние на точность пози­
ционирования острия кантилевера относительно 
подложки для наиболее точного нанесения на нее 
квантовых точек. Разные конструкции кантилевера 
привносят в устройство определенные особенности.

Пьезосканер должен работать в режиме антире­
зонанса, т. е. все резонансные частоты следует ис­
ключить. Это достигается как оптимизацией гео­
метрии пьезосканера, так и выбором материала.

Устройством, в котором большее влияние ока­
зывают поперечные колебания биморфного эле­
мента, является устройство возбуждения канти­
левера (рис. 4), которое состоит из держателя 1, 
кантилевера 2 с основанием 3, в состав которого

| |

Рис. 4. Устройство возбуждения кантилевера
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входит гибкая балка 4, источника 5 возбуждения 
колебаний балки 4 с острием 6, образца 7. На гиб­
кой балке 4 над острием 6 закреплена круглая маг­
нитная нанопластинка 8. Источник 5 возбуждения 
колебаний представляет собой генератор 9 магнит­
ных колебаний с рабочими частотами до 200 кГц.

При изменении частоты генератора 9 магнит­
ных колебаний изменяется и частота колебаний 
гибкой балки 4 с острием 6 в результате взаимодей­
ствия круглой магнитной нанопластинки 8 с гене­
ратором 9, который выполнен на базе стандартной 
катушки индуктивности с сердечником.

Рассмотрим собственные формы колебаний би- 
морфного элемента и определяющие их функции.

Простейшим периодическим решением уравне­
ния свободных колебаний биморфного элемента 
является так называемое главное колебание

2 4
d j  + C 2 <Ll ==  0, (6)
at2 3x

в котором y(x, t) изменяется с течением времени по 
гармоническому закону

y(x, t) =  p(x)sin(rat + а),

где p(x) — функция, которая устанавливает закон 
распределения максимальных (амплитудных) от­
клонений точек оси биморфного элемента от рав­
новесного расположения и называется формой 
главного колебания или собственной формой; ю — 
собственная частота.

Расчет собственных частот и соответствующих 
им собственных форм осуществляется на основа­
нии решения уравнения собственных форм и крае­
вых условий задачи.

Уравнение собственных форм однородной зада­
чи E /p IV(x) ra2jp(x) =  0 или

pIV(x) — k4p(x) =  0,4

где

или

k4 = M-to - 
E J  ;

k4 =  e. 
X2

(7)

(8)

(9)

Уравнение (5) имеет следующие независимые 
частные решения: cos(kx), sin(kx), ch(kx), sh(kx), а 
его общий интеграл имеет вид:

9 (x) =  A cos(kx) + Bsin(kx) +
+ Cch(kx) + D sh(kx). (10)

Четыре произвольные постоянные A, B, C, D 
должны быть подобраны так, чтобы для функции

9 (x) выполнялись краевые условия, т. е. условия 
закрепления концов биморфного элемента. Как 
правило, число краевых условий равно числу про­
извольных постоянных — по два на каждом конце. 
Все они выражаются равенствами нулю двух из сле­
дующих четырех величин: p(x), p'(x), ф "(x), ф '"(x), 
пропорциональных соответственно прогибу, углу 
поворота, изгибающему моменту и перерезываю­
щей силе в точках x = 0  или x = l. Выполняя эти ус­
ловия, получим четыре однородных уравнения, из 
которых найдем выражения и уравнение для опре­
деления собственных частот системы.

Наиболее удобной является система частных ре­
шений уравнения (7):

1S(x) = 2 (ch( kx) + cos (kx));

T(x ) -  (sh (kx) + sin (kx));
(11)

U(x) = - ( ch (kx) -  cos(kx));

- ( sh(kx) -  sin(kx)).

Функции S, T, U, V называются функциями 
Крылова. Найдем значения этих функций и их 
производных по аргументу kx до третьего порядка 
включительно при x = 0:

S( 0) = 1; S  (0) = 0; S  '(0) = 0; S  "'(0) = 0;
T( 0) = 0; T '(0) = 1; T  ' '(0) = 0; T  ' "(0) = 0;
U( 0) = 0; U (0) = 0; U ' (0) = 1; U '' (0) = 0;
V(0) = 0; V (0) = 0; V''(0) = 0; V '' (0) = 1.

(12)

Определитель, составленный из этих величин, 
равен единице. Поэтому функции Крылова назы­
вают иногда функциями с единичной матрицей, а 
систему уравнений (11) — нормальной или фунда­
ментальной системой интегралов уравнений (7).

Запишем уравнение (10) и представим тригоно­
метрические функции в системе уравнений (11) че­
рез функции Крылова:

9 (x) =  AS(x) + BT(x) + CU(x) + DV(x);

sin (kx) = T -  V; 
cos (kx) = S  -  U; 
ch( kx) = S  + U; 
sh( kx) = T + V.

Приведем выражения последовательных произ­
водных по x от функций S(x), T(x), U(x), V(x) до 
четвертого порядка включительно (таблица).

Одним из преимуществ функций Крылова явля­
ется то, что с помощью них можно сразу написать
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выражение общего интеграла уравнения (7), удов­
летворяющего условиям на закрепленном конце 
(x = 0) и содержащего только две постоянные, ко­
торые определяются из условий на другом его кон­
це (x =  l).

Рассмотрим основную задачу функций Крылова. 
Колебания жестко закрепленного конца биморф­
ного элемента составят x = 0, а свободного конца — 
x = l, тогда краевые условия: ф(0) =  ф (0) =  0; 
Ф '(l) =  ф '' (l) =  0.

Интеграл уравнения (7), удовлетворяющий ус­
ловиям x = 0, имеет вид:

Ф^) =  CU(kx) + DV(kx). 

Условия для x =  l :

CS( kl) + DT( kl) = 0; 
CV( kl) + DS( kl) = 0.

Тогда S2 — TV = 0 или

ch(kl )cos(kl) + 1 =  0.

(13)

(14)

(15)

По таблицам [4] находим первые четыре корня 
уравнения (15): kl =  1,875; 4,694; 7,855; 10,996.

Для первых четырех собственных частот по фор­
муле (15) получаем:

®1

ю2

ю3

= (1,875Г /E J ;
l2 J

=  (4,694)2 Щ .  
I2 4  м ;

=  (7,855)2 /E J ;
l2 J

=  (10,996)2 /E JЮ4
l2 N M 

Расчет периода колебаний 

T = 2п/ю

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

Выражения последовательных производных по x от функций 
S(x), T (x), U(x), V(x) до четвертого порядка включительно

Функция
Производные

первая вторая третья четвертая

S  (x) kV (x) k2U(x) k3T(x) k4S  (x)

T(x) kS(x) k2V(x) k3 U(x) k4T(x)

U(x) kT (x) k2S  (x) k3 V(x) k4U(x)

V(x) kU(x) k2T(x) k3S  (x) k4V(x)

приведет к  расчету первых четырех периодов коле­
бания биморфного элемента:

T1 =

T2 =

T3 =

T4 =

(1,875) 

2 п

l2 -M-; 
2 4 e j ;

(4,694) 

2п

I2 /-Mn ; 
2 4 E J ;

(7,855) 

2п

I2 -M-; 
2 4 e j ;

l2 -MM-.
2 a/EJ

(21) 

( )

(23)

(24)
(10,996 )2

При иных заданных начальных параметрах мож­
но перейти к другой форме записи собственных 
частот и периодов.

Формула погонной массы биморфного элемента 
M = m/l.

С учетом формул массы m = р V и объема V = bkl 
получим выражение

M = pbk. (25)
Момент инерции прямоугольного сечения оп­

ределяем из выражения
2

(26)т =
12 .

Подставив в формулы (16—19) первых четырех 
собственных частот вместо величин E, j  и J  фор­
мулы (25) и (26), получим выражения для опре­
деления первых четырех частот биморфного эле­
мента:

®1

ю2

ю3

1,007 ̂ 2 

2,522л2

4 ,-Ш ^  2 
l

h j E f p ; 

k ^ E /р ;

k^/E /р;

Ю4 = ( 5908 ) k M P  .

(27)

(28)

(29)

(30)

С учетом выражения (12), получим окончатель­
ные формулы первых четырех периодов колебаний 
биморфного элемента:

-2
T1 =

1,0072k

T2 = 2п l2

T3 =

T4 =

2,5222k 

2 k ?  

4,2202k 

_  2n l2

/Р ;
4 j ;

/Р ;

/Р ;4 - ;

5,9082k
р .

(31)

(32)

(33)

(34)
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В зависимости от заданных физико-механиче­
ских параметров биморфного элемента и требуе­
мых величин можно использовать как формулы 
(16—19, 21—23), так и формулы (27—30, 31—34).

Уравнение /-й собственной формы составим 
следующим образом. Из первого или второго урав­
нения системы уравнений (14), подставив туда k/l, 
находим значение отношения

D  =  —S(kf-) =  — V(k;l)
C T(kfl) ,S,(/-//) .

Подставив его в уравнение (22), получим:

Ф/С̂ ) =  C
S (k-l)

U(k-x) -  -Jj-J-J- V(k,-x)

V( k-l)
U( k x >-  Щ ) k x >

На рис. 5 представлены первые три формы по­
перечных колебаний биморфного элемента.

Для формирования квантовых точек на подлож­
ке можно использовать и другие пьезомеханиче­
ские системы. Устройство формирования кванто­
вых точек из газовой фазы, в котором превалируют 
продольные колебания пьезопривода, представ­
лено на рис. 6 . Оно состоит: из неподвижного ос­
нования 1, установленного на основании пьезо­
привода 2 с зондом 3, электрически связанным с 
подложкой 4, которая установлена на подложко- 
держателе 5; источника 6 гармонических колеба­
ний напряжения, соединенного с зондом 3 и под­
ложкой 4; подложкодержателя 5, выполненного с 
возможностью подачи внутрь полости 7 жидкого 
азота от источника 8.

При перемещении зонда 3 посредством пьезо­
привода 2 относительно подложки 4 источник 6 
гармонических колебаний напряжения посылает 
импульсы между зондом и подложкой, в результате 
чего формируются квантовые точки из газовой

///,/////////////////
/

1
1 2

/
. /

3
\

\

у
У / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / ,

I

Рис. 6. Устройство формирования квантовых точек из газовой 
среды

среды, окружающей пространство между зондом 3 
и подложкой 4. При этом подложка охлаждается в 
результате подачи жидкого азота от источника 8 в 
герметичную полость 7 внутри подложкодержате­
ля 5, что приводит к  уменьшению интенсивности 
испарения материала с поверхности подложки и 
его дрейфа.

На формирование квантовых точек существен­
но влияет резонанс, возникающий в пьезоприво­
де. Уравнения продольных колебаний биморфного 
элемента получаем как необходимые условия экс­
тремума функционалов:

.  h  l

S1 = 2  j j
2 0

m( x) E S Qy] dx dt.

Рис. 5. Формы поперечных колебаний биморфного элемента

Интегралы по x, взятые в пределах от 0 до l (l — 
ширина биморфного элемента) от первого и двух 
последних слагаемых в квадратных скобках, пред­
ставляют собой кинетическую и потенциальную 
энергии рассматриваемой системы.

Необходимое условие экстремума функционала 
S1 имеет вид:

2

j  У —i x [ E SИ =  « x- *■

Условие (3) является уравнением продольных 
колебаний.

Если Q(x, t) = 0 и жесткость ES биморфного 
элемента постоянна по всей ширине биморфного 
элемента, то уравнение свободных колебаний од­
нородного биморфного элемента имеет вид урав­
нения (11), где C2 =  E S /j.

4
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Уравнение собственных форм продольных ко­
лебаний имеет вид:

ф "^) + a ^ (x )  =  0,
2

где а2 = И '
Задача о собственных формах и частотах коле­

баний приводится к  интегрированию дифференци­
альных уравнений второго порядка с постоянными 
коэффициентами.

Частоты главных колебаний стержня образуют 
бесконечный дискретный ряд значений, которые 
пронумерованы в порядке возрастания и увеличи­
ваются до бесконечности.

Рассмотрим продольные колебания биморфно­
го элемента, в котором один конец жестко закреп­
лен (x = 0 ) ,  а другой свободен (x =  l). В этом слу­
чае краевые условия представляют собой равенст­
ва: ф(0) =  0, ф ( l) =  0. Тогда находим постоянные B 
и D общего решения ф ^) =  B cos(ax) + D sin(ax); 
B = 0 ;  D cos(al) =  0.

Очевидно, что постоянная D не может равняться 
нулю, так как в противном случае ф ^) =  0. Нетри­
виальное решение получим при условии

cos(al) =  0, 
т. е. al =  п/2  + nk.

Из условия (50) находим:

(35)

a k
= (2 / j -  1)п ; 

2 / ;

ю = (2* -  1)п /ЦТ, k = 1, 2, 3,
2 1 у  j

(36)

Таким образом, из уравнения (35) находим 
собственные значения параметра а и вместе с тем 
определяем собственные частоты системы. Д ан­
ное уравнение называется характеристическим 
или уравнением частот и соответствует вековому 
уравнению систем с конечным числом степеней 
свободы.

Учитывая выражения (20) и (36), получим период

4lколебаний биморфного элемента T =  .
2 k -  1 V ES

Характеристическое уравнение частот можно 
получить и в другом виде.

Площадь поверхности полого цилиндрического 
биморфного элемента

S  = n(R2 — r 2). (37)

С учетом формулы массы m = pV и объема 
V = ln(R2 — r 2), получим выражение погонной 
массы:

m = np(R2 — r 2). (38)

Стандартное выражение частоты колебаний со­
ответствует формуле (9).

Подставив в выражение (36) вместо E, S  и j  
формулы (37) и (38), получим частоту колебаний 
биморфного элемента:

ю == (2 / j -  1)п IE
2 l Л (39)

Величина, обратная ей,

2 l1
ю (2k -  1 )п

С учетом выражений (20) и (38) получим окон­
чательное уравнение периода колебаний биморф­
ного элемента:

T = 4l
2k -  1 V E

(40)

В зависимости от заданных физико-механиче­
ских параметров биморфного элемента и необхо­
димых величин можно пользоваться формулами 
(20), (36), (32) и (40).

Предлагаемое устройство возбуждения кантиле­
вера (см. рис. 2) расширяет функциональные воз­
можности устройства, позволяя использовать схе­
му "генератор магнитных колебаний — магнитная 
нанопластина". Применение устройства формиро­
вания квантовых точек из газовой среды (см. рис. 6) 
позволяет создавать квантовые точки с заданными 
промежутками.
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